
52 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

مسائل 
رياضي

1 
مصطفي ديداري

مسائل 
رياضي

2 
مصطفي ديداري

1.  جاهاي خالي را با عبارت هاي مناسب 
پر كنيد.

ــدد، عدد  ــة دو ع ــف) در مقايس ال
بزرگ تر در سمت ... عدد كوچك تر 

قرار دارد.
ــور اعداد نقاطي وجود  ب) روي مح
ــدد گويايي  ــد كه نظير هيچ ع دارن
ــداد ...  ــداد را اع ــن اع ــتند. اي نيس

مي ناميم.
ج) عدد π تا دقت دو رقم اعشار برابر 

است با...
x برابر است با ... عدد x تا صفر.
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د) 
2x. عبارت راديكالي زير را ساده كنيد:
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ــتفاده از  ــل عبارت زير را با اس 3. حاص
اتحادها به دست آوريد.
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4. تجزيه كنيد.
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5. مساحت مستطيل زير را بيابيد.

ــط  خ روي   
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ــة  نقط ــر  اگ  .6
را   m ــد،  باش  
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به دست آوريد.
 را 
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 و 
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ــط  7. دو خ

در نظر بگيريد و به سؤالات زير پاسخ 
دهيد.

الف) محل تلاقي دو خط را به دست 
آوريد.

ــيد كه از  ب) معادلة خطي را بنويس
محل تلاقي دو خط بگذرد و بر خط 

 عمود باشد.
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8. مقدار y، x و z را به  كمك نسبت هاي 
مثلثاتي به دست آوريد.

ــل عبارت  ــد، حاص  باش
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ــر  9. اگ
ــت  به دس را   
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آوريد.
ــت  ثاب را  ــر  زي ــاوي  تس ــتي  10. درس

كنيد.
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11. حاصل عبارات زير را به دست آوريد.
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الف) 
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ب) 

ــد و  ــام دهي ــر را انج ــيم زي 12. تقس
خارج قسمت و باقي مانده را به دست 

آوريد:
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ــرج عبارت راديكالي زير را گويا  13. مخ
كنيد.
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ــا  ــر را ب ــة دوم زي ــادلات درج 14. مع
روش هاي خواسته شده حل كنيد.

الف) (روش مربع كامل)
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ب) (روش كلي)        

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

ج) (روش هندسي)       

1. در يك دنبالة حسابي مجموع جملات 
نهم و دهم برابر با 56 و جملة پنجم 
ــت. دنباله را مشخص  برابر با 10 اس
كنيد و جملة بيستم دنباله را به دست 

آوريد.
2. اگر رابطة 
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تابع باشد: 
الف) a و b را به دست آوريد.

 را به دست 
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ب) حاصل 
آوريد.
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3. نمودار تابع با ضابطة 
ــت آوريد (با  را به كمك انتقال به دس

رسم مراحل).
4. دامنة توابع زير را به دست آوريد:
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براىمسائلىحل
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دوم  ــة  درجـ ــة  معـــادل ــر  اگـ  .15
ــواب  ج داراي   
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آوريد.

16. نامعادلة زير را حل كنيد و جواب را 
روي محور نمايش دهيد.

x

(a b) a(a b)

x y

m

( m )x y

x y
x y
y x

sin cos tan

(sin cos ) sin cos
(sin cos )

(sin cos )

x x
x x
x y x y xy
(x ) x x

°

+ − +

+ − −

−

− 
 + 

− + =

+ =
− =
+ =

θ =

θ− θ+ θ

θ+ θ
= − θ θ

θ+ θ
θ+ θ ≠

− +
−

− −
− +

÷
+ + +

3 3

3 2

3 3

2

3 3

2

2

2 2 2 2

2

40 2 8 50 3 5
2 2

27 8
3
1

22 1 7
3

3 2 5
5

3 2
30

2 2

1

0
1 4

2 3 4 9
4 25 2 5

4 8 16
12 xx x

a a
x x

x x

x x

(m )x x
( x) ( x)

++ −

+

− − =

− − =

− − =

− − + =
− − + ≤

3

2

2

2

2

136 1

1
2 2

6 7 0
2 3 5 0

2 0
1 2 3 0

2 1 3 1 6

ــفر به  ــت س ــة رفت و برگش 17. هزين
ــة  ــان، هزين ــان 70/000 توم اصفه
خوراك 130/000 تومان و هزينة هر 
ــب اقامت در هتل 50/000 تومان  ش
ــان حداكثر  ــت. با 470/000 توم اس
ــوان در اصفهان اقامت  چند روز مي ت

كرد؟ (نامعادلة موردنظر را بنويسيد.)
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲
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ب) 

5. مشخص كنيد دو نمودار (الف) و (ب) 
x و 
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مربوط به كدام يك از توابع 
 هستند؟
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6. معادلة زير را حل كنيد:
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7. حاصل عبارت زير را به دست آوريد:
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8. معادلة زير را حل كنيد:
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ــان را به درجه تبديل و آن   رادي
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 .9
را در موقعيت استاندارد رسم كنيد.

 را به دست 
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10. حاصل 
آوريد (ساده كردن لازم نيست).

ــاي θ را  ــد، زواي  باش
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ــر  11. اگ
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به گونه اي بيابيد كه 
(با رسم شكل).

 

x

x

x

f {( ,a b), (a b, ), ( , ), ( , a b)}

f ( ) f ( )
f (x) x

f (x)
x(x )

xg(x)
x

y

y

log

A log log
log(x ) log(x ) log

sin( ) cos

cos

y cos x
ˆsin C

A

−

+

+

°

= − − − − +

− +

= − + −

=
−

−
=

−

=

=

= −

= −

+ − − = −
π

π
+

≤ θ ≤ π

θ =

=

−
=

2

1

2

1

1

1
4

1
3 3 25
9 5

1 5 1 3 3
1 5

1 2
1

4
4

1
2
3

1
3

2
1 1 2 2 1

11
6

7 210
4

0 2
3
2

4 2

1 2
0 2

( A I)
x y

x y
P(n, ) C(n, )

−

 
 
 

+

− =
 − =

=

2 12
2 3 5

1
2 3

12. الف) نمودار تابع با ضابطة 
را در يك دورة تناوب رسم و حداقل و 

حداكثر آن را تعيين كنيد.
   ب) محل برخورد تابع با محور xها را 

در نمودار مشخص كنيد.
 BC 13. با توجه به شكل زير طول ضلع
 را به دست 
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ــاحت مثلث و  و مس
Bآوريد.
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ــل  ــد، حاص  باش
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ــر  14. اگ

 را به دست آوريد.
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ــه روش ماتريس  ــتگاه زير را ب 15. دس
معكوس حل كنيد:
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1
2 ــوان با حروف 3 ــه چند طريق مي ت 16. ب

كلمة FLOWER كلمة چهارحرفي 
ساخت كه (تكرار مجاز نيست):

ــد و داراي  ــف) داراي حرف L باش ال
حرف O نباشد.

ب) دو حرف O و L در كلمه موجود 
و در كنار هم باشند.

ــت  ــاوي زير به دس 17. مقدار n را از تس
آوريد.
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ــي، 5  ــوز تجرب ــن 4 دانش آم 18. از بي
ــي و 3 دانش آموز  ــوز رياض دانش آم
ــاني مي  خواهيم شورايي سه نفره  انس
تشكيل دهيم. به چند روش مي توان 

اعضا را انتخاب كرد، در صورتي كه: 
الف) رشتة دانش آموزان مهم نباشد.

ــته به تعداد مساوي در  ب) از هر رش
شورا انتخاب شود.

مسائل 
هندسـة

1 
هوشنگ شرقي

3. ثابت كنيد هر مثلثي كه در آن ميانة 
وارد بر يك ضلع، نصف آن ضلع باشد، 

مثلث قائم الزاويه است.
 و 
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ــث  4. در مثل
ــاع AH را  ــت. طول ارتف  اس
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به دست آوريد.
ــة CD، ABCD و AB به  5. در ذوزنق
 AD ترتيب قاعده هاي بزرگ و كوچك و
ــاق ها هستند. مي دانيم كه: و BC س

ــه  ــاحت ذوزنق . مس
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 و 
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ــد، اگر  ــت آوري را به دس
 باشد.
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ــابه، نسبت  6. ثابت كنيد در دو مثلث متش
مساحت ها توان دوم نسبت تشابه  است.

 BF بر CD و EF ، AB ــكل زير 7. در ش
عمود شده اند. ثابت كنيد: 
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 N است. اگر 
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ــكل زير  8. در ش
وسط AC باشد، ثابت كنيد: 
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1. ثابت كنيد هر ذوزنقه اي كه دو قطر آن با 
هم برابر باشند، متساوي الساقين است.
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2. در شكل زير 
را به دست آوريد.
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 BM ــاي ــث ABC، ارتفاع ه 9. در مثل
ــم  ــلاع AC و AB رس ــر اض و CN ب
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ــده اند. اگر  ش
ــد، طول BC را   باش
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و 
به دست آوريد.

10. طول يال هاي مكعب مستطيلي 1، 
 و 2 واحد است. زاوية قطر اصلي 
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ــال بزرگ تر  ــتطيل را با ي مكعب مس
به دست آوريد.

11. مساحت كل يك منشور قائم با قاعدة 
مربع برابر 182 واحد سطح است. اگر 
مجموع طول هاي ارتفاع و ضلع قاعدة 
ــد، حجم منشور را  آن 10 واحد باش

به دست آوريد.
ــت آوريد كه  12. حجم هرمي را به دس
قاعدة آن مربعي به ضلع a و هر يك 
ــي آن مثلث هاي  ــاي جانب از وجه ه

متساوي الساقين به ضلع b باشد.
ــت آوريد  13. حجم مخروطي را به دس
ــعاع قاعدة آن با شعاع كره اي  كه ش
به حجم 288π، و ارتفاع آن، با ارتفاع 
 كه قاعدة آن 
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منشوري به حجم 
ــاوي الاضلاع به ضلع 2  ــي متس مثلث

واحد است، برابر باشد.
ــتطيل  ــول قطر يك مكعب مس 14. ط
ــاحت كل آن   و مس
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ــت. حجم اين  ــاوي 24 واحد اس مس
مكعب مستطيل را به دست آوريد.

سؤالات 
هندسـة

2 
هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

1. مثلث هاي شكل هاي 1، 2 و 3 با هم 
ــابه و مثلث هاي كوچك همه با  متش
يكديگر هم نهشت هستند. با توجه به 

شكل هاي زير و با استفاده از استدلال 
استقرايي جدول زير را كامل كنيد:

n...1234شمارة شكل
؟...؟149تعداد مثلث هاي كوچك

ــر مثلث،  ــت كنيد در ه 2. قضيـه: ثاب
مجموع طول هاي هر دو ضلع از طول 

ضلع سوم بزرگ تر است.
ــة M روي  نقط  ،PAK ــث مثل در   .3
ــرار دارد. ثابت كنيد اگر  ضلع PK ق
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ــد  كــــني ــت  ثــاب قضيـــه:   .4
عمودمنصف هاي ضلع هاي هر مثلث 

همرس اند.
5. خط d و نقطة A غيرواقع بر آن، داده 
شده اند. نقطه اي روي خط d تعيين 
 R به فاصلة معلوم A كنيد كه از نقطة
باشد. با توجه به اندازة R روي تعداد 

جواب هاي مسئله بحث كنيد.
6. قضيـه: ثابت كنيد طول مماس هاي 
ــده بر يك دايره از هر نقطة  رسم ش

خارج آن با هم برابرند.
ــانتي متر  7. پاره خط AB به طول 4 س
ــده است. كمان در خور زاوية  داده ش
ــه رو به اين پاره خط مفروض  °30 روب

است. شعاع دايره اي را كه اين كمان 
ــت و فاصلة  ــي از آن اس درخور بخش
ــره از پاره خط AB را  ــن داي مركز اي

تعيين كنيد.
ــدازة زاويه اي  8. قضيـه: ثابت كنيد ان
ــداد دو وتر از يك  ــه از برخورد امت ك

ــد، برابر قدرمطلق  دايره پديد مي آي
نصف تفاضل اندازة كمان هايي از آن 
ــت كه به ضلع هاي آن زاويه  دايره اس

محدودند.
9. در دايرة O، مماس AC و وتر AB با 

يكديگر مساوي اند.
ــط BC دايره را در نقطة D قطع  خ

كرده است.
 ADC ــث ــت كنيد مثل ثاب

متساوي الساقين است.

O

D

C

A

B

ــان دهندة دو دايرة  ــر نش ــكل زي 10. ش
مماس برون است.

C

C´

الف) اين دو دايره داراي چند مماس 
مشترك خارجي و چند مماس مشترك 

داخلي هستند؟
 آن گاه اندازة 
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 و 
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ب) اگر 
مماس مشترك خارجي آن ها را به دست 

آوريد.
و   
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ــاط  نق  .11
 رأس هاي يك مربع هستند.
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الف) مربع و تصويرش را تحت انتقال 
 رسم كنيد.
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ب) طول و شيب خط AB و تصويرش 
را به دست آوريد و با هم مقايسه كنيد.
پ) آيا تبديل ايزومتري است؟ چرا؟
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ــه معادلة  12. خط ب
ــرش را تحت تبديل تجانس  و تصوي
ــد.  كني ــم  رس  

PM AK
AM MK
R
R
A( , )
B( , )
C( , )
D( , )
T(x, y) (x , y )
L : x y

D(x, y) ( x, y)

AD BE
ˆAFB

P

°

=
>

=
′ =

= − −
− − =

=

=

=
′

4
9

6 1
8 3
6 5
4 3

5 2
3 2 12 0

1 1
2 2

60

سپس معادلة خط تصوير را به دست 
آوريد.

 ECD ــث  مثل و   ABC ــث  مثل  .13

(3) (2) (1)
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــاوي الاضلاع هستند. با استفاده از  متس
تبديل دوران ثابت كنيد: 
.
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F E

D

CB

ــتي يا نادرستي جملات زير را  14. درس
تعيين كنيد: 

الف) هر زاوية خارجي يك چندضلعي، 
از هر زاوية داخلي آن بزرگ تر است.

ــكل را  ب) تبديل بازتاب جهت ش
حفظ نمي كند.

پ) اگر دو خط متقاطع باشند، تحت 
يك بازتاب نيم ساز زاوية تشكيل شده 
ــور تقارن  ــن خط و تصويرش مح بي

است.
 برهم عمود 
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ت) اگر دو صفحة P و 

باشند، هر خط عمود بر صفحة P بر 
 نيز عمود است.
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صفحة 

ــر خط L با  15. قضيـه: ثابت كنيد اگ
صفحة P موازي باشد، هر صفحه كه 
از L بگذرد و با P متقاطع باشد، P را 

در يك خط موازي L قطع مي كند.
ــط L2 ،L1 و L3 دوبه دو  ــه خ 16. اگر س
ــند، ثابت كنيد اين سه  متقاطع باش
ــرار دارند و يا  ــط در يك صفحه ق خ

همرس اند.
 موازي 
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17. ثابت كنيد دو صفحة P و 

هستند، اگر و تنها اگر هر خط واقع بر 
يكي  از اين صفحه ها با صفحة ديگر 

موازي است.
18. الف) دو خط متنافر را تعريف كنيد.

ــر خطي بر  ــد اگ ــان دهي ب) نش
صفحه اي عمود باشد، بر هر خط از آن 

صفحه نيز عمود است.

ــير و  1. 144 ليتر آب ميوه، 45 ليتر ش
63 ليتر دوغ در شيشه هايي با حجم 
ــده اند. حداقل  يكسان بسته بندي ش
ــه ها را بيابيد. (گنجايش  تعداد شيش
شيشه ها را برحسب ليتر، عدد طبيعي 

فرض كنيد.)
ــي نامتناهي زير،  ــة هندس 2. در دنبال

مجموع تمام جملات را بيابيد.
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 را با روش 
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3. معادلة 
هندسي حل كنيد.

ــارات رياضي  ــاي خالي را با عب 4. جاه
مناسب پر كنيد: 

ــة  معادل ــواب  ج ــة  مجموع ــف)  ال
 برابر است با...

x

x

x

, , ,...

x x x
x

x x
x
y x x

ax bx c

cx bx a
(c )
y f (x)
y f (x )
y f (x )

f (x) x
g {( , ), ( , ), ( , )}
f
g
x

f (x) (x )

cos x cos x

cos(tan )

xlim
x

lim (x [x])

lim

+

−

→

→

π
→

− − = −

+ =
− −
≤

= − + −

+ + =

+ + =
≠
=
= −
= − −

= −
=

≥

= −

− =

−
−
−

2

2

2

2

2

1

24

3

1 1 1
3 9 27
1 1 2

3 5
3 1
1

3 1

0
0

0

3
2 3

3
0 4 3 2 5 6

2
2

2 0
3
4
2

16

cos x
cos x sin x

x

a x x
f (x) x x

x
f (x) x x

y (x )
x

y ( x ) x

sin xy
x

x sin x
f (x) x

x

−

=

 − − ≥
=  −

<
−

= −

= +

= − +

=
+
 ≠= 
 =

4

2

3

3

4 3

2

2

1
1 1

1 1
1

2
1

3 2 5

1
1 0

0 0

ــة تابع  ــد، ضابط  باش
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ــر  ب) اگ
ــتفاده از  ــدون اس  ب
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قدرمطلق برابر است با...
ج) تابع زير در بازة... صعودي اكيد و 
در بازة ... نزولي اكيد و در بازة ... ثابت 

است.
y

x
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د) اگر α و β ريشه هاي معادلة درجة 
 باشند، ريشه هاي 
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دوم 
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ــة دوم  ــة درج معادل
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برابرند با ... و ... 
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ــكل زير، نمودار تابع  5. در ش
رسم شده است. با استفاده از انتقال، 
 و سپس 
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ابتدا نمودار تابع 
ــم   را رس
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ــودار تابع  نم
كنيد.
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6. اگر 
 دو تابع باشند: 
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ــع fog را به صورت زوج هاي  الف) تاب

مرتب بنويسيد.
 را بنويسيد.
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ب) دامنة تابع 
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7. ثابت كنيد تابع 
وارون پذير است. سپس ضابطة وارون 

آن را بنويسيد.
8. سينوس زاوية ° 22/5 را حساب كنيد.
ــة  معادل ــاي  جواب ه ــي  تمام  .9

 را تعيين كنيد.
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 را حساب كنيد.
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10. مقدار 
ــر را در صورت وجود،  ــد توابع زي 11. ح

محاسبه كنيد: 
 (الف
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12. مقدار a را طوري بيابيد كه تابع زير 
 پيوسته شود.
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ــم كنيد كه در  13. نمودار تابعي را رس
يك همسايگي راست 2 تعريف شده  

سؤالات 
حسابان

هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

مسائل امتحان نهايي
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    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

باشد، ولي در هيچ همسايگي چپ 2 
تعريف نشده باشد و در اين نقطه حد 

داشته باشد.
ــودار تابع  ــط قائم بر نم ــة خ 14. معادل
 را در نقطه اي به طول 
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1 واقع بر منحني به دست آوريد.
15. مشتق بگيريد (ساده كردن الزامي 
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ــا تابع  16. آي

صفر مشتق پذير است؟ (دليل خود را 
توضيح دهيد.)

سؤالات 
جبر

 و احتمال

هماهنگ كشوري ـ خرداد ۹۱

مسائل امتحان نهايي

1. با استدلال استقراي رياضي، براي هر 
عدد طبيعي n، ثابت كنيد:
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ــت  2. كدام يك از عبارت هاي زير درس
ــت؟ (با ذكر  ــت اس و كدام يك نادرس

دليل)
الف) اگر a و b دو عدد صحيح و فرد 
ــند آن گاه  ــر دو مضربي از 5 باش و ه

مجموع آن ها مضرب 10 است.
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ــر a يك عدد حقيقي و  ب) اگ
 است.
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باشد، آن گاه 
پ) اگر b ، a و c اعداد طبيعي باشند، 

 يك عدد گنگ است.
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آن گاه 
ــي متمايز را در نظر  3. 50 عدد طبيع

گرفته و هر يك از اين اعداد را بر عدد 
ــيم كرده ايم. حداقل چند تا  24 تقس
ــاني را بر 24  از آن ها باقي ماندة يكس

خواهند داشت و چرا؟
4. اگر b ، a و c سه عدد حقيقي باشند، 

ثابت كنيد: 
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5. با استفاده از برهان خلف، ثابت كنيد 
 زوج 
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اگر n يك عدد طبيعي و 
باشد، آن گاه n يك عدد فرد است.

 و 
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ــاي  6. مجموعه ه
 مفروض اند: 
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ــتن عضوها  ــا نوش ــف) A و B را ب ال
مشخص كنيد.

ب) AΔB را مشخص كنيد.
را مشخص و نمودار آن 
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ج) 
را رسم كنيد.

ــر  ــن جب ــتفاده از قواني ــا اس 7. ب
مجموعه ها ثابت كنيد: 
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ــة R روي R2 به صورت زير  8. رابط
تعريف شده است: 

n

k

( ) n

a
a

b ac

a b c (a b c)
( n )

A { k N, k }

B {x x N, x }
(A B) A
(C A B) (A C) (A B) A
A B B A
(a,b)R(c,d) ab cd
[( , )]

P(B)

P(A B)

P(A B)

+ ≥ +

>
>

+ + + ≥ + +
+

= ∈ ≤

= ∈ ≤

∆ ×
∩ ∩ ∪ − ∪ − =

′ ′⊆ ⇒ ⊆
⇔ =

−

=

∪ =

−

2

2 2 2

2

1 3 1 3
0

0

3 2
5 3

2 2

3

1 2
1
3

1
4

2
3

ــن رابطه  ــد كه اي ــان دهي الف) نش
هم ارزي است.
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ــم ارزي  ه كلاس  ب) 
مشخص كنيد.

ــكة سالمي عدد 1 و در  9. يك طرف س
ــته ايم.  طرف ديگر آن عدد 2 را نوش
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مي كنيم: 

 (الف
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ــت و معادله  ــواب غيرقابل قبول اس ج

ريشة حقيقي ندارد.
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 L ساير خانه ها     انتخاب يك خانه براي
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ــم.  AH و  مي كني
در نتيجه با هم موازي اند. 
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در نتيجه، مثلث AEH قائم الزاويه 
ــت و بنابراين زواياي حادة آن  هم هس
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°45 هستند:           

ــور  11. اگر ضلع قاعده را a و ارتفاع منش
را h در نظر بگيريم، طبق فرض داريم: 
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                           (غ ق ق)

12. پاي ارتفاع هرم، وسط قاعده (محل 
برخورد قطرها) است. بنابراين مي توان 
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13. اگر شعاع قاعدة مخروط و شعاع كره 
را R بناميم، طبق فرض داريم: 
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 h و اگر ارتفاع مخروط و منشور را با
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و از آنجا حجم مخروط برابر است با: 
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 c و b ، a 14. اگر ابعاد مكعب مستطيل را
بناميم، طبق فرض داريم: 
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حل مسائل 
هندسـة

2 
هوشنگ شرقي
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n 2...؟149تعداد مثلث هاي كوچك
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حكم: 
 B را از رأس BC ــع برهـان: ضل
امتداد مي دهيم و به اندازة AB روي آن 
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همچنين در مثلث ADC داريم: 
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ــكل  ــه ش ــه ب ــا توج ب
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. در نتيجه: 
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بنابراين 
.

AB BC AC
ˆˆBD AB D A

DC DB BC DC AB BC
ˆ ˆDAC A
ˆ ˆDAC D

DC AC
AB BC AC

PM AK
AMP,AMK : AM AM AP MK

ˆM̂ A
MB MC
MA MB
MA MC
AH R
AH R
AH R
ˆ ˆT T

ˆ ˆT T
OT OT OMT OMT
OM OM

MT MT
aR R

sin s

∆ ∆

°

°
∆ ∆

+ >

= ⇒ =

= + ⇒ = +

>

>

>
+ >

=


= ⇒ >
> 

=
=
=
>
=
<

′= =

 ′= =


′ ′= ⇒ ≅
 =

′⇒ =

= ⇒ =
α

1 1

1

1

1 1

90

90

4
2 2

 

 





in
OH R cos OH cos
AA
BB
AB

ˆˆ ˆAB B B AM AMB
AMB

AB A Bˆˆ ˆAMB AB B B AM

AB ABˆ ˆAMB AMB

ˆˆAC AB B C

ADABC : B

ADˆDAC

ˆ ˆDAC C DC DA

∆

=

= α ⇒ = =

′
′
′

′ ′ ′= +
′

′ ′
′ ′ ′⇒ = − = −

′−′⇒ = =


 = ⇒ =

 =



=


⇒ = ⇒ =

4
30
4 30 2 3

2 2

2

2

2

. بنابراين: 
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                                            (زاوية خارجي)  
 

4. عمودمنصف هاي دو ضلع AB و BC از 
مثلث ABC را رسم مي كنيم تا يكديگر را در 
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ــس: (1)  ــت، پ M اس
ــت، پس:  ــف AB اس M روي عمودمنص
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 (2)
ــر  . بنابراين نقطة M از دو س
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پاره خط AC به يك فاصله است. يعني 
ــت.  نقطة M روي عمودمنصف AC اس
ــاي ضلع هاي هر  ــس عمودمنصف ه پ

مثلث همرس اند.

5. دايره اي به شعاع R و به مركز A رسم 
مي كنيم. محل برخورد اين دايره با خط 

d جواب مسئله است.
، مسئله جواب ندارد.
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اگر: 
، مسئله يك جواب دارد.
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اگر: 
، مسئله دو جواب دارد.

AB BC AC
ˆˆBD AB D A

DC DB BC DC AB BC
ˆ ˆDAC A
ˆ ˆDAC D

DC AC
AB BC AC

PM AK
AMP,AMK : AM AM AP MK

ˆM̂ A
MB MC
MA MB
MA MC
AH R
AH R
AH R
ˆ ˆT T

ˆ ˆT T
OT OT OMT OMT
OM OM

MT MT
aR R

sin s

∆ ∆

°

°
∆ ∆

+ >

= ⇒ =

= + ⇒ = +

>

>

>
+ >

=


= ⇒ >
> 

=
=
=
>
=
<

′= =

 ′= =


′ ′= ⇒ ≅
 =

′⇒ =

= ⇒ =
α

1 1

1

1

1 1

90

90

4
2 2

 

 





in
OH R cos OH cos
AA
BB
AB

ˆˆ ˆAB B B AM AMB
AMB

AB A Bˆˆ ˆAMB AB B B AM

AB ABˆ ˆAMB AMB

ˆˆAC AB B C

ADABC : B

ADˆDAC

ˆ ˆDAC C DC DA

∆

=

= α ⇒ = =

′
′
′

′ ′ ′= +
′

′ ′
′ ′ ′⇒ = − = −

′−′⇒ = =


 = ⇒ =

 =



=


⇒ = ⇒ =

4
30
4 30 2 3

2 2

2

2

2

اگر: 

A
R

H
d

ــعاع در نقطة تماس برخط  6. چون ش
ــت، نتيجه مي گيريم:  مماس عمود اس
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 از دايرة 

AB BC AC
ˆˆBD AB D A

DC DB BC DC AB BC
ˆ ˆDAC A
ˆ ˆDAC D

DC AC
AB BC AC

PM AK
AMP,AMK : AM AM AP MK

ˆM̂ A
MB MC
MA MB
MA MC
AH R
AH R
AH R
ˆ ˆT T

ˆ ˆT T
OT OT OMT OMT
OM OM

MT MT
aR R

sin s

∆ ∆

°

°
∆ ∆

+ >

= ⇒ =

= + ⇒ = +

>

>

>
+ >

=


= ⇒ >
> 

=
=
=
>
=
<

′= =

 ′= =


′ ′= ⇒ ≅
 =

′⇒ =

= ⇒ =
α

1 1

1

1

1 1

90

90

4
2 2

 

 





in
OH R cos OH cos
AA
BB
AB

ˆˆ ˆAB B B AM AMB
AMB

AB A Bˆˆ ˆAMB AB B B AM

AB ABˆ ˆAMB AMB

ˆˆAC AB B C

ADABC : B

ADˆDAC

ˆ ˆDAC C DC DA

∆

=

= α ⇒ = =

′
′
′

′ ′ ′= +
′

′ ′
′ ′ ′⇒ = − = −

′−′⇒ = =


 = ⇒ =

 =



=


⇒ = ⇒ =

4
30
4 30 2 3

2 2

2

2

2

 و 
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ــداد وترهاي  8. امت
C در نقطة M يكديگر را قطع كرده اند. 

 را رسم مي كنيم.
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ج) بله، چون تبديل انتقال ايزومتري 
است.
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ــدازة °60 را  ــول C و به ان 13. دوران ح
تبديل T مي ناميم. با اين تعريف روشن 
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D (4,3)



62 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

و چون دوران ايزومتري است، پس: 
 AD و نيز طبق ويژگي دوران 
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و BE زاويه اي مساوي زاوية دوران با هم 
.
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مي سازند: 

14. الف) نادرست       ب) درست
پ) درست          ت) نادرست

ــه دو حالت  ــراي اثبات اين قضي 15. ب
ــودن يك خط و يك صفحه در  موازي ب

فضا را در نظر مي گيريم. 
الف) خط L در صفحة P قرار ندارد. 
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كه P را در خط 
 هستند و يكديگر را 
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هر دو در صفحة 
قطع نمي كنند. زيرا از متقاطع بودن L و 
 نتيجه مي شود كه خط L صفحة P را 
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قطع مي كند كه اين خلاف فرض است. 
پس با هم موازي اند.

ــط L در صفحة P قرار دارد.  ب) خ
 متمايز 
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پس در اين حالت هر صفحة 
ــه از L مي گذرد، صفحة P را در  از P ك
ــتي  همان خط L قطع مي كند و درس

قضيه روشن است.

P

L P´

L´

ــة P را  ــط L1 و L2 صفح 16. از دو خ
ــد،  مي گذرانيم. اگر L3 در صفحة P باش
 L3 ــت. در صورتي كه ــرار اس حكم برق
ــون L3 با L1 و  ــد. چ در صفحة P نباش
ــت، پس صفحة P را در  L2 متقاطع اس
ــترك L1 و L2 قطع مي كند.  نقطة مش
ــورت بايد صفحه را  زيرا در غير اين ص
 L3 در دو نقطة متمايز قطع كند. يعني
به تمامي در صفحة P قرار مي گيرد كه 

اين خلاف فرض است.
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ــم:  ــرض كني 17. ف
ــد،   متقاطع باش
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ــة  ــط d با صفح خ
 متقاطع 
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پس: 

ــف) دو خط در فضا را كه در يك  18. ال
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 وجود ندارد
  

مسائل امتحان نهايي
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63 ش�رۀ ۴
    تابستان 1393

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...



پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...پاسخ به نامه ها،  ايميل ها و...

      
ك يكساله مجلات عمومي (هشت شماره): 300/000 ريال

 هزينة اشترا
ك يكساله مجلات تخصصي (چهار شماره): 200/000 ريال

 هزينة اشترا

  نشاني: تهران، صنـدوق پستي  امور مشتركين: 16595/111
www.roshdm

ag.ir                                                      :ت رشد
  وبگاه مجلا

ك مجله:                            14 ـ77339713/ 77335110 /   77336656ـ021
  اشترا

ت  در خواستي:
 نام مجلا

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

 نام و نام خانوادگي:................................................................
ت: ..........................

صيلا
 ميزان تح

 تاريخ تولد:....................... 
ن:..................................................................................

 تلف
ستي:  ................................................................

شاني كامل پ
 ن

خيابان: ................ 
شهرستان: .............. 

استان: .................
مبلغ پرداختي: ..........................

ش: ...................
شمارة في

ستي: ..........................................
شمارة پ

ك: ...................
پلا

......................................................................................

ك خود را ذكر كنيد:
ك مجله بوده ايد، شمارة اشترا

 در صورتي  كه قبلاً مشتر
  

   
               

   
 

 
 

ضا:
                                     ام

ك:
نحوة اشترا

ب 39662000 
ك به شماره حسا

س از واريز مبلغ اشترا
شما مي توانيد پ

ت از
ت افس

ش كد 395، در وجه شرك
ت، شعبة سه راه آزماي

ك تجار
بان

ك مجله شويد: 
ش زير، مشتر

 دو رو
w و تكميل برگة 

w
w.roshdm

ag.ir  :شاني
ت رشد؛ ن

1.  مراجعه به وبگاه مجلا
ش واريزي. 

ت في
صا

شخ
ت م

ك به همراه ثب
اشترا

ت سفارشي 
س

ك با پ
گ تكميل شدة اشترا

ش بانكي به همراه بر
صل في

2. ارسال ا
ش را نزد خود نگه داريد).

(كپي في

........................
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                  رابطة تقارني 
 

رابطة تعدي 
ــت را دارد، پس  ــه خاصي R هر س

هم ارزي است.
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