
۳۹
دوره  ى28
شماره ى2

 زمستان89

مرتضی بيات، زهرا خاتمی و هوشنگ اوصانلو
خانه ی رياضيات زنجان

وسيله ای ساده برایا

تدريس مثلثات

چکيده
ضرورت وجود وسيله ی ساده ای برای تدريس درس 
مثلثات، ما را بر آن داشت که با استفاده از قضيه ی هندسی 
متحرکی  دواير طوسی، وسيله ی  معروف مسئله ی جفت 
طراحی کنيم که به راحتی توسط معلمان و دانش آموزان 
رياضی قابل ساخت و توليد بوده و در ضمن، اکثر مطالب 
مربوط به درس مثلثات به کمک آن، به صورت شهودی 
داده  نشان  مؤلفان  تدريسی  تجربه ی  باشد.  بيان  قابل 
است که ساخت اين وسيله توسط دانش آموزان، موجب 
خواهد  مثلثات  و  هندسه  درس  از  آن ها  عميق تر  درک 
شد. مؤلفان به اين باور رسيده اند که يادگيری مفهومی 
مشاهده ی  و  دست ورزی  طريق  از  رياضی  موضوع  يک 
عينی، اين امکان را برای دانش آموزان فراهم می آورد که 

مفاهيم اين درس ها در ذهن آن ها نهادينه شود.

مفهومی،  يادگيری  طوسی،  دواير  جفت  مثلثات،  کليدواژه ها: 
ابزار کمک آموزشی.

مقدمه
در اين مقاله، برای نشان دادن چگونگی ساخت وسيله ای ساده 
به  معروف  هندسی  قضيه ی  معرفی  به  ابتدا  مثلثات،  تدريس  برای 
مسئله ی جفت دواير که توسط خواجه نصيرالدين طوسی ارائه شده 
می پردازيم. سپس کاربرد اين قضيه را برای ساخت دايره ی مثلثاتی 
متحرک توضيح می دهيم و بالاخره، روش استفاده از اين وسيله را 

بيان می کنيم.
جفت دواير خواجه نصيرالدين طوسی

اولين بار، خواجه نصيرالدين طوسی در نجوم برای مدل حرکت 
دو سياره، طرح هندسی را ابداع کرد که امروزه اين مسئله، به جفت 
دواير طوسی معروف است. اما در منابع خارجی، به مسئله ی چرخ 
کاردان شهرت دارد. اين مسئله، حرکت دورانی را به حرکت راست 

خط (مستقيم الخط) و برعکس تبديل می کند.
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دايره ای  داخلی  محيط  روی   r شعاع  به  دايره ای  اگر  قضيه. 
به شعاع ۲r=R بدون لغزش بچرخد، هر نقطه از دايره ی کوچک، 
ديدن  (برای  می پيمايد  نوسانی  به طور  را  بزرگ  دايره ی  از  قطری 

اثبات اين قضيه، به منبع [۱] مراجعه کنيد.)

کاربرد مسئله ی جفت دواير طوسی برای ساخت 
دايره ی مثلثاتی متحرک

در اين بخش، روش ساخت وسيله ای را برای تدريس مفاهيم 
دريافتيم که  در کلاس درس  تجربه،  به  ما  ارائه می دهيم.  مثلثات 
مفاهيم  تعميق  و  کارآمدتر  آموزش  موجب  وسيله،  اين  از  استفاده 
مربوط به درس مثلثات می شود و بدين سبب، چگونگی ساخت اين 

وسيله را به همکاران مان ارائه می دهيم.

نام وسيله: دايره ی مثلثاتی متحرک؛
پيش دانشگاهی،  و  دبيرستان  دوره ی  دانش آموزان  مخاطبان: 

دانشجويان فنی، دانشجو- معلمان و دبيران؛
هدف: ساخت وسيله ای متحرک و پويا برای آموزش نسبت های 

مثلثاتی سينوس و کسينوس و تعدادی از روابط مثلثاتی.
مواد و وسايل لازم:

کشيدن  برای  ميلی متر   ۳ ضخامت  به  ماکت سازی  مقوای   -

دايره های با شعاع های ۱۱ و ۱۲ سانتی متر؛
- طلق شفاف (بی رنگ) دايره ای شکل به شعاع ۱۲ سانتی متر؛

- شبرنگ قرمز رنگ به شکل دايره به شعاع ۵/۵ سانتی متر؛
- کش نازک؛

- طلق شفاف به ابعاد ۱ سانتی متر در ۳ سانتی متر و به ضخامت 
يا  ديسکت  قاب  از  می توانيد  طلق  اين  تهيه  (برای  ميلی متر   ۱/۵

سی دی استفاده کنيد)؛
خياطی  يا  کفاشی  در  پرچ ها  اين  (از  عدد)   ۱) ماده  پرچ   -
استفاده  بند کفش-  پوشاندن دور سوراخ روی چرم- سوراخ  برای 

می شود)؛
- واشر کوچک (۱ عدد).

روش ساخت:
ابتدا دايره ای مقوايی به شعاع ۱۲ سانتی متر را در نظر می گيريم. 
به مرکز  ميلی متر و ۱۱ سانتی متر  به شعاع های ۷  دايره  دو  سپس 
دايره ی ۱۲ سانتی متری رسم می کنيم. مطابق شکل (۱)، شيارهايی 
تيغ  از  استفاده  (با  جمع  علامت  به صورت  ميلی متر   ۳ به ضخامت 
موکت بر) در امتداد خط چين می بريم (بايد مواظب باشيم که دايره ی 

به شعاع ۷ ميلی متر بريده نشود).
شفاف  طلق  آمده،  به دست  شکل  اين  بيش تر  استحکام  برای 
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(بی رنگ) به شعاع ۱۲ سانتی متر را با استفاده از چسب مايع به دقت 
پشت اين دايره می چسبانيم. برای نشان دادن اندازه ی زاويه، نوار 
با استفاده از نقاله،  بين دايره های به شعاع ۱۱ و ۱۲ سانتی متر را 
به ۳۶ قسمت تقسيم می کنيم که هر قسمت نشانگر ۱۰ درجه است 

(شکل ۳).

بعد شکل (۲) را زير شکل (۱) قرار داده و با استفاده از واشر 
بايد  دو  اين  به هم محکم می کنيم.  را  آن ها  ماده،  پرچ  و  کوچک 
طوری روی هم پرچ شوند که دايره ی زيری به صورت روان، حول 
که  می شويد  متوجه  چرخيدن  هنگام  بچرخد.  خود  دور  پرچ،  محل 
دايره ی قرمزی زيری، محورهای افقی (محور کسينوس ها) و محور 
عمودی (محور سينوس ها) را قطع می کند. حال برای مشخص شدن 
با اندکی حرارت به شکل  زاويه ی اين نسبت ها، طلق ۱ در ۳ را 
به طوری که يک ساق آن يک سانتی متر و ساق  U خم می کنيم 
ديگر آن ۱/۵ سانتی متر باشد. سپس قسمت بلندتر را با استفاده از 
چسب مايع به پشت دايره با شعاع ۱۱ سانتی متر می چسبانيم طوری 
که محيط دو دايره داخل شکل U قرار گيرند و به صورت آزاد روی 
ماده  پرچ  از داخل  را  نازک  اينک يک سر کش  هم حرکت کنند. 
عبور داده و در آن جا با گرهی ثابت کنيد. سپس سر ديگر را روی 
ساق کوتاه طلق U شکل که در قسمت جلوی وسيله قرار گرفته با 
استفاده از چسب مايع محکم کنيد. حال با چرخاندن دايره ی پشتی 
که طلق به آن متصل است، کش نيز حرکت کرده و زاويه ی مربوطه 

را با محور افقی مشخص می کند (شکل ۳).
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اينک نوبت به دايره ای به شعاع ۱۱ سانتی متر می رسد. مطابق 
شکل (۲)، دايره ی شبرنگی به شعاع ۵/۵ سانتی متر را روی دايره ی 

ديگری که قبلاً  به شعاع ۱۱ سانتی متر داشتيم می چسبانيم.
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روش استفاده از وسيله در کلاس درس
در جلسه ی اول، با اين وسيله، ابتدا می توان دايره ی مثلثاتی 
به شعاع ۱، محورهای سينوس و کسينوس و هم چنين، زاويه های 
ساعتگرد و پادساعتگرد را با هر اندازه، به دانش آموزان معرفی نمود. 

شكل (۳) شكل (۲)

شكل (۱)
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در ضمن، می توان چهار ربع دايره ی مثلثاتی و علامت نسبت های 
مقدار  تغييرات  و  کرد  ربع مشخص  در هر  را  و کسينوس  سينوس 
به صورت   ،-۱ و   ۱ بين  به صورت هم زمان  را  کسينوس  و  سينوس 

شهودی و ملموس نشان داد.
حال زاويه را برابر صفر در نظر می گيريم (در اين حالت، کش بر 
محور کسينوس منطبق است)، مشاهده می کنيم که کل شيار محور 
کسينوس، قرمز رنگ و کل شيار محور سينوس، سفيد رنگ است 

. ( )sin 0 0= ) و  )cos 0 1= يعنی 
طول  از  و  می يابد  افزايش  زاويه  زيرين،  دايره ی  چرخاندن  با 
نوار قرمز در شيار کسينوس کم شده و رفته رفته به طول نوار قرمز 
متحرک در شيار سينوس اضافه می شود، يعنی سينوس زاويه بيش تر 
زاويه ی  حالت  در  اول).  ربع  (در  می شود  کم تر  زاويه  کسينوس  و 
کسينوس،  و  سينوس  محورهای  بر  عمودهايی  رسم  با  درجه،   ۴۵
مشاهده می کنيم که مقدار سينوس و کسينوس برابر هستند (شکل 
زاويه های  برای  را  کسينوس  و  سينوس  مقادير  می توان  البته   .(۴
جلسات  به  کار  اين  است  بهتر  اما  داد.  نشان  نيز  ديگری  خاص 
آموزشی  کمک  وسيله ی  از  استفاده  نخست،  تا  شود  موکول  بعدی 
تا حد امکان، برای دانش آموزان ساده و قابل فهم شود. در حالت 

( )cos 90 0= ) و  )sin 90 1= زاويه ی ۹۰ درجه، می بينيم که 
است. هم چنين، مقادير سينوس و کسينوس ۱۸۰ و ۲۷۰ و ۳۶۰ درجه 

نيز قابل مشاهده است.
روابط  آموزش  در  وسيله،  اين  کاربردهای  از  ديگر  يکی 
وسيله  اين  از  استفاده  تجربه ی  است.  مثلثاتی  نسبت های  بين 
در  آن ،  کمک  به  که  است  داده  نشان  خودمان  تدريس های  در 
دانش آموزان درک شهودی قابل توجهی از اين مفاهيم مثلثاتی مانند 

زير، ايجاد می شود.
( ) ( ), ( ) ( )sin sin cos cos30 30 30 30=- - = -

يعنی مقدار سينوس ۳۰ درجه و سينوس ۳۰- درجه برابر ولی 
قرينه ی هم اند. هم چنين کسينوس ۳۰ درجه و کسينوس ۳۰- درجه 

هم از نظر مقدار و هم از نظر علامت يکسان هستند.
در ضمن، علامت تانژانت و کتانژانت را نيز می توان با توجه به تعريف 

آن ها و به کمک علامت های سينوس و کسينوس، به دست آورد.
در ادامه، چند مثال ديگر را برای زاويه های بين ۰ و ۹۰ درجه 

مشاهده می کنيم:
رابطه ی ۱

( ) ( )sin sinx x=- - ) يا  ) ( )sin sinx x- =-  

( ) ( )cos cosx x= -

رابطه ی ۲
( ) ( )

( ) ( )

sin sin

cos cos

x x

x x180
180 =

=

-

- -
 

رابطه ی ۳
( ) ( )

( ) ( )

sin sin

cos cos

x x

x x180
180 + =

+ =

-

-
 

رابطه ی ۴
( ) ( )sin cosx x90 - =  

رابطه ی ۵
( ) ( )cos sinx x90 - =  

رابطه ی ۶
( ) ( )sin cosx x90 + =  

رابطه ی ۷
( ) ( )cos sinx x90 + =-  

دانش آموزان  و  معلمان  تمايل،  صورت  در  که  است  طبيعی 
قرار  بررسی  مورد  را  ديگر  مثلثاتی  روابط  وسيله  اين  با  می توانند 

دهند. 
منابع

دلپذير،  انتشارات  هندسه   .(۱۳۷۷) احمد،  شرف الدين،   [۱]
مدرسه.

[۲] تيموری، قاسم، (۱۳۷۹). ساخت دست سازه های رياضی 
نمودارها)،  خطوط  (متحرک سازی  مقوا  و  طلق  با 

انتشارات مؤسسه ی منادی تربيت.
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