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آنا اِسفارد و ليُرا لينچوسکی
ترجمه: زهرا کامياب

         اميرحسين اصغری، دانشگاه شهيد بهشتی

چکيده
«داستان  مقاله ی  از  بخش  سومين  حاضر،  مطلب 
بخش  دو  در  است.  شی ءانگاری»  دام های  و  منافع  جبر؛ 
قبلی، پس از معرفی جبر از ديدگاه نظريه ی شی ءانگاری 
مفاهيم و استفاده از آن برای تجزيه و تحليل های منطقی، 
هستی شناسی و تاريخی توسعه ی جبر؛ رشد تفکر جبری از 
ديدگان روان شناسی و به عنوان دنباله ای از انتقال های همواره 
رو به پيشرفت، از نگاه عملياتی جبر ساختاری مورد بررسی 
قرار گرفت. تا اين بخش از مقاله، انتقال از جبر عملياتی 
محض به جبر ساختاری از يک مجهول بررسی شده است 
و در ادامه،  توسعه ی اين انتقال به جبر تابعی (از يک متغير) 
در اين قسمت مطرح می شود. در خاتمه، دشواری هايی که 
يادگيرندگان در اين نقاط اتصال تجربه می کنند، با استفاده 
از داده های تجربی به دست آمده از دامنه ی وسيعی از منابع، 

شرح داده می شود.

کليدواژه ها: جبر مدرسه ای، شی ءانگاری مفاهيم، تفکر جبری.

۳ .۲ .۲ گام دوم: به سمت جبر تابعی. در ادبيات موضوع، گذر 
از جبر مقدار ثابت (از يک مجهول) به جبر تابعی (از يک متغير)، به خوبی 
انتقال از رويکرد عملياتی محض به رويکرد دوگانه ی فرايند- نتيجه مستند 
نشده است. در حقيقت، بيش تر آن چه در مورد مفهوم تابع نوشته شد، در 
مورد روشی است که اين مفهوم رشد می يابد و اين که بيش تر افراد اين 

مفهوم را با دشواری کسب کرده و به کار می برند. هر چند همه ی اين ها 
تا حدودی مرتبط با موضوعی است که در حال حاضر مورد توجه ماست، 
اما اطلاعات سرراستی که برای فهم مسائل خاص رويکرد تابعی مورد 
نياز است، به دست نمی دهد. در ميان موضوعاتی که می تواند مورد توجه 
قرار گيرد، می توان به اين ها اشاره کرد: توانايی دانش آموز برای تفکر در 
مورد فرمول های جبری برحسب توابع و آمادگی او برای به کار بردن اين 
ديدگاه در زمان مناسب (بنابراين يک بار ديگر مسئله ای که با آن مواجهيم 

تغييرپذيری و انطباق پذيری تفکر جبری فرد است).
به دلايل مختلف، مواجه شدن با موضوع فعلی دشوارتر از موضوع 
قبلی است. يکی از اين دلايل اين است که، اهميت يا حتی وجود نقطه ی 
عطفی که الآن در مورد آن صحبت می کنيم، مبهم تر از قبلی است. حتی اگر 
تشخيص داده شود، دور از دست رس است. با وجودی که کاملاً روشن است، 
انتقال از ديد عملياتی به ديد فرآيند- نتيجه را کجا بايد جست وجو کنيم (زيرا 
اين بخشی از گذر از جبر حسابی به نمادين است!)، اما نمی توان به سادگی 
لحظه ای از يادگيری را مشخص کرد که رويکرد تابع لازم است. بنابراين، 
تشخيص دادن رويکرد تابعی در ميان رويکردهای ديگر در راه حل های 
دانش آموزان در مسائل استاندارد مدرسه ای، يقيناً يک موضوع بديهی نيست. 
برنامه های درسی جديد مدارس، غالباً از ابتدا رويکرد تابعی را معرفی 
می کنند. بنابراين، در ظاهر صحبت کردن در مورد انتقال به اين رويکرد 
معنی نمی دهد. به عنوان مثال، تصويری بدون جزئيات از يک نوع روش 
تدريس جبر ارائه می کنيم. در اين جا فرض می شود ديد ساختاری پيشرفته 

تقريباً با معرفی نمادهای جبری هم زمان است.
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عبارات جبری پيش از اين که به عنوان بخشی از معادله يا نامعادله 
باشند، معرفی می شوند. کودک ۱۳-۱۲ ساله آموزش جبر را با مدل سازی 
موقعيت های مختلف «زندگی واقعی» و بيان روابط عددی با استفاده از 
فرمول های نمادين آغاز می کند. در اين مرحله،  هنوز از او خواسته نمی شود 
که هيچ مقداری را محاسبه کند و اين کار فقط برای توصيف وضعيتی 
است که همه ی اعداد داده شده است. بنابراين، از همان ابتدا حروف 
به عنوان متغيرها به کار می روند نه مجهول ها. سپس معادلات و نامعادلات 
به تدريج معرفی می شوند. آن ها به عنوان دو مثال مختلف اما بسيار مرتبط 
از يک مفهوم رياضی منفرد: فرمول گزاره ای۱ (که از اين به بعد به اختصار 

ساختاری- تابعی است: حرف به عنوان يک متغير و يک عبارت جبری 
به عنوان تابعی از يک متغير ارائه می شود و فرمول های گزاره ای به عنوان 
مقايسه هايی بين توابع تفسير می شوند. به طور قابل ملاحظه ای، تأکيد 
بيش تری بر بازنمايی های نموداری مجموعه های جواب می شود که در 
مورد معادله ای با دو متغير x و y، غالباً نمودار تابع f(x) است. اين شيوه ی 
ساختاری غيرقابل انعطاف مواجهه با موضوع، به علت ظرافت،  ثبات و 
عموميت رياضی آن بسيار جذاب است. اما اين موضوع تا حدودی مغاير با 
ترتيب شناخت شناسانه و تاريخی است که مفاهيم جبری را با هم مرتبط 
می کند،  پس نمی توان مطمئن بود رويکرد تابعی بهترين جهت گيری برای 

آغاز باشد.
در يکی از مصاحبه هايی که در گروه ۲ (۱۵-۱۴ ساله ها، سال نهم) 
و گروه ۳ (۱۶-۱۵ ساله ها، سال دهم) انجام شد، هدف ما ارزيابی آشنايی 
دانش آموزان با رويکرد تابعی و توانايی آن ها در به کار بردن اين رويکرد در 
زمينه های مختلف بود. در مکالمات اوليه با مصاحبه شونده ها تلاش کرديم 
نشان دهيم آن ها از «انقطاع آموزشی» گذشته اند و رويکرد مقدار ثابت 
را ياد گرفته اند. در حقيقت، دريافتيم آن ها می توانند از عهده ی بسياری 
از انواع معادلات و نامعادلات برآيند و جابه جايی های لازم را برحسب 
عمليات در دو طرف يک فرمول گزاره ای توضيح دهند (به عنوان مثال، 
«در اين جا x ۲ را به دو طرف اضافه کرديم. . .  اين عمل مجاز است زيرا 
زمانی که آن را در دو طرف انجام می دهم، دو عمل معادل هستند و دو 

طرف يکسان باقی می ماند»).
تکليف اول اين بود، تصميم بگيريم رويکرد تابعی در کدام نوع مسائل 
لازم و يا حداقل مفيدتر از هر ديدگاه ديگری است. کتاب های درسی 
مختلفی را مورد بررسی قرار داديم و سه مثال به عنوان نمونه مشخص 
کرديم: يک نامعادله ی درجه ی ۲، يک دستگاه معادلات با مجموعه جواب 
نامتناهی (معادلات تکين) و يک دستگاه با معادلات پارامتری. در زير 
توضيح داده شده که چرا برای عمل کردن روی هر کدام از اين مسائل، 

رويکرد تابعی لازم است.
ملاحظه ی  يک  به  يافته هايمان،  و  توضيحات  ارائه ی  از  پيش 
روش شناسی اشاره می کنيم. زمانی که سه پرسش را برای مصاحبه شونده 
مطرح می کرديم، به خوبی آگاه بوديم که او هنوز از تکنيک های پاسخ 
دادن به بعضی مسائل آگاه نيست (به عنوان مثال نامعادلات درجه ی ۲). 
اين موضوع بيش تر مفيد بود تا مضر. از آن جايی که می خواستيم روش های 
دانش آموزان را برای تفسير ساخت های جبری تشخيص دهيم، بايد از 
پنهان شدن ادراک دانش آموز در پس رفتار الگوريتمی ماشينی او که 

گرفتند،  قرار  بحث  مورد  مقاله  اين  در  که  رويدادهايی 
اين سوءظن را ايجاد می کنند که برای برخی دانش آموزان 
فرمول های جبری، چيزی بيش از رشته ای از نمادها نيستند 
که معمولاً رويه های تعريف شده ی معينی برای آن ها به کار 
می رود. از منظر اين دانش آموزان تنها منبع معنی بخشی به 

ساخت های نمادين، دست ورزی های صوری است

آن را با PF نشان می دهيم) هستند. اين ساخت عمومی به عنوان «ترکيبی 
از نمادها (نام های اعداد،  حروف، عملگرها، گزاره نماها و پرانتزها) تعريف 
می شود و زمانی که نام های اعداد جايگزين حروف شوند، تبديل به يک 
گزاره می شود». ايده ی PF به زودی در کلاس هفتم معرفی می شود و 
 PF سپس به طور هم زمان روی معادلات و نامعادلات کار می شود. هر
مجموعه ی جوابی۲ (به اختصار TS) دارد. مجموعه ی جواب، مجموعه ي 
همه ی جايگزينی هايی است که PF را تبديل به يک گزاره ی درست 
می کنند. دو PF درست با مجموعه جواب يکسان، هم ارز ناميده می شوند. 
حل کردن يک معادله يا نامعادله به معنای پيدا کردن مجموعه جواب آن 
است. به عنوان نتيجه ی اين رويکرد، حتی رويه های حل، در اصطلاحات 
نظريه ی مجموعه ها توصيف شده است: برای حل معادله ای مانند E، فرد 
بايد ساده ترين PF ممکن را که با E هم ارز است، بيابد. گام های اوليه ای 
که بايد برای تبديل يک معادله به يک PF هم ارز انجام شوند،  عمليات 
مقدماتی (مجاز) ناميده می شوند (در زبان ما، اين ها فرايندهای ثانويه در 

جبر مدرسه ای هستند).
هر چند مفهوم تابع به طور رسمی بعداً  ارائه خواهد شد (سال هشتم، 
گاهی حتی سال نهم)، شيوه ی تدريس بالا حاوی مثال خوبی از رويکرد 

گرفتند،  قرار  بحث  مورد  مقاله  اين  در  که  رويدادهايی 
ين سوءظن را ايجاد می کنند که برای برخی دانش آموزان اي

رمول های جبری، چيزی بيش از رشته ای از نمادها نيستند فر
ه معمولاً رويه های تعريف شده ی معينی برای آن ها به کار که
ی رود. از منظر اين دانش آموزان تنها منبع معنی بخشی به می
ساخت های نمادين، دست ورزی های صوری استس
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بالاخص در حل مسائل استاندارد نمايش داده می شد، ممانعت می کرديم. 
بود که حتی مصاحبه شونده های کوچک تر هم همه ی  اين  بر  فرض 
اطلاعات لازم را برای انجام دادن تکاليف، حتی آن تکليف هايی که 
هنوز در مدرسه تمرين نشده اند، دارند. پرسش فريبنده اين بود که آيا 
دانش جبری آن ها به اندازه ی کافی تغييرپذير و انطباق پذير بود تا حداقل 
بتوانند مسائل را درک کنند. در گزارش کوتاهی از مصاحبه های بالينی 
که در ادامه می آيد، سعی نداريم هيچ آماری ارائه کنيم يا تعميمی بدهيم. 
ما خودمان را محدود به سه مطالعه ی موردی می کنيم که روشن کننده 
و کاملاً نوعی هستند. اين حقيقت که معلمان رياضی مصاحبه شونده ها 
را افرادی حساس، باهوش و موفق می دانستند، اين سه رويداد را خيلی 

بااهميت می سازد.
مسئله ی ۱: نامعادله ی درجه ی ۲

x x 1 0>2
+ + حل کنيد: 

نامعادله ها يک سال پيش از ملاقاتمان با اَلِن (۱۵ ساله) به او معرفی 
شده بودند. او قبل از انجام مصاحبه در حل نامعادله های خطی متبحر 
شده بود. بنابراين به دلايلی که در بالا توضيح داديم، ارائه ی اين مسائل 
اطلاعات زيادی برايمان تدارک نمی ديد. فرض می شد برای الن نيز مانند 
بسياری از دانش آموزان، يک نامعادله فقط حالت خاصی از يک فرمول 
گزاره ای باشد و تفاوت زيادی با يک معادله نداشته باشد. با اين وجود، 
برای ما نوع قبلی PF دشوارتر به نظر می رسيد و به وضوح نياز به نگاه 
ساختاری پيشرفته تری داشت. معادلات ممکن است براساس رويکرد مقدار 
ثابت فهميده و حل  شوند، يعنی؛ يک حرف به عنوان يک عدد مجهول 
معين و هر طرف يک معادله به عنوان يک نتيجه ی واقعی از عمليات ها 
روی اين عدد تلقی شود. در حاليکه برای يک نامعادله بايد مقادير فرمول 
تشکيل دهنده، برای مقادير مختلف حرف، مورد آزمون قرار گيرد و مقايسه 
شود. بنابراين در نامعادله، حرف، نقش متغير و عبارات تشکيل دهنده نقش 
توابعی از اين متغير را ايفا می کنند (بديهی است که رويکردهای مقدماتی 
عملياتی در اين جا قابل استفاده نيست: برخلاف علامت تساوی، نماد 
«<» را نمی توان به عنوان علامت «انجام دادن چيزی» تفسير کرد). 
شايد مؤثرترين شيوه ی حل نامعادلات درجه ی ۲ مانند نمونه ای که ما 
(x x 12

+ + انتخاب کرديم، توجه کردن به نمودار تابع (در نمونه ی ما: 
و انتخاب بخش هايی از محور xها است که در زير نمودار قرار دارد. هر 
چند همه ی دانش آموزانی که ما با آن ها صحبت کرديم تجاربی در رسم 
سهمی ها داشتند، انتظارات ما از عملکرد آن ها خيلی بالا نبود. مطالعه ای 
که ايون۳ (۱۹۸۸) در مورد معلمان رياضی آينده انجام داد، نشان داده 

بود که «ارتباط دادن جواب های معادلات به مقادير متناظر تابع در يک 
نمايش نموداری» تکليف دشواری است که بسياری از يادگيرندگان از 

عهده ی آن برنمی آيند. 
در حقيقت، حتی يکی از مصاحبه شونده های ما، از کوچک ترها يا 
بزرگ ترها، از رسم نمودار کمک نگرفت. هم چنين، حتی يکی از آن ها 
نامعادله را حل نکرد. مکالمه زير بين اَلن  و مصاحبه کننده، کاملاً نوعی 

است.
چه  را  اين  مثل  چيزی  چيه؟  اين  نامعادله]  به  [اشاره  م:   (۱)

می ناميم؟
آ: معادله ی درجه ی ۲.  (۲)

م: معادله؟  (۳)
آ: نه، نامعادله.  (۴)

م: زمانی که آن را حل می کنيم، به دنبال چه می گرديم؟  (۵)
آ: سعی می کنيم بفهميم، طرف چپ مساوی با چيست؟  (۶)

م: منظورت چيه؟  (۷)
آ: بررسی می کنيم، چقدر بزرگ تر از صفر است و آيا بزرگ تر   (۸)

از صفر است.
م: می توانی دقيق تر بگويی؟ به دنبال چی هستی؟ می خواهی   (۹)

چه چيزی را به دست آوری و آن را در آخر بنويسی؟
x...، من می خواهم x2  و x را به دست  x 12

+ + آ: که   (۱۰)
بياورم. سپس می توانم جايگزين کنم و امتحان کنم، آيا اين معادله . . .

 اين نامعادله درست است يا نه.
م: دوباره بگو. . . می خواهی چه چيزی را پيدا کنی؟ صندلی ها،   (۱۱)

مدادها، ميزها؟
آ: يک عدد.  (۱۲)

م: يک عدد واقعی؟  (۱۳)
آ: بله، يک عدد.  (۱۴)

م: يک عدد خاص که. . .  چه؟  (۱۵)
آ: که من می توانم جايگزين کنم و يک جواب پيدا کنم.  (۱۶)

م: منظورت از «پيدا کردن جواب» چيه؟  (۱۷)
آ: جواب، يعنی نامعادله درست باشد.  (۱۸)

از آن چه الن می گويد به نظر می رسد او در ديدگاه مقدار ثابت فرمول 
 x x 12

+ + جبری «گير افتاده است» در اظهارات ۶ و ۹ او اشاره می کند 
فقط يک مقدار تعريف شده دارد. علاوه بر اين، ۱۰، ۱۲، ۱۴، ۱۶ نشان 
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می دهد برای او حرف x، فقط نوعی کد برای يک عدد واقعی معين است. 
نمی توان انتظار داشت الن با اين رويکرد از عهده ی مسئله برآيد. برای حل 
نامعادله او به برخی رويه های متداول قديمی برگشت و به وضوح اميدوار 

بود که آن ها به او کمک کنند،  حتی اگر نتواند دليلش را بيان کند.
انجام  بايد چيزی را که می خواهی  آيا می دانی چگونه  م:   (۱۹)

بدهی؟
آ: شايد. . .  [می نويسد  (۲۰)

[ ( / )x 1 4 1 11 2,1 2 ! # #= - -  
در اين جا ريشه ی دوم ۳- را داريم. جواب ندارد.

م: پس؟  (۲۱)
آ: پس [به نامعادله اشاره می کند] درست نيست.  (۲۲)

م: منظورت چيه؟  (۲۳)
آ: اين که هر چيزی را جايگزين کنم، نامعادله کوچک تر يا   (۲۴)

شايد مساوی صفر می شود، اما بزرگ تر از صفر نمی شود.

اَلن نمی توانست رويکردی تابعی را به کار برد که او به او اجازه می داد 
نامعادله را به شيوه ی معناداری مورد بررسی قرار دهد. اين ضعف موجب 
شد او رفتاری ماشينی انجام دهد. اين رفتار براساس عادت هايی بود که او 
هرگز تلاش نکرد آن ها را اصلاح کند. ريشه ی دوم يک عدد منفی برای 
او نشانه ای بود که «هيچ جوابی» وجود ندارد (در حالی که در حقيقت، هر 
عددی در نامساوی صدق می کند!) او به طور غيرارادی پاسخ داد و هيچ 
تلاش نکرد تصميمش را به تعويق بيندازد تا بررسی کند پاسخ چگونه به 

محتوای سؤالی که از او پرسيده شده ارتباط دارد.
مسئله ی ۲: دستگاه معادلات تکين

حل کنيد:  
( )x y

x y2 7
2 3 1=

+ =

- -
*

تکين ها و آن چه که در حاشيه ی تعاريف رياضی اتفاق می افتد؛ غالباً 
حساس ترين ابزارهايی هستند که با آن ها، درک دانش آموزان از مفاهيم 
جديد، جست وجو و اندازه گيری می شود. اين امر، برای دستگاه معادلات 

تکين نيز برقرار است.
بدون رويکرد تابعی به فرمول های جبری، فرد احتمالاً  درک نمی کند 
که يک دستگاه معادلات خطی ممکن است بی نهايت جواب داشته باشد. 
اگر حروف در معادلات، مجهول را نشان دهند و مجهول ها اعداد معينی 
باشند، چگونه می توان انتظار داشت يک يا هر دوی اين اعداد معين، «هر 

عددی» باشند؟ 
علاوه بر اين، در حالتی که دو معادله ی وابسته ی خطی داريم، در 
حقيقت، مجموعه ی جواب، يک تابع است: برای هر مقدار x، يک مقدار 
متناظر برای y وجود دارد. برای آن که دانش آموز اين آمادگی را داشته 
باشد، بايد درک کند که هر کدام از معادلات تشکيل دهنده ممکن است 
برای نمايش يک تابع به کار روند و نمودارهای دو تابع می  توانند در هر 
تعداد نقطه بر هم منطبق شوند. فقط با درک اين موضوع است که او 
خواهد توانست تساوی واضحی مانند ۰=۰ را به طور معناداری تفسير کند. 
اين تساوی معمولاً به عنوان نتيجه ی نهايی از رويه ی متداول حل دستگاه 

معادلات خطی وابسته به هم به دست می آيد.
برای  بايد  تکين  معادلات  موضوع  درجه ی ۲،  معادلات  برخلاف 
همه ی دانش آموزان حتی کوچک ترين آن ها شناخته شده باشد. به طور 
معمول، تقريباً هم زمان با معرفی دستگاه معادلات (سال نهم) به اين 
موضوع اشاره می شود. با اين وجود، برخی از مصاحبه شونده ها به مسئله ی 
۲ پاسخ هايی از اين قبيل دادند: «مجموعه ی جواب تهی است» يا « x و 
y ممکن است هر عددی باشند» (هيچ ارتباط تابعی بين x و y مشخص 
نشد). در اين جا به روش خاصی که کاميليای ۱۵ ساله (دانش آموز سال 
نهم) با مسئله درگير شد، نگاه دقيق تری داريم. کاميليا بعد از تبديل های 

متعدد به اين جا رسيد:
x y

x y2 7
2 7+ =

+ =
*

(۱) ک: اين يک معادله است. من بايد حلش کنم؟ [شروع به زمزمه 
x... را از دو طرف کم می کنيم [می نويسد:  x2 2 کرد.] فقط يک لحظه، 
را به جای y می گذاريم. [در معادله ی دوم  x7 2-  .[y x7 2= -

؛ ساده می کند و به  ( )x x2 7 2 7+ - = جايگزين ميکند؛ می  نويسد: 
۷=۷ می رسد.]

(۲) م: پس؟
y .[x را هم  %= (۳) ک: پس x مساوی صفر است [می نويسد 

می خواهيد؟
(۴) م: من نمی دانم، خودت تصميم بگير. معمولاً تکليفی مثل اين را 

در کلاس چگونه حل می کنی؟ در آخر چه می نويسی؟
(۵) ک: جواب.

(۶) م: خوب،  جواب را بنويس.
(۷) ک: اگر x صفر باشد y، ۷ است. حالا آن را در معادله ی اول 
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می گذارم. . .  نه، در دومی. بنابراين، دو برابر صفر می شود صفر. . . . [به 
تساوی ۷=۷ می رسد] بنابراين جوابم درست است: (۷ و ۰).

(۸) م: اين تنها جواب است؟
(۹) ک: بله.

کاميليا بايد در جست وجوی ميان برهای معنادار،  دائماً مسئله را از ديد 
بالاتری مورد بازبينی قرار می داد. اما او در عوض به سمت وضعيتی با 
دغدغه ی کمتر که از نظر اومطمئن تر و الگوريتمی بود، منحرف شد. در 
نقطه ای که دو معادله يکی شدند، حقيقتی که او به وضوح در (۱) بيان 
کرد، نتيجه ی ترکيب ديد تابعی و دانش او از توابع خطی، می توانست فوراً  
او را به پاسخ برساند. اما کاميليا، ناآگاه به اين گزينه ی ساده، باقی ماند و 

در عوض روش جايگزينی متداول را به کار برد.
نه  ثابت فکر می کرد  مقادير  احتمالاً برحسب  الن، کاميليا  همانند 
متغيرها و توابع. اعمال او را می توان با اين فرض توضيح داد که برای او، 
x و y، اعداد خاصی را نمايش می دهند. به عبارت ديگر، او ممکن است 
بدون اين که واقعاً در مورد معنای حروف هيچ تفکری کرده باشد، نمادها 
را فقط به روشی متداول مورد دست ورزی قرار داده باشد. انتظار او برای 
يافتن يک عبارت به شکل «عدد=x» در انتهای فرايند، به اندازه ی کافی 
قوی بود که موجب شد او اشتباه استدلال کند. (در (۳) از ۷=۷ نتيجه 
x). عقيده ی او در مورد ماهيت کلی جواب موجب شد او  %= گرفت 
نسبت به اشتباهش حساس نباشد. او حتی زمانی که مصاحبه کننده از علت 

تصميمش پرسيد، نظرش را عوض نکرد:

x؟ %= م: چگونه از ۷=۷ نتيجه گرفتی   (۱۰)
ک: x حذف شد. پس من می توانم ۷ را حذف کنم و سپس   (۱۱)

صفر برابر x، مساوی ۰ است.

مسئله ی ۳: معادلات پارامتری
آيا دستگاه معادلات خطی زير برای هر مقدار k يک جواب دارد؟

k y

x y k

2=-

+ =
(  

آشنايی ما با متغيرها غالباً موجب عدم حساسيت ما نسبت به تفاوت 
ساده بين معادلات با ضرايب عادی و پارامترها می شود. برای افرادی 
که در به کار بردن تکنيک ها تبحر خوبی دارند، اين سؤال که آيا آن ها 

روی اعداد يا حروف عمل می کنند، ظاهراً  بی معنی است. بنابراين، حتی 
برای معلمان تفاوت مفهومی زيادی بين معادلات معمولی و معادلات 
پارامتری روشن نيست. (ضمناً، هم چون بيش تر ريزه کاری های مفهومی 

ديگر، نگاهی به تاريخ می تواند چشم آن ها به اين واقعيت را باز کند.)
در چنين مسائلی، اشيائی که انتظار می رود دانش آموز مورد توجه قرار 
دهد فقط اعداد نيستند، بلکه توابع هستند. برای فهميدن سؤال، فرد بايد 
x يک  y k+ = k و  y 2- = درک کند که هر کدام از معادلات 
خانواده از توابع خطی را نمايش می دهد (يا به عبارت ديگر،  بر خانواده ای از 
مجموعه های نامتناهی از زوج های مرتب از اعداد دلالت می کند) و اين که 
برای مقادير مختلف k، زوج های مختلفی از اين توابع به دست می آيد. 
يکی از روش ها برای تفسير حدسی که در مسئله ی ۳ ارائه شده اين است 
که نشان دهيم برای هيچ زوجی از معادلات، نمودار دو تابع موازی نيستند. 
گام مفهومی بلندی برای رسيدن به اين تفسير بايد برداشته شود و حتی 

برخی معلمان باتجربه هم نمی توانند به اين تفسير برسند.
در اين مسئله ی خاص، اگر رويکرد تابعی به همراه دانش توابع خطی، 
نه تنها برای فهميدن سؤال بلکه پاسخ دادن به آن به کار رود، فوراً  
استدلال مناسب بدون هيچ محاسبه ای پيدا خواهد شد. برای نشان دادن 
اين که مجموعه ی جواب هيچ وقت تهی نيست، کافی است بفهميم که 
) يک خط افقی مستقيم و نمودار  )k y 2=- نمودار معادله ی اول 
خطوط  چنين  است.  مايل  خط  يک   ( )x y k+ = دوم  معادله ي 
مستقيمی بايد در يک نقطه بر هم منطبق شوند. راه حل جبری ديگر 
شامل به کار بردن تکنيک های متداول حل و پيدا کردن اين حقيقت 
است که آيا عمليات ها هيچ محدوديتی روی مقدار k می گذارند يا نه (در 
اين مورد هيچ محدوديتی وجود ندارد و اين نشان می دهد چرا مجموعه ی 

جواب، هيچ وقت تهی نيست).
زمانی که مسئله را به مصاحبه شونده ها ارائه می کرديم به دلايل زيادی 
انتظار داشتيم همه ی آن ها و بالاخص بزرگ ترها، حداقل بتوانند پرسش را 
درک کنند. علاوه بر اين، اميدوار بوديم که روش تابعی اثبات ادعا به طور 

خودبه خودی رخ دهد.
در واقع،  به اين دليل که در مدرسه، از ابتدا برای فرمول های گزاره ای 
رويکرد تابعی ترغيب می شد، همه ی دانش آموزان با توابع خطی و خواص 
و بازنمايی های آن ها آشنا بودند. علاوه بر اين، دانش آموزان بزرگ تر، 
دوره ای در هندسه ی تحليلی گذرانده بودند و زمانی که ما با آن ها صحبت 
می کرديم، تقريباً يک سال بود که رياضی عمومی را می گذراندند. برخلاف 
همه ی اين ها،  حتی يکی از آن ها دانش توابع خطی را برا اثبات اين که 
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وجود جواب مستقل از مقدار k است، به کار نبرد. بعضی از آن ها (دو تا از 
هر گروه سنی) با به کار بردن دست ورزی های استاندارد جبری به سؤال 
پاسخ دادند. مسئله برای بقيه غيرقابل درک بود. مکالمه ی زير با دينا (۱۶ 

ساله، سال دهم) معرف و معنادار است.
از  او  بود.  ناتوان  آن  حل  شد،  در  مواجه  مسئله  با  دينا  زمانی که 
مصاحبه کننده پرسيد، انتظار می رود او چه کاری انجام دهد. مسئله به 

جواب چه چيزی؟
.x y k+ = k و  y 2- = (۹) د: معادلات 

م: جواب اين معادلات چيست؟  (۱۰)
د: وقتی که ما اعداد را جايگزين می کنيم. . .   (۱۱)

م: جايگزين چه چيزی؟  (۱۲)
د: جايگزين x و y  و k و درست می شود.  (۱۳)

م: پس، يک بار ديگر، در اين پرسش جواب هايی که درباره ی   (۱۴)
آن ها صحبت می کنيم،  چه هستند [اشاره به کلمات«يک جواب دارد»]؟

د: من فکر می کنم. . .  من فکر می کنم ما سه عدد می خواهيم:   (۱۵)
.k و y و x

يک تفسير ممکن اين است که دينا مثل الن گرفتار رويکرد مقدار 
ثابت بود. او نمی خواست از ديد بالاتری به موضوع نگاه کند؛ جايی که 
کمک می کرد بفهمد اشيايی که بايد مورد توجه قرار دهد، توابع هستند نه 
اعداد. ديدن اين موجودات مجرد از طريق نمادهای استاندارد به وضوح 
فراتر از توان او بود، چه برسد به اين که بتواند براساس آن ها عمل کند. 
اين محدوديت موجب شد او نتواند سؤال را به روش معنادار و سازگاری 
تفسير کند. اين باعث شد که او گيج و درمانده شود. بنابراين،  زمانی که از 
او پرسيده شد قرار است به دنبال چه چيزی بگردد، او انتخابی نداشت و 
تلاش کرد با بخش هايی از عبارات استانداردی که در گذشته به کار آمده 
بودند، «به طور تصادفی کار کند». لازم به گفتن نيست روشی که دينا 
تلاش کرد مسئله را حل کند، سردرگم بودن او را نشان می دهد: او k را 
k) و آن را در دومی  y2= + از معادله ی اول به دست آورد (نوشت 
). در اين جا او متوقف شد و نتوانست  )x y y2+ = + جايگزين کرد 

کار بيش تری انجام دهد.
قبل از اين که اين بخش را پايان دهيم، بايد متذکر شويم در اين 
قسمت از مکالماتی که انتخاب کرديم، هر چند هيچ کدام از دانش آموزان 
نتوانستند رويکرد تابعی را نشان دهند، اما دو نفر از سه نفر مصاحبه شونده، 
در موقعيت های ديگر توانايی تفکر تابعی را نشان دادند. به عنوان مثال،  دينا 
نامعادله ی درجه ی ۲ را به شيوه ی درستی تفسير کرد: به عنوان مسئله ای 
که احتمالاً مجموعه ای نامتناهی از مقادير برای متغير دارد که مقدار 
عبارت درجه ی   ۲ را  مثبت می کند. الن مسئله ی ۳ را با دست ورزی روی 

معادلات حل کرد، اما ظاهراً درک کمی از مسئله داشت.
پيامی که از همه ی اين ها به دست می آيد اين است که: ديد ساختاری 
لزوماً  فراتر از مجموعه ی رويکردهايی که دانش آموزان به طور بالقوه در 
اختيار داشتند، نبود. بلکه مسئله ی مهم، انطباق پذيری بود: رويکرد تابعی 
هميشه در دسترس نبود و حتی در صورت لزوم هم به طور غيرارادی مورد 

هيچ عنوان برای او روشن نبود. بعد از يکی دو دقيقه نگاه کردن به مسئله، 
پرسيد: «من دارم در تاريکی کورمال کورمال می روم؟» در اين جا بخشی 

از مکالمه ی ما با او آمده است:

دارد جواب  يک   .  .  .» می خواند]  آرامی  به  را  [سؤال  د:   (۱)
« . . .

(۲) م: «يک جواب دارد» چه معنايی دارد؟
(۳) د: اين که می توانيم يک عدد به جای k بگذاريم تا درست شود.

دارد  جواب   k مقدار هر  برای  دستگاه  می گويم  زمانی که  م:   (۴)
«جواب» چه معنايی دارد؟ جواب يک عدد است يا چيست؟

(۵) د: بله، يک عدد است.
(۶) م: يک عدد؟

(۷) د: بله،  عددی است که اگر به جای k بگذاريم، دستگاه درست 
می شود.

همان طوری که در اين جا ديده شد، دينا به وضوح با درک معنای 
اصطلاح «جواب» مشکل داشت. يک تفسير ممکن از اظهارات ۳ و ۷ 
اين است که برای او،  جمله ی «معادلات يک جواب دارند» هم ارز با اين 
ادعا بود که «معادلات درست هستند» (گفته ی ۳) مثل اين كه همه ی 
مؤلفه های معادلات، مقادير مشخص داشتند. احتمالاً براساس اشارات 
 .y و x است تا بر k کلامی، او تصميم گرفت که در اين مسئله تمرکز بر
در مکالمه ی بعدی مصاحبه کننده بر ارائه ی توضيحات روشن  تر اصرار کرد 
و به زودی مشخص شد که دينا بر موضع خودش ثابت نيست. بدون ترديد 

و بدون هيچ توضيح، او تمرکز را از k به x و y برد. 
(۸) م: اصطلاح «جواب» در اين جا به چه چيزی ارجاع می دهد؟ 

و  می کنند  عمل  معانی  روی  معمولاً  دانش آموزان 
زمانی که برنامه های آموزشی برای رشد مناسب معانی 
خلق  را  خودشان  معانی  دانش آموزان  نباشند،  موفق 

می کنند. اين معانی گاهی به هيچ وجه مناسب نيستند

و  می کنند  عمل  معانی  روی  معمولاً  دانش آموزان 
زمانی که برنامه های آموزشی برای رشد مناسب معانی 
خلق  را  خودشان  معانی  دانش آموزان  نباشند،  موفق 

می کنند. اين معانی گاهی به هيچ وجه مناسب نيستند
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استفاده قرار نمی گرفت.
۳. ۳ زمانی که چيزی اشتباه است: رويکرد شبه ساختاری

با وجود اين که رويکرد تابعی در مدارس ترغيب می شود و با وجود اين 
واقعيت که دانش آموزانی که ما با آن ها صحبت کرديم، در عملکردشان در 
رياضی نمرات خيلی بالايی داشتند، آن چه که از طريق مصاحبه ها به دست 
آمد، هشداردهنده بود. دانش آموزانی که معمولاً موفق بودند، زمانی که در 
مورد فرمول های گزاره ای برحسب اصطلاحات ساختار پيشرفته ی تابع و 
مجموعه جواب فکر می کردند، توانايی خيلی محدودی نشان می دادند. 
لازم است اين واقعيت مورد توجه خاص قرار گيرد، زيرا هم چون خطری 
در کمين است. خطری که ما آن را در جايی ديگر، برداشت۴ کم  ارزش 
معنايی۵ يا شبه ساختاری۶ ناميديم (اسفارد، ۱۹۹۱، ۱۹۹۲؛ لينچوسکی و 

اسفارد، ۱۹۹۱ را ببينيد).

در اين جا اين اصطلاحات را توضيح می دهم. همان طور که قبلاً شرح 
داديم، اشياي مجردی مانند توابع و مجموعه ها، نقش رابط را بين دانش 
قديم و جديد ايفا می کند (شکل ۱- الف را ببينيد). توابع در جبر، فرايندهای 
حسابی (فرايندهای اوليه) و دست ورزی های صوری جبری (فرايندهای 
ثانويه) را به هم متصل می کنند. بنابراين، شی ءانگاری فرايندهای اوليه، 
يا در مورد جبر، به دست آوردن ديدگاه تابعی ساختاری، درک رابطه ای۸ 
را تضمين می کند. با اين وجود، داده هايی که تا اين جا به دست آورديم، 
شواهد کافی از اين که شی ءانگاری ذاتاً  خيلی دشوار است، در اختيار ما 
می گذارد. اين که در يک سطح خاص و در زمينه های معين، رويکرد 
ساختاری عملاً  در دسترس برخی از دانش آموزان نيست، دشواری های 
زيادی را به بار می آورد. زمانی که زنجير رشد گسسته شد (شکل ۱-ب) 
فرايندهای  مجرد،  اشيای  بدون  فناست:  به  محکوم  يادگيری  فرايند 
ثانويه «در فضا معلق می مانند»- آن ها بالاجبار بايد انجام شوند. . .

اما روی هيچ چيز. از آن جا که دانش آموز نمی تواند تصوری از موجودات 
غيرعينی (توابع، مجموعه ها) که بايد مورد دست ورزی قراردهد داشته 
باشد، تصاوير و نمادها را به عنوان جايگزين به کار می برد: نمودار يک 
' هر کدام  'x- '  و  'Q تابع يا يک فرمول جبری، نام يک عدد، حروف 
از اين علائم به خودی خود تبديل به يک شیء می شود و بر چيز ديگری 
دلالت نمی کند (اين که چنين مشخصه ای چقدر واقعی است را می توان 
از مطالعه ی واگنر۹، ۱۹۸۱، به دست آورد. اين مطالعه نشان می دهد برای 
اکثريت دانش آموزان دبيرستانی، از تغيير نام متغيرها يک معادله ی کاملاً 
جديد به دست می آيد). در اين حالت خواهيم گفت، يادگيرنده يک مفهوم 
شبه ساختار را رشد داده: او به اشتباه دلالت کننده۱۰ به کار می برد. زمانی که 
اشيای مجرد و تأثير متحدکننده ی آن ها وجود ندارد، دانش جديد، از 
زيربناهای عملياتی آن و سيستم رشد يافته ی مفاهيم قبلی جدا می ماند. 
در اين شرايط فرايندهای ثانويه کاملاً دلخواه به نظر می رسند. حتی ممکن 
است دانش آموزان بتوانند اين فرايندها را انجام دهند،  اما درک آن ها 

ابزاری باقی می ماند.
نگران کننده ای  رويدادهای  آخر،  در مکالمات ذکر شده در بخش 
می دهد  نشان  که  دارد  وجود  علائمی  رويدادها  اين  در  داشت.  وجود 
مصاحبه شونده هاتمايل به رويکرد شبه ساختاری دارند. روشی که الن سعی 
کرد مسئله را حل کند يک مثال برجسته است (اظهارات ۲۴-۱۹). او به 
وضوح نسبت به تفاوت بين يک نامعادله ی درجه ی ۲ و يک معادله ی 
 x x 12

+ + درجه ی ۲ بی توجه بود و فقط شکل طرف چپ، عبارت 
سرنخ هايی برای تصميم های او فراهم کرد. او به طور ماشينی فرمول را 

به  عملياتی  درک  از  انتقال  معنی  به  رياضی  مفاهيم  رشد   .۱ شکل 
ساختاری. الف) يک زنجيره رشد «سالم»؛، ب) يک زنجره رشد شکسته شده: 

فرايند B تبديل به شیء نشده است، بنابراين، ارتباطی بين B و C نيست.

شیء

فرايند

شیء

C

C

B فرايند

A

A

فرايند

شیء

فرايند

شیء

C

C

فرايند

A

A

فرايند

Bشیء

B

الف

ب



۲۴
دوره  ى28
شماره ى2
 زمستان89

برای ريشه ها به کار برد و نتيجه را مانند زمانی که فرمول را برای حل 
معادلات به کار می برد، تفسير کرد. دينا نتوانست دقيقاً  به تفاوت بين نقش 
پارامتر k و متغيرهای x و y اشاره کند و سردرگمی او در درک معنای 
«جواب» در زمينه ی خاص مسئله ی ۳، نمونه ی ديگری را نشان می دهد. 
هر دو دانش آموز طوری عمل کردند که انگار نمی دانستند رشته های 
نمادها را می توان با توجه به زمينه، به شيوه های مختلف تفسير کرد. 
به نظر می رسيد آن ها وجود اشيائی خارج از خود حروف را درک نمی کردند 
(شايد برخی اعداد مجهول استثنا باشند، اما به زودی ثابت شد اين تفسير 

ناکارآمد است).
درواقع به نظر می رسد هر دو مورد مثال های نوعی از تفکر شبه 
انگار  می کردند  عمل  گونه ای  به  دانش آموز  دو  هر  باشند:  ساختاری 
آن ها نوعی شیء را مورد بررسی قرار می دهند، اما تفکر آن ها به کلی 
انعطاف ناپذير بود و نوع مناسبی از تفسير ساختاری در دسترس نبود. 
مطالعه ی ما (اسفارد و لينچوسکی، ۱۹۹۳) به وضوح نشان داد اين نوع 
مفاهيم کاملاً شايع هستند. در اين مطالعه از ۲۸۰ دانش آموز دبيرستانی 
(۱۷-۱۵ ساله) مستقيماً سؤالاتی درمورد معنای مفاهيم جبری مانند 
شد.  پرسيده  معادلات  هم ارزی  و  مجاز  عمليات های  معادلات،  حل 
اکثريت قريب به اتفاق دانش آموزان نمی توانستند توجيه معقولی در مورد 
عمليات های مجاز داشته باشند. واضح بود اين عمليات برای آن ها چيزی 
بيش تر از «قوانين بازی» دلخواه نبود. دقيق تر بگوييم در نظر بسياری 
از پاسخ دهندگان،  حل کردن معادلات و نامعادلات معادل با انجام دادن 
يک الگوريتم معين بود. در اين بازی، عبارت به شکل «عدد=x» يا 

«عدد < x» يک نشانه ی مکث بود.
ما قبلاً مشاهده کرديم بسياری از دانش آموزان ظاهراً نمی توانند روی 
فرمول های گزاره ای تکين عمل کنند - يعنی معادلات و نامعادلاتی که 
در آن ها متغير در يک مرحله ی معين از فرآيند حل، ناپديد می شود. اين 
ادعا را با مورد کاميليا نشان داديم (مسئله ی ۲). اکنون يک دليل احتمالی 
اين دشواری آشکارتر می شود. اگر دانش آموز نتواند اشيای مجردی که 
در پس نمادهاست درک کند، او به صورت «برنامه ريزی شده» يک 
مسئله را زمانی حل شده فرض کند که عبارتی به شکل «عدد=x» يا 
«عدد < x» به دست آمده باشد. زمانی که چنين عبارتی ظاهر نشود او 
احساس سردرگمی و ناتوانی می کند. در ادامه، گزيده ای از مصاحبه ی ما 

با نيومی (۱۵ ساله) آمده است که حدسيات ما را باورپذيرتر می سازد.
زمانی که نيومی مسئله ی ۲ را حل می کرد، به مرحله ای رسيد که 

اولين معادله از دو معادله ی داده شده به ۱=۱ تبديل شد.

(۱) ن: يک مساوی يک است. درست است اما چيزی به ما نمی دهد. 
شايد من نبايد پرانتز را [معادله ی اول] باز می کردم. . .  نمی دانم. . .

(۲) م: در مورد جواب دستگاه معادلات چه می توانی بگويی؟
(۳) ن: اين که يک جواب دارد.

(۴) م: آن جواب چيست؟
(۵) ن: يک. عدد ۱. درواقع. . .  درواقع فکر نمی کنم اين طور باشه.

(۶) م: پس؟
(۷) ن: هيچ جوابی ندارد. يک مجموعه ی تهی.

(۸) م: چطوری به اين نتيجه رسيدی؟
x2 را به دست  (۹) ن: زيرا همه ی اين  کارها را انجام داديم. . . 
آورديم و . . .  تا مقدار y را به دست آوريم. ما اين را جايگزين کرديم [در 
y7 به جای ۲x] و x باقی نماند، فقط y داشتيم. پس  - معادله ی اول 
از آن y هم نداشتيم.هدف ما پيدا کردن مقدار y بود و موفق نبوديم. 

بنابراين، من فکر می کنم در اين جا يک مجموعه [جواب] تهی داريم.

نيومی در توضيح عدم موفقيتش (خط ۹) به وضوح به اين واقعيت 
اشاره می کرد که او به عبارت مورد انتظاری به شکل «عدد=y» نرسيد. از 
آن جايی که ديدگاه او به موقعيتی محدود بود که بايد در آن چنين عبارتی 
در انتها ظاهر شود، «عدم موفقيت» در فرايند پيدا کردن جواب، به عنوان 

عدم وجود نتيجه برای حل تفسير شد.
۴. سخن آخر: ما کجا هستيم و کجا بايد باشيم؟

رويدادهايی که در اين مقاله مورد بحث قرار گرفتند، اين سوءظن را 
ايجاد می کنند که برای برخی دانش آموزان فرمول های جبری، چيزی 
بيش از رشته ای از نمادها نيستند که معمولاً رويه های تعريف شده ی 
معينی برای آن ها به کار می رود. از منظر اين دانش آموزان تنها منبع معنی 

بخشی به ساخت های نمادين، دست ورزی های صوری است.
توسط  که  است  ديدگاهی  به  نزديک  خيلی  ديدگاه  اين  ظاهراً، 
پيکاک۱۲ و همکارانش ارائه می شود. در حقيقت،  تصوير دانش آموزان 
از  معنادارتر  تفاوت ها  گرفت؛  يکی  نمی توان  را  صورت گرايان  نظر  و 
جايی  نمادين،  دست ورزی های  ماهيت  مورد  در  باور  شباهت هاست. 
است که صورت گرايان و دانش آموزان امروزی از يکديگر جدا می شوند. 
صورت گرايان در هنگام کار کردن با نمادها بر ترکيب عمليات تمرکز 
می کنند (گريگوری۱۳، ۱۸۴۰). عمليات هايی که فرض می شود دانش آموز 
دبيرستانی بر آن ها مسلط است. به عنوان مثال، آن هايی که به عنوان تعميم 
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محاسبات حسابی تفسير می شوند، برای صورت گرايان فقط يک نقطه ی 
حرکت هستند. اين عمليات تنها ورودی های فرايندهايی هستند که آن ها 
واقعاً علاقه مند به بررسی آن می باشند. به عبارت ديگر، جبر صورت گرايان 
از آن جا شروع می شود که جبر مدرسه ای تمام می شود. علاوه بر اين، 
هر چند رياضی دان و دانش آموز عمليات های صوری را دلخواه در نظر 
می گيرند، برای صورت گرا چنين رويکردی، يک موضع با انتخابی تعمدی 
است، در حالی که برای دانش آموز نتيجه ی غيرقابل اجتنابی از ناتوانی 

اساسی او برای ارتباط دادن قواعد جبری با قوانين حساب است.
زمانی که فرد روی ساخت های جبری عمل می کند ديدگاهی دارد، 
ما اين مقاله را با فهرستی از ديدگاه های احتمالی آغاز کرديم. در سرتاسر 
تأکيد  دانش آموز  تفکر  انطباق پذيری  و  تغييرپذيری  اهميت  بر  بحث 
کرديم. نتايجی که به دست آوريديم خيلی اميدوارکننده نيست. به شيوه ای 
کاملاً  سازگار،  همه ی نتايج نشان داد که دانش آموزان غالباً  نمی توانند 
روی مسائلی کار کنند که از الگوريتم های استاندارد پيروی نمی کنند. از 
آن جايی که آشکار شد رويکرد تابعی حتی برای دانش آموزان خوب هم 
قابل دسترس نيست، دشوار نيست بفهميم چرا رويکرد ماشينی و شبه 
ساختاری معمولاً بر تفکر دانش آموز غالب است و مانند يک علف هرز 
بيش از حد رشد يافته و هيچ جايی برای ديدگاه های معنادار ديگر باقی 

نمی گذارد.
همان گونه که بارها توضيح داديم، «حس معنادار بودن با توانايی 
«ديدن» ايده های مجرد در پس نمادها همراه است. با اين وجود، «اشيا 
و ساختارهای رياضی که معلم می تواند «ببيند»، احتمالاً برای دانش آموز 
آشکار نيست» (کاب۱۴، ۱۹۸۸). از طرف ديگر،  اين ادعا درست نيست 
که فعاليت ها و تصميم های دانش آموز به طور کامل از يک منطق درونی 
تهی است. ما هم مانند ديويس (۱۹۸۸) خواهيم گفت «دانش آموزان 
معمولاً روی معانی عمل می کنند و زمانی که برنامه های آموزشی برای 
رشد مناسب معانی موفق نباشند، دانش آموزان معانی خودشان را خلق 
می کنند. اين معانی گاهی به هيچ وجه مناسب نيستند» (ص ۹). اين جبر 
خودجوش، سرراست و تک بعدی است، اما خالی از سازگاری نيست. 
مسئله اين است آن هايی که رويکرد شبه ساختاری را می پذيرند و اشيای 
مجرد قوی را با بازنمايی های آن ها اشتباه می گيرند، درک نمی کنند که 
نمادها به خودی خود نمی توانند معجزه ای را انجام دهند که مرجع نماد 
می تواند انجام دهد: آن ها نمی توانند بخش های پرجزئيات دانش را به هم 
بچسبانند تا يک کل قدرتمند به دست آورند. بنابراين،  زمانی که راجع به 
ديدگاه ماشينی شبه ساختاری صحبت می  شود، فرد قطعاً  خواهد گفت «هر 

چند اين يک روش است، با اين وجود، همراه با نادانی است.»
تقابل ميان مدل رشدی که در اين مقاله ارائه شد و شيوه ی ساختاری 
تدريس جبر، به دليل احتمالی عدم رضايت از نتايج تدريس اشاره می کند. 
برنامه ی درسی تقريباً تربيتی را که مفاهيم جبری با هم مرتبط هستند 
و در طول قرن ها به اين شکل رشد يافته اند، برعکس می کند. در ابتدا 
رويکرد ساختاری پيشرفته مورد نظر است اما به وضوح دانش آموز آماده ی 
درک ايده ی دوگانگی فرايند - شیء نيست، ديدگاه تابعی که جای خود 
دارد. از ابتدا،  فرض می شود حروف نقش متغير را، و نه فقط مجهول را 

ايفا می کنند،  اما،  ما مشاهده کرديم که اولی پيشرفته تر از دومی است. 
فرمول های جبری به طور مستقل و قبل از اين که در يک معادله يا نامعادله 
وارد شود،  معرفی می شوند. در حالی که فرمول جبری را تنها در زمينه ی 
معادلات «حسابی» ساده می توان به روش عملياتی تفسير کرد تا برای 

دانش آموز کوچک تر در دسترس باشد.
در نهايت، معادلات و نامعادلات به طور هم زمان تدريس می شوند، 
هر چند دومی بار سنگين تری بر درک دانش آموزان دارد. هرم مفهومی 
بر رأسش قرار گرفته است و طبيعی است که تمايل به افتادن دارد. 
تجديدنظر درمورد ترتيبی که ايده های اساسی جبر برای دانش آموزان 
ارائه می شود، احتمالاً پيشرفت هايی را نتيجه می دهد. قابل توجيه است 
که بر تمايل طبيعی دانش آموزان برای رويکرد عملياتی سرمايه گذاری 
کنيم و به جای شروع کردن از اشيای جبری آماده با فرايندها آغاز کنيم. 
عطف به دومی، شواهدی وجود دارد که نشان می دهد کامپيوتر می تواند 
به ساخت آن ها در ذهن دانش آموز کمک کند. (دريفوس۱۵ و هالوی۱۶، 
۱۹۸۸؛ ويتس۱۷ و دمانا۱۸، ۱۹۸۸؛ شوارتز۱۹ و همکاران، ۱۹۹۰؛ بريدنباخ۲۰ 
زودهنگام  معرفی  که  نمی دهد  نشان  اين  (البته  همکاران، ۱۹۹۲).  و 
رويکرد تابعی تنها ايراد است يا آغاز کردن با آموزش جبر تابعی در هيچ 
شرايط نمی تواند موفق باشد. به عنوان مثال، استفاده ی زياد از نمودارهای 
تابع تا حدودی ممکن است ترتيب «طبيعی»  کامپيوتری در آموزش 
يادگيری را چنان برعکس کند به طوری که حتی رويکرد ساختار نسبت 
به جبر برای کودکان نيز در دسترس باشد. بنابراين، فرد بايد به ياد آورد 

حس معنادار بودن با توانايی «ديدن» ايده های مجرد در 
پس نمادها همراه است. با اين وجود، اشياء و ساختارهای 
رياضی که معلم می تواند «ببيند»، احتمالاً برای دانش آموز 

آشکار نيست

حس معنادار بودن با توانايی «ديدن» ايده های مجرد در
پس نمادها همراه است. با اين وجود، اشياء و ساختارهاهای
رياضی که معلم می تواند «ببيند»، احتمالاً برای دانش آمموز

آشکار نيست
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که هيچ تغييری در سازمان دهی يا ارائه ی موضوع به تنهايی برای تسهيل 
يادگيری معنادار کافی نيست. يک تغيير واقعی برای بهبود به وجود نمی آيد 
مگر آن که معلمان راه هايی بيابند تا رضايت دانش آموزان را از تلاش برای 

به دست آوردن معانی، بالا ببرند.)
ما اميدواريم پتانسيل بيش تری در اين ايده هايی آموزشی وجود داشته 
باشد و اکنون در يک تجربه ی تدريس اين ايده ها را به طور نظام مندی مورد 
آزمايش قرارداده ايم، علی رغم باور ما که اين روش مفيد است، پرسشی 
وجود دارد که آزاردهنده است: حتی اگر دانش آموزان مان در به دست آوردن 
يک مجموعه ی تغييرپذير و انعطاف پذير ازديدگاه ها موفق شوند، دانش 
انعطاف پذير آن  ها در يک جريان طولانی چقدر پايدار و قوی خواهد بود؟ 
احتمالاً می توان تفکر شبه ساختاری را با بی سوادی ثانويه مقايسه کرد. 
زيرا شيوه ی ماشينی، تنبلی ذهنی زيادی را نتيجه می دهد: مسئله حل 
کن ها را از نياز به هوشياری دائمی و فشاری که به طور اجتناب ناپذيری با 
برگشتن و پيش رفتن از يک ديدگاه به ديدگاه ديگر همراه است، معاف 
می کند. همان گونه که سوريا۲۱ تأييد می کند رياضی دانان هم تسليم افسون 

دست ورزی های مکانيزه ی نمادها می شوند:
از  مرحله  هر  در  را  نمادها]  اصلی  [معنای  جبر]  متخصص  [آيا 
عمليات هايی که انجام می دهد،  دنبال می کند؟ بی ترديد، خير. او فوراً  
مشاهده ي آن ها را از دست می دهد. تنها دغدغه ی او مرتب کردن و 
ترکيب کردن علائمی که در پيش رو دارد براساس قواعد شناخته شده 
است. او با اطمينان نتايجی را که به اين شيوه به دست آمده، می پذيرد. 

[نقل شده از هادامارد۲۲، ۱۹۴۹، ص ۶۴].
مسئله اين است که دانش آموز برخلاف رياضی دان،  به سادگی به 
دست ورزی های نمادين ماشينی عادت می کند و اگر اين روش به چالش 

کشيده نشود،  او به زودی به نقطه ای می رسد که برگشتی ندارد و به جای 
آن که اين روش به عنوان شيوه ای موقتی برای نگاه کردن به اشياء باشد،  
به عنوان ديدگاهی پايدار باقی می ماند. زمانی که اين اتفاق بيفتد، ديگر 
مجالی نيست که دانش آموز بتواند تصميم هايش را توضيح دهد. اگر از 
او بخواهيم دليل بياورد، او گيج می شود، درست مانند هزارپايی که از او 
بپرسيم پاهايش را چگونه حرکت می دهد. بنابراين،  برای اصلاح روش 
تدريس،  به شيوه های پيشنهاد شده در بالا، مقابله کردن با مفاهيم شبه 
ساختاری کافی نيست. بسيار مهم است سعی کنيم دانش آموزان ترغيب 
شوند در هر مرحله ی يادگيری، فعالانه برای کسب معانی تلاش کنند. 
دانش آموزان بايد جست وجوگران معانی باشند. همان گونه که ديويس 
(۱۹۸۸، ص ۱۰) توضيح می دهد،  آن ها بايد «از روی عادت» موقعيت ها 
را تفسير کنند، اعمالشان را تفسير کنند و در مورد معانی نمادها،  و 

معانی نمادها و عمليات ها بينديشند.»
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مسئله اين است که دانش آموز برخلاف رياضی دان،  
به سادگی به دست ورزی های نمادين ماشينی عادت 
می کند و اگر اين روش به چالش کشيده نشود،  او 
به زودی به نقطه ای می رسد که برگشتی ندارد و به 
جای آن که اين روش به عنوان شيوه ای موقتی برای 
نگاه کردن به اشياء  باشد،  به عنوان ديدگاهی پايدار 
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