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سهیلا غلام‌آزاد، پژوهشكده برنامه درسي و نوآوري‌هاي آموزشي
زهرا محتشم، كارشناس ارشد آموزش رياضي و دبير دبيرستان‌هاي بوشهر

ابراهیم ریحانی، دانشگاه تربيت دبير شهيد رجايي

چکیده
تعریف‌ها از واحدهای اساسی گفتمان ریاضی هستند و در رویکرد رسمی به ریاضیات، جایگاه ویژه‌ای دارند. 
مفهوم و ماهیت تعریف در ریاضی هم‌چون ویژگی‌های یک تعریف مناسب، در جامعه ریاضی موضوعی بحث‌برانگیز 
محس��وب می‌شود. بررسی پیش��ینه مرتبط با تحقیقات آموزش ریاضی در این حوزه نشان می‌دهد که در چند 
دهه اخیر، مسئله تعریف‌ها گرچه در ریاضی و آموزش ریاضی مورد توجه بوده است، اما در ایران کمتر به‌عنوان 
یک حوزه پژوهشی مورد توجه واقع شده است. با توجه به اهمیت موضوع در این مقاله، مفهوم تعریف ریاضی و 
جنبه‌های مختلف آن بررسی شده است و از بین موضوعات وابسته به تعریف‌ها، مفهوم تعریف، سیر تاریخی تعریف 
در ریاضی، معیارهای یک تعریف مناس��ب، مثال‌ها و غیرمثال‌ه��ای یک تعریف ریاضی و رده‌بندی‌های مختلف 
تعریف‌های ریاضی از دیدگاه ریاضی‌دانان و آموزشگران ریاضی، موضوعاتی هستند که در این مقاله بررسی شده‌اند.

كليدواژه‌ها: ماهیت تعریف ریاضی، سیر تاریخی تعریف ریاضی، معیارهای یک تعریف مناسب ریاضی، مثال‌ها 
و غیرمثال‌های یک تعریف ریاضی، رده‌بندی‌های مختلف تعریف‌های ریاضی.

مقدمه
اهمیت و نقش تعریف‌ها در ش��کل‌گیری نظریه‌ها 
یک مسئله اساسی است. از طریق تعریف‌ها، اشیا نظریه 
معرفی می‌ش��وند، خواص مش��خص‌کننده آن‌ها بیان 
می‌شود و در یک زنجیره از روابطِ به‌هم مربوط و منطقی 
به‌هم وابسته می‌شوند و لذا، تعریف‌ها را نخستین دروازه 

ورود به نظریه‌ها دانسته‌اند )ماریوتی و فزِبین، 1997(. 
بنابرای��ن، مفهوم تعریف در مطالع��ه ریاضی، به‌عنوان 
یک دانش نظری نیز از جایگاه مهمی برخوردار اس��ت. 
تعریف‌های ریاضی همراه با اصول، قضایا، اثبات‌ها، نتایج 
فرعی، لم‌ها و گزاره‌ها، ساختار نظر‌ی ریاضی را تشکیل 

می‌دهند. 
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در این ساختار ریاضی، ابتدا واژه‌های اولیه‌‌‌‌ )واژه‌های 
تعریف نش��ده( و جملات اولیه )اص��ول موضوع( داده 
ش��ده‌اند، س��پس هر واژه‌‌‌‌ غیراولیه به‌وس��یله واژه‌های 
اولی��ه و هر عبارت جدید می‌توان��د از عبارت‌های اولیه 
و از طریق قوانین استنتاج1 تعریف شود )وینر، 1976(. 
ریاضی‌دانان و آموزش��گران ریاضی تأکید می‌کنند که 
تعریف‌ه��ای ریاضی از تعریف‌ه��ای روزمره متمایزند و 
اغل��ب با عبارت‌هایی غیرمبهم، مختصر یا لازم وکافی، 
همراه هستند که باعث می‌شود در گفتمان‌های ریاضی 
سطح بالا، ارزش زیادی داشته باشند )مورگان2، 2010(. 
تحقیقاتی که در این زمینه انجام شده است، لزوم توجه 
بیش��تر به تعریف‌ها، به‌ویژه در آموزش ریاضی را تأیید 
کرده اس��ت )زاسکیس و لیکین، 2008 و 2010؛ شِر 
و زاسلاوس��کی، 2001؛ زاسلاوسکی و شِر، 2005(. با 
توج��ه به اهمیت این زمینه و نیاز آگاهی از آن، در این 
مقاله سعی شده اس��ت، ضمن بررسی کلی تعریف‌ها، 
به‌ط��ور خاص به تعریف ریاض��ی از جنبه‌های مختلف 
پرداخته شود و ویژگی‌های آن مورد بررسی قرار گیرد.

ماهیت تعریف 
تعریف عبارتی است که معنای یک اصطلاح )کلمه 
یا عب��ارت یا دس��ته‌ای از نمادها( یا ن��وع یک چیز را 
ش��رح می‌دهد. تعریف واژه به ما می‌گوید که یک چیز 
باید دارای چه ویژگی‌هایی )مش��خصه‌هایی‌، کیفیاتی، 
خواصی( باشد تا آن واژه، بر آن اطلاق شود )هاسپرس، 

.)1996
بیشتر علوم با یک سلسله تعریف‌ها آغاز می‌شوند 
که اصطلاحاً، »مبادی تصور« یا »اصول موضوعه« نامیده 
می‌ش��وند. به این ترتیب، دانشمندان سعی دارند پیش 
از ورود به مس��ائل هر علم، تصور روشن و مشخصی از 
موضوعات م��ورد بحث ارائه نمایند ت��ا مبانی آن علم، 
دقیقاً معلوم شوند. اهمیت تعریف در انواع مجادلات به 
اندازه‌ای است که با روشن شدن مفاهیم کلیدی مبهم، 
مورد مجادله عموماً برطرف می‌ش��ود یا حداقل، نقطه 

اختلاف ‌نظرها روشن می‌شود )هاسپرس، 1996(.
تعریفِ‌ واژه‌ها، پایه‌ای تشکیل می‌دهند که خواص 
واژه‌ها به‌ط��ور منطقی، از آن حاصل می‌ش��وند. بدون 
تعریف‌های غیرمبه��م و دقیق، هر نتیجه‌‌‌‌ ریاضی مورد 
سؤال قرار می‌گیرد. برای مثال، بدون تعریف دقیقی از 
مثلث، گزاره‌ای نظیر »مجموع اندازه‌‌‌‌ زاویه‌های هر مثلث 
180 درجه اس��ت«، هم‌‌چنین هر اثباتی از این عبارت، 

اعتبار کمی خواهد داشت.

اشیای ترس��یم شده را در شکل 1 در نظر بگیرید. 
ب��دون یک تعری��ف دقیق از »مثل��ث«، حتی نمی‌توان 
گفت کدامیک مثلث‌اند. معمولاً در منابع مدرس��ه‌‌‌ای، 
تنها ش��کل 1- )ب( برای نمایش مثلث در نظر گرفته 
می‌ش��ود. اگرچه روش‌های ریاضی در هندس��ه وجود 
دارند که طبق آن‌ها، هر یک از ش��کل‌های1- )الف( و 
1- )ب( ممکن است یک مثلث باشد3، اما مطابق هیچ 
رویکردی هر دو نمی‌توانند مثلث باشند )یوسیسکین4و 

همکاران، 2008(. 

انواع تعریف
 تعریف کردن عموماً به دو صورت انجام می‌شود که 
یکی »تعریف قراردادی5« و دیگری »تعریف گزارش��ی6« 
)هاس��پرس7، 1996( است. تعریف قراردادی هم در دو 
صورت اتفاق می‌افتد؛ اول هنگامی که فرد معتقد است 
واژه‌هایی که از پیش وجود دارند، به اندازه کافی دقیق 
نیستند و او معنای دقیق‌تری برای آن‌ها وضع می‌کند 
و بعدی، هنگامی که فرد برای انتقال معنای مورد نظر 
خ��ود، واژه مناس��بی نمی‌یابد. به‌عن��وان مثال، عبارت 
»اجازه بدهید از این پس از واژه A به این معنا استفاده 

کنیم ...«، یک تعریف قراردادی محسوب می‌شود.
البته، اکثر تعریف‌ها از دسته »تعریف گزارشی«‌اند. 
این نوع تعریف گزارش می‌دهد، که واژه‌ای در بین افراد 
یک گروه زبانی، به چه معنایی به‌کار می‌رود. به عبارت 

)الف( )ب(

)ج(
)د(

ش��کل 1: مؤلفه‌ه��ای مفه��وم یک تعری��ف ریاضی )شِ��ر و 
زاسلاوسکی، 2005(
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دیگر، گزارش از یک معنای موجود، »تعریف گزارشی« 
نامیده می‌شود. مثلًا، »در بین فارسی‌زبانان واژه پدر به 
معنای فردی است که از او فرزندی به دنیا می‌آید«، یک 

تعریف گزارشی است )هاسپرس، 1996(.
علاوه بر این‌ها، رابینسون8 تعریف‌ها را به دو صورت 
لغوی9 و قراردادی در نظر می‌گیرد. او می‌نویسد: »تعریف 
لغوی، نوعی تعریف کلمه ـ ش��ئ اس��ت که به معنای 
کاربرد کلمه در یک موقعیت خاص است« )1954؛ نقل 
ش��ده در ادواردز10 و وارد11، 2004(. لاندو12 نیز همین 
رده‌بن��دی را در نظر می‌گیرد ام��ا به جای تعریف‌های 
لغوی، که »بر پایه مثال‌هایی از کاربرد واقعی هستند و از 
یک سری از شواهد اقتباس شده‌اند«، کلمة تعریف‌ها‌ی 
اقتباس شده13را به‌کار برده است )2001؛ نقل شده در 

ادواردز و وارد، 2004(.
تعریف‌های قراردادی، در واقع عمل اختصاص یک 
شئ به یک اسم )یا یک اسم به یک شئ( است و مزیت 
عمده آن، بهبود مفاهیم یا ایجاد مفاهیم جدید است. از 
نظر لاندو، چنین تعریف‌هایی وابسته به زمینه است و 
به‌منظور »سهولت و دقت ارتباط بین کسانی که در آن 
زمینه خاص فعالیت می‌کنند«، ارائه می‌شوند )2001؛ 
نقل شده در ادواردز و وارد، 2004(. به‌علاوه، زمانی که 
یک کلمه به‌وسیله قراردادی تعریف می‌شود، از معانی 
ضمن��ی دیگر آزاد می‌ش��ود، یعنی مس��تقل از معانی 
دیگری که ممکن است به‌واسطه کاربرد در زمینه‌های 
دیگر کسب کرده باشد، در نظر گرفته می‌شود. به‌عنوان 
مث��ال، عبارت »در فراز کردن« در زبان فارس��ی هم به 
معنی »باز کردن« و هم به معنی »بستنِ« در می‌باشد که 
بس��ته به کاربرد آن در شرایط متفاوت، یکی از این دو 

معنی استفاده می‌شود.
تعریف‌های ریاض��ی به‌عنوان تعریف‌های قراردادی 
در نظر گرفته می‌شوند، در حالیکه تعریف‌های روزمره، 
اقتباس��ی )گزارشی( هستند. نمونه‌هایی از تعریف‌های 

ریاضی در زیر آمده‌اند:
 تعریف منفی14: یک مجموعه همبند است، اگر 
نتواند به دو زیرمجموعه از هم جدایِ بازِ غیرتهی تجزیه 

شود )بوراسی15، 1991؛ نقل شده در پیم16، 1993(.
 تعریف کلامی17: هم‌چنان که مقدار x افزایش 
می‌یابد، مقدار y = f(x) نیز افزایش پیدا می‌کند )تعریف 

تابع صعودی(.
 تعریف نمادینf :18 یک تابع صعودی است، اگر 

f(x1) > f(x2) آن‌گاه ، x1>x2 ؛ x1,x2∈D برای هر

 تعریف اثباتی19: یک مستطیل، متوازی‌الاضلاعی 
است که طول قطرهای آن مساوی است.

سیر تاریخی تعریف
در حدود دو ‌هزار س��ال است که قالب ارائه ریاضی 
رس��می به‌ص��ورت »تعری��ف، قضیه، اثبات« ش��ناخته 
می‌ش��ود. کتاب اصول20 اقلیدس در حدود 300 سال 
قب��ل از میلاد، این قالب ارائه مطالب را معرفی کرد که 
با تغییری مختصر در سبک، هنوز هم در متون رسمیِ 
ریاضی دیده می‌ش��ود. اقلیدس همراه با ارائه این قالب 
برای ریاضیات رس��می، نخستین‌بار تعریف‌ها را نیز به 
ش��کل مدون، در کتاب اصول خود آورده است. گرچه 
اقلی��دس توضیح خاص��ی درباره س��اختار یا محتوای 
تعریف‌های ارائه شده در این کتاب نداده است، اما به نظر 
می‌رسد این تعریف‌ها با نظریه ارسطویی تعریف سازگار 
باشد. قبل از اقلیدس، ارسطو تأکید می‌کرد که تعریف 
یک مفهوم، باید آن را بر‌اساس مفاهیم دیگری که قبلًا 
شناخته شده‌اند، توصیف کند )کرانتس21، 2007(. در 
نظریه ارسطویی تعریف )به نظر می‌رسد اولین نظریه‌ای 
باش��د که به‌طور صریح به تعریف‌ها پرداخته است(، هر 
مفهوم به‌عنوان زیر‌دسته‌‌‌ای از یک مفهوم کلی‌تر تعریف 
شده است. این مفهوم کلی‌تر، جنس22 نامیده می‌شود و 
هر زیردسته از آن، به‌وسیله ویژگی‌های خاصی مشخص 
شده است که نوع23 نامیده می‌شود. ارسطو تأکید داشت 
که زیر رده )مخصوص( هر مفهوم کلی جدا باشد، یعنی 
آن‌ها نمی‌توانند صفات مش��ترک داشته باشند و هیچ 
زیردسته‌ای نمی‌تواند شامل دیگری باشد. بنابراین، برای 
ارسطو یک مربع یک مستطیل نبود، در حالیکه از نقطه 
نظر مدرن، چنین نیست. بدین سبب، از دیدگاه ارسطو 
ه��ر چیزی که ف��رد می‌خواهد درباره مس��تطیل‌های 
غی��ر مربع ثابت کن��د، باید آن را دوب��اره برای مربع‌ها 
هم انجام دهد؛ چیزی که اصلًا خوش��ایند نیس��ت. در 
حالی‌که در استانداردهای مدرن، مربع‌ها، حالت خاصی 
از مستطیل‌ها هس��تند. بنابراین، قضیه‌هایی که درباره 
مستطیل‌هاست، برای مربع‌ها نیز به‌کار می‌رود )بانت24، 
جونز25 و بدینت26، 1988؛ نقل ش��ده در جیمسون27، 
1999(. س��بک تعریف ارس��طو به‌وسیله جنس و نوع، 
تعیین اشیای خاصی است که کلمه معنی می‌دهد. در 
واقع، رده‌‌‌‌ بزرگ‌تری که کلمه درون آن قرار دارد در نظر 
گرفته می‌شود و سعی می‌شود چیزی که آن شی را از 
بقیه اشیای آن رده متمایز می‌کند، پیدا شود. می‌توان 
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گفت برای ارس��طو، یک تعریف یک گفتمان بر‌اساس 
قوانین خاص )درباره‌‌‌‌ زبان، قوانین نحوی و معنایی( بود 
)اووریر28، 2002(. برای مثال، در تعریف »یک مستطیل 
یک چهارضلعی اس��ت ک��ه هر چهار زاوی��ه‌‌‌‌ آن قائمه 
هس��تند«، به‌عنوان یک تعریف مناسب از این دیدگاه، 
کلمه‌‌‌ای که زیر آن خط کش��یده ش��ده اس��ت، جنس 
)مفهوم کلی( است. در مورد مستطیل، جنس )مفهوم 
کلی( رده‌بندی چهارضلعی‌هاست و نوع )خاصیت ویژه( 
اینکه همه‌‌‌‌ زاویه‌ها قائمه باشند. از سوی دیگر، در تعریف 
»یک مستطیل یک چهارضلعی با زاویه‌های قائمه است« 
که تعریف نامناس��بی از این دیدگاه محسوب می‌شود، 
ابه��ام وجود دارد که به‌عنوان مث��ال، می‌توان به این‌ها 
اش��اره نمود: »این چهارضلعی چند زاویه‌‌‌‌ قائمه دارد؟« 
»آیا هم��ه‌‌‌‌‌‌‌ زاویه‌ها قائمه‌اند«؟ »تعداد زیادی چهارضلعی 

با زاویه‌ها‌‌‌‌ی قائمه وجود دارند که مستطیل نیستند«.
برای تش��ریح اهمیت مفهوم کلی )جنس(، کافی 
اس��ت توجه کنیم ک��ه یکی از بزرگ‌ترین مش��کلات 
تجربه ‌دانش‌آموزان با مفاهیم جدید این است که آن‌ها، 
درک دقیق��ی از مفهوم کلی وابس��ته به مفهوم ندارند. 
تعریف غیرقابل‌قبول بالا )تعری��ف دوم( روی هم‌رفته، 
ای��ن موضوع را با صرف‌نظر ک��ردن از مفهوم کلی دور 
زده اس��ت. جیمس��ون )1999( به‌عنوان مث��ال، بیان 
می‌کند که نمی‌توان گفت این نقاط موازی هستند، تابع 
f(x)=3x+1 موازی است، یا 35 یک عدد موازی است.

نقش‌ها و ویژگی‌های تعریف
تعریف‌ه��ا اساس��اً در ریاض��ی و آم��وزش ریاضی، 
همیشه مورد توجه بوده‌اند. به‌طور کلی، می‌توان گفت 
ک��ه مفهوم تعریف ریاضی، ش��امل نقش‌ها و ویژگی‌ها 
می‌شود )شکل1(. رده‌بندی اشیای ریاضی، مفید بودن 
تعری��ف برای اثبات و حل مس��ئله و ابزاری برای درک 
معنی مفاهیم ریاضی، از جمله نقش‌های اصلی اس��ت، 

که به تعریف‌ها نسبت داده می‌شود.

ویژگی‌های تعریف ریاضی ممکن است ضروری یا 
انتخابی باشند. سلس��له مراتبی بودن، وجود، هم‌ارزی 
و مبتن��ی بر اصل موضوع ب��ودن، ویژگی‌های ضروری 
تعریف و اختصار، زیبای��ی و تناقض‌نمایی، ویژگی‌های 

اختیاری تعریف هستند )شِر و زاسلاوسکی، 2005(.

ضرورت‌ها و زیبايی یک تعریف
یک تعریف، شبیه الماس وجه‌های زیادی دارد که 
بعضی از جنبه‌های رسمی آن را بیان می‌کنیم. تعدادی 
از معیارهایی که ما از یک تعریف انتظار داریم، ضروری 
هستند. آن‌ها بخش‌های اساسی یک نظام قیاسی بوده و 
از نظر منطقی ضروری هستند. این معیارها یا ویژگی‌ها، 
ش��امل موارد زیر اس��ت )فن‌دورمولن29و زاسلاوسکی، 

:)2003
* معیار سلسله مراتبی30

* معیار وجود31
* معیار هم‌ارزی32

* معیار مبتنی بر اصل‌موضوع بودن33
معیاره��ای دیگ��ر از نقطه‌نظر منطق��ی ضروری 
نیس��تند، اما بخش��ی از یک فرهنگ کلی هس��تند. 
به‌عن��وان مثال، معی��اری که طب��ق آن، تنها خواص 
ض��روری برای تش��کیل مفه��وم در تعری��ف آن ذکر 
می‌ش��ود، اختص��ار34 )بهینگ��ی( نامی��ده می‌ش��ود. 
معی��ار دیگر زمانی ظاهر می‌ش��ود ک��ه مؤلف کتابی 
می‌خواه��د بین دو تعریف، یک��ی را انتخاب کند که 
اگرچه هم‌ارزند، اما یکی بهتر به نظر می‌رسد؛ مثلًا به 
کلمات یا نمادهای کمتری نیاز دارد یا مفاهیمِ اساسی 
کلی‌تری از تعریف جدید حاصل ش��ده است که این 
معی��ار، ظرافت یا زیبایی35 نامیده می‌ش��ود. علاوه بر 
ای��ن، معیار دیگری که گاهی اوق��ات ضرورت دارد و 
گاهی اوقات یک زیبایی است، تناقض‌نمایی36 نامیده 

می‌شود )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(. 

معیار سلسله مراتبی
ارس��طو برای تعریف یک مفهوم، معیارهایی ارائه 
کرده است که یکی از آن‌ها، توصیف ساختار یک مفهوم 
است. مطابق این معیار، هر مفهوم جدید باید به‌عنوان 
یک حالت خاص از یک مفهوم کلی‌تر توصیف ش��ود 
و یک ی��ا چند ویژگی برای توصیف این حالت خاص 
ب��ه کاربرده ش��ود. برای مثال، در »ی��ک زاویه‌‌‌‌ قائمه، 
زاویه‌‌‌ای است که پایه‌های آن بر هم عمودند«، مفهوم 

مفهوم یک تعریف ریاضی

ویژگی ها

ضروری انتخابی

نقش ها
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کلی زاویه و ویژگی خاص عمود بودن پایه‌ها را نشان 
می‌ده��د. این روش تعریف ب��رای یک مفهوم جدید، 
پیامدهای منطقی مهمی دارد؛ مثلًا ش��خص ممکن 
اس��ت تنها مفهوم کلی و ویژگی‌های یک تعریف را به 
کار برد که اگر از قبل معلوم ش��ده باشند، این ممکن 
است یک ش��رط ابتدایی به‌نظر برس��د. اما در عمل، 
گاهی اوق��ات زمانی که می‌خواهیم به‌طور ش��هودی 
یک مفهوم معین را توضیح دهیم، مش��کلاتی وجود 
دارد. ب��رای مثال، تعریف تابع متناوب به‌صورت »یک 
تابع متناوب تابعی اس��ت برای پدیده‌های معینی که 
تکرار می‌شوند«، از نظر ارسطوییان یک تعریف خوب 
نیست، به‌دلیل اینکه »یک پدیده معین، خوب تعریف 
نشده است«. هم‌چنین، تکراری بودن37 معرف مفهوم 
تناوب نیست، البته تا وقتی با مثال‌هایی همراه است 
که ‌دانش‌آموزان به آس��انی می‌توانند مفهوم را درک 
کنند، از نظر آموزشی قابل قبول است )فن‌دورمولن و 

زاسلاوسکی، 2003(.

معیار وجود
تعری��ف بیان می‌کند که یک مفهوم چیس��ت، اما 
معمولاً نمی‌گوید آیا یک نمونه از چنین مفهومی درون 
دستگاه موردنظر وجود دارد یا خیر. به این دلیل، ارسطو 
به‌عنوان معیار دوم نیاز داشت که ثابت کند حداقل یک 
نمونه از مفهوم تعریف ش��ده‌‌‌ جدی��د وجود دارد. معیار 
وجود می‌تواند دلیلی باش��د ب��رای اینکه چرا اقلیدس 
واژه »ترس��یم38« را ب��ه‌کار می‌برد. ب��رای مثال، قضیه 
اول در کتاب‌ه��ای اقلیدس، نحوه ترس��یم یک مثلث 
متساوی‌الساقین بود و با وجودی که این مفهوم را قبلًا 
تعریف کرده بود، می‌توان چنین اس��تنباط کرد که در 
واقع، ارس��طو می‌خواس��ت با این کار، وجودش را ثابت 

کند.
پیامد این معیار، هم از نظر منطقی و هم از نقطه‌نظر 
پداگوژیکی، یعنی بعد از اینکه مفهوم خوب تعریف شد، 
ش��خص باید بتواند یک مثال ارائه دهد. اگر معلم بعد 
از ارائ��ه تعریف به‌طور رس��می، یک مثال ش��هودی از 
مفهوم ارائه کند، توانس��ته است زمینه را برای پذیرش 
و درک مطلوب تعریف مفهوم فراهم کند )فن‌دورمولن 
و زاسلاوسکی، 2003(. برای نمونه، معلم بعد از تعریف 
یک تابع پیوسته، می‌تواند نمودار یک تابع پیوسته ساده 
مانند y=x را رس��م کند و پیوس��تگی تابع را نموداری 

بدون بریدگی تعبیر کند.

معیار هم‌ارزی
معیار سوم )به‌طور واضح از سوی ارسطو عرضه نشده 
بود( یعنی زمانی که ش��خص بیش از یک صورت‌بندی 
)جمله‌بندی( برای یک مفهوم ارائه می‌دهد، باید ثابت 
کن��د آن‌ها هم‌ارزند. برای هر مفهوم ریاضی، گزاره‌های 
متنوعی وجود دارد که شرایط لازم، یعنی خواص مفهوم 
یا شرایط کافی یعنی مشخصات یک مفهوم را تشکیل 
می‌ده��د. تع��دادی از گزاره‌ها، ش��رایط لازم و کافی را 
برآورده می‌کنند و بنابراین، مفهوم را تعریف می‌کنند. 
هم‌چنین، با بررسی اتصال‌های منطقی بین گزاره‌های 
وابس��ته به یک مفهوم، یک رده ه��م‌ارزی از گزاره‌های 
تعریفی ممکن اس��ت ایجاد ش��ود و هر گزاره‌ای که به 
این کلاس متعلق باشد ممکن است به دلخواه به‌عنوان 
تعریف انتخاب ش��ود. در این حالت، عبارت‌های دیگر، 
به قضایایی تبدیل می‌ش��وند که ش��رایط لازم و کافی 
را برای مفهوم ش��کل می‌دهند. )وینیکی ـ لندمان39 و 
لیکین40، 2000(. برای مثال، صورت‌بندی‌های زیر را 

در نظر بگیرید:
 یک متوازی‌الاضلاع، یک چهارضلعی است که اضلاع 

مقابل آن موازیند.
 یک متوازی‌الاضلاع، یک چهار‌ضلعی است که اضلاع 

مقابلش مساویند.
 یک متوازی‌الاضلاع، یک چهارضلعی اس��ت که هر 

جفت از اضلاع مقابل آن، مساوی و موازیند.
 یک متوازی‌الاضلاع، یک چهارضلعی است که نسبت 

به یک نقطه، متقارن است.
ش��خص می‌تواند هریک از ای��ن صورت‌بندی‌ها را 
به‌عنوان تعریف یک متوازی‌الاضلاع انتخاب کند. در این 
صورت، هر یک از صورت‌بندی‌های دیگر، قضیه‌‌‌ای است 
که باید ثابت شود )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(. 
اینکه کدام تعریف در بین یک تعداد از تعریف‌ها هم‌ارز 
انتخاب شود، بر‌اساس سلیقه یا سهولت صورت می‌گیرد. 
هم‌چنین، می‌تواند به زمینه وابس��ته باشد. به هر حال، 
تصور این‌ک��ه در ریاضی هم آزادی انتخاب وجود دارد، 
احتمالاً برای تع��داد زیادی از ‌دانش‌آموزان غیرمنتظره 
خواهد بود. آزادی انتخاب، اغلب به‌عنوان دلخواه بودن 
تعریف‌ها دیده شده است. برای مثال، فرد می‌تواند ذوزنقه 
را به‌عنوان یک چهارضلعی تعریف کند که حداقل، یک 
جف��ت از اضلاع مقابل آن موازی‌ان��د. از طرف دیگر، او 
می‌تواند ذوزنقه را یک چهار‌ضلعی تعریف کند که دقیقاً 
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یک جفت ضلع مقابل موازی دارد. با انتخاب تعریف اول، 
یک متوازی‌الاضلاع نیز یک ذوزنقه اس��ت؛ در حالیکه 
طبق تعریف دوم، متوازی‌الاضلاع نمی‌تواند ذوزنقه باشد 
)وینر، 1994(. درنتیجه، این آزادی بدون قید و ش��رط 
نیست و به‌منظورِ داش��تن آزادی برای انتخاب تعریف 
یک مفهوم، شخص باید مطمئن باشد که همه‌ گزینه‌ها 
هم‌ارزند. علاوه بر این، شخص بسته به‌ شرایط مختلف، 
برای انتخاب بین دو تعریف که حتی هم‌ارز هم نیستند، 
آزاد است41. در عین حال، پیامدهای هر انتخاب باید به 
دقت بررسی شود )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(. 
یک مفهوم می‌تواند تعریف‌هایی داشته باشد که کاملًا 
متفاوت به نظر برسند و ممکن است اثبات اینکه آن‌ها 
یک مفهوم را توصیف می‌کنند، مشکل باشد. به عنوان 
مثال، اثبات هم‌ارزی تعریف‌های ه��م‌ارز یک دایره در 
هندسه‌‌‌‌ اقلیدسی، هندسه‌‌‌‌ تحلیلی و جبر، پیچیده به‌نظر 

می‌رسد )لیکین و زاسکیس، 2010(.

معیار مبتنی بر اصل موضوع بودن
این معیار نش��ان می‌دهد که یک تعریف مناس��ب 
انجام شده و بخشی از یک دستگاه قیاسی/ استنتاجی 
اس��ت. به این معن��ی که همه مفاهیم ب��ه‌کار رفته در 
تعریف، به نوبت دوباره درون همان دس��تگاه قیاس��ی 
تعریف ش��ده باش��ند )مانند مث��ال متوازی‌الاضلاع در 
بخش معیار هم‌ارزی(. یک تعریف صریح، بیان می‌کند 
که یک مفهوم چیست، نظیر این‌که »یک تابع متناوب... 
اس��ت«. هم‌چنین، چون تعریف ب��ا کاربرد یک مفهوم 
کلی‌تر انجام می‌ش��ود ـ مانند چهارضلعی‌ها )برای یک 
متوازی‌الاض�الع( و تابع )برای یک تابع متناوب( ـ این 
مفاهیم کلی‌تر هم باید براساس مفاهیم کلی‌تری تعریف 
ش��وند، در حالی‌که ادامه این روند، تا بی‌نهایت ممکن 
نیست و در یک نقطه‌‌‌‌ معین، فرد به مفاهیمی می‌رسد 
ک��ه نمی‌توانند ب��ا مفاهیم کلی‌تری تعریف ش��وند. به 
عب��ارت دیگر، تعدادی از مفاهیم نمی‌توانند منطبق بر 
معیار ارسطوییان تعریف شوند. ارسطو این را می‌دانست 
و اص��ول را نوش��ت، گاهی هم به‌ط��ور ضمنی، تعریف 
چنین مفاهیمی را بدیهی فرض کرد که در هندس��ه، 
مفاهیمی مانند نقطه، خط و صفحه، از این دس��ته‌اند. 
این مفاهیم به‌طور ضمنی، برحس��ب اصول و به‌وسیله 
روابط این اصول با یکدیگر، تعریف شده‌اند، مانند این‌که 
»یک و فقط یک خط از دو نقطه می‌گذرد« و »روی هر 
خط حداقل دو نقطه وجود دارد«. از این گذشته، اصولی 

هس��تند که وجود خود را ثابت می‌کنند، مانند این‌که 
»حداقل س��ه نقطه وجود دارد ک��ه روی یک خط قرار 

ندارند« )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(.

اهمی�ت و نق�ش تعریف‌ه�ا در ش�کل‌گیری نظریه‌ها یک 
مسئله اساسی است. از طریق تعریف‌ها، اشیا نظریه معرفی 
می‌ش�وند، خواص مش�خص‌کننده آن‌ها بیان می‌شود و در 
ی�ک زنجیره از روابطِ به‌هم مربوط و منطقی به‌هم وابس�ته 
می‌شوند و لذا، تعریف‌ها را نخستین دروازه ورود به نظریه‌ها 
دانسته‌اند )ماریوتی و فِزبین، 1997(. بنابراین، مفهوم تعریف 
در مطالع�ه ریاضی، به‌عنوان یک دانش نظری نیز از جایگاه 

مهمی برخوردار است

 معیاراختصار42
این معیار، ی��ادآوری می‌کند که خواصی از مفهوم 
که برای وجود آن لازمند، باید در تعریف آورده ش��ود. 
مطابق این معیار، توصیف زیر، تعریف خوبی در هندسه‌‌‌‌ 

اقلیدسی به حساب نمی‌آید:
 مستطیل یک چهارضلعی با چهار زاویه قائمه است.

در هندس��ه‌‌‌‌ اقلیدس��ی، می‌توانی��م ثابت کنیم که 
مجموع چهار زاویه از چهارضلعی، 360 درجه اس��ت. 

بنابراین، کافی است برای تعریف مستطیل بگوییم:
 مستطیل یک چهارضلعی با سه زاویه‌‌‌‌ قائمه است. 

تعریف اول به‌عن��وان »توصیف چهار ـ زاویه‌‌‌ای« و 
تعریف دوم »توصیف س��ه ـ زاوی��ه‌‌‌ای« در نظر گرفته 
می‌ش��ود )زیرا در هندس��ه‌‌‌‌ اقلیدس��ی، اگر یک چهار 
ضلعی، س��ه زاویه‌‌‌‌ قائمه داشته باش��د، می‌توان ثابت 
ک��رد که زاویه‌‌‌‌ چه��ارم نیز قائمه اس��ت(. در نگاه اول 
به‌نظر می‌رسد معیار اختصار، بیش از آن‌که مربوط به 
ماهیت منطقی تعریف باشد، وابسته به ماهیت فلسفی 
یا زیبایی‌شناس��ی43 آن اس��ت. در واقع، توصیف یک 
مستطیل به‌عنوان یک چهارضلعی با چهار زاویه‌‌‌‌ قائمه، 
به یک تناقض منجر نمی‌شود و ممکن است از دیدگاه 
پداگوژیکی، مزایایی داشته باشد. البته، اغلب اوقات که 
یک مفهوم تعریف می‌ش��ود، ممکن نیست که دانش 
کافی برای تعیین کوتاه‌ترین شکل آن تعریف هم وجود 
داشته باش��د. بنابراین، گاهی اصرار برای برقراری این 
معیار، می‌تواند مانع توسعه بعضی از مفاهیم یا قضایا 
ش��ود. اما در هر صورت، دلایل خوب��ی برای پذیرش 
ای��ن معیار وج��ود دارد. طبق معیار وج��ود، بناکردن 
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مفهوم جدیدی که وجود دارد، ضروری است. پس لازم 
است شخص تعریف‌های جدید را بررسی کند. یعنی با 
پذیرش معیار اختصار، شخص باید توصیف کوتاه‌تری را 
به‌عنوان تعریف در نظر بگیرد و در عین حال، توصیف 
غیرمختص��ر را رد کن��د. در نتیج��ه، از یک نقطه‌نظر 
رسمی، یک توصیف غیرمختصرکه شامل ویژگی‌هایی 
بیشترِ و غیرضروری است، به‌عنوان یک تعریف در نظر 
گرفته نمی‌ش��ود. در واقع شامل یک تعریف و حداقل 
یک قضیه اس��ت. اگر بخواهیم تعری��ف تنها اطلاعات 
ضروری درباره‌‌‌‌ مفهوم مورد نظر را در‌بر داش��ته باشد، 
باید معیار اختصار را بپذیریم. از سوی دیگر، صرف‌نظر 
ک��ردن از این معیار، ممکن اس��ت مزایای پداگوژیکی 
زیادی داشته باشد. مثلًا، برای کسب یک تصویر ذهنی 
ق��وی و کامل از مفهوم جدید، ش��روع با توصیفی که 
معی��ار اختصار را برآورده نمی‌کند، می‌تواند س��ودمند 
باشد. برای مثال، انتظار می‌رود که‌دانش‌آموزان، مفهوم 
مس��تطیل را زمانی که به‌جای توصیف سه ـ زاویه‌‌‌ای، 
ب��ا توصیف چهار ـ زاویه‌‌‌ای ب��ه‌کار می‌برند، آن را بهتر 
درک کنند )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(. علاوه 
بر این، هرشکوویتز )1990(، وینر )1991(، وینیکی ـ 
لندمان و لیکین)2000( نیز ادعا کردند که اختصار، یک 
ویژگی ضروری برای تعریف اس��ت. این در حالی است 
که دی‌ویلییرز )1998(، پیم )1993( و فن‌دورمولن و 
زاسلاوس��کی، 2003(، بر نقش زمینه در مقابل معیار 
اختصار تأکید کردند و تا اندازه‌‌‌‌‌ای، بعضی از تعریف‌های 
طولان��ی را پذیرفتن��د. موض��وع اختص��ار در کل، به 
بحث‌ها و مذاکراتی درباره‌‌‌‌ ضرورت منجر می‌شود، این 
بحث‌ه��ا با این توافق تمام می‌ش��ود که گرچه ممکن 
است حالت‌هایی وجود داشته باشد که تعریف مختصر 
اولویت داش��ته باشد، ولی اختصار یک ویژگی ضروری 
تعریف ریاضی نیست. تنش بین انسجام و مفید بودن، 
در بحث درب��اره‌‌‌‌ نیاز تعریف برای مختصر بودن تجلی 
می‌یابد. برای مثال، در بیشتر موارد تعریف‌های مختصر 
برای اثبات مفیدتر هستند، گرچه اغلب، اختصار قربانی 
افزایش انسجام یک تعریف می‌شود )زاسلاوسکی و شِر، 

.)2005

معیار زیبایی 
گاهی اوقات، نویسنده‌‌‌‌ متن کتابی می‌خواهد از بین 
دو تعری��ف که هم‌ارزند، یک��ی را انتخاب کند. اما یکی 
خوب‌تر به‌نظر می‌رسد، به کلمات یا نمادهای کمتری 
نیاز دارد یا مفاهیم اساس��ی کلی‌تری در آن به‌کار رفته 

اس��ت که از مفهومی که به تازگی تعریف شده حاصل 
شده است. به مثال فن‌دورمولن و زاسلاوسکی )2003( 

در این باره توجه کنید: 
تعری�ف 1: فاصل��ه‌‌‌‌ بین دو جس��م )چی��ز(، طول 
کوتاه‌ترین پاره‌خطی اس��ت که هر یک از نقاط انتهایی 

آن، روی یکی از دو شئ )جسم( قرار گرفته است.
تعریف 2: فرض کنید دو جسم در دستگاه مختصات 
دکارتی با F(x,y,z)=0 و G(x,y,z)=0 داده شده است. 
 F(xf,yf,zf)=0 کوتاه‌ترین فاصله بین دو جسم وقتی که

و G(xG,yG,zG)=0 از رابطه زیر به‌دست می‌آید:
( ) ( ) ( )

,

− + − + −

=

≥
= − <

∈

2 2 2

2

1 2

0
0

F G F G F Gx x y y z z

x x

x x
x

x x
x x D

احتم��الاً، بس��یاری از نویس��ندگان، تعری��ف 1 
را به‌عن��وان تعری��ف زیبات��ر انتخ��اب می‌کنند، زیرا 
نه‌تنها از نظر متنی کوتاه‌تر اس��ت، بلکه کلی اس��ت، 
به‌طوری‌که به دس��تگاه مختص��ات دو بعدی و حتی 
به تعریف اقلیدس��ی طول نیز محدود نش��ده است و 
مفهوم فاصله را کاملًا رسانده است. نکته‌‌‌‌ دیگر درباره‌‌‌‌ 
تعریف 1، این است که دقیقاً می‌گوید که فاصله بین 
دو ش��ئ چگونه محاسبه می‌شود. بنابراین، می‌توانیم 
این تعریف را برای دس��تگاه مختصات دکارتی س��ه 

بعدی نیز به‌کار ببریم )زاسلاوسکی و شِر، 2005(.

هم‌چنی��ن، به‌عن��وان مثالی دیگر، ب��ه گفته وینر 
)1991(، ب��رای بس��یاری از ریاضی‌دان‌ه��ا، تعری��ف 
، زیباتر از تعریف دیگر 

( ) ( ) ( )

,

− + − + −
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قدرمطلق به‌صورت 
آن به‌صورت زیر است:

( ) ( ) ( )

,

− + − + −

=

≥
= − <

∈

2 2 2

2

1 2

0
0

F G F G F Gx x y y z z

x x

x x
x

x x
x x D

معیار زیبایی، عینی‌تر از همه‌‌‌‌ معیارهایی است که 
مورد بحث قرار گرفتند و به‌شدت به ارزش‌های شخصی 
وابس��ته اس��ت. زیبایی موضوعی نیس��ت که فقط در 
انتخاب تعریف‌ها مطرح شود، بلکه می‌توان درباره‌‌‌‌ یک 

اثبات یا قضیه‌ زیبا صحبت کرد.

معیارتناقض نمایی
نتیجه‌‌‌‌ یک تعریف، گاهی اوقات نمونه‌هایی اس��ت 
که با تصور ش��هودی ما از مفهوم سازگار نیست. چنین 

نمونه‌هایی تناقض‌نما نامیده می‌شود. 
س��ه مثال زیر، ماهیت و نقش این معیار را تشریح 

می‌کند )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(:
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مثالی از هندسه:
یک چهارضلعی محدب، مجموعه نقاطی است که 
از چهارنقطه A,B,C,D که هیچ س��ه نقطه‌‌‌ای هم‌خط 
نیس��تند و چهارپاره خط AB,BC,DC,AD تش��کیل 

شده است.
این تعریف، س��ه نوع از چهارضلعی‌ها را مش��خص 
می‌کند. همان‌طور که در شکل دیده می‌شود، احساس 
می‌شود که )ج( به این گروه متعلق نیست. حال ممکن 
است شخص آن را به‌عنوان تناقض‌نما با تصور شهودی 
مفهوم تعریف شده‌‌‌‌ موجود بپذیرد یا می‌تواند تعریف را 
طوری گس��ترش دهد که این ن��وع از چهارضلعی‌ها را 
شامل شود که یک موضوع سلیقه‌‌‌ای محسوب می‌شود 

)فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(.

مثالی از جبر:
 ax2+bx+c=0 معادله‌‌‌ درجه دوم، معادله‌‌‌ای به شکل

با شرط a≠0 است.
ای��ن یک تعریف معمولی از معادل��ه درجه دوم در 
 a=0 ریاضیات مدرس��ه‌‌‌ای اس��ت که در آن، حالتی که
اس��ت، به‌عنوان یک مثال نقض غیر‌قابل قبول در نظر 
گرفته ش��ده اس��ت. در واقع، بعض��ی از قضایا از جمله 
قضیه‌‌‌ای که طبق آن برای حالتی که b2-4ac>0 برای 
یک معادله‌‌‌‌درجه 2، دو جواب مختلف دارد، ممکن است 
برای a=0 درست نباش��د. این در حالی است که برای 
معادلات خطی به شکل ax+b=0، تناقض‌نمای حالت 
a=0 )حداقل در چند برنامه‌‌‌‌ درس��ی(، با در نظرگرفتن 
 b≠0 0 یک معادله‌‌‌‌ خطی اس��ت که اگرx+b=0 این‌که
باش��د، جواب ندارد و اگر b=0 باش��د، تعداد نامتناهی 
ج��واب دارد، قابل قبول اس��ت. به نظر می‌رس��د چون 
چنین معادله‌‌‌‌ خطی با این قضایا مشکلی ندارد، به‌عنوان 

یک تناقض‌نما مطرح نمی‌شود.

مثالی از هندسه‌‌‌‌ تحلیلی:
ی��ک مقط��ع مخروطی، ی��ک منحنی ب��ا معادله 
ش��رط  ب��ا   Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

A2+B2+C2≠0 است.
این ش��رط برای اطمینان از این‌که حداقل یکی 
از ضرایب A,B,C غیرصفر اس��ت و بنابراین، معادله 
واقع��اً از درجه‌‌‌‌ 2 باش��د، قید می‌ش��ود. در غیر این 
صورت، خطی با معادله x=0 می‌توانست یک مقطع 
مخروطی نامیده ش��ود. حتی گزاره‌‌‌‌ نادرس��ت 0=1 
می‌توان��د یک مقطع مخروطی نامیده ش��ود. با قید 
این ش��رط روی ضرای��ب، از این ن��وع تناقض‌نماها 
دوری می‌ش��ود. به هرح��ال مطابق با این ش��رط، 
منحنی‌ه��ای ش��بیه x2+y2=0 )دایره‌‌‌ای با ش��عاع 
صف��ر(، xy=0 )دو خ��ط متقاط��ع(، x2-1=0 )دو 
خط م��وازی( و حتی x2+y2+1=0 مقطع مخروطی 
محس��وب می‌ش��وند. هر چند می‌توان این نمونه‌ها 
را به‌عن��وان تناقض‌نماها در نظر گرفت، اما این کار 
باعث توس��عه نظریه س��ازگار مقاط��ع مخروطی به 
مجموعه‌ای بزرگ‌تر نمی‌شود، برعکس ممکن است 
باعث ش��کل‌گیری تع��داد زیادی قضی��ه‌‌‌‌ پیچیده‌تر 

برای مقاطع مخروطی ش��ود.

A

D

D

C
B

C

B

A
A

B

C

D

)الف(

)ب( )ج(

شکل: 2-3: چهارضلعی‌های محدب )فن‌دورمولن و زاسلاوسکی، 2003(

بیشتر علوم با یک سلسله تعریف‌ها آغاز می‌شوند که 
اصطلاحاً، »مبادی تصور« یا »اصول موضوعه« نامیده 
می‌شوند. به این ترتیب، دانشمندان سعی دارند پیش 
از ورود به مس�ائل هر علم، تصور روشن و مشخصی 
از موضوعات مورد بحث ارائه نمایند تا مبانی آن علم، 
دقیقاً معلوم شوند. اهمیت تعریف در انواع مجادلات 
به اندازه‌ای اس�ت که با روشن شدن مفاهیم کلیدی 
مبهم، مورد مجادله عموماً برطرف می‌شود یا حداقل، 

نقطه اختلاف ‌نظرها روشن می‌شود

مثال‌ها و غیرمثال‌های یک تعریف ریاضی
اگر ساختار منطقی تعریف یک مفهوم را مجموعه‌ای 
از شرایط لازم و کافی برای مفهوم بدانیم، می‌توان گفت، 
غیرمثال‌های44 یک تعریف ریاضی، یکی از شرایط لازم 
ی��ا کافی را ندارند و بیش��تر، مثال‌های خاص مفهوم را 
نش��ان می‌دهند )زاس��کیس و لیکین، 2008(. بر این 
اس��اس، یک مثال از تعریف مربع می‌تواند چنین باشد 

)زاسکیس و لیکین، 2008(:
 مستطیلی که همه اضلاع آن مساوی‌اند.
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ی��ک غیرمثال هم از تعریف مرب��ع، می‌تواند به یکی از 
صورت‌های زیر باشد )زاسکیس و لیکین، 2008(:

 ش��کلی که دارای چهار ضلع با طول مس��اوی است 
)شرایط لازم را دارد ولی دارای شرایط کافی نیست.(

 ،(x+1,y) ،(x,y) ی��ک مربع چهار رأس دارد ک��ه در 
(x,y+1) و (x+1,y+1) قرار دارند )شرایط کافی را دارد، 

ولی شرایط لازم را ندارد(.
 دو خ��ط عمودی موازی ک��ه بر دو خط افقی موازی 

عمود می‌شوند )شرایط لازم و کافی را ندارد(.
 هم‌چنین، یک غیرمث��ال از تعریف ریاضی می‌تواند 
گزاره‌ای باشد که با تعریف پذیرفته شده معمول، هم‌ارز 
نباشد )زاسلاوسکی و شِ��ر، 2005(. مثلاً، یک تعریف 
معمول برای تابع صعودی چنین اس��ت )زاسلاوسکی و 

شِر، 2005(:
 x1, صعودی اس��ت، اگ��ر برای هر D با دامنه f تابع 

f(x1)>f(x2) آن‌گاه ،x1>x2 ؛ x2∈D
 نس��بت به این تعریف، می‌تواند یک غیرمثال از تابع 
صعودی به‌صورت زیر باشد )زاسلاوسکی وشِر، 2005(:
 x∈D صعودی اس��ت، اگر برای هر D با دامنه f تابع 

.f(x)'>0 ،

پی‌نوشت
1. وسیله‌‌‌ای که عبارت‌های جدید از عبارت‌های اولیه ثابت می‌شوند، 
یک بخش از نظریه‌ قیاس��ی/ استنتاجی است که به عنوان قوانین 

استنتاج دانسته می‌شود.

2. Morgan
3. ش��کل 2- )الف( ممکن اس��ت یک مثلث را روی سطح کره در 
هندسه‌ کروی نمایش دهد. شکل 2- )ج( یک ناحیه مثلثی نامیده 
می‌شود و اغلب هنگام صحبت از» مساحت مثلث«، درباره آن فکر 
می‌کنیم. شکل 2- )د( می‌تواند مثلثی را در هندسه‌ متناهی نمایش 

دهد.
4. Usiskin
5. Stipulative 
6. Reported
7. Hospers
8. Robinson
9. Lexical
10. Edwards
11. Ward 
12. Lando 
13. Extracted 

14. منظور از Negative Definition تعریفی است که بر اساس 
یک یا چند ویژگی است که آن مفهوم، آن ویژگی‌ها را ندارد.

15. Borasi
16. Pimm

و اثبات‌ها را تحت تأثیر قرار می‌دهد. انتخاب تعریف در 
آموزش ریاضی، علاوه بر ملاحظات ریاضی، به ملاحظات 
پداگوژیکی نیز وابسته اس��ت. از مهم‌ترین ویژگی‌های 
پداگوژیک��ی می‌توان به رویکرد برنامه درس��ی و دنباله 
یادگیری که مشخص می‌کند چه مفاهیمی را لازم است 
که یادگیرنده قبلاً یادگرفته باشد )مثلاً دنباله یادگیری در 
رویکرد برنامه درسی معادله- محور45 با دنباله یادگیری 
در رویکرد برنامه درسی با محوریت تابع46 متفاوت است(، 
اش��اره کرد. علاوه بر این‌ها، هنوز بس��یاری از معلمان و 
دانش‌آم��وزان نمی‌دانند که برای ی��ک مفهوم ریاضی، 
می‌توان تعریفی انتخاب کرد و کسانی هم که می‌دانند، 
ممکن است ندانند که چگونه و با چه معیاری باید درباره 
تعریف بهتر، تصمیم‌گیری کرد. نهایتاً، به ندرت امکان 
انتخاب تعریف برای مفاهیم مختلف ریاضی مورد بحث 
قرار می‌گیرد و در نتیج��ه، تعداد زیادی از دانش‌آموزان 
نق��ش تعریف‌ها را در ریاضی نادی��ده می‌گیرند یا آن را 

درک نمی‌کنند )یوسیسکین و همکاران، 2008(.
بنابراین، به‌نظر می‌رس��د اهداف هر برنامه درسی 
ریاضی که ش��امل برنامه‌هایی جهت ایجاد فرصت‌های 
مناسب برای درک تعریف‌های مفاهیم ریاضی و نقش 
آن‌ها در یادگیری ریاضی نباش��د، به‌طور کامل محقق 

نخواهد شد. در حدود دو ‌هزار س�ال اس�ت که قال�ب ارائه ریاضی 
رس�می به‌صورت »تعری�ف، قضیه، اثبات« ش�ناخته 
می‌ش�ود. کتاب اصول20 اقلیدس در حدود 300 سال 
قب�ل از میلاد، این قالب ارائه مطالب را معرفی کرد که 
با تغییری مختصر در سبک، هنوز هم در متون رسمیِ 
ریاضی دیده می‌شود. اقلیدس همراه با ارائه این قالب 
برای ریاضیات رسمی، نخستین‌بار تعریف‌ها را نیز به 

شکل مدون، در کتاب اصول خود آورده است

بحث و نتیجه‌گیری
در ای��ن مقال��ه، جنبه‌های مختلف ی��ک تعریف 
ریاضی توصیف و تشریح شد. تعریف یک مفهوم، یکی 
از عناصر اصلی اس��ت که مستقل از روش ارائه مفهوم، 
در درک مطلوب آن مفهوم، نقش به‌س��زایی دارد و در 
واقع، می‌توان گفت که تعریف است که به مفهوم هویت 

می‌بخشد و چیستی آن را مشخص می‌کند.
از طرفی، با توجه به مطالبی که گفته شد، می‌توان 
ادعا کرد که مفاهیم ریاضی و تعریف‌ها، قطعی نیستند 
و در واقع، به زمینه‌‌‌ای که در آن تفسیر می‌شوند )به‌کار 
می‌روند(، بس��تگی دارند. هم‌چنین، از بین ویژگی‌های 
یک تعریف ریاضی، ویژگی امکان انتخاب، مجموعه قضایا 
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17. Verbal
18. Symbolic Definition

ProveDefinition .19: ای��ن گزاره درس��ت و دقیق اس��ت، ولی 
بیشتر می‌تواند به عنوان قضیه‌‌‌ای به‌کار رود که باید اثبات شود، تا 
اینکه یک تعریف باش��د. در ریاضی، این نوع ادعاها بیشتر راجع به 

ویژگی‌ها هستند تا تعریف‌ها )جیمسون ، 1999(.
20. Elements (EUCLID’S ELEMENTS OF GEOM-
ETRY)
21. Krantz
22. Genus proximum  
23. Differentia Specific
24. Bunt
25. Jones 
26. Bedient 
27. Jamison 
28. Ouvrier
29. Van Dormolen
30. Creterion of Hierarchy 
31. Criterion of Existense 
32. Criterion of Equivalence 
33. Criterion of Axiomatization 
34. Economical 
35. Elegance
36. Degeneration 
37. Recurring 
38. Construction 
39. Winicki- Landman
40 Leikin

 41. تاب��ع  f :D  R روی D صع��ودی اس��ت اگ��ر ب��رای ه��ر 
f(x1)>f(x2) ،x1>x2 : به‌طوری که x1, x2∈D

 ،x∈D صعودی اس��ت هرگاه: ب��رای هر D روی f :D  R تاب��ع 
 f(x)'>0

42. Creterion of Minimality
43. Aesthetic
44. Non Examples
45. Equation-based
46. Function-based
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