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صورت مسائل
1. ثابت كنيد، عددهاي مثبت و گنگ a و b به‌گونه‌اي وجود 

دارند كه به ازاي آن‌ها، ab عددي طبيعي باشد )1975(.
2. ثاب��ت كن��يد ب��راي ه��ر تقسي��مي ��كه مجموع��ة 
 را ب��ه دو زيرمجموعة جدا از 
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هم افراز كند، دس��ت كم كيي از زيرمجموعه‌هاي حاصل 
شامل سه عدد است كه مجموع دو تا از آن‌ها، با دو برابر 

سومي برابر است )1978(.
3. جواب‌هاي درست اين معادله را پيدا كنيد )1981(: 
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 وجود دارد كه در مورد آن 
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4. آيا تابع ‌‌كيبهكي‌ 
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براي هر مقدار x∈R داشته باشيم: 
5. رأس‌ه��اي كي پنج ضلعي مح��دّب، مختصاتي صحيح 
دارند. ثابت كنيد مساحت اين پنج ضلعي حداقل مساوي 

 است )1998(.
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6. فرض كنيد AD نيم‌س��از مثلث ABC باشد. M و N به 
ترتيب دو نقطه روي AB و AC هستند، به‌طوري كه داريم: 
 MN و AD خطوط .
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و 
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نيز در P متقاطع‌اند. ثابت كنيد: 
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كليدواژه‌ه�ا:  رومانی، المپی�اد ریاضی، تابع یک بهی �ک، پنج ضلعی محدب، 
نقطة شبکه ای

المپياد رياضي در

 رومانی 
اگ��ر چنان كه قبلاً گفته‌ايم، مجارس��تان را مي‌توان بنيان‌گذار 
المپياد رياضي دانست، بدون ترديد روماني را مي‌توان مهد المپيادهاي 
رياضي و پايه‌گذار المپياد بين‌المللي رياضي دانست. چرا كه اين كشور 
از نخستين كشورهاي پيشنهاددهندة اين رقابت‌ها و ميزبان دو دورة 
نخس��ت آن بوده است. در طول س��ال‌هاي برگزاري اين مسابقات، 
روماني پنج دوره در سال‌هاي 1959 )نخستين دوره(، 1960، 1969، 
1978، 1999 ميزبان بوده و در پنج دوره نيز در س��ال‌هاي 1959، 
1978، 1985، 1987 و 1996 مقام نخست اين رقابت‌ها را به‌دست 
آورد. در س��ال‌هاي ديگر نيز بارها به مقام‌هاي بالاي اين مس��ابقات 

جهاني دست يافته است.
در رومان��ي ن��يز، مانن��د مجارس��تان، از س��ال‌هاي پايان��ي 
ق��رن نوزده��م مس��ابقات رياض��ي دبيرس��تاني آغ��از ش��د. از 
 س��ال 1902 ا��ين مس��ابقات توس��ط مجل��ة معتب��ر رياض��ي 

»Gazeta Matematica« برگزار مي‌شد.
تا سال 1948 مس��ابقات در دو مرحله انجام مي‌شدند. از سال 
1961، كار برگ��زاري المپيادها به‌عه��دة وزارت آموزش‌وپروش قرار 
گرفت كه تا امروز هم ادامه دارد. در حال حاضر المپياد رياضي روماني 
در س��ه مرحله انجام مي‌گيرد و مسائل المپياد در مجلة مزبور چاپ 

مي‌شوند.
در كش��ور رومان��ي گروه‌هاي متعددي دس��ت‌اندركار برگزاري 
مسابقه‌هاي رياضي هستند و دانشجويان و استادان بسياري در اين 
زمينه به شدت فعال‌اند كه از ميان آن‌ها استادان نام‌آوري نيز ظهور 
كرده‌اند كه از جملة معروف‌ترين آن‌ها مي‌توان از تيتو آندرسكو نام برد 
كه سال‌ها مديريت تيم‌هاي المپياد رياضي روماني را به‌عهده داشت. 
وي پس از اخذ تابعيت جديد، مديريت و هدايت تيم المپياد رياضي 

كشور آمركيا را به‌عهده گرفت و هنوز هم در اين زمينه فعال است.
در ميان مس��ائلي كه در المپيادهاي داخلي كشور روماني طي 
سال‌هاي متمادي طرح شده‌اند، مسائل بسيار خوب و بسيار دشواري 

را مي‌توان يافت. در اين‌جا منتخبي از مس��ائل چند س��ال متفاوت 
را آورده‌ايم و س��عي كرده‌ايم نمونه‌هايي را انتخاب كنيم كه س��طح 
متوسطي داشته و براي عموم دانش‌آموزان قابل فهم و استفاده باشند. 

راه‌حل‌ها در پي آمده‌اند.
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حل مسائل
 را در نظر بگيريم. با 
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و در اين صورت داريم: 
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كه اين تساوي غيرممكن است. )چرا؟(
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مي‌توانس��تيم عددهاي گن��گ 

 كار ساده‌اي 
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 ولي اثبات گنگ بودن 
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بگيريم: 

نيست!

 و A∋5. ب��ا برهان خلف 
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2. ف��رض ميك‌ن��يم: 
درستي حكم را نشان مي‌دهيم: 

فرض ميك‌ن��يم هيچ كي از دو مجموعة A و B ش��امل 
هيچ س��ه عددي نباش��ند كه مجموع دو تا از عددها مساوي 
دو برابر س��ومي باشد. اگر A∋3 باشد، آن‌گاه با توجه به شرط 
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ف��وق دار��يم: 
. پ��س: B ،1∈B∋4 و B∋7. ول��ي 
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و 
در اين صورت داريم: 4×2=1+7 و ش��رط فوق نقض مي‌ش��ود. 
 ،7∈A :3. اما اگر∈B :3 و در نتيج��ه∉A :پس لازم اس��ت كه
و   
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آن‌گاه: 
. ولي در اين صورت 
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، پس: 
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.7∈B :6×2=3+9 و تناقض ايجاد مي‌شود. پس لازم است كه
همچنين كيي از دو عدد 4 و 6 نيز بايد درB باشند، زيرا 4، 5 
و 6 نمي‌توانند با هم عضو A باش��ند )5×2=6+4(. فرض كنيد: 
B∋4، در اين صورت نتيجه مي‌شود: B∌2 )زيرا در غير اين صورت 
(. ل��ذا: A∋2 و از آنج��ا: A∌8 )زيرا در 
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(. و ن��يز: B∋8 و از 
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غير اين صورت: 
 .)
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آنج��ا: B∌6 )زيرا در غير اين صورت 
در نتيج��ه: A∋6 و در ضمن: B∌9 )ز��يرا در غير اين صورت 
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اگر B∋1 باشد، آن‌گاه: 

ح��ال ��كيي از دو زيرمجموعة A يا B داراي كي س��ه‌تايي به 
صورت فوق هستند. در حالت ديگر هم، با شرط B∋6 به همين 

نتيجه مي‌رسيم.
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همچن��ين، اگر 
نتيجه: 
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و باز هم 

 ممكن است معادله جواب 
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داش��ته باش��د. به ازاي 
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جوابي ندارد و به ازاي 
.
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معادله فقط دو دسته جواب دارد: 

 و 
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4. اگر چنين تابعي وجود داش��ته باشد، با قرار دادن 
 در نابرابري فوق نتيجه مي‌شود: 
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 پ��س f ‌كيبهك��ي‌ نخواهد بود و لذا چن��ين تابعي وجود
 ندارد.
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5. كي قضية ش��ناخته ش��ده در تريكبيات مي‌گويد كه اگر 
پن��ج نقطة ش��بكه‌اي )نقطة با مختصات صحيح( داش��ته 
باشي��م، وس��ط پاره‌خط و اصل بين دو تا از اين نقاط، كي 
نقطة شبكه‌اي خواهد بود. اثبات به كمك اصل لانة كبوتري 
صورت مي‌گيرد. مختصات هر نقطة شبكه‌اي از نظر زوج و 
فرد بودن چهار حالت دارد: )فرد و فرد(، )زوج و فرد(، )فرد 

و زوج( و )زوج و زوج(.
پ��س وقت��ي پن��ج نقطه داش��ته باشي��م، 

لااق��ل دوتاي آن‌ه��ا از نظ��ر زوج و فرد بودن 
مختصاتي ش��بيه هم دارن��د. يعني مجموع 

طول‌هاي آن‌ها و مجموع عرض‌هاي آن‌ها عددي زوج اس��ت 
و در نتيجه وس��ط اين دو نقطه، مختصاتي صحيح دارد، زيرا: 
 لذا در پنج ضلعي فوق 
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 و 
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 وسط كيي از اضلاع يا اقطار نقطه‌اي با مختصات صحيح چون
 M است.

همچنين قضيه‌اي ديگ��ر مي‌گويد كه 
مساحت هر مثلثي كه سه رأس آن سه 
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نقطة ش��بكه‌اي باش��ند، مساوي 
.m∈N :است كه
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زيرا مطابق شكل زیر داريم: 

A

CF

E D

B

)CF، CD، DE و EF را موازي محورها رسم كرده‌ايم.(
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ولي بديهي است كه m∈Z )چرا؟( و در نتيجه درستي اين 
قضيه هم ثابت مي‌شود.

حال به مس��ئلة اصلي برمي‌گرديم: اگر M وس��ط كيي از 
قطرهاي پنج ضلعي ABCDE باشد، پس M درون پنج ضلعي 

است و در نتيجه: 

x

(x ) x x

(x ) x x

(x ) y x x (x )

x y x y Z y Z
x

x

x x x x

(x ) y (x )

| x | y | x |

(x ) y (x )

y Z
y Z

x
x

y
x
y
( , )

>

+ = + +

+ = + +

+ < = + + < +

⇒ + < < + ⇒ ∉ ⇒ ∉
≤ −

+ <

+ + < + +

⇒ + < < +

⇒ + < < +

⇒ − + < < − +

∉
∉

− < ≤
= −

= −
=
= ±

3 2 6 3

3 2 6 3

3 2 4 6 3 3 2

3 2 3 2

3

6 3 6 3

3 2 4 3 2

3 2 3

3 2 3

2

4

0
1 2 1
2 4 4
1 3 1 2

1 2
2
3 0
4 4 3 1

2 1
2 1

2 1

2 0
1
1

0
1

01

A B
M

A B
M

ABC DCFE ACD BF

( , )
x

x f ( ) [f ( )] [f ( )] f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

x f ( ) [f ( )] (f ( )) f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

y y
y

x x
x

m

m N
S S S S

−
=

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

⇒ = =

+
=

+
=

∈
= − −

2 2

2

2 2

2

0 1
1

1 10 0 0 0 0 0
4 4

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 11 1 1 1 1 0
4 4

1 1 11 0 1 0 1
2 2 2

10 1
2

2

2

2

C ABE

ABCDE AMB BMC MCD MDE AME

ABCDE

S
AD.CD BF.FC AE.BEDE.DC

DE.DC AD.CD BF.FC AE.BE m

m Z
S S S S S S

S

AB||

−

= − − −

− − −
= =

∈
= + + + +

≥ × =

2 2 2
2

2 2

1 55
2 2

1
2

ACD MCD BCD

BCD MCD ACD

ABCDE ACD AED ABC

CD
S S S

S S ,S

S S S S

> >

≥ ⇒ ≥ ≥

= + + ≥ + + =

1 2 3
2 2 2

3 1 1 5
2 2 2 2

B

A

E

D

C

M

ول��ي رئوس هم��ة اين پن��ج مثلث نقاطي ب��ا مختصات 
 و لااقل 
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صحيح‌ان��د، پس مس��احت‌هاي آن‌ها به ص��ورت 
 است و در نتيجه: 
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مساوي 
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اما اگر M وسط كيي از اضلاع )مثلاً AB( باشد، از M به دو 
 )CD ًنباشد )مثلا AB سر كيي از اضلاع پنج ضلعي كه موازي

وصل ميك‌نيم. A و B را نيز به C و D وصل ميك‌نيم.
مثلث‌هاي MDC، ADC و BDC در قاعدة CD مشترك‌اند 
، پس مساحت‌هاي هيچ دوتاي آن‌ها با هم 

x

(x ) x x

(x ) x x

(x ) y x x (x )

x y x y Z y Z
x

x

x x x x

(x ) y (x )

| x | y | x |

(x ) y (x )

y Z
y Z

x
x

y
x
y
( , )

>

+ = + +

+ = + +

+ < = + + < +

⇒ + < < + ⇒ ∉ ⇒ ∉
≤ −

+ <

+ + < + +

⇒ + < < +

⇒ + < < +

⇒ − + < < − +

∉
∉

− < ≤
= −

= −
=
= ±

3 2 6 3

3 2 6 3

3 2 4 6 3 3 2

3 2 3 2

3

6 3 6 3

3 2 4 3 2

3 2 3

3 2 3

2

4

0
1 2 1
2 4 4
1 3 1 2

1 2
2
3 0
4 4 3 1

2 1
2 1

2 1

2 0
1
1

0
1

01

A B
M

A B
M

ABC DCFE ACD BF

( , )
x

x f ( ) [f ( )] [f ( )] f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

x f ( ) [f ( )] (f ( )) f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

y y
y

x x
x

m

m N
S S S S

−
=

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

⇒ = =

+
=

+
=

∈
= − −

2 2

2

2 2

2

0 1
1

1 10 0 0 0 0 0
4 4

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 11 1 1 1 1 0
4 4

1 1 11 0 1 0 1
2 2 2

10 1
2

2

2

2

C ABE

ABCDE AMB BMC MCD MDE AME

ABCDE

S
AD.CD BF.FC AE.BEDE.DC

DE.DC AD.CD BF.FC AE.BE m

m Z
S S S S S S

S

AB||

−

= − − −

− − −
= =

∈
= + + + +

≥ × =

2 2 2
2

2 2

1 55
2 2

1
2

ACD MCD BCD

BCD MCD ACD

ABCDE ACD AED ABC

CD
S S S

S S ,S

S S S S

> >

≥ ⇒ ≥ ≥

= + + ≥ + + =

1 2 3
2 2 2

3 1 1 5
2 2 2 2

و چون: 
برابر نيست و به صورت صعودي مثلاً به ترتيب زير قابل مرتب 

كردن هستند: 
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 هستند، پس: 
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و چون هر سه مساحت به صورت 
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و بنابراين داريم: 
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و در نتيجه: 
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6. مطابق شكل داريم: 
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لذا چهارضلعي AMDN محاطي است و از آنجا: 

A

B C

M N

D

p

1

1

1

2

2
ˆ ˆD B

ˆD̂ C
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN

ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN
DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =
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همچنين داريم: 

ˆ ˆD B
ˆD̂ C

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN
ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN

DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =
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2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2

و با جاي‌گذاري از رابطة )1( در رابطة )2( نتيجه مي‌شود: 

ˆ ˆD B
ˆD̂ C

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN
ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN

DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2


