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در طبيع��ت و صنع��ت جريان‌هايي وج��ود دارند كه در 
زمان‌هاي معيني متناوباً تكرار مي‌ش��وند. اين نوع جريان‌ها را 

»متناوب« مي‌نامند و به كمك توابع متناوب تعريف ميك‌نند.
 D(f) در دامنة تعريف y f (x)

x D
) x T D(f )
) x T D(f )
) f (x T) f (x)

y {x}
y , x R
y f (g(x))

y cos x , y log cos x , y | sin x |
T
x D(f )

f (x) sin
x

x
T
x T
x T ( T) T , x T D(f )

f (x) sin
x

f (x) x
x T
x T
f (x T) f (x)
x

f (x) f (x) , f (x T)

∗

=
∈
+ ∈
− ∈
+ =

=
= ∈
=

= = =
>
∈

=

=
≠
= −
+ = − + = + ∉

=

=
+
−
+ ≠

=

= = +

2

0

0 0

2

1
2
3

3

3 2
0

1

0
0

0
1

0
0

x
a

x

f (T) T
f (x T) f (x)

x nT
( , )

y log
x
f (x nT) f (x)
T , x Z

y a (a )

y
x(x )

x
x
f (x T) f (x)
T T
x R
f (x) {x} sin x
T
{x T} sin(x T) {x} sin x
{T} sin T ( )
x T
{ T} sin T ( )
x
{T} { T}
{T} { T}
{T

= = >
⇒ + ≠
+

−∞ +∞

=

≤
+ =

> ∈

= ≠

=
−

=
=
+ =

=
∈

= +
>
+ + + = +
+ =

= −
− − =
=
+ − =
= − =

2

0

0

0

0

0
0

1
2

2
0

0

0 1

0 2
0

0
0

}
sin T
T k ,k Z
k
T k

=
=

= π ∈
≠
= π

0
0

0

تعريف: فرض كنيم تابع 
مفروض باشد. تابع f(x) را در اين دامنه متناوب مي‌نامند اگر  
عدد مثبتي مانند T وجود داش��ته باشد به‌طوري كه براي هر 

 داشته باشيم: 
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هر وقت از توابع متناوب سخن به ميان مي‌آيد، دانش‌آموزان 
به‌درستي از توابع مثلثاتي نام مي‌برند. اما آن‌ها بايد بدانند كه 
عال�وه بر توابع مثلثاتي، توابع غيرمثلثاتي هم وجود دارند كه 
متناوب هس��تند. در اين مقاله با اين نوع توابع آشنا مي‌شويم. 
 متناوب‌اند. توابع متناوب 
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مثلاً توابع *
را غالباً به صورت زير هم تعريف ميك‌نند: 
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 ��كه در آن g تاب��ع متن��اوب و f تاب��ع دلخواهي اس��ت. 
به‌عنوان مثال توابع زير متناوب هستند:
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دانش‌آموزان رش��تة رياض��ي معمولاً با مس��ائلي مواجه 
مي‌شوند كه در آن‌ها از دانش‌آموز خواسته مي‌شود ثابت كنند 
تابعي متناوب اس��ت. در اينجا دانش‌آموزان ابتدا متناوب‌بودن 
تابع را حدس مي‌زنند و سپس با استفاده از تعريف تابع متناوب، 

به اثبات آن مي‌پردازند.
براي اثبات نامتناوب‌بودن تابع، به دو طريق عمل مي‌شود: 

1. با استفاده از تعريف تابع متناوب؛
2. با استفاده از تعريف تابع نامتناوب.

تعريف: تابع نامتناوب تابعي است كه تعريف تابع متناوب در 
آن صدق نميك‌ند.

يعني تابع f(x) نامتناوب ناميده مي‌ش��ود،‌ اگر به ازاي هر 
 يافت شود؛ طوري كه حداقل 
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 عددي مانند 
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كيي از ش��رايط سه‌گانه كه در تعريف تابع متناوب آورده شده 
است، برقرار نباشد.

 متناوب نيست.
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مثال 1. ثابت كنيد تابع 
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اثب�ات: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي منهاي 
است.
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يعني ش��رط )1( در تعريف تابع متناوب نقض شده است. 
 متناوب نيست.
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پس تابع 
 متناوب نيست.
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مثال 2. ثابت كنيد تابع 
اثبات: 

روش اول: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي است. بنابراين 
 در دامنة تعريف تابع 
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براي هر T دلخواه نقاط 
 حداقل 
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قرار دارند. پس لازم است ثابت كنيم به ازاي هر 
كي مقدار براي x وجود دارد كه در ازاي آن داشته باشيم: 
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 را در نظر گرفت. در اين 
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روش دوم: براي اثبات نامتناوب بودن تابع مي‌توان از قضية 
زير استفاده كرد: 

قضي�ه: اگر همة توابع متناوب چند ويژگي داش��ته باش��ند، 
 هر تابعي كه كيي از اين ويژگي‌ها را نداش��ته باش��د، متناوب 

نيست.
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داشته باش��د، آن‌گاه همة نقاط 
دارد. كه در آن n عدد صحيح دلخواه است. اين نشان مي‌دهد 
كه دامنة توابع متناوب شامل همة اعداد مثبت و منفي از بازة 
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 متناوب 
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از آنجا نتيجه مي‌ش��ود كه مثلاً تابع 
 به دامنة تابع تعلق ندارد.
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نيست، زيرا هر 
2. براي تابع متناوب f(x) در ازاي xهايي كه از نظر تعداد 
نامتناهي باش��ند، مقادير نظيري پيدا مي‌شوند كه بين آن‌ها 
اع��داد مثبت و منفي از نظر قدرمطلق ه��ر چه‌قدر كه بزرگ 
باشند، وجود دارند. اين ويژگي از تساوي زير نتيجه مي‌شود كه 

همواره صادق است: 
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دربارة توابع متناوب با دورة 
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و در آن داريم: 
در حالت خاص تابع متناوب در دامنة تعريف خود نمي‌تواند 

صعودي يا نزولي كينوا باشد.
 متناوب نيست، زيرا تابع صعودي 
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مثلاً تابع 
كينوا است.

3. تواب��ع متن��اوب در دامنة تعريف خ��ود نمي‌توانند از 
نقطه‌نظر تعداد، نقاط انفصال متناهي داشته باشند. مثلاً تابع 
 متناوب نيست؛ زيرا تنها داراي دو نقطة انفصال 
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. منظور از نقط��ة انفصال همان نقطة 
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 و 
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اس��ت: 
ناپيوستگي است.

4. اگ��ر تاب��ع f(x) متناوب و در مجموع��ة اعداد حقيقي 
تعريف شده باشد، آن‌گاه معادلة:
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��كه در آن T به عنوان مجهول و x پارامتر در نظر گرفته 
 خواهد 
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داشت كه به ازاي همة مقادير پارامتر 
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مث�ال 3. ثابت كن��يد تابع 
نيست.
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به ازاي 
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جزء اعشاری هر عدد، همواره نامنفي است، پس: 
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، آن‌گاه از معادلة 
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يعني T عدد صحيح است. اگر: 
. اما اگر 
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)2( نتيجه مي‌ش��ود: 
 عدد صحيح نيست.
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، آن‌گاه 
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5. اگ��ر در تابع متناوب f(x) ب��ا دورة تناوب T، در بازه‌اي 
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مانند 
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آن‌گاه اين نامس��اوي ب��ه ازاي همة مقادير متغير x برقرار 
است.

از آن‌جا نتيجه مي‌ش��ود كه اگر تابع متناوب f(x) به ازاي 
همة مقادير حقيقي تعريف شده و پيوسته باشد، آن‌گاه عددي 
 تساوي 
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 وجود دارد كه به ازاي همة مقادير 
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مانند 
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تمرين همراه با حل
 π ب��ا دورة تناوب 
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مس�ئلة 1. ثابت كنيد تابع 
متناوب است.

حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي اس��ت. بنابراين به 
 به دامنة تابع تعلق دارند. پس 
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ازاي هر x نقاط 
تساوي زير را بررسي ميك‌نيم: 
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داريم: 
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مس�ئلة 2. دورة تناوب اصلي تابع 
پيدا كنيد.

حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي است. پس به ازاي 
 به دامنة تابع تعلق دارند. 
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هر x از دامنه، اعداد
عدد 2π دورة تناوب تابع است، زيرا: 
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شمارۀ 153
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

 2π كوچ‌كتر از T ثاب��ت ميك‌نيم هيچ عدد مثبتي مانند
دورة تناوب تابع f(x) نيست.
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.
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دارد كه دورة تناوب تابع است و در ضمن: 
 بايد 
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 را در نظر مي‌گيريم. مقدار 
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ع��دد 
برابر باشد با: 

T
[a,a T]
| f (x) | M
M
x R
| f (x) | M
f (x) | sin x |
x T
x T
f (x ) f (x)
f (x ) sin(x ) sin x sin x f (x)

f (x) cos x sin x

cos (x ) sin(x ) cos x sin x
T

Tx

Tf ( )

T Tf ( T) f ( )

T T Tcos ( ) sin( ) cos ( ) sin

=
+
≤

>
∈

≤
=

+
−
+ π =

+ π = + π = − = =

= +

+ π + + π = +
< < π

= −

−

− + =

− + − ≠ − +

4

4 4

4 4

0

0

2 2
0 2

2

2

2 2

2 2 2
T

Tsin( )

Tsin( )

Tcos( )

Tcos( )

f (x) cos x cos x
cos(x T) cos( (x T)) cos x cos x

x
cos T cos T ( )

cos T
cos T

cos T cos T ( )

−

−

= +
+ + + = +

=
+ =
≤
≤
+ ≤

2

2

2

2

2
3 2

3 2 3 2
0

3 2 4 1
1

2 1
3 2 4 2

اما داريم: 
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 متمايز از صفر و از نظر علامت 
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زيرا: 
 همانند هستند و اين تناقض 
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متمايز، اما 
است.

 را 
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مسئلة 3. دورة تناوب اصلي تابع 
پيدا كنيد.

ح�ل: دامن��ة تابع هم��ة اع��داد حقيقي هس��تند. فرض 
 x دوره تناوب تابع باش��د. در ا��ين صورت به ازاي هر T كنيم 
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 تساوي بالا به صورت زير نوشته مي‌شود.

T
[a,a T]
| f (x) | M
M
x R
| f (x) | M
f (x) | sin x |
x T
x T
f (x ) f (x)
f (x ) sin(x ) sin x sin x f (x)

f (x) cos x sin x

cos (x ) sin(x ) cos x sin x
T

Tx

Tf ( )

T Tf ( T) f ( )

T T Tcos ( ) sin( ) cos ( ) sin

=
+
≤

>
∈

≤
=

+
−
+ π =

+ π = + π = − = =

= +

+ π + + π = +
< < π

= −

−

− + =

− + − ≠ − +

4

4 4

4 4

0

0

2 2
0 2

2

2

2 2

2 2 2
T

Tsin( )

Tsin( )

Tcos( )

Tcos( )

f (x) cos x cos x
cos(x T) cos( (x T)) cos x cos x

x
cos T cos T ( )

cos T
cos T

cos T cos T ( )

−

−

= +
+ + + = +

=
+ =
≤
≤
+ ≤

2

2

2

2

2
3 2

3 2 3 2
0

3 2 4 1
1

2 1
3 2 4 2

به ازاي 
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 پس داريم: 
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چون 
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بنابراين T در دستگاه زير صدق ميك‌ند: 
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 است.
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كوچ‌كترين ريشة مثبت دستگاه 
 دورة تناوب تابع 
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است. زيرا براي هر x اعداد
دارند و داريم: 
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 متناوب 
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مسئلة 4: ثابت كنيد تابع 
نيست.

 كه در آن a عددي 
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ح�ل: قرار مي‌دهيم 

ثابت متعلق به مجموعه مقادير برد تابع اس��ت. از تساوي بالا 
نتيجه مي‌شود: 

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

از آنجا معلوم مي‌ش��ود كه اين معادله بيش از دو ريش��ه 
ندارد. بنابراين تابع f(x) در بيش از دو نقطه نمي‌تواند مقادير 
نظير خود را اختيار كن��د. پس بنا بر ويژگي 2 تابع نمي‌تواند 

متناوب باشد.
 را ثابت كنيد.
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مسئلة 5. نامتناوب بودن تابع 
 تعريف‌پذير است. بنابراين، بنابر 
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حل: تابع در بازه 
ويژگي 1 نمي‌تواند متناوب باشد.

 را ثابت 
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مس�ئلة 6. نامتناوب ب��ودن تابع 
كنيد.

حل: دامنة تابع مجموعة اعداد حقيقي است. از راه تناقض 
ح��كم مس��ئله را ثابت ميك‌ن��يم. فرض كنيم تاب��ع متناوب 
 باش��د. چون تاب��ع f(x) در مجموعة 
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و دورة تناوب آن 
 داريم: 
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اع��داد حقيقي تعريف‌پذير اس��ت و در ازاي 
 نامساوي زير 
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، بنابر ويژگي 5 به ازاي هر 

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

برقرار است: 

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

، آن‌گاه 
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اما اگر n طوري باشد كه داشته باشيم: 
 برقرار نيست و اين تناقض 
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نامس��اوي بالا به ازاي 
است.

 متناوب نيست. 
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مسئلة 7. ثابت كنيد تابع 
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حل: دامنة تعريف تابع مجموعه اعداد حقيقي به جز 
. اگر تابع f(x) متناوب 
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است؛ يعني: 
 است، بنابر تعريف 
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باشد، آن‌گاه چون 
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با دورة 
 و اين 
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توابع متناوب با��يد نتيجه بگيريم: 
درست نيست.

 متناوب نيست. 
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مسئلة 8. ثابت كنيد تابع 
حل: فرض ميك‌نيم تابع، متناوب و دورة تناوب آن T باشد.

ع��دد مثب��ت x را ط��وري انتخ��اب ميك‌ن��يم ��كه در 
دار��يم:   ص��دق كن��د. در آن ص��ورت 
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ش��رط 
؛ يعني: 
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بنابرا��ين:  و   
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��كه:  اس��ت  واض��ح 
.
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در هر دو طرف نامس��اوي اعداد مثبت قرار دارند. بنابراين 
مي‌توانيم طرفين آن‌را مجذور كنيم. خواهيم داشت:

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

 را مي‌توان طوري انتخاب 
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كه اين تناقض اس��ت. زيرا 
 T كرد كه هرچه بيشتر بزرگ باشد؛ يعني به ازاي مقدار ثابت

نامساوي اخير نمي‌تواند برقرار باشد.

پي‌نوشت ....................
* منظور از {x} جزء 
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اعشاري x، يعني 
 x جزء‌صحيح [x] است كه
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است. مثلاً: 
. توجه 
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و 
 و 
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داريد كه: 
.
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