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نمايش اعداد گوياي 

1     در مبناهاي مختلف از        كمتر 
وحيد چراتي، دبير رياضي دوره راهنمايي شهرستان بابل 

مقدمه
ریاض��ی،  اتص��الات در  و  ارتباط��ات  برق��راری 
باع��ث ایجاد فه��م و درک ریاضی می‌ش��ود و بدون 
درنظرگرفت��ن آن‌ها، دانش‌آم��وزان مجبورند حجم 
خیل��ی زیادی از مفاهی��م و مهارت‌های مجزا را یاد 
بگیرند. ولی با استفاده از ارتباطات و اتصالات درونی 
ریاضی، دانش‌آموزان قادر خواهند بود تا فهم جدید 

خ��ود را بر دانش و تجربیات قبلی خ��ود بنا کنند و 
مفاهی��م ریاضی را به گونه‌ای معنادار و منس��جم یاد 
بگیرن��د. هنگامی که دانش‌آم��وزان بتوانند ایده‌های 
ریاضی را به هم پیوند دهند، درک آن‌ها از ریاضیات، 
عمیق‌ت��ر و پایدارتر خواهد ش��د. )دافع��ی، 1388(. 
غیرمرتبط دیدن مفاهی��م و گزاره‌ها و الگوریتم‌های 

چکیده
شوراي ملي معلمان رياضي، ارتباطات و اتصالات را به عنوان كيي از استانداردهاي مهم آموزش رياضي 
معرفي ميك‌ند و بر بهك‌ار‌گيري و استفاده از اين مهارت فرايندي در آموزش و يادگيري رياضي تأيكد دارد. 
اما در اين مقاله، در  متداول است كه اعداد بزرگ‌تر از 1 را در مبناهاي مختلف نمايش می‌دهند.  معمولاً 
مورد چگونگي نمايش اعداد گوياي مثبت كوچ‌كتر از 1 در مبنا‌‌هاي مختلف بحث می‌شود. ضمناً با معرفي 
و نمايش اين اعداد به شكل مختوم و متناوب، در مورد جمع و تفريق و ضرب اين عدد‌ها در هر مبنا، به دو 
روش مستقيم و غير مستقيم نیز پرداخته می‌شود تا نمونه‌اي براي آموزشگران و يادگيرندگان رياضي باشد 
كه بدانند چگونه با بهك‌ارگيري مهارت‌هاي رياضي، مي‌توان دانسته‌هاي جديد را بر دانسته‌هاي قبلي بنا كرد. 
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برای نمونه هم، كي واقعيت رياضي جالب اما باورنكردني! يعني

کلید واژه‌ها: مبنا، بسط اعداد، ارتباطات و اتصالات درونی ریاضی، عدد اعشاري مختوم، عدد اعشاري 
متناوب.

 مثالی از ارتباطات و اتصالات درونی رياضي
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زمستان   91



ریاضی و عدم ملاحظ��ه پیوندها و ارتباط‌های درون 
س��اختاری مطال��ب ریاض��ی ب��ا یکدیگ��ر، از جمله 
مش��کلاتی اس��ت که در آموزش و یادگیری ریاضی 
دی��ده می‌ش��ود. بس��یارند دانش‌آموزان��ی که خیلی 
از مفاهی��م و عملیات ریاض��ی را غیرمرتبط و یا کم 
ارتباط با هم می‌یابن��د و از ایجاد ارتباط‌های بنیانی 
بین آن‌ها و برداش��ت‌های یکپارچه و منسجم عاجز 
هس��تند )علم‌الهدايي، 1381(. تج��ارب نگارنده در 
كلاس‌هاي ضمن خدم��ت فرهنگيان و مراكز تربيت 
معل��م، تدريس در مدارس مختلف، و بررس��ي نتايج 
عملكرد پايان دوره دانش‌آموختگان نیز، مؤید همین 
امر اس��ت. لذا ارائة اين مقاله مي‌تواند زمينة مناسب 
و مصداق عيني در كارب��رد اين مهارت )ارتباطات و 
اتصالات درون رياضي( در رش��د و توس��عة ياددهي 
و يادگي��ري دان��ش رياض��ي دبي��ران و در پي آن، 

دانش‌آموزان ايران اسلامي باشد. 

بخش 1: مرتبة رقم‌ها بعد از مميز
در مبناي 10، بعد از مميز »مرتبه« هر رقم از 
و  می‌شود  شروع   10 منفي  توان  با  راست  به  چپ 
ادامه ميي‌ابد، به عنوان نمونه، اولين رقم بعد از مميز 
 است و بعدي مرتبه 2-10 يا 

n( / (n ))

( / )

( / ) ( ) ( ) ( ) ( )

( / ) ( ) ( ) ( )

( / ) ( ) ( )

°

° − −

− −

− − −

− −

− =

= × + × + × + ×

= × + × + × + × = + + =

= × + × + × = + =

= × + × = + =

÷

1 1 2
10

1 1 2
2

1 2 3
2

1 2
3

0 1 1
1
10
1

100
24 75 2 10 4 10 7 10 5 10
1
2
1
4

1 111 01 1 2 1 2 0 2 1 2 2 1 3
4 4

1 1 50 101 1 2 0 2 1 2
2 8 8

1
3
1
9
1
27

2 1 70 21 2 3 1 3
3 9 9

3
4
1
10
1

100
3 1
4

( / )

( / ) ( ) ( ) ( ) ( )
° − −

=

÷ = =

=

= × + × + × + ×

= + + =

10

1 1 2
2

27
10 4

1
10
1

100
2
4
1
10
2 1 20 5
4 10 4
3 0 75
4
3
4
11 01 1 2 1 2 0 2 1 2

1 12 1 3
4 4

داراي مرتبه 1-10 يا
 و به همين ترتيب ادامه دارد.
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مثال 1: بسط عدد مقابل را بنويسيد.
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عدد  معمولي  نمايش  بخواهيم  كه  كنيد  فرض 
رقم‌ها  مرتبه  بايد  ابتدا  بنويسيم.  را   )11/01(2
رقم‌ها  مرتبه  مميز،  چپ  سمت  در  شود؛  مشخص 
واضح است اما در سمت راست آن با توجه به مبنا و 
ارتباط با مبناي 10، درميي‌ابيم كه اولين رقم بعد از 
 و دومين رقم بايد مرتبه 
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مميز بايد مرتبه 1-2 يا 

به  و   
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يا   2-3 بايد مرتبه  رقم   و سومين 
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يا   2-2

همين ترتيب باشد. پس داريم:
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مثال 2: نمايش معمولي عدد 2)0/101( چگونه 
است؟ 

با توجه به مرتبه رقم ها داريم:
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چگونه   )0/21(3 عدد  معمولي  نمايش   :3 مثال 
است؟ 

براي پاسخ‌گويي به اين سؤال، ابتدا مرتبه رقم‌ها 
با  ارتباط  و  مبنا  به  توجه  با  ميك‌نيم.  مشخص  را 
مميز  از  بعد  رقم  اولين  كه  ميي‌ابيم  در  مبناي 10 
 و دومين رقم بايد مرتبه 2-3 يا 
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بايد مرتبه 1-3 يا 
  و به همين ترتيب 
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 و سومين رقم داراي مرتبه  
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باشد. پس داريم:
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بنابراين، اگر t(...abcd/0) عددی در مبناي t باشد، 
توان  با  راست  به  از چپ  از مميز  بعد  رقم‌ها  مرتبه 
 t-1 a داراي مرتبه  t مشخص مي‌شود، يعني  منفي 
و b داراي مرتبه t-2 و c داراي مرتبه t-3 و به همین 
ترتیب است. لذا مي‌توان نمايش معمولي اين دسته 
از اعداد را در هر مبنا به راحتي نوشت. با توجه به 
مثال‌هاي بالا، در ميي‌ابيم كه همه كسرهاي تحويل 
ناپذيري كه مخرج آن‌ها تواني از مبنا باشد، نمايش 

اعشاري آن‌ها به‌صورت مختوم خواهد بود.

بخش 2: نمايش كسرهای گويا در مبناهاي 
خواسته شده

 را به شكل اعشاري در 
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فرض کنید مي‌خواهيم 
مبناي 10 نمايش دهيم. چون اين كسر از 1 كمتر 
است، پس در اين مبنا، به صورت اعشاري درمي‌آيد 
و قسمت صحيح آن صفر خواهد بود. هم‌چنين، در 
كتاب رياضي دوم راهنمايي و كتاب رياضي گسسته 
پيش‌دانشگاهي، ياد گرفتيم كه براي تبديل هر عدد 
متوالي  تقسيم  روش  از  شده،  خواسته  مبناي  در 
استفاده كنيم. با توجه به مبنا و مرتبه رقم‌هاي بعد 
 را در هر مرحله ادامه 
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از مميز، پس بايد تقسيم بر 
 و... در هر مرحله مشخص 
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دهيم تا تعداد 
قسمت  مرحله،  هر  در  كه  است  ذكر  به  لازم  شود. 
را  دسته  يا  مرتبه  آن  تعداد  حاصل،  كسر  صحيح 
بعد  مرحله  در  نیز  كسري  قسمت  و  مي‌دهد  نشان 
تقسيم مي‌شود تا تعداد دسته مرتبه بعدي مشخص 
ها 
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  يعني تعداد 
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شود. پس داريم 

29
دوره‌  30
شماره  2

زمستان   91

110



قسمت  ها 
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تعيين  براي  تاست.   7 عدد  اين  در 
لذا  ميك‌نيم،  تقسيم   
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بر  را   
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يعني  كسري 
قسمت  شدن  صفر  دليل  به  و   
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داريم:  و  مي‌رسد  پايان  به  متوالي  تقسيم  كسري، 
مفاهيم،  بين  اتصالات  و  ارتباطات  با   .
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الآن قادر خواهيم بود همه كسرها را در هر مبنايي 
نمايش دهيم. ضمناً مثال‌هاي اين بخش به صورت 

مختوم هستند. 

 را در مبناي 2 نمايش دهيد.
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مثال 4: عدد 
 كسرِ كوچ‌كتر از واحد است، لذا نمايش 
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چون
با توجه به مرتبه  آن به صورت مميزدار خواهد بود. 
بعد از مميز در مبناي 2، پس روش تقسيم متوالي 
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 را بايد شروع كنيم؛ داريم: 
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بر 

ها قسمت كسري 

( / )

( / )

( / )

( / )

( / )

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

2

4

3

3
4
1
2
3 1 11
4 2 2
1
2
1
4
1 1 1
2 2
3 0 11
4
7
16
7 1 31
16 4 4
3 1 3
4 4
7 0 13
16
1
4
1
16
1
3
1
2
1 1 2
3 2 3
2 1 11
3 2 3
1
4
1
3
1
2
0 01 2
4 1 2 3 1 4 1 1 3 2 1 12 1 1
5 3 5 5 3 5 5 3 5 5 3 5
2
5
2 0 1012
5
1
6
2 1 4 4 1 2 2 1 4 1 1 21
6 2 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6
4
6
1 0 001
6 2

ها برابر 1 است. براي تعيين 
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 تقسيم ميك‌نيم يعني
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 را دوباره به 
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يعني 
چون قسمت كسري صفر شد، تقسيم متوالي پايان 

ميي‌ابد. یعنی داريم:
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 را در مبناي 4 نمايش دهيد. 
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مثال 5: عدد 
با توجه به توضيحات بالا داريم:
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. بنابراين، 
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ها و 3 تعداد 
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يعني 1 تعداد 

بخش 3: كسرهايي كه نمايش آن‌ها در 
مبناهاي مختلف، متناوب ساده است
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فرض كنيد مي‌خواهيم
دهيم. با توجه به مطالب بخش 2، بايد از روش تقسيم 
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 استفاده كنيم. بنابراين داريم: 
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متوالي بر 
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ها صفر است و در ادامه، 

( / )

( / )

( / )

( / )

( / )

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

2

4

3

3
4
1
2
3 1 11
4 2 2
1
2
1
4
1 1 1
2 2
3 0 11
4
7
16
7 1 31
16 4 4
3 1 3
4 4
7 0 13
16
1
4
1
16
1
3
1
2
1 1 2
3 2 3
2 1 11
3 2 3
1
4
1
3
1
2
0 01 2
4 1 2 3 1 4 1 1 3 2 1 12 1 1
5 3 5 5 3 5 5 3 5 5 3 5
2
5
2 0 1012
5
1
6
2 1 4 4 1 2 2 1 4 1 1 21
6 2 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6
4
6
1 0 001
6 2

يعني تعداد

ها برابر 1 است. در ادامه خواهيم ديد كه 
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يعني تعداد 
تقسيم كنيم كه در این صورت به 
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 را بر 
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دوباره بايد
كي فرايند تكراري مي‌رسيم. بنابراين براي جلوگيري 

از تكرار نمايش اعشاريِ یکسان اعداد در مبناي 10، 
كي خط تيره بالاي رقم‌هاي تكراري قرار مي‌دهيم. 
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( / )

( / )

( / )

( / )

( / )

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

=

÷ =

÷ =

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

÷ = ÷ = ÷ = ÷ =

=

2

4

3

3
4
1
2
3 1 11
4 2 2
1
2
1
4
1 1 1
2 2
3 0 11
4
7
16
7 1 31
16 4 4
3 1 3
4 4
7 0 13
16
1
4
1
16
1
3
1
2
1 1 2
3 2 3
2 1 11
3 2 3
1
4
1
3
1
2
0 01 2
4 1 2 3 1 4 1 1 3 2 1 12 1 1
5 3 5 5 3 5 5 3 5 5 3 5
2
5
2 0 1012
5
1
6
2 1 4 4 1 2 2 1 4 1 1 21
6 2 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6
4
6
1 0 001
6 2

نمايش  پس   . ( / )

n( / (n ))n
n

M ( / )

M ( / )

=

−
− = =

−
<

=

2

8

8

1
8
1 0 01
3

10 1 1
1

0 7
0 7

لذا 
صورت متناوب ساده است و اگر خوب دقت كنيم، 

در مخرج كسر اصلًا عامل 2 ديده نمي‌شود. 

 را در مبناي 3 نمايش دهيد. 
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مثال 6: عدد 
همان‌طور كه ديده مي‌شود، مخرج عامل 3 ندارد. 
لذا این كسر در مبناي 3، متناوب ساده است. با روش 
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تقسيم متوالي بر 

 و چون در قسمت كسري 
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و 

 ظاهر شد، اين نشان مي‌دهد كه اين فرايند 
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دوباره 
تكرار مي‌شود. در نتیجه خواهيم داشت:
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بنابراين، هر كسر، تحويل ناپذيري كه در مخرج 
باشد،  نداشته  شده  خواسته  مبناي  از  عاملي  آن 

نمايش آن متناوب ساده خواهد بود.

نمايش آن‌ها در  بخش 4: كسرهايي كه 
مبنا‌هاي مختلف متناوب مركب است

 را در مبناي 2 نمايش 
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فرض كنيد مي‌خواهيم 
دهيم. چون در مخرج، هم عامل 2 و هم عامل غير از 
2 ديده مي‌شود، لذا نمايش آن در مبناي 2 به‌صورت 
متناوب مركب است. با روش تقسيم متوالي داریم:
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بعد،  به   
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از  كه  مي‌بينيم  كنيم،  دقت  اگر خوب 
دوباره اين فرايند تكرار مي‌شود يعني رقم اول تكرار 
نمي‌شود، ولي دو رقم بعدی تكراري خواهد شد. لذا
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 را در مبناي 5 نمايش دهيد. 
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مثال 7: عدد 
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داريم؛  متوالي  تقسيم  روش  با 
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اين فرايند تكرار خواهد شد. لذا داريم؛  
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بخش 5: تبديل عدد‌هاي اعشاري در هر 
مبنا به صورت نمايش معمولي 

را بنويسيد. 
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مثال 8: نمايش معمولي عدد 
عدد را x فرض ميك‌نيم؛ چون دوره گردش ما 
دو رقمي است، طرفين را در 22 ضرب ميك‌نيم. البته 
سمت چپ را در 4 ولي سمت راست را در معادل 4 
در مبناي 2 يعني 2)100( ضرب ميك‌نيم تا دو رقم 
وارد  صحيح  قسمت  به  اعشاري  قسمت  از  تكراري 
شوند. سپس تفريق را در طرفين انجام داده و سمت 
راست را به معادل مبناي 10 تبديل كرده و مقدار 
x را به‌دست مي‌آوريم. اين روش، مانند تبديل اعداد 

اعشاري متناوب ساده در مبناي 10 است.
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ضرب طرفين در 22 و معادل آن يعني 2)100( 
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تفريق طرفين از هم
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نيز  مبنا‌ها  تمام  در   .
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بالا،  تساوي  از  كه 
اين فرايند قابل تعميم است.

 را بنويسيد.
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مثال 9: نمايش معمولي عدد 
     . ابتدا چون كي رقم غيرتكراري 

( )

, ,

( / )

( / )

x( / )

x ( / )
x ( )

x

( / )

x ( / )

x ( / )

x ( / )

x ( ) x

( / ) ( / )

( / )

/

÷ = ÷ = ÷ =

=

= =

= =

=

=

=

=

= = ⇒ =

+ =

+ + + + = =

+

5

2

2

2

2

5

5

5

5

5

2 2 2

2

1
10
5 1 5 5 1 5 1 1 52 2
10 5 10 10 5 10 10 5 10
1 0 02
10
0 10
0 10

4 10 10 2
3 10 2

2
3

0 031
0 031

5 0 31
125 31 31

2120 31 16
15

0 111 0 110
1 1 1 1 1 51 1 101
2 4 8 2 4 8

0 1

( )

/
/

( / ) ( / ) ( ) ( / )

/
/
/

( / ) ( / ) ( / )

/
/

/

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / )

 
 
 
 
 
 

− = − + = =

 
 − 
 
 
 

× = × = =

 
 × 
 
 
 

+ = + = =

+ =

2

3 3 3

3

2 2 2

2

2 2 2

5 3

11
0 110
1 101

2 1 2 10 20 0 12 0 01
3 3 9 9

0 20
0 12
0 01

3 1 30 11 0 01 0 0011
4 4 16

0 11
0 01

0 0011

1 1 40 01 0 1 1 01
3 1 3

0 031 0 021

( )

( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / )

/
/
/

/
/
/

/
/

/

+ = + = =

− =

 
 + 
 
 

 
 − 
 
 

 
 

× 
 
 

4

5 3 4

3 2 4

2

3

2

2 7 170 031 0 021 0 1230
15 24 40

0 21 0 01

0 111
0 110
1 101

0 20
0 12
0 01

0 11
0 01
0 0011

داريم
ضرب   5 در  را  طرفين  دارد،  وجود  مميز  از  بعد 
ميك‌نيم، البته سمت چپ را در 5 ولي سمت راست 
ضرب   )10(5 يعني   5 مبناي  در   5 معادل  در  را 
 . از طرفي چون دو 
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ميك‌نيم. لذا داريم 
رقم تكراري بعد از مميز وجود دارد، اين بار طرفين 
داشت  نتيجه خواهيم  در  52 ضرب ميك‌نيم.  در  را 
از هم كم  را  اخير  رابطه  دو  اگر   . 
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كنيم داريم:
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بخش 6: جمع، تفريق و ضرب عدد‌هاي 
اعشاري مختوم در هر مبنا 

مثال 10: حاصل جمع مقابل را به‌دست آوريد.
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معمولي  نمايش  ابتدا  مستقيم:  غير  روش  به 
مجموع،  آوردن  به‌دست  از  پس  نوشته،  را  هركي 

معادل آن را در مبناي 2 نمايش مي‌دهيم.
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جمع  مانند  روش،  اين  در  مستقيم:  روش  به 

به‌طور  می‌کنیم.  عمل  معمولي  مبناي  در  تفريق  و 
مثال در مبناي 2 ،هر واحد از كي مرتبه، براي مرتبه 

بعدي 2 واحد محسوب مي‌شود.
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مثال 11: حاصل تفريق مقابل را به‌دست آوريد. 
به روش غير مستقيم:
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به روش مستقيم: دراين مرحله، از 2 كي واحد 
قرض مي‌گيريم که اين كي واحد براي مرتبه بعد، 
3 واحد حساب مي‌شود وسپس عمل تفريق را انجام 

مي‌دهیم. 
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مثال 12: حاصل ضرب زير را به‌دست آوريد. 
مبنا،  هر  در  مختوم  اعشاري  اعداد  ضرب  براي 

مي‌توان به دو روش اقدام كرد.
به روش غير مستقيم:
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به روش مستقيم: ضرب را معمولي انجام داده، 
حاصل ضرب  در  عدد،  دو  اعشارِ  تعداد  به  درپايان 

اعشار مي‌زنيم.
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بخش 7: جمع، تفريق و ضرب اعداد اعشاري 
متناوب در هر مبنا 

اين  ضرب  و  تفريق  جمع،  براي  كلي،  به‌طور 
در  بيان شده  مانند روش‌هاي  ابتدا  اعداد،  از  دسته 
نوشته  را  هركدام  معمولي  نمايش  قبل،  بخش‌هاي 
اعمال بالا را بر آن‌ها اجرا كرده، سپس حاصل را به 

مبناي خواسته شده تبديل ميك‌نيم.

 2 مبناي  در  را  مقابل  جمع  حاصل   :13 مثال 
به‌دست آوريد.

را  اعداد  اين  از  هركي  معمولي  نمايش  ابتدا 
مي‌نويسيم و داريم:

31
دوره‌  30
شماره  2

زمستان   91

110
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مثال 14: حاصل جمع مقابل را به‌دست آوريد.
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البته تمام روش‌هاي تبديل، در بخش‌هاي قبل 
به‌طور كامل آمده است.

مثال 15: حاصل تفريق مقابل را به‌دست آوريد.
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مثال 16: حاصل ضرب مقابل را به‌دست آوريد.
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بخش 8: كي واقعيت رياضي، اما باورنكردني!
با توجه به مطالب بخش 1 درميي‌ابيم كه در مبناي 
با   .
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داريم   10
توجه به ارتباطات و اتصالات بين مفاهيم رياضي و 

مطالب بخش‌هاي قبل، در مبناي 5 داريم:
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به‌طور كلي در هر مبنايي، به اين واقعيت رياضي 
مي‌رسيم كه؛
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هر عدد گويا را مي‌توان با تقسيم صورت بر مخرج 
آن به صورت اعشاري نمايش داد، اما نمي‌توان كسري 
 يافت كه با عمل تقسيم، نمايش آن به‌طور 
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مانند 
از  بسياري  لذا  آيد.  به دست   
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به‌صورت  مثال 
اثبات‌هاي  كه  آن  وجود  با  رياضي،  يادگيرندگان 
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برابري  براي  را  متعددي 
مي‌بينند اما اين برابري را باور ندارند. )رضائی، 1390(

ارائه  زير  در  اثبات  مدل  دو  نمونه،  به عنوان 
مي‌شود. 
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اثبات )1( 	    	         
با جمع طرفين تساوي‌هاي بالا خواهيم داشت:
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نشان  مي‌خواهيم  نمونه  عنوان  به   :)2( اثبات 
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دهيم كه 
 

خلف(.  )فرض  نباشد  چنين  كنيد  فرض 
بايد  عدد،  دو  اين  بين  بنابراين،   .
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يعني 
كه باشد  داشته  M وجود  مانند  ديگري  گوياي  عدد 

براي  چيست؟   M صورت،  اين  در 
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توجه   M اعشاري  نمايش  به  پرسش،  اين  به  پاسخ 
رقمي   M اعشاري  رقم‌هاي  از  كدام  هر  اگر  كنيد. 
با انتخاب M در تناقض 
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فرض خلف باطل و در نتيجه، 

جمع‌بندي 
در اين مقاله، در چند بخش در مورد چگونگي 
در   1 از  كوچ‌كتر  مثبت  گوياي  اعداد  نمايش 
و  بين آن‌ها بحث شد  تبديلات  و  مبنا‌هاي مختلف 
در هر بخش، مثال)هایی( براي نشان دادن چگونگی 
مطالب  این  شد.  ارائه  مفاهيم  بين  ارتباط  برقراريِ 
مي‌توانند برای تكميل بخش مبنا در كتاب رياضي 
گسسته پيش‌دانشگاهي رشته رياضي مورد استفاده 
قرار گيرند، در حالی که می‌توانند نمونه‌اي براي رشد 

و توسعه ديگر مفاهيم رياضي هم باشند.
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