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قسمت دوم

ى مفاهيـم، تـفـكـرسه
اى، شىء
انـگـارجبر مـدره)هـا: اژكليـدو
ى.جبر

هاشار
شد مجله
ى ر٩٩ه
ى در  بخش نخست اين مقاله، كه در شمـار

فى جبر از ديـدگـاهسيد، نخست به مـعـرش رياضى بـه چـاپ رآموز
اى تجزيـه وداخته شد، سپـس بـر، پرى مفاهيـمنظريه)ى شىء انگـار

سعه
ى آنتحليل
هاى منطقى، هستى
شناختى و تاريخى، جبر و تو
شد تفكرسى رم، به بررفت. اينك در بخش دوار گرسى قرد بررمور
هاران دنباله
اى از انتقال
هاى هموان
شناسى و به عنوى از ديدگاه روجبر

دازيم. در ايـنى مى
پرفت، از نگاه عملياتى به ساخـتـاررو به پيشـر
كز شده است: انتقال از جبر عمليـاتـىص بر دو انتقال، تمـرخصو

ل و سپس به جبر تابعى (از يكى از يك مجهومحض به جبر ساختار
ه، انتقال از جبر عمليـاتـى مـحـض بـه جـبـرمتغير). در ايـن شـمـار

ه
ى بعدى، انتقال بـهد و در شمارار مى
گيرسى قرد بررى مورساختار
ندگان در اين نقاطى
هايى كه يادگيـرارجبر تابعى و پس از آن، دشو

ى كه ازاتصال تجربه مى
كنند، با استفاده از داده
هاى تجربى بيش
تر
اهد شد.ح داده خوسيعى از منابع به دست آمده، شردامنه
ى و

ان�شناسانهگاه روشد تفكر جبرى ـ ديد. ر٣
، ازانـمــنــدى در جــبــر. مـلاحـظـات مــقــدمــاتــى: تــو١�.٣

 و انطباق�پذيرى در تفسير نمادهاتغييرپذيرى
ائه شد، نشـانش تاريخى كه در قسمت قبلى مـقـالـه اراردر گز

دهاى ممكن نسبت بـه جـبـر وشد دنباله
اى از رويكـرداده شد كـه ر
اى حله برل كشيد. امروزان سال طوارساخت
هاى نمادين آن، هز

نده بايد به يادگيرًد، غالباچك از يك كتاب استانداريك مسئله
ى كو
اه پرپيچ) ر٣ل (د؛ مثال جدوسل شوت متوهمه
ى ديدگاه
هاى متفاو

ى كهامتراى حل معادله
ى پـارد بايد برا نشان مى
دهد كه فرو خمى ر
در مقدمه
ى اين مقاله بحث شد، طى كند. مسئله  حل كن، بـيـن

ىى و تفسيرى و بين يك تفسير ساختـارد عملياتى و ساختاررويكر
سان مى
كند.ديگر نو

ىايند ـ شىء در حل مسئله
هاى جبـرسان فرخى مثال
ها از نوبر
) آمده است.١٩٩٢ان ( و همكار١اقعى» در مسكويچندگى ودر «ز

ه مى
كنند.) به پديده
ى مشابهى در حساب اشار١٩٩١ (٣ و تال٢ىگر
دا مورع مكرر و اهميت يك جابه
جايى ظري@ رقو) و١٩٨٩ (٤نُميس

ى] بهت [جبرجابه)جايى در ديدن يك عبـارار مى
دهد: «ملاحظه قر
ان يك شىء يات به عنواى تعميم و ديدن همان عبارتى بران عبارعنو

ى [ديدگـاه]ند «انعطاف
پذيرافق دار». همه
ى محققين تـوخاصيت
). در١٩٩٢ان، انمندى است» (مسكويچ و همكـارنشانه
اى از تو

ى مفاهيم علت اين مسئله بهادامه با استفاده از نظريه
ى شىء انگار
د،ع، اسفارضوك بهتر اين مـواى درد (برطور خلاصه بيان مى
شـو

١٩٨٧ ،
ه
ى عملياتى تفكر، اعمالىا ببينيد). شيو ر١٩٩٢ ، ١٩٩١
د، ديكته مى
كند؛اى حل مسئله
ى دم دست بايد انجام شـوا كه برر

داكم مى
كند و ديد فرمترا ى، اطلاعات رد ساختاردر حالى
كه رويكر
د كهاهند بون نشانه
هايى خود هم
چود. اشياء مجرسيع
تر مى
سازا ور

د. از آن
جايى كه جهشايند حل مسئله هدايت مى
شوبا كمك آن
ها فر
ر ـُى تفكر به معناى انتقال از په
ى ساختاره
ى عملياتى به شيواز شيو

ه بهمى و مختصر است ـ از پـاى يـك كـواكنده به عـمـوئيات و پـرجز
انايى دانش
آموز در انـجـامايش توه ـ طبيعى است كه بـا افـزبالاى كو

اه باشد.تكالي@ دم
دست همر
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٣ل جدو
ىدها هنگام حل مسئله)ى جبرسان بين رويكرنو

p)  ، معادله
ى q و pهاى امترى از پاراى چه مقاديربرمسئله:  + 2q)x2 + x = 5x2 + (3p − q)xاز
ار است؟قر برxاى هر مقدار  به

اه)حل ممكن:يك ر

اه)حل (تصميم، عمليات)يك گام در ر

ا نمـايـشم رجـه دوابـع دراده
اى از تول
ها، خـانـومـو. هر يـك از فـر١
اده  است كه بادن اعضايى از اين دو خانـومى
دهد. تكلي@، پيدا كـر

ى هستند اگـرى هستند. دو تابع چند جملـه
اى مـسـاويكديگر مسـاو
اى پاسخ دادناين، برى باشند. بنابر مساوxان
هاى يكسان ايب توضر

ا حل كنيم:ال
 بايد دستگاه معادلات زير ربه سؤ

  

p + 2q = 5

3p − q = 1





ع مى
كنيم: شروpل نسبت به . با حل معادله
ى او٢

  

p = 5 − 2q

3p − q = 1





5  مين معادله . در دو٣ − 2q ا جايگزين رp:كنيم
 مى

  

p = 5 − 2q

3(5 − 2q) − q = 1





 حل مى
كنيم:qا نسبت به مين معادله ر. دو٤
  3(5 − 2q) − q = 1

                                                                                      15 − 6q − q = 1

                                                                                     15 − 7q = 1

                                                                              −7q = −14

                                                                                    q = 2

ا محاسبـه رp مى
كنيم و مقـدار qا جايگزين  ر٢لين معادلـه، . در او٥
مى
كنيم:

  p = 5 − 2 × 2 = 5 − 4 = 1

ل
بندى مى
كنيمموا فر. پاسخ ر٦
p)  ابع) (تو + 2q)x2 + x  5  وx2 + (3p − q)x ى هستند اگر ومساو

p  فقط اگر  = q   و 1 = 2.

فتهد به كار ررويكر

د تفسير شده است (فرابعاده)اى از توخانـوان ل به عنومو. در اينجا فر١
اى اينq و pاى چه سيد برا در نظر بگيريد و بپرممكن است دو سهمى ر

ا قطع مى
كنند).دو منحنى يكديگر ر

p  ل: . تفسير او٢ + 2q = فته در نظر گرشته)اى از نمادهـاران به عنو 5
ند.ار گيرى قرد دست
ورزاعد، موراساس قود كه بايد برمى
شو

p  م: تفسيـر دو + 2q 2   است؛ تفريق يك عددq كه آن هم يك عـدد)
p  است) از  + 2q  كند.ى ر، تساو٥و
ا حفظ مى

٣ .  5 − 2q شو در نظر گريك عددان به عنو
ايندىد (نتيجه
ى فرفته مى
كه نمايش مى
دهد).

اساسند و برفته مى
شو در نظر گرشته)اى از نمادهاران ل
ها به عنومو. فر٤
دند.ى مى
گرش عمليات
هاى صوراعد، دست
خوقو

5  ت . عبـار٥ − 2q، 5   تبديـل بـه − 2 × اينـدفران د و به عنـومى
شـو 2
د. تفسير مى
شومحاسباتى

ديم.مى
گر برتابعى. به ديدگاه ٦

اىى كه به معناى منـبـعـى بـرم انعطاف
پذيـردر اين
جا به مفـهـو
گى خاص تفكـرى داريم. اين ويـژانمندى است، نگاه دقـيـق
تـرتو

س وى تفاسير در دسترى، تابعى از دو متغير است: تغييرپذيرجبر


 مستقلًامتر كاملاسد اين دو پارى ديدگاه. به نظر مـى
رانطباق
پذير
ان يكا به عنوت رايط معين ممكن است يك عبارد در شرباشند. فر

ايندان نتيجه
ى اين فرا به عنومينه
اى ديگر آن
رك كند، در زايند درفر
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اين،د. بنابران يك تابع در نظر بگيرقعيت ديگر به عنوو حتى در مو
 بهًماثر است، اما لـزو مؤًى نگاه او كاملاان گفت، تغييرپذيـرمى
تو

ا با تكلي@ دم
دست منطبقاند ديدگاهش رد مى
تواين معنا نيست كه فر
سى انطباق چشمامى و نامحسوچه چنين انطباقى گاهى به آركند. اگر

ايط معين ممكن است بـه هـمـانه است. در شـربا تغيير يك منـظـر
ت از مكعبى باشد كـه در يـكك
هاى متفـاوب بين درى تنـاواردشو

د ممكنان مثال، فرتصوير دوبعدى نمايش داده شده است. به عنو
p)  اتى مانند  عبارًلاگاه باشد كه اصواست به خوبى آ + 2q)x2 + x

5x2  و  + (3p − q)x تو
ا نمايش دهند، اما اين تفسيرابع رانند تومى
)  به ذهنش٣ل (ائه شده در جدومان با حل مسئله
ى ارخاص، هم
ز

ه در تصـورى بالـقـوسى تغيـيـرپـذيـراين، بـررخطور نكـنـد. بـنـابـر
ى آن
هاانايى جبرسيدن به ارزيابى خوبى از تواى ران، بردانش
آموز

ه مهم استى ديدگاه آن
ها نيز به همان اندازكافى نيست. انطباق
پذير
د.ار گيرن قرمود آزو بايد مور

عـه
ىى اساسى ماست كـه مـجـمـوضيات نـظـراين يكـى از فـر
ًشد مى
كند و تقريباان به تدريج رس دانش
آموزديدگاه
هاى در دستر

ا طى مى
كند (بـه)  ر٢ل (ائه شده در جدومسير منطقى ـ تاريخـى ار
اجعهش رياضى مرشد آموز مجله
ى ر٩٩ه
ى ل مقاله در شماربخش او

ضيهت آن اين فراتبى جبر و تفاسير متفاوكنيد). ساختار سلسله مر
ى يك از روًش مستقيم، مثـلاد. يك پـرل مى
ساز قابل قبوًا نسبتـار

ا از جبر عملياتى جدا مى
كند، ممكنشكاف عميق كه جبر تابعى ر
د. در بحثى كه در ادامهان
ها شواست منجر به شكسته شدن استخو

سه
اىا بر دو نقطه
ى اتصال اساسى در جبر مدرمان ركزمى
آيد، تمر
لمو عملياتى يك فرًفا، انتقال از مفاهيم صرًلااهيم گذاشت: اوخو

١
.١ايند ـ نتيجه (از خانـه
ى گانه
ى فـرنمادين به تفسيـر دو.
. به١
١.
٢.
اد تابعى ر، گذر از اين
جا به رويكرً)؛ ثانيا٢ل (. در جدو١

٢
.١ل د (به خانه
ى جدواهيم كرسى خوبرر.
اهيم.). تلاش خو٢
ار است و چهاى دانش
آموز دشوحله چه
قدر برد دريابيم اين دو مركر

ى
هاست. در بخش آخر، نگاهىارپديده
هايى نشانه
هاى اين دشو
ى وسش تغييرپذيراهيم داشت و پربه حاصل نهايى تحصيلات خو

كا ترسه ران با آن مدر دانش
آموزًلاى مفاهيمى كه معموانطباق
پذير
فت.اهد گرار خوجه قرد تومى
كنند، مور

گاه ساختارى. به سمت ديد٢�.٣
مى يكسانى نشـأتب مفهـوچوسى
هاى قبلى از چـارچه برراگر

ند و ازكيب مى
شومانى كه يافته
هاى آن
ها با يكديگر ترفته
اند، زنگر
 بهًند، غالبامايى مى
شوآزى مفاهيم بازطريق لنز نظريه
ى شىء
انگار
اىند. برن مى
شوهنموى رى از يادگيربينش جديد و تصوير جامع
تر

نه
اى از مصاحبه
هاا با نموى
تر سازيم، آن
ها را قواين
كه اين بينش ر
ا باو مشاهدات تقويت مى
كنيم. ما اين مشاهدات و مصاحبه
هـا ر

ت انجامانمندى
هاى متفـاوانى از سنين مختل@ و بـا تـودانش
آموز
كزه
اى (معادله، نامعادله) تمرارل
هاى گزموداديم. مصاحبه
ها بر فر

دند:ه بوند. مصاحبه
كنندگان شامل سه گرودار
١٣ـ١٢شش دانش
آموز سال
هاى ششـم و هـفـتـم (:  ١ه گرو

لينمانى كه ما اوسط. زسط و كمى بالاتر از متوانايى متوساله) با تو
دند،ى آشنا بوت جبرم يك عبارديم، با مفهوا مشاهده كربار آن
ها ر
دند؛م معادله آشنا نبواما با مفهو

انايـى ساله) با تو١٥ـ ١٤چهار دانش
آموز سال نهم (: ٢ه گرو
سط كه تصور مى
شد در جبر پايه شامل معادلات خطىبالاتر از متو

م تابع به
طورم و نامعادلات خطى متبحر باشند و با مفهوجه
ى دوو در
ابع خطى به
طور خاص آشنا باشند؛كلى و تو
انايى ساله) با تو١٦ـ١٥چهار دانش
آموز سال دهم (: ٣ه گرو

مينه
هاى مختل@ جبرلانى مدتى در زب طوسط كه تجاربالاتر از متو
ال داشتنـدانسيل و انتـگـرشامل هندسه
ى تحليلى و حـسـاب ديـفـر

د تابعىانستيم انتظار داشته باشيم به خوبى با رويكـراين مى
تو(بنابر
آشنا باشند).

ى نيز انجام شد. بعـد از ايـن
كـه بـه هـر كـدام ازتحقيـق ديـگـر
عش داده شد كه معادلات خـطـى از نـو آمـوز١ه ان گرودانش
آمـوز

ax + b = cx + d هـا خـور
ضيـحاسته شـد در تـوا حل كنند، از آن
ًايش كاملاع معادلات برضواى هم كلاسى
شان كه كل مومطلب بر
د، كمك كنند. به اين طريق، ما انتظار داشتيم دريـچـه
ىجديد بو

ان باز كنيم. ما باور داشتيم، از آن
جايىى به تفكر دانش
آموزديگر
ى
اى ايجادشى قوى انگيزاد نيرود كم سودن يك فرم متقاعد كركه لزو

اى سايـران بـرضيحات دانـش
آمـوزش دادن به تـومى
كنـد، لـذا گـو
ى
تره
ى قوالات مستقيم يك شيوسيدن سؤان نسبت به پردانش
آموز

تحقيق است. همه
ى مصاحبه
ها و جلسات تدريس ضبط ويدئويى
تى شد.و صو

شارجه نه يـك گـزد كه مقاله
ى حاضر بـه هـيـچ
وبايد تأكيـد كـر
كى ازائه
ى قابل دراى ارنظام
مند از تحقيق بالاست و نه تـلاشـى بـر
چكى از يك مطالعه
ى باهمه
ى نتايج آن. مصاحبه
هاى ما بخش كو

اهد شد. درائه خـوى ارد در جاى ديگـرگ است كه خـومقياس بـزر
حضوا به وا به كار مى
بريم كه پيغام ما رنه
هاى منتخبى راين
جا فقط نمو
بيان مى
كنند.

ل: به سمت جبر مقـدار ثـابـت (بـاز شـنـاخـت. گام او١).٢).٣

ا بهت رايط معين ممكن است يك عبارد در شرفر
امينه�اى ديگـر آن�رك كنـد، در زايند دران يك فـرعنو

قعيـتايند و حتـى در مـوان نتيجه�ى ايـن فـربه عنـو
دان يك تابع در نظر بگيرديگر به عنو
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ن انتقال از ديدگاه عملياتى محض به چوايند ـ نتيجه).گانگى فردو
ديكىى، در نـزل
هاى جبـرموايند ـ نتيجـه از فـرگانه
ى فـرتفسيـر دو

خ مى
دهد، بيش
ترنقطه
اى كه در آن حساب با جبر تلاقى مى
كند، ر
ان در تحقيقاتـىا مى
توتبط هستند رع مرضوا كه با اين موداده
هايى ر

كه به اين نقطه
ى اتصال مهم اختصـاص داده شـده
انـد يـافـت. در
ى كه در ادامه مى
آيد و با مشاهدات ما غنى شدهخلاصه
ى مختصر
د بفهميم انتقال از جبر عملياتـى بـه جـبـراهيم كراست، تلاش خـو

فتار دانش
آموز نشانا در ردش رنه خوى يك مقدار ثابت چگوساختار
ليه
ى دانش
آموزك اومى
دهد. با داشتن اين هدف در ذهنمـان، در

د تجزيه و تحلـيـلا مورى و معادلات رل
ها، علامت تـسـاومواز فر
ار مى
دهيم.قر

م عملياتـىليه
ى ما است كه يك مفـهـوضيات اواين يكى از فـر
ى مقدم است. يافته
هايى كه مـا وم ساختاربه
طور طبيعى بر مفهـو

ضيهاى اين فرى
اى برديم، حمايت
هاى قوساير محققين به دست آور
ن دخالت مستقيم معلم،سد، حتى بدوك مى
بيند: به نظر مى
رتدار

ايندهاى محاسباتىان فرا به عنوى رات جبرندگان در ابتدا عباريادگير
شنا رود كه اين نكته رد دارجوى وتفسير مى
كنند. مثال
هاى بسيـار

د. آن
چه در ادامه مى
آيد يكى از اين مثال
هاست.مى
ساز
شند، گوان به كار مـى
بـراگر به دقت به زبانى كـه دانـش
آمـوز

انى از دانش
آموزشى كه بسيارد، رو ملاحظه مى
شوًلادهيم، معمو
جاع مى
دهند، بر نگاه عملياتـى آن
هـاى ارات جبـردر ابتدا به عبـار

،١٩٨٨ (٥تان در مصاحبه
هايى كه بوا مى
تودلالت مى
كند. اين ر
ان مثال، مصاحبه
گر ازده است، ديد. به عنول كر) نقل قو٢١ص 

ل قطعه با طوyا كه از ل مسير فضاپيمايـى راهد، طودكى مى
خوكو
دك چنين مى
گويد: «چهى تشكيل شده، بنويسد. كو سال نور١١

لموبايد بنويسم، چه بايد انجام دهم؟» بعد از اين
كه او در نهايت فر
  11× yريـزا طر ر
ى مى
كند، به مصاحبه
گر اعلام مـى
كـنـد كـه:ح

دم شماا نگفتيد؟ من فكر مى
كرد؟ پس چر«چى، همه
اش همين بو
ت، فـقـطدك، عـبـاراى ايـن كـواسـتـيـد.» بـريـك پـاسـخ مـى
خـو

د مقدار. درجو است نه خود جست
واى مقدار مورالعملى بردستور
ى مانندات جبرجاعاتى به عبارها ار، بار١ه ب تدريسمان با گروتجار

ديم، حتى يكا مشاهده كرد» ر«اين تمرينى است كه بايد انجام شو
ا چيست كه بايد آن
ر)8x  ً ضيح داد، اين «شىء» (مثلادانش
آموز تو

د. بخشى از مـكـالـمـه
ى بـيـنف يك معادلـه كـم مـى
كـراز دو طـر
 كه در ادامه مى
آيد(A) ، آيالا١ه  و دانش
آموز گرو(I)مصاحبه
گر 

ل
هـاىموا نشان مى
دهد، فرگاهى
دهنده است زيـره
اى آبه
طور ويژ
ضيـحد توند. آيالا تلاش مى
كرده مى
شوث برى از حساب به ارجبر

د.ا حل كرت يك معادله رستش ايرنه دودهد، چگو

I15]  ت از اين نه اير: چگوx = 8x + 7x]  به اين  [35 = 35]

سيد؟ر
Aابـر  بر٨د، ا كم كـر ر٦: او يك تمـريـنxفا از طـر، او اين ر

د.ديگر معادله هم كم كر
Iگى «تمرين» منظور: و
ت چيه؟قتى مى

A :ابر  بر٨xى است كه شما بايـد يك تمرين است، اين كـار
د. اين مانند اين است كه شمامى
دارا برانجام دهيد. او اين تمرين ر

داريد و درا بـر ر٣انيد ا داشته باشيد. شما مـى
تـو ر٤+٢+١=٤+٣
مى
داريد.ا برف ديگر شما «يك به اضافه
ى دو» رنتيجه در طر

I :يك تمرين نيست؟٣ يك تمرين است و ٢+١ 
 A :ى يك تمريـن اسـت. ايـن [بـه٣
 يك عدد است و نتيجه

15x  يك تمرين اسـت و  8x  ه مى
كند] تمرين اسـت و  اشار٢+١
ف كم مى
كنيم تاا از دو طريك تمرين است. ما يك تمرين يكسان ر

آن
چه باقى مى
ماند، يكسان باشد.

اه بين نگاهدى نيمه
ى رضيحات آيالا نشان مى
دهد او تا حدو(تو
ا مثل اين
كه شىءى رات جبر عبارًى است: او قبلاعملياتى و ساختار

ار داده است، اما زبانـى كـه بـه كـارى قـرد دسـت
ورزباشنـد، مـور
د، هنوز عملياتى است.)مى
بر

ايندى كه منتظرى غير از فرل چيزمواسخ به اين كه يك فراعتقاد ر
)١٩٧٤ (٧ى است كه كاليسل چيزانجام شدن است، نيست، مسئو

د بستار مى
نامد كه همـان مـشـكـلجوفتن عـدم واى پذيـرانى برناتـو
ى و باات پيچيده
اى است كه با عـلامـت تـسـاودانش
آموز با عـبـار

ف ديگر اين علامت آمده است، دنبال«نتيجه
ى» محاسبه كه در طر
انى ممكنا ببينيد). اين ناتو ر١٩٨٨
، ٩سكويچ و هر٨ند (كالنمى
شو

است علت نتيجه
ى مهمى باشد كه در مطالعه
ى ملى انگليسـى در
 نقـل١٩٩٢
، ١٠ ساله
ها به دست آمد (همان
طـور كـه بـل١٥د مور

ان درد دانش
آموزسيع در عملـكـرده است): يك شكـاف ول كـرقو
ت نيستند، مشاهده شـد.سد خيلى متـفـاومسائلى كه به نظر مـى
ر

2x  مـسـائـل: «اگــر  + 7 =  چـنـد اسـت؟» و «اگـرx بـاشـد، 45
A = L × B  به ما بگويدAشو چگو
لى بهمود، چه فرنه محاسبه مى
فقيت در اين دوان مود؟» ميزنه محاسبه مى
شـو چگوLما مى
گويد 

ت چشمگير ممكـن اسـتد. تفاو% بـو٣٩% و ٧٣تيب ال به تـرسؤ
م كه در آند كه در مسئله
ى دو به اين حقيقت نسبت داده شوًاحتمالا

ا ايفا مى
كنـنـد،م
هـا») رها («معلـوامتـرف نقش پـاربعضـى از حـرو
ل و نه يك عددموسيله
ى يك فر) بايد به وLنتيجه
ى نهايى (مقدار 

ى فقط يكت جبراى آن
هايى كه يك عبـارد. اين برنمايش داده شو
اىى كه حتى بـرش است (همـان
طـورقابل پذيـرايند است، غـيـرفر

اى نمايش محاسباتل
ها برمودن فرد. او از به كار بر بو١١سفانتوديو
اى نتيجه
ى نهايى بـه كـارا برد، اما آن
هـا رى نكردداراسطه
اى خـوو

 ساله١٥سط «گى» يك دانش
آموز ى
هاى مشابهى توارد). دشونبر
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خ داد كه او تـلاشمانى رى
هـا زار) تجربه شـد. ايـن دشـو٢ه (گرو
kx  ت  د عبارمى
كر − x =  دو سالًچه گى قبلاا ساده كند. اگرر 2−
سط همه
ى معلمان گـذشـتـه ود و تـوانده بـوا پشت سر گـذرجبـر ر

فتهار گرجه قرد توان دانش
آموز مستعد در رياضى مورفعلى
اش به عنو
آيد. هيچ ايـده
اى بـهانست از عهده
ى مسئلـه بـرد، اما او نمى
تـوبو

سيد.ذهنش نمى
ر

Iتو
kxانى : نمى − x ى نمايش دهى؟ش ديگرا به رور
Gجـا يـك ضـر
ى، پـس چـه كـارkxب داريـم، : نه. در ايـن
انم انجام دهم؟مى
تو
I 3  : اگه بنويسمx − x،تو
ى انجام دهى؟انى كار مى

G  :  3x − x 2  ؟x.است 
Iاين، مشابه : بنابرkx − x نيست؟

G  كند … من مقدار
ا نمى
دانم. رk: اما اين
 … اما اين كار نمى
Iپس چه؟ :

Gتو
kانم بنويسم؟ : پس چه مى − x؟
Iجـا چـه كـار
3x  ى ى رو: در اين − x  2  انجـام دادى تـا بـهx

 انجام دادى؟٣ى ى روسى؟ چه كاربر
G :دم.ا كم كر ر١
Iاين؟:  بنابر

Gدانم … اگردارا برانم يك راين چه؟ من مى تـو: بنابر
م؟ نمى
م. مثل اين كهگم مى
شودره سر كم كنم، به همان اندازkا از  ر١من 

ا بنويسم.ى آن رد … ببينيد، من نمى
دانم چه
طوراين بو
I 3  : درx − x ا در دى و نتيـجـه ر كم كـر٣ا از يـك رxب ضـر

kxسته؟ در دى، دركر − xا از  يك رk… كم كن و 
Gدر : ضر
ى كم كنم؟ چه
طورkا از ى يك ر … اما چه
طورxب

k  ا بنويسيم؟ آن ر ؟1−

ايندهاان فرى به عنوات جبرمانى كه عبارا زجاى تعجب نيست زير
ان «علامت انجـامى به عنوند نه اشياء، علامت تـسـاوك مى
شودر


،١٣نرِ؛ كيي١٩٨٦ان،  و همكار١٢د (برى» تفسير مى
شـودادن چيز
ت سمت. عبار١٤ايستاابطه
ى اى يك ران نمادى بر) نه به عنو١٩٨١

است بايد يكت سمـت رايند است، در حالى كه عبـارچپ يك فر
سد اين ايده از حسـاب آمـدهنتيجه باشد. بار ديگر، بـه نـظـر مـى
ر

اى يكاى اجران نشانى است برباشد، جايى كه علامت «=» به عنو
 همانًد. اين دقيقانامه» كه در سمت چپ اين نماد ظاهر مى
شو«بر

ا در ماشين
هاى حساب دستى به كـاره
اى است كه كليـد «=» رشيو
ا تقويت مى
كند. در ايـن
جـا،اقعيت، اين نـگـاه رمى
بريم. ايـن و

مانى كهد. زا» به كار مى
رومان «اجران يك فرى به عنوعلامت تساو
ه
ىارگى
هاى اصلى يك گزد، ويژى به اين شكل تلقى شونماد تساو

د. درن يا متعدى نمى
شوا از دست مى
دهد: ديگر متقارى رهم
ارز

د حل مسائـلديدى در موردكان هيچ تـرسد، كواقع، به نظر مـى
رو
متعدى نداشته باشند.ى
هاى غيره
اى از تساونجيركلامى به كمك ز

تبه مر٣د «بعد از اين كه شما سيده مى
شومانى كه پران مثال، زبه عنو
دكديد، شما چند تيله داريد؟» كـو تيله بر٢تبه  مـر٥ديد و  تيله بر٤

 مى
نويسد:ًغالبا
  3 × 4 = 12 + 5 × 2 = 12 +10= 22

فه»د «يك طرا ببينيد). رويكـر ر١٩٧٩ان،  و همكار١٥گناد(ور
دى، نشانه
اى از ديدگاه عملياتى در مورن به علامت تساوو نامتقار

ًتاهى كه در ادامه مى
آيد، قوياد در داستان كوجبر است. اين رويكر
 و١ه ى به نام دنا از گـروا بين دانش
آموزد. اين ماجـرآشكار مى
شو

فق شدر موُچه زر اتفاق مى
افتد. اگرُى به نام زست او دانش
آموزدو
7x  معادلـه
ى  +157 = مانى كه مثال بـعـدى،ا حل كند، زر 248

  112 = 12x + د.گم بودرائه شد، او گيج و سرار 47
اى كمك به زر برًاد، دنا فوردر حالى كه مشاهده
گر گيج شده بو

اى انجام دهد، زيرد. او گفت: «او نمى
داند چه كـارائه كردليلى ار
ى نيست كه بايـدا گيج مى
كند، اين شبيه آن چيـزتيب معادلـه او رتر

باشد».
د كه مى
بينيممانى آشكار مى
شودانگيختگى نگاه عملياتى زخو

دكان به آسانى با معادلات ساده
ى خطـى بـه شـكـلى از كـوبسيـار
ax + b = c طـور
ها در مطالـعـاتى كـه بـاركار مى
كننـد. هـمـان


،١٩٨٨ن، ـرِان مثال كـيـيمختل@ ملاحـظـه شـده اسـت (بـه عـنـو
دكان به
طوراى كوا ببينيد)، بر ر١٩٨٩
، ١٧جانوُ، ر١٦ىُ، فيل١٩٩٢

د فقـطع مسئله، فـردن اين نواى حل كـرشن است كه بـردى روشهو
 انجام١٨عكسل انجام شده است، «براى مجهـوا كه بربايد آن
چه ر

د بهى
هاى خوس
سـازى از چنين معكـودهد». ما مثال
هاى بسـيـار
١ه ان گـرولين مصاحبه
ها بـا دانـش
آمـوز محاسـبـات، در اوِدىخو

مانى كه باتاه بعدى يكى از آن
هاست. زديم. داستان كومشاهده كر
د معادلات نمى
دانـسـت.ى در مـوراسنير مصاحبـه شـد، او چـيـز

مصاحبه
كنـنـدگـان بـه او يـادآور شـدنـد كـه در مـعـادلـه
اى مـانـنـد
  7x +157 = 248،   7x  ابر  بر٧به معـنـاىxن هيـچ است و بـدو

ًاا حل كند. اسنير فـوراستند مسئلـه رى از او خوضيحات بيش
تـرتو
ابر اين بر٧ا پيدا كنم كه فت: «در اين
جا من بايد عـددى رنتيجه گر

مليه�ى ما است كه يك مفهوضيات اواين يكى از فر
م ساختارى مقدمعملياتى به�طور طبيعى بر مفـهـو

است

سد، حتى بدون دخالت مستقيم معلم،به نظر مى�ر
انا به عـنـوات جبـرى رگان در ابتـدا عـبـارندگيـريـاد
ايندهاى محاسباتى تفسير مى�كنندفر
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١٥٧ منهاى ٢٤٨ است. در ابتدا، ٢٤٨
، ١٥٧عدد به اضافـه
ى 
.١٣د  مى
شـو٧ تقسيم بـر ٩١ابر عـدد …  بر٧. حال ٩١د مى
شـو

گى عملياتى جبـر اوايه
ى لفظى اسنير، بـر ويـژ است». ار١٣عدد 
تأكيد مى
كند.

ه مى
كنند: نگاههمه
ى مشاهدات بالا به خط سير يكسانى اشار
شـد رًاى فورد ساخـتـارعملياتـى در جـبـر اسـاسـى اسـت و رويـكـر

ح تاريخى
مان نشانى كه در طره بر اين، همان
طورنمى
يابد. علاو
ى ذاتىارديم، يك دشـوى تقويت كرا با بحث
هاى نظرداديم و آن ر
العملى كه بايدد ـ دستورد دارجوايند ـ شىء وگانگى فردر ايده
ى دو

د.فته شـودش هم در نظر گران نمايش
دهنده
ى نتيجـه
ى خـوبه عنو
د.ن تلاش از بين بروى بدواران انتظار داشت اين دشونمى
تو

د كـهلين نويسندگانى بـو يكى از اوً) احتمـالا١٩٧٥ (١٩ديويس
ان «مسئله
ى غامض نام ـع به عنوضوا در ادبيات مواهميت آن
چه ر

د (در حقيـقـت، اصـطـلاحك كرد، در» شناخـتـه مـى
شـو٢٠اينـدفـر
اسد، زير» مناسب
تر به نظر مـى
ر٢١ايند ـ نتيجه«مسئله
ى غامض فر

د آن شىءد كه دانش
آموز بين نام يك شىء و خود ندارجونشانه
اى و
دن يك علامت ازاى جدا كرانى بر، ناتوًد؛ ضمناتمايز قائل مى
شو

)  ممكن است يكى٢١ى كه بر آن دلالت مى
كند (دلالت شدهآن چيز
اتگانگى عبـارسيدن بـه دوا راز دلايلى باشد كه نشان مى
دهـد چـر

سطار است). ديويس به آن
چه كه تا به حال توى تا اين حد دشوجبر
ه مى
كند: ايده
ىفته، اشارار گرجهى قرد بى
تواكثريت معلمان مور


آموز گيـجگانگى، بديهى نيست و ممكن است بـردو
اى يك دانش
كننده باشد.

 پديده
ى «انقطاعًى احتمالااريك دليل متقاعد
كننده
ى اين دشو
جانوسط فيلى و رى حل معادلات است كه تو در يادگير٢٢شى»آموز

)١٩٨٥ ،
انان (به عنوسط ديگرفت و توار گرجه قرد تو) مور١٩٨٩
) تأييد شد. اين٬١٩٩٣ ١٩٩١سكـى، سكويچ و لينچومثال، هر

اه
حل معادلـه
اى بـه شـكـلدند در حالـى
كـه رمحققـيـن كـشـ@ كـر
ax + b = c طور شهو
سان در دسترى از دانش
آموزاى بسياردى بربه

دف معادله
 ظاهر مى
شولى كه در دو طـراست، معادله
اى با مجهو
axماننـد  + b = cx  ياax + b = cx + d،ا مشكل ايجـاد آشكـار

ى مانـنـدمى
كند. از آن
جا كه در معادله
ى قبـلـى، عـلامـت تـسـاو
 ـعمليات در يك طر ف ديگرـف و نتيجه در طرحساب عمل مى
كند 

 ناميدند.٢٣ا «حسابى»آن
ها آن
ر
ى آشكار در ايـنارمى ما، دشوضيات عمواساس ادعاها و فربر

تاسر خطى تعجب
آور نيست. انقطاع در سر يادگيرِنقطه
ى خاص

مانى كه فقـطد. تا زى ادامه دارى بين جبر عملياتى و سـاخـتـارمرز
د نگـاهى نبـوفت، نـيـازار مى
گـرجه قـرد تـومعادلات حسـابـى مـور

ا داشته باشيم. عمليات
هاى محاسباتى وايند ـ نتيجه رگانه
ى فردو
ا باقى مى
ماند و هرى مجزسيله
ى يك علامت تساونتايج آن
ها به و

د ـ بها حفظ مى
كـردش رف معادله هويت هستى
شناسانـه
ى خـوطر
ايند و يك شىء. اين تقسيم نـقـش
هـا در مـعـادلاتتيب يـك فـرتر

است،ت سمـت رد، عبارد. انتظار مـى
روحسابى اعتبـار نـدارغيـر
ايند است.ت سمت چپ باشد كه در حقيقت يك فـرنتيجه
ى عبار

ا به يك شىء تبديل مى
كند، معادلهت آخر رگانه كه عبارن نگاه دوبدو
عى كه درح در مكالمه
ى نوضوع به وضومعنايى نمى
دهد. اين مـو
فتهد. اين مكالمه از مصاحبه با اسنير گـرادامه مى
آيد، ديده مى
شو

سطانايى بالاى متو ساله با تو١٣شده است. اسنير يك دانش
آموز 
حـسـابـىلـيـن بـار بـا مـعـادلـه
ى غـيـراى او) اسـت. او بـر١ه (گـرو

  15x +12 = 8x +  روبه
رو شد.47

Sبا در عددى ضر ر١٥مانى كه مـن ى يافـت … ز: بايد چيـز
ابر آن بـر٨ا به آن اضافه مى
كنم، مثل اين است كـه  ر١٢مى
كنـم و 

ع كنيم.ى شرو  اضافه كنم. بياييد با معادله
ى ساده
تر٤٧ا به عدد ر
 و درx در ٣است مى
نويسد ابر [در سمت ر بر١ابر و  بر٣در اين
جا 

]. نه اين نيست … من نمى
دانم.x در ١سمت چپ مى
نويسد 
Iگرقتى يك معادله ر: و
دى؟ا حل مى
كنى، به دنبال چه مى
Sرى كـه وا پيدا كنيم. چـيـز: ما بايد دو چـيـز ر
با ضرقتـى آن

ى با چيز ديگرق نمى
كند … مساومى
كنيم يا تقسيم مى
كنيم … فـر
د، در اين
جا دوا پيدا كـردن آن
ها رى كـره
ى مساوباشد. بايد شـيـو

د.د دارجومعادله و

اىخت. برتاه آمـوان از اين مكالمه
ى كوا مى
تـونكات زيادى ر
اى او ماننـد «دوا بفهمد كه بـرد معناى معـادلـه
اى رار بواسنير دشـو

ايندى كه منتظر انجام شدن هستند،سيد، دو فرمعادله» به نظر مى
ر
ان آشكار نيست (در ايـنابطه
ى بين آن
ها به هيچ عنـودر حالى كه ر

د). در اين
جـاد دارجود، آيالا گفت در اين
جـا «دو تـمـريـن» ومور
شن است، درد با تجربـه رواى فر بـرًى كاملامعناى علامت تـسـاو

ايندشن نيست: چه جنبه
هايى از دو فر روًاى مبتدى اصلاحالى كه بر
د؟ شيئى كه بـهى آن عمل مى
شـوبايد يكسان باشند؟ شيئـى كـه رو

اى اسنيـرد كه برى آن
ها؟ خيلى جـالـب بـودست مى
آيد؟ يا هـر دو
اى او اعدادىد در حالى
كه برد نياز آشكار بودن نتايج موريكسان بو

axاه�حل معادله�اى به شكل دند در حالى�كه رمحققين كشg كر + b = c اى بسيارىدى بربه�طور شهو
د مانندف معادله� ظاهر مى�شولى كه در دو طرس است، معادله�اى با مجهوان در دستراز دانش�آموز
ax + b = cx  ياax + b = cx + d،ا مشكل ايجاد مى�كند آشكار



هشتمه
ى بيست و دور
ه
ى١ شمار
٨٩١٣  پاييز  ١٩

شت�پى�نو

1. Moschkovich   2. Gray   3. Tall   4. Mason   5. Booth

6. Exercise   7. Collis   8. Chalouh   9. Herscovics   10. Bell

11. Diophantus   12. Behr   13. Kieran   14. Static  15. Vergnaud

16. Filloy  17. Rojano   18. Undo   19. Davis   20. Name- Process Dilemma

21. Process- Product Dilemma   21. Signified  22. Didactic Cut

23. Arithmetical   24. Arithmetic Operation   25. Declarative- Structural

26. Clement   27. Soloway   28. Harper     29. Accommodation

30. Assimilation

دنـد. درت بوار باشد، متـفـاوقـرى بايد بـراى آن
ها اين تـسـاوكه بـر
د. ما در ابتدا ازف معادله بوحقيقت، او به دنبال دو مقدار در دو طر

دمانى بيش
تر شد كـه رويـكـرديم و حتى ايـن زاين تفسير متحيـر بـو
ان همه
ى مصاحبه
هاى دانش
آموزًقابل انتظار يكسانى در تقريباغير

ديم. اين پديـده،ان همتاى آن
ها مشاهـده كـر و دانش
آمـوز١ه گرو
ى،حلـه از يـادگـيـرا در اين مـرسـيـد زيـرشگفـت
آور بـه نـظـر مـى
ر

ف در مكان
هـاىا مى
دانستند كه يك حـرداد راران اين قـردانش
آموز
ض بر عدد يكسانى دلالت مى
كند. بهت مفروت در يك عبارمتفاو

اان آن
راجهه با يك معادله كه نـمـى
تـوسد اين اصل در مـونظر مـى
ر
ى كـهد (همان
طـورد، فرو مى
ريـزاساس دانش قبلى تـفـسـيـر كـربر

تايى مى
گويند، مسئله
ى تفسير دو١٩٩١سكى، سكويچ و لينچوهر
اقع شدن
هاىتبط با وداد مرارشن قرممكن است به سادگى با بيان رو

د؛ باض حل شوف يكسان در يك معادله
ى مفـروت يك حـرمتفاو
دادىارش قبلى، چنيـن قـرد آموزجود، ما دريافتيم كـه بـا وجواين و

د به ذهن دانش
آموز خطور نمى
كند.)دبه
خوبه
طور خو
مانى كه چنين معادله
اى بايد حلحسابى زى معادلات غيراردشو

عكس انجامتر است. در اين
جا تكنيك «برد، از اين هم آشكارشو
ى يكل جبرمـوى يك فرم ساختاردادن» ديگر كار نمى
كند. مفـهـو

د. ايـنى
اى است كه بايـد بـه كـار رواتژك استـراى درپيش
نـيـاز بـر
دن دودن و تقسيم كرب كردن، ضردن، كم كرى، اضافه كراتژاستر

ا فقط كسانىاقع، اين ايده رت يكسان است. در وف با يك عبارطر
ى دوت
هايى كه روف معادله و عبـاراى آن
ها دو طرند كه برمى
پذير

ى يك نماد همف عمل مى
كنند، اشياء هستند و علامت تـسـاوطر
ضعيتى نيست كه هميشـهاى آن
كه نشان دهيم اين وى است. برارز

١ه ر، دو دانش
آموز گروُتاه بين دنا و زد، مكالمه
ى كومشاهده شو
در ادامه مى
آيد:

D15  دن اى حل كـر: [برx = 8x + 35[   8x ف كما از دو طـرر
كن.

Z دانم
ا كمانم آن رنه مى
توچند است، پس چگو 8x  : اما نمى
ف يكى هستند يا نه؟ها در دو طرxكنم؟ … من حتى نمى
دانم آيا 

ديد اندكىان، ترر و جملات مشابه ساير دانش
آموزُات زاظهار
ى كه آن
ها در اين نقطه تجربه مى
كنند،ارد منبعى از دشوجواى وبر

نا هم
چـول رمودند يك فـران قادر نـبـود. دانش
آموزباقى مـى
گـذار
ل هنوز يكمواى آن
ها فـرك كنند. برنمايشى از يك شىء آمـاده در

د؟ (درايند ديگر كم شواند از فرنه مى
توايند چگود. يك فرايند بوفر
هل شد به اين مطلب اشـارحقيقت، بيانات آيالا كه در بالا نقـل قـو

ان ممكن است با ايده
ى «عـمـلـيـاتد كه بعضـى از دانـش
آمـوزدار
سشى كه هنوز باقى استايندها، كنار بيايند؛ پرى فر رو٢٤حساب»

ثر است؟)گار و مؤ سازًاك حقيقتاع ادراين است كه آيا اين نو
ح كنيم، حل مسائـلآخرين نكته
اى كه بايد در اين بخش مطـر

ق@ محاسباتدن معادلات است. معادله نياز به توكلامى با به
كار بر
دد. اين رويكرابط بين كميت
ها دارصي@ ايستاى رواى تواقعى برو

 عملياتى نسبت به جبر نيست.ًفامطابق با ديدگاه صر
 ـساختاره بر اين، شيوعلاو  ـتر نمايش جبر٢٥ىه
ى بيانى  تيبىى 

ند،دن «پاسخ» انجام شـواى پيدا كرا كه در آن عمليات
ها بايـد بـرر
ىا در بسيارس مى
كند. اين
ها ممكن است نشان دهد كه چرمعكو

 ـعملياتىب شيوان خيلى خواز مطالعات حتى دانش
آموز ه
ى لفظى 
ه
ى انجـام دادن نـمـاديـن ـا نسبـت بـه شـيـوحل مـسـايـل كـلامـى ر

؛١٩٧٩ان،  و همكـار٢٦جيح مى
دادنـد (كـلـمـنـتى، ترساخـتـار

،٢٨؛ هـارپـر١٩٨٧د، ؛ اسـفــار١٩٨٢ان،  و هـمـكـار٢٧ىِــوُـلُس

١٩٨٧.(
) به پايان مى
بريم:١٩٧٥لى از ديويس (ا با نقل قواين بخش ر

اى مثالا انجام دهد و برم رسش ذهنى لازاند پرد بتواى آن
كه فربر
3  ه
اى جديد ببيند يا حتى ا به شيوى رعلامت تساو xا به جاى يكر

گاى
هـاىى از سازان يك «پاسخ» ببيـنـد، بـسـيـارمسئله، بـه عـنـو
د نياز است. ـ مور٣٠ به جاى «جذب»٢٩شناختى بنيادى ـ «انطباق»

ا با به دستان كل اين ديدگاه جديد رشن نيست كه آيا مى
تو روًكاملا
د. در مقام مقايسـهچك كسب كـرفت
هاى كودن تدريجى پيشـرآور

سايش يا ته
نشيـنه است تا فـرمين لـرزبايد گفت  اين بيشتر شبـيـه ز
]٢٩شدن خاك. [ص. 

گار با سازًح مى
كند، كاملاضيه
اى كه نويسنده در اين
جا مطرفر
 عملياتـىًفاى مفاهيم است: انتقال از نگاه صـرنظريه
ى شىء
انگار

 ـشىء احتمالاگانه
ى فربه يك نگاه دو امكت تدريجى آر يك حرًايند 
شى، يك پربه يك سطح بالاتر نيست. اين مانند هر شـىءانـگـار

ى به يك نقطه
ى بالاتر است.ّكم

ه
ى بعدى مجلـها در شمارم، ادامه
ى مقالـه رانندگان محتـرخو
انيد.مى
خو


