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يوسف احمدى
دبير رياضى شهرستان بابل و عضو شوراى اجرايى انجمن معلمان رياضى استان مازندران

كليدواژه ها: كتاب درسى، آناليز، حساب  ديفرانسيل، انتگرال، 
روش تدريس، سرى همگرا، سرى واگرا.

 مقدمه
استادان و معلمان رياضى غالباً با داورى هايى به صورت زير، 
نسبت به رياضيات، از طرف بسيارى، به ويژه دانش آموزان و حتى 

تعدادى از شهروندان، مواجه هستند.
«زيبا و جذاب نيست»، «خشك و بى روح است»، «محض 
«زياد  است»،  انتزاعى  نيست»،  «لذت بخش  است»،  مجرد  و 
فهميدنى است كاش كمى هم حفظ كردنى بود»، «كاربرد آن 
محسوس و مملوس نيست»، «سخت و دشوار است»، و... اگر 
چه ريشه بعضى از اين داورى ها، به شيوه تدريس، هنر معلمى، 
فنون آموزش و ابزارهاى كمك  آموزشى برمى گردد و تعدادى هم 
ريشه در عوامل بيرونى، نظير ساختارهاى آموزشى، اجتماعى، 

فرهنگى، اقتصادى و جايگاه و اهميت رياضيات در جامعه دارند 
ولى بايد بپذيريم كه بعضى از آن ها به محتوا و متون كتاب هاى 
درسى برمى گردند. اگرچه نگارش و تأليف همه كتاب ها و مفاهيم 
درسى به شيوه اى كه عموم فراگيران بتوانند به سادگى آن ها 
را درك كنند و لذت ببرند كار ساده  اى نيست ولى مى توان با 
لحاظ نمودن موضوعات متنوعى نظير تاريخ رياضيات، فلسفه 
مملوس،  و  عينى  كاربردهاى  تاريخى،  حكايت هاى  پيدايش، 
بر  و...  پارادوكس ها  فكرى،  مسئله هاى  ضرب المثل ها،  معماها، 
جذابيت آن افزود و آن را از حالت خشك و بى روح خارج نمود. 
گرچه لحاظ نمودن تمامى اين موارد براى همه موضوعات رياضى 
در سطوح بالاتر نه لازم است و نه مقدور، ولى مى توان غالب 
موارد فوق را براى موضوعات و مباحث رياضيات دبيرستانى و 
پيش دانشگاهى مدنظر قرار داد. در ادامه سعى شده است اين 
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«سرى  عنوان  تحت  رياضى  مباحث  از  بحثى  براى  توصيه ها 
همساز» لحاظ شود.

1- معرفى و علت نامگذارى
 سرى هارمونيك1 با سرى 

n n




    

1

1 1 11
2 3 به سرى 

همساز يا سرى توافقى گويند. علت نامگذارى «همساز» براى 
سرى فوق آن است كه طول موج هاى حاصل از ارتعاشات يك 
اگرچه  متناسب اند.  و...   1

3
و   1

2
و   1 نسبت هاى  با  مرتعش  تار 

ولى  است  افزايش  حال  در  كندى  به  فوق  سرى  جمعك هاى 
مقدار آن به بى نهايت مى رود و سرى واگراست.

2- واگرايى سرى همساز
روش هاى متعددى براى اثبات واگرايى سرى همساز وجود 
ساده تر  بقيه  به  نسبت  زير  روش  دو  مى رسد  نظر  به  كه  دارد 
باشند. (روش كتاب درسى حساب ديفرانسيل و انتگرال مبتنى 

بر روش 1 است)
nS داريم:

n
    1 1 11

2 3
روش 1: چنانچه 

n n nS ( ) ( ) ( ) ( )          


  12
1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 8 2 1 2   

n n( ) ( ) ( ) ( ),           1 1 1 1 1 1 11
2 4 4 8 8 2 2

1 مى شود و تعدادى آن ها n تا 
2

كه مقدار هر يك از پرانتزها 
است پس 

n
nS , 2 1
2

n يعنى سرى واگراست. [1]
n
lim S


 2 در نتيجه 
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S
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1 روش 2: (برهان خلف): فرض كنيم سرى همگرا و 

داريم:
n n n n

S ( ) ( )
n n n n n n
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كه يك تناقض است. [2]

3- سرى همساز و معماى عبور از كوير
مسافرى با وسيله نقليه سوارى به جاده كويرى رسيده كه 
در  ولى  سوخت گيرى،  جايگاه  يك  با  است  شهرى  آن  ابتداى 
مسير اين جاده كه طول آن ده هزار كيلومتر است جايگاهى 
براى سوخت گيرى وجود ندارد. جوانمردان شهر كه تعداد آن ها 
بسيار زياد بود و هر كدام وسيله نقليه سوارى هم داشتند، تصميم 
گرفتند كه مسافر را به انتهاى كوير برسانند و در عين  حال به 

شهر خود بازگردند، آيا موفق شده اند؟! چگونه؟!
اگر مسافت طى شده با يك باك بنزين توسط يك سوارى 
را يك واحد فرض كنيم در اين صورت يكى از جوانمردان با 
 واحد انتقال  11

3
وسيله نقليه خود مى تواند مسافر را به اندازه 

دهد و در عين حال به شهر خود بازگردد، اگر دو جوانمرد با 
اندازه  به  مى توانند  كنند  همراهى  را  مسافر  خود  نقليه  وسيله 
 واحد مسافر را انتقال دهند و در عين حال به شهر  

1 11
3 5

خود برگردند. پس اگر n جوانمرد مسافر را با وسيله نقليه خود 
... واحد از مسير 

n
   


1 1 11
3 5 2 1

همراهى كنند به اندازه 
طى مى شود و در عين حال جوانمردان به شهر خود برمى گردند.

ينكه  ا به  توجه  با  و   
n n n

k k kk k k  
 

  
1 1 1

1 1 1 1
2 1 2 2 مّا  ا

اگرچه نگارش و تأليف همه كتاب ها و مفاهيم درسى 
به شيوه اى كه عموم فراگيران بتوانند به سادگى 
آنها را درك كنند و لذت ببرند كار ساده  اى نيست 
ولى مى توان با لحاظ نمودن موضوعات متنوعى نظير 
تاريخ رياضيات، فلسفه پيدايش، حكايت هاى تاريخى، 
كاربردهاى عينى و مملوس، معماها، ضرب المثل ها، 
مسأله هاى فكرى، پارادوكس ها و... بر جذابيت آن 
افزود و آن را از حالت خشك و بى روح خارج نمود
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زار  ه  ده  از   n معين  مقدار  ازاى  به   n

k k


1

1 1
2

پس   
k k




 

1

1

اتمام  به  مسافر  توسط  شده  طى  مسير  يعنى  مى شود،  بيشتر 

رسيده و مسافر به مقصد مى رسد. [1]

4- سرى همساز و يك مسئله فكرى
مجموع  دنباله  جملات  كه  رسيد  ذهنش  به  على  روز  يك 
جزيى سرى همساز را تا آنجا كه مى تواند حساب كند و با استفاده 

Sاز ماشين حساب ديد كه:  1 1

S /  2
11 1 5
2

S /   3
1 11 1 8333
2 3

S /    4
1 1 11 2 08333
2 3 4.............................

..............................
S /    20

1 11 3 59773965
2 20

البته على رايانه هم مى دانست و با استفاده از رايانه شروع 
كه نمود  ملاحظه  و   S25000به رسيد  و  محاسبه  ادامه  به  كرد 

[3] . S /25000 13 006433861
آنچه كه بيشتر از بقيه ذهن على را مشغول نمود عدد طبيعى 
ها بود (به استثناS1 و بدين ترتيب مسئله اى به صورت  nS نشدن

زير مطرح گرديد:
nS هيچوقت عدد طبيعى نمى شود. n آنگاه  2 مسئله: اگر 

حل: مى دانيم كه هر عدد طبيعى نمايش منحصر به فردى به 
2i دارد كه در آن i و k اعدادى حسابى اند، بين  ( k ) 2 1 صورت 
 n آن كه از همه بزرگ تر و به nS مخرج كسرهاى تشكيل دهنده 
نزديك تر و توان عامل 2 در آن ماكسيمم باشد را m مى ناميم 
lm (l ماكسيمم و ضمناً منحصر بفرد است). ( k )  2 2 1 پس

بنابراين 
m n

      1 1 1 11
2 3

m m n
l

k k k ( k ) k k
q

        



 1 2 1 12 2 2 2 1 2 2

2

كه در آن، صورت عددى فرد و مخرج عددى زوج است كه هيچ 
وقت عددى طبيعى نمى شود. [4]

يك  و  همگرا  دنباله  يك  و  همساز  سرى   -5
مسئله باز2

y مى باشد. مطابق شكل داريم
x


1 شكل زيرنمودار تابع

nS = مجموع مساحت هاى n تا از مستطيل ها=
n

  1 11
2

 
n

dx
x




1

1
1 x برابر است با n 1 تا x 1و مساحت واقعى از

nL (n )1 كه برابر است با

1 2 3 4 5

1

0 x

y

n n na S L (n )  1 حال اگر 
 na 0 بديهى است كه

و ضمناً:
n n

n n n na a S dx S dx
x x


      

1
1 1 1 1

1 1

n n
n n(S S ) ( dx dx)

x x


    
1

1 1 1
1 1                     

n

n
dx

n x


  
 

11 1 0
1

                                 
                 

n{a از پايين كراندار و نزولى است، پس بنا به  پس دنباله{
ثابت  به  كه  است  عددى  آن  حد  و  همگراست  بولتسانو  قضيه 

( 0/ )5772 اويلر مشهور است و آن را به γ نمايش مى دهند
اصم  يا  گويا  عددى  اويلر  ثابت  كه  است  نشده  ثابت  هنوز 

است. [5]
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6- سرى همساز و يك پارادوكس (باطل نما)
و   1 با  برابر   (2) شكل  مستطيل هاى  از  ضلع  يك  طول 
na مى باشند پس مجموع 

n


1 طول ضلع ديگر جملات دنباله 
مساحت ها برابر است با:

با توجه به گذشت بيش از ده سال از تأليف 
اين  درسى،  كتاب هاى  از  بسيارى  تدوين  و 
نظر  از  چه  كافى  جذابيت  از  غالباً  كتاب ها 
ظاهر ى و چه از نظر محتوا برخوردار نيستند، 
شعارِ  بخصوص  رياضى  شعارهاى  با  اكثراً  و 

عمومى كردن رياضيات، همخوانى ندارند
y

x
n

n+11 2

n
     1 1 11

2 3

كه يك سرى همساز است و مقدار آن بينهايت مى شود.

دهيم  دوران  xها  محور  حول  را  مستطيل ها  اگر  حال 
استوانه هاى به دست مى آيند كه مجموع حجم هاى آن ها برابر 
 استفاده شده 

n n








2

2
1

1
6

است با: (در اينجا از اين واقعيت كه 
است.)

n
v ( ) ,

n





   
            

3

2 2 2 2
1

1 1 1 1
4 9 16 61 2 3

يعنى از سطحى با مساحت بى كران پس از دوران شكلى با 
حجم كراندار به وجود آمده است!![6]

7- نتيجه گيرى
با توجه به گذشت بيش از ده سال از تأليف و تدوين بسيارى 
از كتاب هاى درسى، اين كتاب ها غالباً از جذابيت كافى چه از نظر 

ظاهر ى و چه از نظر محتوا برخوردار نيستند، و اكثراً با شعارهاى 
رياضى بخصوص شعارِ عمومى كردن رياضيات، همخوانى ندارند. 
بايد متون و محتواى كتاب هاى درسى و ظاهر آن ها به گونه اى 
خود  توسط  حتى الامكان  آن ها  از  بخشى  كه  شوند  تنظيم 
فراگيران قابل درك بوده و لذت بخش باشد. مى توان با لحاظ 
كردن مطالبى مشابه آنچه كه در مورد «سرى همساز» ديديم 
به جذابيت موضوعات رياضى افزود و بدين طريق به قسمتى از 

اهداف متعالى دست يافت.

پى نوشت 
1. Harmonic
2. Open problem
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