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پيش درآمد
علت ترجمة اين مقاله که بسيار قديمی است، موضوعی است 
انواع  حل  آن،  و  دارند  مشکل  آن  با  دانش آموزان  هم چنان  که 
آموزش حل  به  مقاله،  اين  در  معادلات مختلف است. جيمز ويرت 
در  هنوز  که  مسئله ای  است ـ  پرداخته  عمليات  ترتيب  و  معادله 
اغلب کتاب های درسی رياضی، به وضوح و با جزئيات به آن پرداخته 
به  مقاله  اين  ترجمة  آموزش،  اين  خالی  به سبب جای  است.  نشده 
همکاران تقديم می شود. باز هم تأکيد می شود که اهميت اين مقاله، 
در جدی کردن موضوعی است که ساليان متمادی، سهل ممتنع بوده 
است و اکثراً، دانش آموزان در لابه لای سطور کتاب های درسی رياضی 
و به طور پراکنده، با آن آشنا می شوند و معلمان محترم، بارها ترتيب 
عمليات را به شکل های مختلف آموزش داده اند، اما هنوز هم شاهد 

مشکلات يادگيری دانش آموزان در اين مورد هستيم.

کليدواژه ها: حل معادله، ترتيب عمليات.

وقتی جبر يا مثلثات را به دانش آموزان تدريس می کنم، اغلب 
مانند  معادلاتی  به راحتی  اگرچه  آن ها،  می بينم  اين که  از  ناخرسندم 
۳x+۲=۵ را حل می کنند، اما حتی دانش آموزان قوی تر هم برای شروع 
log(x مشکل دارند. در  )+ − + =3 5 2 6 به حل معادلاتی نظير 
حالی که اصول حاکم برای حل اين معادله، دقيقاً با اصول حاکم بر معادلة 
خطی بالا يکی است. بدين جهت، به ذهنم رسيد که ممکن است تقصير 

اين کار برعهدة تقسيم بندی سنتی معادلات به انواع زير است:
۱. خطی

۲. درجة دو
۳. چندجمله ای های با درجات بالاتر

۴. متعالی
راه ديگری با همين اهميت، برای تقسيم بندی معادلات وجود دارد.

۱. معادلاتی که در آن ها، مجهول فقط يک بار ظاهر می شود؛
۲. معادلاتی که در آن ها، مجهول بيش از يک بار ظاهر می شود.

چند توصيه برای تدريس چگونگی حل معادله به 
دانش آموزان متوسط و ضعيف

جيمز. اف. ويرت، دانشگاه کارولينای شرقی
ترجمة زهرا گويا
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چون به نظر می رسد که اين دو نوع اخير عنوان ندارند، نوع اول را 
«معادلات کامل» و نوع دوم را «معادلات شکسته» می نامم. اهميت 
اين تقسيم بندی در اين حقيقت نهفته است که تمام معادلات شکستة 
معادلات  به  تعمير می شوند)  (يعنی  تبديل می شوند  اول  قابل حل، 

کامل و بعد حل می شوند.

اصل هدية عيد

من آموزش حل معادلات کامل را ـ هرچند هم که پيچيده باشند، 
برای دانش آموزانم حل کردم. برای اين کار، از «اصل هدية عيد» 
و «دور باز کردن» [کاغذ از هديه] استفاده کردم. اولی، صرفاً يک 
بصيرت است؛ دومی مهارتی است که دانش آموزان با تمرين، بايد 

آن را کسب کنند.
x را در نظر بگيريد. − + =2 5 3 5 معادلة پيچيده ای مانند 

طبق اصل هدية عيد، اين معادله، ما را با موقعيت زير مواجه 
می کند.

کاغذ  با  را  آن  و   (x مجهول  (يعنی،  گرفته  را  ما  هدية  کسی 
کادوهای متعدد پيچيده است. تکليف ما اين است که کاغذها را از 

دور هديه باز کنيم، همين.

پس در مثال بالا، هدية عيد (x) در کاغذهای زير پيچيده شده بود:
۱. مربع شده بود؛

۲. ۵ از آن کم شده بود؛
۳. از آن جذر گرفته شده بود؛

۴. ۳ به آن اضافه شده بود؛
۵. بالاخره، دوباره از آن جذر گرفته شده بود.

که  است  مهم  نکته  اين  بردم،  کار  به  که  تمثيلی  به  توجه  با 
تشخيص دهيد چه موقعی شروع به باز کردن کاغذهای هدية خود 
کنيد. شما نيازی نداريد که تمام نکته ها را در مورد بسته بندی هدية 
خود بدانيد، به جای آن، همان طور که هر کودکی می داند، شما کاغذ 
کادويی آخری را اول پاره می کنيد. بعد اگر باز هم بسته بندی ديگری 
بود، آن را پاره می کنيد و به همين ترتيب ادامه می دهيد تا به هديه 

برسيد. حالا می توانيم اصل هدية عيد را اعلام کنيم:

يک بسته، با ترتيبِ مخالفی که بسته بندی شده، باز می شود، و 
اين کار، گام به گام انجام می شود و از لايه های بيرونی شروع می شود 

تا به آخرين لاية درونی برسد.

دور باز کردن

به کارگيری اصل هدية عيد برای حل يک معادله، مستلزم مهارت 
تشخيص و مهارت عمل است. اول، دانش آموز بايد تشخيص دهد 
که آخرين لايه (کاغذ پيچيده شده دور هديه) يعنی «آخرين کاری 
که روی مجهول انجام شده» کدام است. سپس بايد ياد بگيرد که 

دور باز کردن را به طريق زير اجرا کند:
است،  شده  انجام  مجهول  به  نسبت  که  را  کاری  آخرين   .۱

مشخص کند؛
۲. به معکوس آخرين کار انجام شده فکر کند؛

۳. آن معکوس را نسبت به دو طرف معادله اعمال کند (قانون 
طلايی).

اين دور، بارها و بارها تکرار می شود تا معادله حل شود.
کُندترين  حتی  که  دريافته ام  من  دور،  اين   ۲ گام  با  رابطه  در 
دانش آموزان حقايقی را مانند کم کردن پنج، معکوس اضافه کردن 
است»،   ۶ بر  تقسيم  عمل  معکوس   ،۶ در  «ضرب  يا  پنج است، 
گاهی  (اگرچه  می دانند  است».  کردن  مجذور  معکوس  جذرگيری  و 
اوقات، به جای معکوس، از واژة برعکس کردن استفاده می کنم و 
دانش آموزان بهتر متوجه می شوند). گاهی يک لحظه سردرگم می شوند 
(و گاهی مبهوت) ـ که کشف کنند که عوض کردن علامت، برعکس 

عوض کردن علامت است و معکوس کردن برعکس است.
می کند،  اجرا  را  دور  اين   ۳ گام  دانش آموزی  وقتی  هم چنين، 
باز کردن  گام، هميشه  اين  دهد  است که تشخيص  مهم  او  برای 
بيرونی ترين قسمت بسته بندی است که x (هديه) در آن پنهان شده 

است. حالا اگر با معادلة
(x )+ =22 3
مواجه شود، نبايد اين گونه عمل کند که

(x )+ = ±22 3
بلکه بايد تشخيص دهد که برعکس کردن آخرين عملی که روی 
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x انجام شده، توان را لغو می کند و معادلة زير را می دهد:
x + = ±2 3

مثالی از تمرين برای دور باز کردن، در زير داده شده است:
x+ + =3 2 6

دور ۱

۱. معلم: آخرين کاری که روی اين معادله انجام شده چيست؟
دانش آموزان: ۲ به آن اضافه شده است.
۲. معلم: معکوس اضافه کردن ۲ چيست؟

دانش آموزان: کم کردن ۲
انجام  معادله  طرف  دو  برای  را  معکوس کردن  عمل  معلم:   .۳

دهيد. چه به دست می آيد؟
. x+ =3 4 دانش آموزان: (چون ۴=۲-۶ است) 

دور ۲

۱. معلم: آخرين کاری که انجام شده چيست؟
دانش آموزان: جذرگيری

۲. معلم: معکوس جذرگيری چيست؟
دانش آموزان: مجذور کردن

۳. معلم: عمل معکوس را برای دو طرف معادله انجام دهيد.
۳+x=۱۶ (چون ۱۶=۴۲ است) :دانش آموزان

دور ۳

۱. معلم: آخرين کاری که انجام شده چيست؟
دانش آموزان: اضافه کردن ۳ (بعد از کمی ترديد).

۲. معلم: معکوس اين عمل چيست؟
دانش آموزان: کم کردن ۳

۳. معلم: عمل معکوس را برای دو طرف معادله انجام دهيد.
x=۱۳ (چون ۱۳=۳-۱۶ است) :دانش آموزان

توقف

ترتيب عمليات

که  است  کاری  آخرين  تعيين  باز کردن،  دور  در  گام  اولين 
بعضی  است.  شده  انجام  بسته بندی)  لاية  (آخرين  مجهول  روی 
آن قدر  معادله  معنی  فهميدن  در  است  ممکن  دانش آموزان،  از 
دارد  احتمال  باشد.  مشکل  آن ها  برای  گام  اين  که  باشند  ضعيف 
برای  بگيرند.  ياد  اول  به  آخر  از  را  عمليات  ترتيب  اين ها،  که 
شروع، آن ها ياد می گيرند که آخرين کاری که انجام شده، هرگز 
مانند  معادله ای  با  وقتی  بنابراين،  نمی شود.  پيدا  پرانتز  داخل 
۵=۶(x۲-۳) روبه رو می شوند، از علامت منفي غفلت مي كنند، زيرا در 
را فهميدند، دانش آموزان  اوليه  پرانتز است. وقتي اين اصل  داخل 
ضعيف تر مي توانند قانون ترتيب عمليات را (برگردان از آخر به اول 

آن را) به شكل زير ياد بگيريد: 
وقتي كه دنبال آخرين عمل انجام شده در يك فرمول (معادله) 

مي گرديد،
۱. به جاي ضرب يا تقسيم، جمع يا تفريق را برداريد؛

۲. به جاي به توان رساندن، ضرب يا تقسيم را برداريد؛
۳. به جاي استفاده از توابعي مانند لگاريتم، سينوس، كسينوس 

و نظاير آن، به توان  رساندن را انتخاب كنيد.
اول، اگرچه معكوس «تقسيم بر ۵»، «ضرب كردن در ۵» است، 
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چيز غريبي موقع «تقسيم به وسيلة ۵» اتفاق مي افتد. در حقيقت، 
معلم بايد دانش آموزان را قانع كند كه معكوس «تقسيم به وسيلة ۵»، 
دوباره «تقسيم به وسيلة ۵» است! اين يك مفهوم ناآشنا اما قوي 

است. براي مثال، در معادلة 

x
=

−2
6 2

5
آخرين كاري كه روي مجهول انجام شده، «تقسيم به وسيلة ۶» 
 x − =2 5 3 است. حالا، يك دور باز كردن، نتيجه مي دهد كه 

چون ۲ كه به وسيلة ۶ تقسيم شود، ۳ مي شود.
دومين قانون معكوس، شامل معادلاتي از نوع زير است

x+ =2 310 6
توجه كنيد كه اين، يك معادلة كامل است. آخرين عمل انجام 
شده كه به نوعي شكسته بسته است اين است «از توان ۱۰ استفاده 
شده» و معكوس آن «گرفتن لگاريتم از طرفين است»! پس يك دورِ 

بازكردن را كه به كار بريم نتيجه مي دهد كه
x log /+ = ≈2 3 6 6 02

به طور طبيعي، از دومين قانون معكوس «گرفتن لگاريتم» نتيجه 
مي شود كه بايد، «از توان ۱۰ استفاده شود». حالا دانش آموز مي تواند 

از عهدة مثالي كه در ابتدا بيان شد، برآيد: 

log(x )+ − + =3 3 2 6
آخرين عمل را با كم كردن ۲، معكوس مي كنيم: 

log(x )+ − =3 3 4
سپس مجذور مي كنيم: 

log(x )+ − =3 3 16
آن گاه ۳ را از طرفين كم مي كنيم 

log(x )− =3 13

چون آخرين عملي كه انجام شده، لگاريتم گيري بوده، با «استفاده 
از توان ۱۰» معكوس مي شود؛ 

x − = 133 10
و بالاخره، با اضافه كردن ۳ به دو طرف معادله،

x / / / / / .= + =1310 3 10 000 000 000 000 003

معادلات شكسته 

وقتي دانش آموزي بتواند با موفقيت از عهدة معادلات كامل برآيد، 
مواجه شدن با معادلات شكسته اي مانند 

x x+ = − +23 7 7 5

براي او كمتر مرموز مي شوند. تمام تكنيك هايي كه به كار مي بريم، 
توجيهي براي تعمير معادلات شكسته به گونه اي است كه بتوان 
از روش باز كردن استفاده نمود. چند نمونه از روش هاي تغيير يك 
استفادة  چگونگي  از  مثال هايي  با  كامل  معادلة  به  شكسته  معادلة 

آن ها، از اين قرارند: 
۱. كامل كردن مربع

معادلة شكسته: 
x x+ + =2 6 7 0  

معادلة تعمير شده: 
(x )+ − =23 2 0  

۲. جمع كردن عبارت هاي يكسان در يك طرف
معادلة شكسته:  

x x+ = −5 3 7 4
معادلة تعمير شده:  

x− + = −2 3 4



۳۹
دوره   28
شماره 4

 تابستان90

۱۰۴

۳. از بين بردن كسرها به وسيلة ضرب كردن [طرفين 
وسطين كردن]

معادلة شكسته: 
x

x
−

=
+

2 1 53
 

حذف كسر:  

x x− = +2 1 5 15
معادلة تعمير شده:  

x− − =3 1 15
بر «كامل كردن   ۲ درجه  معادلة  فرمول حل  از  استفاده  اگرچه 
مربع» ارجحيت دارد، تنها به اين دليل است كه آن فرمول، نسخة 

خودبه خودي كامل كردن مربع است.
تعميري ديگر، «جدا كردن عامل هاي صفر» است  يك روش 
كه روشي بسيار قوي است كه سزاوار بحث  بيشتري است. هرگاه 

دانش آموزي معادله اي به شكل 
۰ = حاصل ضرب عامل ها

ديد، بايد بلافاصله مسئلة اصلي را به مسئله هاي جدا بشكند؛
۰ = حل عامل اول 
۰ = حل عامل دوم 

و نظاير آن.
معادلات نتيجه شده هميشه ساده تر از معادلة اوليه هستند. در 
نياز به تعمير ندارند.  حقيقت، آن ها اغلب معادلات كامل هستند و 
البته، جداسازي فقط يك كاربرد باستاني از «تفرقه بنداز و حكومت 

كن» در جبر است.
يك امتياز اضافي ديگر، فرصت مرور ايدة اجتماع مجموعه هاست، 
زيرا مجموعة جواب معادلة اوليه، اجتماع مجموعه جواب هاي معادلات 

جدا شده است. 
بايد متذكر شد كه اصل جداسازي نه تنها در مسايل سنتي مانند 

(x )(x )(x )− − + =1 3 2 0
دخيل است، بلكه به سادگي، مي توان معادلات پيچيده تر را نيز 

با آن، ساده تر كرد. به طور مثال، معادلة 

( x )( )
x

− + =
−

2 15 3 5 02 3

 
x

+ =
−
1 5 02 3 x و  − =25 3 را مي توان به دو معادلة كامل 0

جدا كرد. كه هر كدام به سادگي و با استفاده از تكنيك دور بازكردن، 
حل مي شوند.

تعمير  براي   (No Royal Rood) شاهانه اي  مسير  هيچ  البته، 
معادلات وجود ندارد، زيرا اين كار، تركيبي از عمل سليم و حقه هاي 
به هر حال، روش اساسي  مانند كامل كردن مربع است.  گوناگوني 

تعمير، طبيعي است:
۱. مانعي را كه دو نسخه از مجهول را از هم جدا كرده بيابيد؛

۲. مانع را برداريد يا مجهول را اطراف آن حركت دهيد؛
۳. اين كار را تكرار كنيد تا تعمير كامل شود.

خوشبختانه، روش بالا اغلب شكست مي خورد، زيرا در آن صورت، 
رياضي جالب تر است.

مزايا 

يك مزيت مهم در آموزش روش حل معادله علاوه بر اين مزيت 
آشكار كه دانش آموزان مي توانند با آن، معادلات پيچيده و مشكل 
را حل كنند، وجود دارد. ايدة «انجام كاري» روي مجهول، مفهوم 
شهودي تابع است. يعني دانش آموزان بدون آن كه تابع را بدانند، آن 
را ياد مي گيرند. به طور مشخص، ايدة «معكوس عمل انجام شده»، 
مقدمه اي براي مفهوم معكوس تابع (تابع معكوس به) است. بعد از 
آن كه دانش آموز، بر روش بازكردن مسلط شد، آمادگي يادگرفتن 
اين حقيقت سردرگم كننده را دارد كه بعضي اعمال، داراي چندين 
x جذر مي گيريم  =2 9 معكوس پاره اي هستند. بنابراين، وقتي كه از 

. x = ±3 (لاية آخري را باز مي كنيم)، بايد بنويسيم 
من اين روشِ تدريس حل معادله را طي چندين سال تدريس 
تدوين كردم و آن را بسيار اثربخش يافتم. البته با وقت كافي، براي 
آموزش آن سرمايه گذاري كردم و با تمرين، دور بازكردن، در وجود 

دانش آموزان نهادينه شده است.
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