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حل معادلة

احمد قندهارى

f(x)=0

ــراي هر عبارت از f(x) قابل  ــة f(x)=0 در حالت كلي و ب معادل
حل نيست و فقط در حالت هاي خاص مي توان آن را حل كرد، ولي 
ــه ها را مشخص مي كند  راه هايي وجود دارد كه مقدار تقريبي ريش
ــاب نياز داريم. قبل از ورود به اين مبحث،  و معمولاً به ماشين حس

قضية زير را يادآور مي شويم.

قضية بولتزانو
ــته و f(a) و f(b) مختلف العلامه  اگر تابع f در بازة [a,b] پيوس
باشند، آن گاه معادلةf(x)=0 در بازة (a,b) يك ريشة حقيقي دارد.

حال به ادامة بحث مي پردازيم: 

ــة f(x)=0 به كمك  ــه هاي معادل روش اول: تعيين تعداد ريش
نمودار عبارت f(x) را به صورت f(x)=g(x)-h(x) مي نويسيم، سپس 
ــم مي كنيم. تعداد نقاط تقاطع دو  ــاي دو تابع g و h را رس نموداره

منحني g و h برابر تعداد ريشه هاي معادلة f(x)=0 است.
x را بيابيد. Arc tan x − =2 1 مثال 1: تعداد ريشه هاي معادلة 0

ــلماً در  . مس f (x) x Arc tan x= −2 ــم 1 ــرض مي كني حـل: ف
 x2 ــر ــاوي را ب ــرف تس x دو ط ≠ 0 ، x Arc tan x − =2 1 ــة 0 معادل

تقسيم مي كنيم
x Arc tan x − =2 1 0 Arc tan x

x
⇒ − =2

1 0

h(x) باشند. 
x

= 2
1 g(x) و  Arc tan x= حال فرض مي كنيم 

نمودارهاي دو تابع g و h را رسم مي كنيم.

ــاي دو تابع g و h در  ــود نموداره ــوري كه ملاحظه مي ش به ط
ــة  x يك ريش Arc tan x − =2 1 يك نقطه متقاطع اند، پس معادلة 0

حقيقي دارد.
x را بيابيد و  x+ − =6 1 ــة 0 ــه هاي معادل مثـال 2: تعداد ريش

ريشة مثبت آن را با تقريب محاسبه كنيد.
حل: 

f (x) x x x ( x)= + − = − − =2 61 1 0

g(x) حال  x= 6 h(x) و  x= −1 ــس  f پ (x) g(x) h(x)= −

-1 1

π
2

π
2

-
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و عمل را به همين ترتيب ادامه مي دهيم. با توجه به گرد كردن 
عدد، به ريشة معادله نزديك مي شويم.

) قرار دارد،  , )0 1 x را كه بين  x+ − =3 1 ــة معادله 0 مثال: ريش
بيابيد.

 f (x) x x= + −3 حل: فرض مي كنيم 1
f ( )

f ( ).f ( ) x
f ( )

= −⎧
⇒ < ⇒ < <⎨ =⎩

0 1 0 1 0 0 11 1
+

=
0 1 1

2 2
را در نظر مي گيريم:  ( , )0 1 حال وسط بازة 

f ( ) / , f ( )

f ( ).f ( ) x

= + − = =

⇒ < ⇒ < <

1 1 1 1 0 375 1 12 8 2
1 11 0 12 2

+
=

1 1 32
2 4 را در نظر مي گيريم:  ( , )1 12

حال وسط بازة 

f ( ) / , f (= + − =
3 27 3 11 0 1724 64 4 2) /

f ( ).f ( ) x

= −

⇒ < ⇒ < <

0 375

1 3 1 302 4 2 4

+
=

1 3
52 4

2 8
) را در نظر مي گيريم:  , )1 3

2 4
اينك وسط بازة 

f ( ) / , f ( ) /= + − = − =
5 125 5 31 0 13 0 178 512 8 4

f ( ).f ( ) x⇒ < ⇒ < <
3 5 5 304 8 8                                   با توجه به گرد كردن اعداد 4

/ x / / x⇒ < < ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ < <0 62 0 75 0 6 07

روش سوم: روش نيوتن 
اين دانشمند بزرگ حدود 400 سال پيش، روش بسيار كارايي 

براي حل معادلة f(x)=0 ارائه داده است.
ــرض كنيد مي خواهيم معادلة f(x)=0 را حل كنيم. ابتدا تابع  ف
 f ــرض مي كنيم نمودار تابع ــم مي كنيم. ف با ضابطة y=f(x) را رس
ــت. مي خواهيم طول نقطة  محور xها را در نقطة M قطع كرده اس

M را بيابيم.
در نزديكي هاي نقطة M روي محور xها، x1 را در نظر مي گيريم. 
به وسيلة رابطه موازي محور yها به نقطة A روي منحني f مي رسيم. 

در نقطة A مماس بر منحني f را رسم مي كنيم.

-1 1

M

نمودارهاي g و h را رسم مي كنيم.

x دو  x+ − =6 1 ــان مي دهد، معادلة 0 ــوري كه نمودار نش به ط
ريشة حقيقي مختلف العلامه دارد.

ــة مثبت معادلة f(x)=0 يعني xM حدود  به نظر مي آيد كه ريش
0/6 باشد.

f ( / ) /
f ( / ).f ( / )

f ( / ) /
= −⎧

⇒⎨ =⎩

0 6 0 184 0 6 0 70 7 0 043

ــه بين 0/6 و 0/7  بنا به قضية بولتزانو معادلة f(x)=0 يك ريش
. M/ x /< <0 6 0 دارد، يعني 7

روش دوم. روش نصف كردن
ــة حقيقي معادلة f(x)=0 را كه در  فرض كنيد مي خواهيم ريش
ــته  بازة [a,b] قرار دارد، بيابيم. با فرض اين كه f در بازة [a,b] پيوس

باشد بنا به قضية بولتزانو داريم: 
f (a).f (b) < ⇒0 ريشة معادلة f(x)=0 بين a و b هست   

a را c1 فرض مي كنيم  b+
2

حال 

، آن گاه ريشة معادله  بين a و c1 است. f (a).f (c ) <1 الف) اگر 0
، آن گاه ريشة معادله بين c1 و b است. f (c ).f (b) <1 ب) اگر 0

ــد،  ــت باش ــة كار فرض مي كنيم حالت «الف» درس ــراي ادام ب
 c2 را a c+ 1

2
ــت. حال  ــة معادلة f(x)=0 بين c1 و a اس يعني ريش

مي ناميم.

، آن گاه ريشة معادله بين a و c2 است. f (a).f (c ) <2 ج) اگر 0
، آن گاه ريشة معادله بين c1 و c2 است. f (c ).f (c ) <2 1 د) اگر 0

a  c1

b

a

 c2 c1
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معادلة اين خط مماس چنين است 
y f (x ) f (x )(x x )′− = −1 1 1

 x2 ها راx ــور ــع اين خط مماس بر مح ــال طول نقطة تقاط ح
مي ناميم: 

f (x )
y f (x ) f (x )(x x ) x x

f (x )
′= ⇒ − = − ⇒ = −

′
1

1 1 2 1 2 1
1

0 0

حال از x2 رابطي موازي محور yها رسم مي كنيم تا نمودار تابع 
ــد. معادلة خط مماس بر منحني تابع f را  ــة B قطع كن f را در نقط
ــيم. فرض مي كنيم اين خط مماس  در نقطة B به طول x2 مي نويس
محور xها را در نقطه اي به طول x3 قطع كند. اين عمل را هر چند 
ــة معادلة f(x)=0 يعني  ــد مي توان ادامه داد. ريش ــار كه لازم باش ب

طول نقطة M با تقريب بسيار قابل قبولي محاسبه مي شود.
فرمول كلي روش نيوتن چنين است: 

n nx x+ = −1
n

n

f (x )
f (x )′

x را محاسبه  − =2 7 ــة مثبت معادلة 0 مثـال: مي خواهيم ريش
7 را محاسبه كنيم). كنيم (در واقع مي خواهيم مقدار 

 f (x) x= −2 7 f و  (x) x′ = 2 حل:  
n

n n
n

f (x )
x x

f (x )+ = −
′1 x1 را 2 فرض مي كنيم؛ داريم:         

f (x ) f ( )x ; x x / x
f (x ) f ( )

−
= = − = − = − = =

′ ′
1

1 2 1 2
1

2 32 2 2 2 752 4

f (x ) f ( / ) /x x / / / x
f (x ) f ( / ) /

= − = − = − = =
′ ′

2
3 2 3

2

2 75 0 56252 75 2 75 2 6472 75 5 5

f (x ) f ( / )x x / /
f (x ) f ( / )

= − = − =
′ ′

3
4 3

3

2 6472 647 2 645752 647

ــبه كنيم، خواهيم داشت:  7 را محاس ــين حساب  اگر با ماش
7=/ ملاحظه مي كنيد كه روش نيوتن چه قدر به  2 645751311

مقدار واقعي نزديك است.
ــه ريشة  x س x− + =3 23 1 ــان دهيد كه معادلة 0 مسـئله: نش

حقيقي متمايز دارد.
 f (x) x x= − +3 23 حل: فرض مي كنيم 1

f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )= = − − = − = − =0 1 1 1 1 3 2 3 3 1

f ( ).f ( ) x− < ⇒ − < <11 0 0 1 0
f ( ).f ( ) x< ⇒ < <20 1 0 0 1

f ( ).f ( ) x< ⇒ < <32 3 0 2 3
f سه ريشة حقيقي متمايز دارد. (x) x x= − +3 23 پس معادلة 1

A

B

M

x
3

x
2

x
1

گفت وگوى دو مسافر
در كشورهايى از خاورميانه، دو نفر هر چند ناآشنا باشند 
و براى نخسـتين بار باشـد كه به هم رسـيده اند، پرس وجو 
كـردن آن ها از كار و بـار يكديگر و از تعـداد فرزندانى كه 

دارند و از كارهاى آن ها، يك امر عادي است.
دو تن، كه آن ها را الف و ب مي ناميم، در يك مسـافرت 
با اتوبوس كنار هم جاي گرفته بودند. پس از احوالپرسـي و 
خوش  و بش كردن، الف از ب مي پرسد كه چند فرزند دارد. 
ب پاسـخ مي دهد كه سـه فرزند، به نام هـاي رضا، احمد و 
حميد، كه يكي از آن ها 20 سال، ديگري بيشتر از 20 سال و 
آن ديگري كمتر از 20 سال دارد. ب مي گويد: لابد رضا پسر 

بزرگتر و حميد پسر كوچكتر است؟
الف پاسخ مي دهد: 

ـ نه. اگر فرض كنيد رضا 20 سـاله اسـت، نتيجه اش آن 
خواهد شـد كه احمد پسـر بزرگتر اسـت. اگـر فرض كنيد 
رضا پسر بزرگتر اسـت، نتيجه اش آن خواهد شد كه احمد 
پسر كوچكتر اسـت، اگر فرض كنيد احمد 20 ساله نيست، 
نتيجـه اش آن خواهد شـد كه حميد پسـر بزرگتر اسـت. 
اين سـه فرض را كه با هم بسـنجيد، مي توانيـد دريابيد از 
فرزندانم كدام پسـر بزرگتر، كدام پسر كوچكتر و كدام 20 

ساله است!
پاسخ در صفحه 37
برگرفته از كتاب داستانواره هاي رياضي/ ترجمة عبدالحسين 
مصحفي/ انتشارات مدرسه 

تفريح انديشه


