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ــم،  ــت امانت دارى را كرده باش ــه به طور كامل رعاي براى آن ك
ــوم كه منبع اصلى اين مقاله، مسئله اى است كه  ابتدا يادآور مى ش
ــتين بار در مسابقة رياضى نيومكزيكو (دور نهايى سال 2002)  نخس
ــئلة  ــده بود. صورت اين مس ــتان طرح ش براى دانش آموزان دبيرس

بسيار زيبا و شگفت انگيز چنين است:
ــامل يك جدول 4×4 از كليدها  يك گاوصندوق با يك قفل ش
داده شده است. هريك از اين 16 كليد مى توانند در يكى از دو وضع 
(حالت) افقى يا قائم باشند. براى باز شدن گاوصندوق، همة كليدها 
بايد در وضعيت قائم (عمودى) قرار بگيرند. وقتى شما يك كليد را 

مسئله هاى باز كردن گاوصندوق
ترجمه و تأليف: هوشنگ شرقى

ــطر يا ستون اين كليد قرار  مى چرخانيد، همة كليدهايى كه در س
ــته باشند، مى چرخند و تغيير حالت مى دهند و شما مى توانيد  داش

يك كليد را هر چند بار كه بخواهيد بچرخانيد.
ــده  ــكل 1 در زير براى اين كليدها داده ش الف) اگر وضعيت ش
ــد، حداقل تعداد كليدهايى كه براى باز شدن گاوصندوق بايد  باش

چرخانده شوند چندتاست؟ چه كليدهايى بايد بچرخند؟
ــار كليد  ــدن حداكثر 2002 ب ــاز به چرخان ــما مج ب) اگر ش
باشيد، بزرگ ترين صفحه كليد n ×2 n 2 يك گاوصندوق كه هميشه 

مى توانيد آن را باز كنيد، كدام است؟



13
دوره ي بيستم/ شماره ي4

    تابستان1390
متوسطه

ــه جوابگو نيست و بايد راه حلى كلى  ــلماً اين راه حل هميش مس
ــئلة  ــخ گويى به اين مس ــئله پيدا كنيم. هدف از پاس براى اين مس

خاص، همان گونه كه ذكر شد، ورود به مسئله است.
* * *

روشن است كه اگر يك كليد را دو بار در جاى خود بچرخانيم به 
وضع اولية خود بازمى گردد. بنابراين چرخاندن يك كليد به تعداد زوج 
بار معادل با نچرخاندن آن است و چرخاندن آن به تعداد فرد بار، معادل 
يك بار چرخاندن آن است. هم چنين بديهى است كه ترتيب چرخاندن 

كليدها در يك رشته چرخش كليدها به دنبال هم بى تأثير است.
ــش bk و چرخش kb يك  ــراى مثال در اين مورد، چرخ (يعنى ب
نتيجه مى دهند يا چرخش هاى abc و cba و bac و... يك نتيجه دارد).

حال به مسئلة خودمان برگرديم. اگر مى توانستيم يك كليد را 
ــطر و ستون  بچرخانيم و اين چرخش هيچ يك از كليدهاى ديگر س
آن كليد را (به جز خودش) تغيير حالت ندهند، كار تمام بود، يعنى 

همة كليدهاى افقى را عمودى مى كرديم و كار تمام مى شد!
ــئلة ما همين است. چه مكانيزمى وجود دارد كه براساس  اما مس
آن بتوان فقط يك كليد را تغيير حالت داد؟ راه حل مسئله اين است 
ــتون را بچرخانيم. چرا  ــة كليدهاى موجود در آن رديف و س كه هم
ــان نگاه كنيم. اگر  ــان صفحه كليد 4×4 خودم ــت؟ به هم چنين اس
ــتون a را بچرخانيم، كليد a هفت بار  ــطر و س كليدهاى مربوط به س
ــش بار ديگر به طور خودكار و  ــت و ش مى چرخد (يك بار با لمس دس
ــش كليد موجود در سطر و ستون آن). كليدهاى  هنگام چرخش ش

ديگر اين رشته چه طور؟
ــت كه هريك از آن ها چهار بار مى چرخند (يك بار با  روشن اس
ــه بار ديگر با چرخش سه كليد ديگر كه در سطر  ــت و س لمس دس

يك ستون مربوط به آن ها مى چرخند).
ــته كليدها (abcdeim) جاى  ــه در اين رش ــا بقية 9 كليد ك ام
ندارند چه طور؟ هريك از آن ها در تقاطع يك سطر و يك ستون از 
كليدهاى اين رشته قرار دارند. (براى مثال، كليد j در تقاطع سطر 
كليد i و ستون كليد ما است) پس با چرخش اين دو كليد آن ها هم 
دو بار مى چرخند، پس هريك از اين 9 كليد در اين فرايند دو بار 

سعى كنيد پيش از حل مسئله به شرايط گفته شده خوب فكر 
كنيد و به ويژه به اين موضوع توجه كنيد كه با چرخش هر كليد، شش

ــت بزنيد، مى چرخند و تغيير   كليد ديگر بدون اين كه به آن ها دس
حالت مى دهند و هر كليد فقط در يكى از دو وضع عمودى يا افقى 
مى تواند قرار بگيرد. به اين صفحه كليد به مانند يك ماتريس مربعى 
4×4 نگاه كنيد. براى مثال اگر كليد واقع در سطر دوم و ستون سوم 
ــى، آن را به حالت عمودى تغيير حالت  ــد و از حالت افق را بچرخاني
دهيد، همة سه كليد ديگر در سطر دوم و نيز كليدهاى ستون سوم، 
ــد و از افقى به قائم يا برعكس تغيير مى كنند.  تغيير حالت مى دهن
ــود و  ــكل مى ش ــس با اين توضيح مى بينيد كه كار ما قدرى مش پ

عمودى كردن همة كليدها كارى آسان نيست. قدرى فكر كنيد.
* *  *

ــئله را بدهيم؟ (ديگر چه  ــروع چه طور است پاسخ مس براى ش
ــوخى گفتم. حتماً  ــد؟!! ـ البته اين را محض ش ــزى باقى مى مان چي
ــت واقعى پيش از آن كه  ــه يك دانش پژوه و دانش دوس مى دانيد ك
به دنبال پاسخ مسئله يا حتى راه حل آن باشد، به دنبال ايدة مسئله 
است تا اگر صورت مسئله تغيير كرد باز هم بتواند آن را حل كند و 
به پاسخ برسد. علاوه بر آن، قسمت «ب» مسئله هم هست و پاسخ 
ــف ايدة كامل مسئله است. درواقع مى خواهيم با  به آن نيازمند كش

دادن پاسخ مسئله وارد مسئله شويم
مطابق دياگرام زير كليدها را نام گذارى مى كنيم: a و b و c و... 
ــئله را مى توانيد در زير ببينيد. كافى است دو كليد  و p. جواب مس

b و k را به دنبال هم بچرخانيم.
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ــت، ولى بدون آن هم مى توانيم  ــتن آن كار دشوارى نيس البته نوش
پاسخ اين سؤال را بدهيم. كافى است توجه كنيم كه مثلاً كليد a در 
ــتون چند كليد افقى قرار دارد (و براى تغيير حالت آن ها  سطر يا س
ــود). با كمى دقت درمى يابيم كه براى تغيير حالت  بايد چرخانده ش
ــود، پس در  ــى a و b و d و i، بايد كليد a چرخانده ش ــاى افق كليده
 5 ،b 4 بار ظاهر مى شود و به همين ترتيب كليد ،a رشتة فوق كليد

بار و كليد c 6 بار و كليد d، 4 بار و... به شكل هاى زير توجه كنيد:

ــر مربع جدول بالا معرف تعداد چرخش هاى  عددهاى داخل ه
هريك از كليدها و مجموع اين عددها مساوى 70 است.

با توجه به عددهاى فوق، بديهى است كه چرخش هاى زوج بى تأثيرند 
 ،d ،c ،a و چرخش هاى فرد نيز معادل يك بار چرخش اند. پس كليدهاى
o ،n ،m ،l ،j ،i ،h ،g ،f ،e و p هيچ نقشى در فرايند باز شدن گاوصندوق 
ندارند و لذا فقط كافى است كليدهاى b و k را بچرخانيم تا همين نتيجه 
عايد ما شود! (زيرا كليدهاى b و k هريك پنج بار چرخيده اند كه معادل 
با يك بار چرخش آن هاست). پس با اين فرايند همة كليدهاى افقى به 
كليدهاى عمودى تغيير حالت مى دهند و كار تمام است. بنابراين، ايدة 

ــد، همة كليدها (به غير از a) كه  بنابراين، مطابق آن چه گفته ش
 a ــود برمى گردند و فقط كليد ــار مى چرخند به وضع اولية خ زوج ب
تغيير حالت مى دهد. اكنون يك راه حل ساده پيدا شده است. براى 
چرخاندن هر كليد بدون آن كه كليدهاى ديگر بچرخند، كافى است 
ــتون آن كليد و خود آن كليد  ــطر و س همة كليدهاى موجود در س
(يعنى هفت كليد) را به دنبال هم (به ترتيب دلخواه) چرخاند. نتيجة 
ــد از حالت عمودى به  ــد، چرخش همان يك كلي ــى اين فراين نهاي
ــت و ساير كليدها تغيير وضع نمى دهند. پس  افقى (يا برعكس) اس
كافى است همة كليدهاى افقى را به اين ترتيب تغيير حالت دهيم 
و كار تمام مى شود. اما در اين روش براى حل مسئلة «الف»، نياز به 
هفتاد بار چرخاندن كليدها داريم! (براى تغيير حالت هر كليد افقى 
نياز به چرخاندن هفت كليد داريم و چون ده كليد افقى داريم، پس 

به هفتاد بار چرخش كليد نياز داريم).
ــد. اما چگونه مى توانيم  ــئلة ما را حل مى كن ولى به هرحال مس

تعداد چرخش هاى كليدها را تقليل دهيم؟
ــئلة اصلى خودمان نگاه كنيم. ديديم  بياييم يك بار ديگر به مس
ــار كليدها را با  ــت ده كليد افقى، بايد هفتاد ب ــه براى تغيير حال ك
لمس بچرخانيم. (توجه كنيد كه اين غير از چرخش هاى خودبه خود 
كليدها در اثر چرخش كليدهاى ديگر است) رشتة شامل اى هفتاد 
بار چرخش را در نظر بگيريد. مثلاً براى تغيير حالت كليد a، رشتة 
ــامل  ــد بچرخانيم و... اين دنبالة هفتاد جمله اى ش abcdeim را باي

چند حرف a است؟ چند حرف b؟ و...
آيا براى پاسخ به اين سؤال بايد همة اين هفتاد جمله را نوشت؟ 
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كلى زير مى تواند به حل مسئله در حالت كلى بينجامد:
«براى هر كليد، عدد H، يعنى مجموع تعداد كليدهاى افقى موجود 
در سطر و ستون آن كليد را (با احتساب خود آن) محاسبه مى كنيم، 
اگر H فرد باشد، كليد را مى چرخانيم و اگر H زوج باشد، بدون چرخش 
از آن كليد عبور مى كنيم.» با نگاهى به شكل 5 درمى يابيم كه بايد (و 

كافى است) كليدهاى b و k چرخانده شوند تا گاوصندوق باز شود.
ــردن گاوصندوقى كه  ــال به عنوان تمرين بگوييد براى باز ك ح
ــد كليد (و كدام  ــت، حداقل چن ــه كليد آن به صورت زير اس صفح
كليدها) را بايد چرخاند و سپس فرايند باز شدن گاوصندوق را نيز 

با رسم شكل نشان دهيد:

* * *
ــمت دوم مسئله است. براى اين  ــخ گويى به قس اكنون نوبت پاس
منظور اندكى نظريه سازى لازم است. فرض كنيد H تعداد كليدهاى 
ــطر و ستون هر كليد باشد. دو اصل زير را در نظر  افقى موجود در س

بگيريد:
1. براى باز شدن گاوصندوق بايد H براى هر كليد عمودى زوج 

باشد (و درنهايت به صفر برسد).
 (H  يعنى زوج يا فرد بودن) H ــا راه براى تغيير زوجيت 2. تنه
ــت و چرخاندن كليدهاى  براى هر كليد، چرخاندن همان كليد اس

ديگر هيچ تأثيرى در زوجيت H كليد مزبور ندارد.
ــتى گزارة اول را به آسانى مى پذيريد، اما در  گمان مى كنم درس
مورد گزارة دوم كمى توضيح مى دهيم. مفهوم اين گزاره آن است كه 
ــدن هريك از كليدها به غير از كليد اصلى، زوج يا فرد بودن  چرخان
ــتون آن كليد را تغيير نمى دهد.  ــطر و س تعداد كليدهاى افقى و س
ــوع دو حالت را در نظر مى گيريم. يكى اين كه  براى اثبات اين موض
كليد چرخانده شده متعلق به سطر يا ستون همان كليد باشد و ديگر 
اين كه در اين سطر و ستون نباشد. در حالت اول واضح است كه اگر 
صفحه كليدها n ×2 n 2 باشد، چرخاندن اين كليد وضع همة كليدهاى 
ــتون) كليد اصلى را عوض مى كند، پس هر  ــطر (يا س موجود در س
كليدى را كه افقى باشد، عمودى و هر كليد عمودى را افقى مى كند. 
لذا اگر يك كليد افقى را كم كند، در مقابل يك كليد عمودى را نيز 
ــوض نمى كند. اما اگر اين كليد  ــى مى كند، پس زوجيت H را ع افق

در هيچ سطر و هيچ ستون مربوط به كليد اصلى نباشد، يك سطر و 
ــتون ديگر را عوض مى كند. محل تقاطع اين سطر و ستون را  يك س
با سطر و ستون كليد اصلى در نظر بگيريد كه دو كليد است (شكل 
6 را ببينيد). هر دو اين كليدها تغيير حالت پيدا مى كنند، پس يا دو 
ــتون كليد اصلى افقى مى شوند، يا هر دو عمودى  ــطر و س كليد از س
ــود و ديگرى از  ــد يا اين كه يكى از افقى ها عمودى مى ش خواهند ش
 H عمودى به افقى تغيير حالت مى دهد. پس در هر صورت، زوجيت

عوض نمى شود.
ــتون مربوط  ــطر و س (با چرخاندن كليد k، كليدهاى m و n از س
به كليد t تغيير حالت مى دهند و بنابراين زوجيت H مربوط به كليد 

t عوض نمى شود).

ــبتاً طولانى آن است كه اگر يك صفحه كليد  نتيجة اين بحث نس
n ×2 n 2 داشته باشيم، حداكثر چرخش هاى لازم براى تغيير حالت همة 
كليدها به حالت عمودى آن است كه ناچار به تغيير حالت همة كليدها 
شويم (و اين در صورتى است كه H براى همة كليدها فرد باشد) و اگر 
ناچار به حداكثر 2002 بار چرخش كليدها باشيم، نتيجه مى گيريم كه:
n n≤ ⇒ ≤24 2002 2 44

يعنى بزرگ ترين صفحه كليد گاوصندوقى كه همواره بازشدنى 
است، يك صفحه كليد 44×44 است.

ــم كمى ديگر حوصله  ــت، اما مى خواهي تا اين جا بحث تمام اس
كنيد! و به دو سؤال ديگر من هم فكر كنيد.

سؤال اول اين كه اين بحث به كدام يك از شاخه هاى دانشى (رياضى 
ــناخته ايد مربوط مى شود؟ در حل آن به كدام يك از  كه تا به حال ش

اصول و قضاياى رياضى كه قبلاً ديده ايد اتكا شده است؟)
و سؤال دوم كه با خود بحث بيش تر ارتباط دارد، اين است كه در 
ــطرها و ستون هاى اين  تمام اين بحث فرض ما بر اين بود كه تعداد س
ــت. آيا اين نتايج وقتى كه تعداد سطرها و  صفحه كليد عددى زوج اس
ستون ها عددى فرد باشد، باز هم صادق اند؟ مثال بزنيد و نتيجه گيرى 
كنيد. اگر اين نتايج در آن جا برقرار نيستند، راه حل مسئله در آن حال 
ــت؟ اگر صفحه كليد مربعى نباشد، چه طور؟ به اين موضوع فكر  چيس
كنيد و اگر نتايج قابل عرضه اى به دست آورديد ما را هم باخبر كنيد. از 

همين حالا شروع كنيد! مطمئن باشيد تلاش بيهوده اى نيست.
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