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آقـای انديشـه که معلم رياضيات اسـت هميشـه سـعی می‌کند رياضيـات را با 
زندگـی روزمـره پيونـد بدهـد. او درس رياضی را اين‌طور شـروع کرد:

آقـای انديشـه: اگرچه مفهـوم مجموعه يـک مفهوم رياضی اسـت و اعضای آن 
بايـد موجـودات رياضـی باشـند، اما اصـل آن از مفهـوم گردايه‌ای از اشـيا آمده 
اسـت. مـا عددهـای طبيعی را از عددهـای کوچک که از نـوزادی در مغز ما از قبل 
کاشـته شـده‌اند، به کمک استعارۀ گردايه می‌سازيم. اسـتعارۀ گردايه می‌گويد: 
عددهـا ماننـد گردايه‌ها رفتار می‌کنند. مثلًا شـکلات‌های يک ظـرف را می‌توان 
روی شـکلات‌های يـک ظرف ديگر ريخت و اين مانند جمـع عددها رفتار می‌کند. 
يـا قسـمتی از شـکلات‌های يک ظرف را می‌تـوان در يک ظرف خالـی ريخت و اين 
ماننـد عمل تفريق رفتار می‌کند. بعدها مفهوم عدد شمارشـی و مفهوم گردايه 

در رياضيات تعميـم پيدا می‌کنند.

مفهـوم مجموعـه از مجردسـازی مفهـوم 
گردايه به‌دسـت می‌آيـد. می‌خواهم کمی از 
اين استعاره کمک بگيرم تا مفهوم مجموعه 
را تعميـم دهـم. مثلًا فرض کنيـد يک ظرف 
ميوه داريم که در آن تعدادی سـيب، پرتقال، 
گلابی و ميوه‌های ديگر هست. من می‌توانم 
به‌جای اينکه تعداد همۀ ميوه‌ها را بشمارم 
و مجموعـۀ همـۀ ميوه‌ها را درنظـر بگيرم، 
بگويـم در ايـن مجموعـه چند سـيب، چند 
ميوه و چند گلابی هسـت. اگر اين مفهوم را 
رياضی کنيم، مانند آن است که برای اعضای 
يک مجموعه تکرّر درنظر بگيريم؛ يعنی اجازه 

دهيم اعضای مجموعه تکرار شـوند.
برای بیان چنين مفهومـی از مجموعه، باید 
نمـادی معرفـی کنيـم. مثلًا مجموعۀ سـه 
} اگـر عـدد يـک تکرار  }, ,1 2 5 عـدد طبيعـی 
شـده باشـد مثاًل چهار بـار و عـدد دو تکرار 
نشـده باشـد و همـان يک‌بار درنظـر گرفته 
شـود و عدد پنـج دو بار آمده باشـد، به‌جای 
}، به‌طـور  }, , , , , ,1 1 1 1 2 5 5 اينکـه بنويسـیم: 
}. انديـس  }, ,4 1 21 2 5 خلاصـه می‌نويسـيم: 
پايين سـمت راست به معنی تعداد تکرار آن 
عضـو مجموعـه خواهد بود. تعـداد اعضای 
اين مجموعه هم طبيعتاً 2+1+۴ خواهد بود. 
حـالا تکليـف شـما اين اسـت کـه اجتماع 
و اشـتراک را بـرای چنيـن مجموعه‌هايـی 
تعريـف و خصوصيات آن‌ها را بررسـی کنيد. 
مفهوم‌هـای اجتماع و اشـتراکی که تعريف 
می‌کنيد باید توسـعۀ مفهوم‌هـای اجتماع 
و اشـتراک معمولـی مجموعه‌هـا باشـند. 
چـون اگر در مجموعه‌های بـا تکرر، هر عضو 
فقـط يک بار بيايد، همـان مفهوم مجموعۀ 

معمولـی به‌دسـت می‌آيد.
محمـود، حامـد و احمـد در يـک گـروه بـه 
هم‌فکـری بـرای حـل مسـئله پرداختنـد. 
محمـود ذهنـی بسـیار واگرا و خالق دارد و 
حامـد بسـيار دقيق و منطقی اسـت. احمد 
هم به جنبه‌های فلسـفی مسئله‌ها علاقه 
دارد. ايـن اسـت کـه اين سـه نفر هميشـه 
بـا هم بـه مسـئله‌ها فکـر می‌کننـد؛ چون 

مـــدرسه

مجموعه‌های وزن‌دار
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شـخصيت علمی یکديگـر را کامل می‌کنند.
محمـود: من اگـر بخواهم اجتمـاع دو ظرف 
میـوه را تعريف کنم، معلوم اسـت که چه‌کار 
بايـد بکنـم. آن‌ها را در يک ظـرف بزرگ‌تر روی 
هـم می‌ريـزم. تعـداد سـيب‌ها، پرتقال‌ها، 
گلابی‌هـا يـا هـر ميـوۀ ديگـری با هـم جمع 
می‌شـوند. يعنی تکرار اشـيا در يک مجموعه 
بـه تکرر همان شـئ در مجموعۀ ديگر اضافه 
می‌شـود. می‌توانـم از همـان نمـودار ون 

معروف اسـتفاده کنم.
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شکل ۱

حامد: صبر کن! صبر کن! اين‌طوری که شما 
نمودار را کشـيدی درست اسـت که اجتماع 
مفهوم‌سازی شده، اما اشتراک درست رسم 
نشده است. برای اجتماع مجموعه‌های A و 

B می‌توانيم شـکل ۲ را رسم کنيم.
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شکل ۲

اما برای اشـتراک آن‌ها شـکل می‌توانسـت 
به‌صورت شـکل ۳ باشـد.
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شکل ۳

به اين روش تعداد سـيب، پرتقال و گلابی در 
مجموعه‌هـای A و B همان قبلی اسـت، اما 

تعداد کل میوه‌ها کمتر شـده است.
A دارای ۱۶ ميوه بود،  B∪ در روش محمـود 
A فقط ۱۰ عضو دارد. در  B∪ اما در روش من 
A تهی بـود، اما در روش  B∩ روش محمـود 
A دارای شـش عضو اسـت. من که  B∩ من 
گيـج شـده ام. بر سـر دو راهی مانـده‌ام که 

کـدام روش را انتخاب کنم.
حامـد: اينجـا فلسـفه بايد کمک کنـد. بايد 
ديـد چـه انتظاراتی از يـک نظريـۀ اجتماع و 
اشـتراک داريـم. يک انتظـار مثاًل می‌تواند 
رابطـۀ زير باشـد )# يعنی تعـداد عضوهای 

يـک مجموعه(:

#(A B) #(A B) #A #B+ = +∪ ∩

محمـود: کمی فکـر کنيد! خواهيـد ديد که 
هـر دو مـدل در فرمول بالا صـدق می‌کنند.

در روش اول پـس از جای‌گـذاری خواهيـم 
داشت:

۱۶+۰=7+9
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زيرا:                                                                            

در روش دوم داریم:
۱۰ +۶=7+9
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که در آن:                                                              

پس حرف آخر را رابطۀ ديگری بايد بزند.
احمد: شـايد فکر فلسـفی ديگری راهگشـا 
باشـد. اگـر از محمـود بپرسـم آيـا در هر دو 
ظرف ميوۀ شـما سيب هسـت؟ چه جوابی 

می‌دهد؟
محمود: می‌گويم البته که هست.

احمـد: پـس حتمـاً بايـد تعدادی سـيب در 
اشـتراک باشـد. بـه هميـن روش تعدادی 
پرتقـال و تعدادی گلابی؛ چون در هر دو ظرف 

پرتقـال و گلابی هـم داريم.

محمـود: پـس تکليـف اشـتراک می‌شـود 
A می‌توان  B∩ اينکه حداکثر سـه سيب در 
داشـت. بگوييـم دقيقاً سـه سـيب، يعنی: 
. يعنـی کمينۀ تعداد سـيب‌ها  { }min ,3 4
در A و تعـداد سـيب‌ها در B. خـود همين را 
 A B∪ بـرای اجتمـاع و تعداد سـيب‌ها در 
می‌توان گفت. بيشـينۀ تعداد سـيب‌ها در 
 { }.max ,3 4 A و تعـداد سـيب‌ها در B يعنی: 
احتمـالًا ايـن نظريـۀ خوبـی باشـد چـون 
بـرای هـر دو عـدد طبيعـی a و b داريـم: 

. { } { }max a,b min a,b a b+ = +
امـا خيلـی وقت‌هـا تکـرار يـک شـیء در 
مجموعـه‌ای صفـر و در مجموعـۀ ديگـری 
غيرصفر است. البته هنوز فرمول بالا درست 
اسـت. حتـی بـرای a و b در عددهای صحيح 
هـم درسـت اسـت. آيا می تـوان برای اشـيا 
تکـرار منفـی هم قـرار داد؟ به‌نظـر که خوب 

کار می‌کنـد.
احمـد: به نظـر مـن هـم وزن‌هـای دلخواه 
مثبـت يا صفر يا منفی قابل قبول هسـتند؛ 
به شرطی که قيمتی را بپردازيم. اينکه تعداد 
سـيب‌ها منفـی باشـد می‌توانـد تعبيـری 
 B سه سيب و A داشـته باشـد. مثلًا بگوييم
A می‌شود:  B∪ پنج سـيب بدهکار اسـت و 

. { }max ,− − = −3 5 3
سـه سـيب بدهکار! پـس اگر تکـرر منفی را 
هم قبـول کنيـم و تعبيرش را ايـن بگيريم 
کـه مجموعه‌ای چـه تعدادی از چه اشـيایی 
بدهـکار اسـت، بـاز يـک نظریـۀ اجتمـاع و 
اشـتراک مقبول داريم. مثاًل رابطه‌های زير 

هم درسـت هسـتند:
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)

=
=

∩ ∪ ∩ ∪ ∩
∪ ∩ ∪ ∩ ∪

محمـود: حالا که وزن‌هـا را عددهای صحيح 
گرفتيـد، خـب یک‌دفعـه عددهـای گويـا يا 

حقيقـی را هم بگيريـد ديگر!
آقای انديشه: آفرین بر شما! به اين می‌گويند 
بازسـازی، بازفرمول‌بنـدی و بازنمايش. حالا 
بفرماييـد اجتمـاع و اشـتراک در این حالت 

کلی چگونه تعريف می‌شوند؟ 
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