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مسئله ي 7. چهار نقطه ي غيرهمخط C ،B ،A و D در يك صفحه 
داده شده اند. آيا نقطه اي در صفحه ي گذرنده بر اين چهار نقطه وجود 
ــد؟ در صورتي كه چنين  دارد كه از اين چهار نقطه به يك فاصله باش

نقطه اي وجود دارد، شرط وجودش چيست؟

الف) حل به روش هندسي 
پاره خط هاي  CD ،BC ،AB و DA را رسم مي كنيم، يعني در واقع 
ــود منصف هاي پاره خط هاي  ــازيم. عم چهار ضلعي ABCD را مي س
 d4 و d3 ،d2 ،d1  ــم مي كنيم و به ترتيب CD ،BC ،AB و DA را رس

مي ناميم. 

A

B

C

D

اشاره
به منظور استفاده 

دانش آموزان  ــتر  بيش
ــه، از چند  ــن مقال از اي

ــه حل  ــل ب ــماره ى قب ش
مسئله هاى هندسه در صفحه 

ــطحه) پرداختيم.  ــه ى مس (هندس
ــه ى اين مطالب را  ــماره ادام در اين ش

پى مى گيريم.

14
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در صورتي كه اين چهارخط همرس باشند، نقطه ي همرسي آن ها 
ــه ي C ،B ،A و D به يك فاصله  ــه آن را M مي ناميم از چهار نقط ك

است، يعني داريم: 
MA= MB= MC= MD

ــاي d3 ،d2 ،d1 و d4 هم رس اند؟ در  ــي خط ه ــه صورت ــا در چ ام
ــته ي رياضي و  ــال سوم دبيرستان رش ــه ي 2، كتاب درسي س هندس

فيزيك داريم: 
قضيه: در هر چهار ضلعي محاطي مجموع هر دو زاويه ي روبه رو 

180° است: 
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = °180

ــد در صورتي كه بر چهار  ــه: چهار ضلعي را محاطي مي نامن نكت

عكس قضيه: هر چهارضلعي كه مجموع دو زاويه ي روبه روي آن 
180° باشد، محاطي است، يعني دايره اي وجود دارد كه از چهار رأس 
ــه ي M، يعني محل برخورد  ــز اين دايره همان نقط ــذرد. مرك آن مي گ

(نقطه ي همرسي) خط هاي d3 ،d2 ،d1 و d4 است. 
ــي در كتاب هندسه ي 2 آمده  اثبات اين دو قضيه به روش هندس
ــت، بنابراين از اثبات آن صرف نظر مي كنيم. پس مي توانيم بگوييم  اس
شرط لازم و كافي براي آن كه چهارضلعي ABCD محاطي باشد، يا 
به عبارت ديگر نقطه اي مانند M وجود داشته باشد كه از چهار نقطه ي 
ــد (MA= MB= MC= MD) آن  ــه يك فاصله باش C ،B ،A و D ب
ــد، يا به بيان  180° باش ــت كه مجموع هر دو زاويه ي روبه روي آن اس

ديگر، هر دو زاويه ي روبه روي آن مكمل يكديگر باشند.
ــاقين از چهارضلعي هاي  ــتطيل و ذوزنقه ي متساوي الس مربع، مس
خاصي هستند كه اين ويژگي را دارند، يعني بر چهار رأس آن ها يك 
دايره مي گذرد. چرا؟ اما متوازي الاضلاع و لوزي از چهار ضلعي هاي 
خاصي هستند كه اين ويژگي را ندارند، يعني بر چهار رأس آن ها يك 

دايره نمي گذرد. چرا؟

ب) اثبات به روش جبري ـ مختصاتي 
ــر  ــده ب ــه ي گذرن ــم xoy را در صفح ــات قائ ــتگاه مختص دس
ــات اين  ــم و مختص ــر مي گيري ــه ي C ،B ،A و D در نظ ــار نقط چه
،A= (x1, y1) ــي را ــتگاه مختصات در حالت كل ــا در اين دس نقطه ه

ــاي  ــم. پاره خط ه C= (x3, y3)، B= (x2, y2) و D= (x4, y4) مي نامي

 ABCD را رسم مي كنيم (در واقع چهارضلعي DA و CD ،BC ،AB

ــته باشد  رأس آن يك دايره بگذرد، يعني نقطه اي مانند M وجود داش
ــد (اين نقطه را  ــار رأس آن چهارضلعي به يك فاصله باش ــه از چه ك
ــز دايره ي محيطي چهارضلعي مي نامند و آن را با M، يا O يا هر  مرك

حرف ديگري نشان مي دهند).
 ،d2 ،d1 را مي سازيم) و عمود منصف هاي اين پاره خط ها را به ترتيب
d3 و d4 مي ناميم. معادله ي اين عمودمنصف ها را مي نويسيم و همرس 

. ..
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ــم و آن گاه مختصات اين نقطه را  ــت مي آوري ــن خط ها را به دس از اي
ــه ي خط هاي ديگر قرار مي دهيم. اگر مختصات اين نقطه در  در معادل
ــند و اگر صدق  معادله ي خط هاي ديگر صدق كند، اين خط ها همرس

نكند، همرس نيستند.

بودن يا نبودن آن ها را بررسي مي كنيم.

 M ــند، نقطه اي مانند ــه اين چهار خط همرس باش در صورتي ك
ــت، يا  وجود دارد كه از چهار نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله اس
ــت و در صورتي كه  به عبارت ديگر، چهارضلعي ABCD محاطي اس
چهارخط d3 ،d2 ،d1 و d4 همرس نباشند، نقطه اي در صفحه ي گذرنده 
ــن چهار نقطه  ــه ي C ،B ،A و D وجود ندارد كه از اي ــار نقط ــر چه ب
ــر، چهارضلعي ABCD محاطي  ــد يا به بياني ديگ به يك فاصله باش

نيست.
ــاي d3 ،d2 ،d1 و d4 را  ــراي اين كه همرس بودن يا نبودن خط ه ب
كه همان عمودمنصف هاي پاره خط هاي CD ،BC ،AB و DA هستند 
بررسي كنيم، نخست معادله ي اين خط ها را مي نويسيم، سپس مختصات 
نقطه ي برخورد دو خط از اين چهار خط را به دست مي آوريم (با حل 
ــي)؛ آن گاه مختصات اين نقطه ي  ــتگاه دو معادله ي دو مجهول يك دس
برخورد را در معادله ي دو خط ديگر قرار مي دهيم. اگر مختصات اين 
ــت كه دو خط  نقطه در معادله ي دو خط ديگر صدق كند، بدان معناس
ــد، يعني چهارخط همرس اند و نقطه ي  ديگر هم از اين نقطه مي گذرن
ــت، يعني از  ــئله اس ــي آن ها كه آن را M مي ناميم، جواب مس همرس
ــت يا به عبارت ديگر،  چهار نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله اس

چهارضلعي ABCD است.
ــه ي دو خط ديگر  ــات اين نقطه در معادل ــي كه مختص در صورت
ــه اي در صفحه ي  ــي نقط ــدارد، يعن ــواب ن ــئله ج ــد مس ــدق نكن ص
ــار نقطه ي  ــه از چه ــدارد ك ــه وجود ن ــار نقط ــر اين چه ــده ب گذرن
ــر، چهارضلعي  ــا به بيان ديگ ــد ي ــه يك فاصله باش C ،B ،A و D ب

ABCD محاطي نيست.

ــي همرس بودن يا نبودن هر چندخط (3  نكته ي مهم: براي بررس
خط، 4 خط، 5 خط، 6 خط يا بيشتر) مي توانيم از روش بالا استفاده 
كنيم، يعني با داشتن معادله ي آن ها، مختصات نقطه ي برخورد دو خط 

از اين ويژگي براي بررسي محاطي بودن يا نبودن يك چند ضلعي 
ــه ي عمودمنصف هاي  ــم،  بدين ترتيب كه معادل ــتفاده كني مي توانيم اس
ضلع هاي آن را بنويسيم و همرس بودن يا نبودن آن ها را بررسي كنيم. 
اگر اين عمودمنصف ها همرس باشند، چندضلعي محاطي است و اگر 
همرس نباشند، چندضلعي محاطي نيست. محاطي بودن چندضلعي به 
معناي آن است كه در صفحه ي آن چندضلعي، نقطه اي وجود دارد كه 
از تمام رأس هاي آن چندضلعي به يك فاصله است و محاطي نبودن 

چندضلعي به معناي بودن چنين نقطه اي است.

مثال 1: ثابت كنيد كه در صفحه ي هر مستطيل نقطه اي وجود دارد 
ــت. به عبارت ديگر، دايره اي  ــه از چهار رأس آن به يك فاصله اس ك
ــتطيل مي گذرد يا به بيان ديگر،  وجود دارد كه بر چهار رأس يك مس

هر مستطيلي مي تواند در يك دايره محاط شود.

الف) اثبات به روش هندسي 
ــده در نظر مي گيريم، يعني فرض  ــئله را حل ش روش اول ـ مس
مي كنيم نقطه ي M جواب مسئله باشد، يعني نقطه اي باشد كه از چهار 

نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله است، يعني داشته باشيم: 
MA= MB= MC= MD

 ˆ ˆˆ ˆA B C D= = = = °90 با توجه به اين كه AB=CD و BC=AD و 
 MAD و MBC و هم چنين دو مثلث MCD و MAB ــت، دو مثلث اس

هم نهشت اند (به حالت ض ض ض) زيرا:
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x
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M
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MA MB MC MD= = = AB و  CD MAB MCD= ⇒ Δ Δ�

MA MB MC MD= = = BC و  AD MBC MAD= ⇒ Δ Δ�
 ، ˆ ˆM M=2 و 4 ˆ ˆM M=1 از هم نهشتي اين مثلث ها نتيجه مي شود كه 3
  M M+ = °1 22 2 360 ˆ است، پس  ˆ ˆ ˆM M M M+ + + = °1 2 3 4 360 اما 

ــتطيل ABCD را رسم  ــوم ـ قطرهاي AC و BD از مس روش س
مي كنيم و نقطه ي برخورد آن ها را M مي ناميم. چون قطرهاي مستطيل 

با هم مساوي اند و يكديگر را نصف مي كنند، پس داريم: 
MA= MB= MC= MD

 AMCــس پ  . ˆ ˆM M+ = °1 4 180 و   ˆ ˆM M+ = °1 2 180 ــه  نتيج در 
ــي AMC و BMD قطرهاي  ــتند، يعن ــت هس و BMD خط هاي راس
ــتند. بنابراين نقطه ي M وجود دارد و اين نقطه  مستطيل ABCD هس

محل برخورد قطرهاي AC و BC از مستطيل ABCD است. 
 ˆ ˆˆ ˆA B C D= = = = °90  ABCD روش دوم ـ چون در مستطيل
ــي هر دو  ــت، يعن ˆ اس ˆB D+ = °180 ˆ و  ˆA C+ = °180 ــس  ــت، پ اس
 ABCD ــتطيل ــه روي آن مكمل يكديگرند، بنابراين مس زاويه ي روب
ــت، يعني بر چهار رأس آن يك دايره مي گذرد. اگر مركز  محاطي اس
ــت  ــت، يعني نقطه اي اس ــئله اس اين دايره را M بناميم، M جواب مس
 MA= ــت، يعني داريم ــتطيل يك فاصله اس كه از چهار رأس اين مس

MB= MC= MD (اين دايره به قطر AC يا BD است). 

 ABCD ــتطيل ــه ي M محل برخورد قطرهاي مس ــن، نقط بنابراي
جواب مسئله است.

ــي  ــتطيل، يعن ــاي مس ــاي ضلع ه ــارم ـ عمودمنصف ه روش چه
عمودمنصف هاي پاره خط هاي CD ،BC ،AB و DA را رسم مي كنيم 
ــم. d1 و d3 بر هم منطق اند، زيرا  ــه ترتيب d3 ،d2 ،d1 و d4 مي نامي و ب
ــتطيل  ــط هاي ضلع هاي AB و CD از اين مس ــع خطي كه وس در واق
ــت، يعني  ــه هم وصل مي كند بر هر دو ضلع AB و CD عمود اس را ب
ــف CD؛ چرا؟ هم چنين  ــت و هم عمودمنص هم  عمودمنصف AB اس

خط هايd2 و d4 نيز برهم منطبق اند.
ــر نقطه ي برخوردd1 و d3 با خط هايd2 و d4 را M بناميم، اين  اگ

نقطه جواب مسئله است، يعني داريم: 
MA= MB= MC= MD
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زيرا: 
M d MA MB, M d MC MD∈ ⇒ = ∈ ⇒ =1 3

 M d MB MC, M∈ ⇒ = ∈
1 3

2 d MA MD⇒ =4

MA MB MC MD⇒ = = =

نكته: از اين كه M هم روي d1 و هم روي d3 است، به طور مستقيم 
مي توان نتيجه گرفت كه MA= MB= MC= MD است، زيرا:

M d MA MB, M d MC MD∈ ⇒ = ∈ ⇒ =1 3

MA MB MC MD⇒ = = =

ــع AB را E و  ــط ضل ــر وس ــئله: اگ ــل مس ــرا در ح ــخ چ پاس
ــط  ــم، خ ــل كني ــه F وص ــم و از E ب ــع CD را F بنامي ــط ضل وس
ــر از F به A و  ــت، زيرا اگ ــود اس ــع AB و CD عم ــر دو ضل EF ب

ــل  ــه دلي ــه ي ADF و BCF ب ــث قائم الزاوي ــم دو مثل ــل كني B وص
ــت اند  ــان هم نهش ــه زاويه هاي قائمه نش ــاي مجاور ب ــري ضلع ه براب
 FA= FB ــن  بنابراي  .( ˆD̂ C= = °90 و   FC= FD و   AD= BC)
ــت و چون  ــت، يعني نقطه ي F روي عمودمنصف پاره خط AB اس اس
ــم عمودمنصف  ــت، پس EF ه ــن عمودمنصف نقطه ي E اس ــاي اي پ
ــي ــت، يعن ــط CD اس ــف پاره خ ــم عمودمنص ــط AB و ه پاره خ
ــاي d2 و d4 كه به  ــابه، خط ه ــد. به دليل مش ــم منطبق ان d1 و d3 بره
ــتند. نيز، برهم  ــب عمودمنصف هاي پاره خط هاي BC و AD هس ترتي

منطبق اند.

ب) اثبات به روش جبري ـ مختصاتي
روش اول ـ اندازه ي ضلع هاي مستطيل ABCD را a و b در نظر 

 .BC = AD= d و AB= CD = a مي گيريم، يعني فرض مي كنيم
x را چنان اختيار مي كنيم كه محور xoy ــتگاه مختصات قائم دس

ها روي BC و محور yها روي BA باشد. رأس B را مبدأ مختصات 
. B ( , )= 0 0 در نظر مي گيريم،  يعني

 C (a, )= 0 D و  (a,b)=  ، A ( , b)= 0 ــتگاه مختصات  در اين دس
ــط قطر AC كه آن را M مي ناميم، محل برخورد قطرهاي  ــت. وس اس

آن است و داريم: 

A C
M

A C
M

x x a ax

y y b by

+ +
= = =

+ +
= = =

0
2 2 2

0
2 2 2

ــت  ــتطيل را به دس ــه ي M تا چهار رأس مس ــه ي نقط ــون فاصل اكن
مي آوريم.

 
a bMA ( ) (b ) a b= − + − = +2 2 2 210 2 2 2
a bMB ( ) ( ) a b= − + − = +2 2 2 210 02 2 2
a bMC (a ) ( ) a b= − + − = +2 2 2 2102 2 2
aMD (a )= − 2
2

b(b ) a b+ − = +2 2 21
2 2

MA MB MC MD a b⇒ = = = = +2 21
2

پس نقطه ي M جواب مسئله است. اين نقطه مركز تقارن مستطيل 
نيز هست كه همان نقطه ي برخورد قطرهاي مستطيل است. 

ــتطيل را a و b در نظر مي گيريم.  روش دوم ـ طول ضلع هاي مس
ــم مي كنيم و نقطه ي برخورد آن ها را M مي ناميم.  قطرهاي آن را رس
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ــم كه M مبدأ  ــم xMy را چنان اختيار مي كني ــتگاه مختصات قائ دس
مختصات، محور xها موازي راستاي AB و محور yها موازي راستاي 

a bA ( , )−
= 2 2

BC باشد. در اين دستگاه مختصات رأس هاي مستطيل 

a است. فاصله ي  bD ( , )+ +
= 2 2 a و  bC ( , )−

= 2 2
 ، a bB ( , )− −

= 2 2
 ،

نقطه ي M مبدأ مختصات و محل برخورد قطرهاي مستطيل از چهار نقطه ي
 C ،B ،A و D را به دست مي آوريم. داريم: 

a bMA ( ) ( ) a b= − + = +2 2 2 21
2 2 2
a bMB ( ) ( ) a b− −

= + = +2 2 2 21
2 2 2

a bMC ( ) ( ) a b+
= + = +2 2 2 21

2 2 2
a bMD ( ) ( ) a b+ +

= + = +2 2 2 21
2 2 2

MA MB MC MD a b⇒ = = = = +2 21
2

ــتطيل و جواب  ــه ي M محل برخورد قطرهاي مس ــن، نقط بنابراي
ــت كه از چهار رأس مستطيل به يك  ــت، يعني نقطه اي اس ــئله اس مس

فاصله خواهد بود.
نكته ي مهم: اين سؤال پيش مي آيد كه چرا در راه حل هاي جبري ـ 
مختصاتي ارائه شده، حدس زديم كه نقطه  ي برخورد قطرهاي مستطيل 
ــئله است و سپس درست بودن اين حدس را ثابت كرديم.  جواب مس
ــئله نشأت بگيرد، اما  ــي مس اين حدس زدن مي تواند از راه حل هندس
ــتقيماً مي توانيم مختصات نقطه ي جواب مسئله  بدون حدس زدن، مس
ــويم كه اين نقطه همان محل برخورد قطرهاي  را پيدا كنيم و متوجه ش
ــت. براي مثال در روش آخر راه حل جبري ـ مختصاتي  ــتطيل اس مس

a bA ( ,−
= 2 )2

ــتطيل ABCD به صورت كه مختصات رأس هاي مس
ــرض  ــت، ف a اس bD ( , )+ +

= 2 2
a و  bC ( , )−

= 2 2  ، a bB ( , )− −
= 2 2  ،

M باشد. يعني M نقطه اي باشد  ( , )= α β مي كنيم جواب مسئله نقطه ي 
كه از چهار رأس مستطيل به يك فاصله است. در اين صورت داريم: 

a bMA ( ) ( )= − −α + −β2 2
2 2

a bMB ( ) ( )− −
= −α + −β2 2

2 2  
 a bMC ( ) ( )−

= −α + −β2 2
2 2    

a bMD ( ) ( )+ +
= −α + −β2 2

2 2  MA MB MC MD MA MB MC MD= = = ⇒ = = =2 2 2 2  
a b a b( ) ( ) ( ) ( )− −

⇒ − −α + −β = −α + −β2 2 2 2
2 2 2 2

a ba b⇒ + α + α + + β − β
2 2

2 2
4 4

A

B

D

O

y

C

D
y4

y3

y1

y2

x1 x2 x3 x4

M.
x

=
a ba b+ α + α + + β + β

2 2
2 2

4 4
b ,b⇒ β = ≠ ⇒ β =2 0 0 0  (1)

a b a b( ) ( ) ( ) ( )−
−α + −β = −α + + −β2 2 2

2 2 2 2
a ,a⇒ α = ≠2 0 0

⇒α =0   (2)
. پس جواب مسئله، نقطه ي  M( , )0 0 ــود  از (1) و (2) نتيجه مي ش
M، محل برخورد قطرهاي مستطيل است كه در اين دستگاه مختصات 

به عنوان مبدأ مختصات انتخاب شده است.
ــه صورت دلخواه  ــتگاه مختصات قائم xoy را ب  ـاگر دس ــوم  روش س
B (x , y )= 2 2  ، A (x , y )= 1 1 انتخاب كنيم، مختصات رأس هاي مستطيل 

ــن صورت نيز  ــود. در اي ــد ب D خواه (x , y )= 4 4 C و  (x , y )= 3 3  ،
مي توانيم مختصات نقطه ي M جواب مسئله را همانند روش ارائه شده 
M جواب  ( , )= α β ــمت قبل به دست آوريم، يعني فرض كنيم  در قس
ــئله است و از رابطه هاي MA= MB= MC= MD اندازه هاي  اين مس

α و β را به دست آوريم. نتيجه ي كار چنين خواهد بود: 

x x y y
M ( , )

+ +
= 1 3 1 3

2 2
x يا  x y y

M ( , )
+ +

= 2 4 2 4
2 2

كه اين نقطه، محل برخورد قطرهاي مستطيل است.
نكته : چون نقطه ي M وسط قطر AC و وسط قطر BD نيز هست، 
 x x x x+ +

=1 3 2 4
2 2

و   y y y y+ +
=1 3 2 4

2 2
ــاوي هاي  تس ــس  پ

برقرارند.
ــات رأس هاي  ــب مختص ــي تعيين α و β برحس ــه: چگونگ توج
ــتطيل را براي ما بنويسيد و به نشاني مجله ارسال كنيد. به بهترين  مس

پاسخ ها جوايزي اهدا خواهد شد.                              
ادامه دارد




