
34
دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه

 دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى
عضو هيئت علمى گروه رياضى دانشگاه 

آزاد اسلامى، واحد تهران مركزى

34
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

0

2

-2

-2

2

0

0

-2

2 مقدمه
يكى از مباحث مهم در درس رياضيات دوره ى دبيرستان، موضوع 
ــم نمودار آن هاست. بسته ى نرم افزارى  توابع، اعمال روى توابع و رس
ــبات روى توابع را  ــت را دارد كه به راحتى محاس ــكا اين قابلي متمتي
انجام دهد و منحنى يك تابع در يك بازه ى مفروض را رسم كند. در 
ــمت چگونگى تعريف يك تابع و تعدادى از دستورالعمل هاى  اين قس
ــزارى متمتيكا با  ــته ى نرم اف ــم يك تابع در محيط بس رايج براى رس
ــاز هم يادآورى مى كنيم  ــوند. ب ارائه ى مثال هاى مختلف معرفى مى ش
 Shift+Enter ــد دكمه هاى ــتورالعمل ها باي براى اجراى هريك از دس

به طور هم زمان فشار داده شوند.

آشنايى با بسته ى نرم افزارى مَتِمَتيكا
Mathematica 

3
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معرفى توابع در متمتيكا
ــور تعريف  ــد. به منظ ــب متغير x باش ــرض كنيم f تابعى برحس ف
ــتفاده  ــع در متمتيكا يكى از دو صورت كلى زير اس ــه ى اين تاب ضابط

مى شود:
f [x-]=.....  يا  f [x-]:=.....

در طرف دوم تعريفى بايد مطرح شود كه مطابق آن مقدار تابع f در 
مقدار مفروض x محاسبه مى شود. گفتنى است كه xيك متغير ظاهرى 

است و مى تواند با هر متغير يا عبارت ديگرى جايگزين شود.
 f(x)=x  2 ــاى ــع f و g  با ضابطه ه ــال دو تاب ــن مث ــال 1: در اي مث
  g (-3) ، f  (3) ــر ــف و مقادي ــكا تعري ــط متمتي و g(x)=2x3 در محي
ــه ى  ــا ضابط ــع f  ب ــن تاب ــده اند. هم چني ــبه ش و f(1)+g  (-2)   محاس

f(a)=3a3+2a - 5 تعريف و مقدار f(2)+f( - 2) به دست آمده است.
f[x-]:=x^2
f[3]
9
g[x-]:=2x3

g[-3]
-54
f[1] + g[-2]
-15
f[a-]:=3a3+2a - 5
f[2] + f[-2]
-10
f تعريف  (x)=x2+x3 با ضابطه ى f ــال 2: در اين مثال ابتدا تابع مث
ــت و به دنبال آن f(ex) ،f(2x) ،f(2) و f(λ) مشخص شده اند.  شده اس

توجه كنيد كه ExP[x] به معناى ex است. 
f[x-]=x2+x3;

f[2]
12
f[2x]

4x2+8x3

f[Exp[x]]

e2x+e3x

f[λ]

λ2+λ3

ــكا قابل تعريف اند. براى اين كار  توابع چندضابطه اى نيز در متمتي
ــر منظور  ــورد نظر به صورت زي ــرط م ــع را به همراه ش ــه ى تاب ضابط

مى كنيم:
f[x-] : = شرط ;/ عبارت

در اين حالت حتماً بايد از نماد =  : استفاده كرد و پس از معرفى 
ضابطه ى تابع، شرط مورد نظر را بعد از نماد ;/ قرار دارد.

 x xf (x)
x x

⎧ ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

2 2
8 2 2

ــا ضابطه ى  ــر تابع f ب ــال 3: در زي مث
تعريف شده است:

f[x-]:=x2/;x≤2
f[x-]:=8 - 2x/;x>2
f[- 4]

16
f[4]

0
ملاحظه مى شود كه مقدار f(-4) از ضابطه ى اول و مقدار f(4) از 

ضابطه ى دوم به ترتيب 16 و 0 به دست آمده اند.

اعمال روى توابع
ــع، تفريق، ضرب  ــند، اعمال جم ــر f و g دو تابع مفروض باش اگ
ــت. مى دانيم اين  ــيم اين توابع در محيط متمتيكا قابل انجام اس و تقس

اعمال بين f و g به صورت زير تعريف مى شوند:
(f±g)(x)=f(x)±g(x), x∈D

(f×g)(x)=f(x).g(x), x∈D

(f/g)(x)=f(x)/g(x), x∈D-{x|g(x)=0}

.D=Df∩Dg كه در آن ها
مثال 4: در زير چهار عمل اصلى روى توابع f و g با ضابطه هاى 

f و g(x)=x2+2x+3 محاسبه شده اند: (x) x=

[ ]-f x = x;
g[x-]=x2+2x+3;

h1[x-]=f[x]+g[x]

x x x+ + + 23 2
h2[x-]=f[x]-g[x]

x x x− + − − 23 2
h3[x-]=f[x]-g[x]

x ( x x )+ + 23 2
h4[x-]=f[x]/g[x]

x
x x+ + 23 2

ــم f(x)=x2 - 1 و g(x)=3x2+4x - 7. در اين  ــال 5: فرض كني مث
صورت f×g ،f-g، f+g و f/g به صورت زير قابل محاسبه اند. در اين 

حالت از دستورهاى Factor و Simplify نيز استفاده شده است.
f[x-]:=x2 - 1
g[x-]:=3x2+4x- 7
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f[x]+g[x]

f[x] - g[x]

Factor[f[x]*g[x]]

Simplify[f[x]/g[x]]
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6 - 4x - 2x2

(- 1+x)2(1+x)(7+3x)

x
x

+
+

1
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هم چنين مى توان تركيب دو تابع مفروض f و g را نيز در متمتيكا 
ــبه كرد. مى دانيم اگر x عددى در دامنه ى g و g(x) مقدارى در  محاس

دامنه ى f باشد، آن گاه داريم:
(fog)(x)=f(g(x))

ــال 4، تركيب دو تابع f و g به صورت زير حاصل  ــال 6: در مث مث
مى شود:

h5[x-]=f[g[x]]

x x+ + 23 2
h6[x-]=g[f[x]]

x x+ +3 2
-Com مى توان از دستور g و f به منظور محاسبه ى تركيب دو تابع

position به صورت زير استفاده كرد.

I) Composition[f,g]

II) Composition[g,f]

دستور اول همان fog و دستور دوم همان gof را مشخص مى كند.
ــع f و g با ضابطه هاى  ــتورالعمل هاى زير دو تاب ــال 7: در دس مث
ــده و سپس fog و gof با  f و g(x)=x2+2x+3 تعريف ش (x) x=

به كارگيرى دستور Composition به دست آمده اند.
[ ]-f x = x;

g[x-]=x2+2x+3;

h1=Composition[f,g];

h1[x]

x x+ + 23 2
h2=Composition[g,f];

h2[x]

x x+ +3 2
با استفاده از دستور تركيب توابع مى توان تركيب يك تابع با خودش 
ــرد. براى اين كار از  ــبه ك ــد محاس را به هر تعداد بار كه مورد نظر باش

دستورالعمل Nest يا Nest List به صورت زير استفاده مى شود:
Nest [f, عبارت , n].

Nest List [f, عبارت , n].

ــتور n ،Nest بار متوالى تابع f را تحت ضابطه ى مشخص شده  دس
ــتور ــب مى كند. دس ــودش تركي ــا خ ــه ب ــل كروش ــارت داخ در عب
ــبات ميانى را   Nest List همين كار را انجام مى دهد، ولى تمام محاس

از ابتدا تا بار n ام فهرست مى كند.
ــه ى f(x)=x  2، 5 بار با خودش  ــع f با ضابط ــال 8: در زير تاب مث

تركيب شده است.
f[x-]:=x2;

Nest[f.x,5]

x32

Nest List[f,x,5]

{x,x2,x4,x8,x16,x32}

f تعريف شده و  (x) x= مثال 9: در زير تابع f با ضابطه ى 1+
ــت آمده  حاصل fofofofof (يعنى تركيب f با خودش تا 5 بار) به دس
است. با مقدار دهى به x مى توان مقدار اين تركيب را به ازاى آن مقدار 

خاص پيدا كرد.
[ ]-f x = + x;1

Nest[f,x,5]

x+ + + + +1 1 1 1 1

رسم نمودار توابع در متمتيكا 
ــم منحني يك تابع در محيط متمتيكا  ــتورالعمل رس در ادامه، دس
ــم نمودار يك تابع مفروض  ــود. دستور اصلي براي رس معرفي مي ش

Plot است كه به شكل كلي زير تعريف مي شود: 

 Plot [f[x],{x, xmin, xmax}]

ــع f در بازه ي ــدي تاب ــودار دو بع ــم نم ــوق براي رس ــتور ف دس
x∈[xmin, xmax] به كار مي رود.

ــا ضابطه ي f(x)=x2 را در  ــتور زير نمودار تابع f ب مثال 10: دس
[3,3 - ] رسم مي كند.

 Plot [x2,{x, -  3, 3}] 
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مثال 11: دستور زير نمودار تابع مثال 3 را رسم مي كند: 
f[x-]: = x2/ ; x≤2
f[x-]: = 8 - 2x/ ; x>2
 Plot [f[x],{x, 0, 4}]

ــتورهاي زير نمودارهاي توابع با ضابطه هاي y=ex در  مثال 12: دس
بازه ي y=|x|، [ - 3,3] در بازه ي [4,4 - ] و |y=||x|- 1 را در بازه ي [3,3 - ] 

رسم مي كند. توجه شود كه Abs [x] به معناي قدرمطلق x است.
 f[x-] = Exp [x];

 Plot [f[x],{x, -  3, 3}] 

 Plot [Abs[x],{x, -  4, 4}]

 Plot [Abs [Abs[x] -  1],{x, -  3, 3}]

مثال 13: به منظور رسم نمودار تابع با ضابطه ي y=tanx به ازاي 
   x≤3≥3 - دستور زير را اجرا مي كنيم: 

Plot [Tan[x],{x, -  3, 3}]

ــوان نمودار دو تابع را به طور هم زمان در صفحه ي مختصات  مي ت
ــتور زير استفاده  ــم كرد. به اين منظور از دس با رنگ هاي متفاوت رس

مي كنيم: 
 Plot [{f[x], g[x]}, {x, xmin, xmax}]

 xmax تا xmin را در محدوده ي g و f ــتور نمودارهاي توابع اين دس
در يك صفحه ي مختصات رسم مي كنيم. اين دستور قابل تعميم براي 

رسم سه يا بيش از سه تابع به صورت كلي زير است: 

 Plot [{f1, f2, ...}, {x, xmin, xmax}]

ــاي دو تابع f و g با  ــم هم زمان نموداره ــال 14: به منظور رس مث
ضابطه هاي f(x)=x2 و g(x)=2x+7 در [5,5 - ] به صورت زير عمل 

مي كنيم: 
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 Plot [{x2, 2x+7},{x, -  5, 5}]

به منظور رسم هم زمان نمودار چند تابع در يك صفحه ي مختصات 
از دستور Show نيز مي توان استفاده كرد. در اين حالت چون دامنه هاي 
توابع متفاوت اند، با به كارگيري يكي از موارد زير، كاربر مي تواند تنظيمات 
موردنظر براي رسم اين نمودارها را تغيير دهد. براي تايپ كاراكترهايي 
ــك و پس از انتخاب ــم روي گزينه ي Insert كلي ــون → مي تواني چ
special character گزينه ي → را در صفحه درج كنيم يا اين كاراكتر 

را از پنجره ي Basic Math Input برگزينيم.

1) PlotRange → Automatic

2) PlotRange → All

3) PlotRange → {ymin, ymax}

4) PlotRange → {{xmix, xmax}, {ymin, ymax}}

با در نظر گرفتن دستور انتخابي 1، خود متمتيكا به صورت خودكار 
ــم توابع برمي گزيند و آن دسته از نقاطي  تنظيمات مبنايي را براي رس
ــد، در نمودارها حذف  ــه مختص عمودي آن ها خيلي بزرگ باش را ك
مي كند. دستور 2 متمتيكا را وادار مي كند كه تمام نقاط نمودارها را در 
محدوده هاي وارد شده رسم كند. دستور 3 تنها نقاطي از نمودارها را 
 ymax و ymin ــم مي كند كه مختص عمودي آن ها در محدوده ي بين رس
باشد. دستور 4 نيز تنها نقاطي از نمودارها را رسم مي كند كه مختص 
 ymax و ymin و مختص عمودي آن ها بين xmax و xmin ــن ــي آن ها بي افق
ــتور Show به شكل كلي زير براي رسم  ــند. به اين ترتيب از دس باش

هم زمان چند تابع مي توان استفاده كرد.

 Show [g1, g2, ..., PlotRange → ...]

 y=sinx و y=x2-9 مثال 15: در مثال ذيل، دو تابع با ضابطه هاي
ــده اند. با استفاده از دستور Show به دو صورت زير آن ها را  رسم ش

در يك صفحه ي مختصات با به كارگيري PlotRange رسم مي كنيم.
g1= Plot[x2 -  9, {x, -  4, 4}];

g2= Plot[sin[x], {x, 0, 2π}];

Show [g1, g2, PlotRange → All]

Show [g1, g2, PlotRange → {-  10, 3}]

 

ــم مي شوند، متمتيكا اين  زماني كه چند نمودار به طور هم زمان رس
ــا را با رنگ ها و  ــخيص نمودارها آن ه ــه براي تش ــت را دارد ك قابلي
ــب گذاري و به كارگيري خط چين هاي  اندازه هاي مختلف يا با برچس
 PlotStyle گوناگون رسم كند. براي مثال مي توان با به كارگيري دستور
 GrayLevel[x] نوع ترسيم موردنظر را اعلام كرد. يكي از انواع رايج
ــر قدر x به يك  ــت. ه ــت كه در آن x عددي بين صفر و يك اس اس
ــد  ــكل پررنگ تر و هر قدر به صفر نزديك تر باش ــد ش نزديك تر باش

كم رنگ تر رسم مي شود. به مثال زير توجه كنيد.

 y=sin3x و y=sin2x ،y=sinx مثال 16: دستور زير سه منحني
را به ازاي π ≤x≤π- با سه سطح رنگ مختلف رسم مي كند.

 Plot [{sin[x], sin [2x], sin [3x]}, {x, -Pi, Pi}]

 PlotStyle → {GrayLevel [0/2], GrayLevel [0/5], GrayLevel

[0/8]}]
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هم چنين مي توان نام  رنگ انتخابي براي رسم هر يك از نمودارها 
را اعلام كرد. به مثال زير توجه كنيد: 

 y=3x2 و y=2x2 ،y=x2 ــع ــي تواب ــتور زير منحن ــال 17: دس مث
ــبز و آبي  ــيم قرمز، س ــه ترتيب با نوع ترس ــه ازاي x≤3≥ 3-، ب را ب
ــد نمودارها  ــود مي تواني ــور رايانه ي خ ــما در مانيت ــم مي كند. ش رس
ــري چون ــه رنگ هاي ديگ ــد. البت ــاهده كني ــن رنگ ها مش ــا اي را ب
ــاب كرد.  ــوان انتخ ــز مي ت Pink، Gray، Brown، Yellow و... را ني

ــويم كه حرف اول نام هر يك از دستورالعمل ها و  دوباره متذكر مي ش
ــاير حروف بايد كوچك تايپ  ــا در متمتيكا بايد بزرگ و س انتخاب ه
ــه اي نيز بايد  ــتور العمل هاي دو كلم ــه اين قانون براي دس ــوند. البت ش
 S و P بايد حروف PlotStyle ــال در واژه ي ــراي مث ــود. ب رعايت ش
بزرگ و ساير حروف كوچك تايپ شوند. يا براي مثال اگر بخواهيم 

Light Red :رنگ يك منحني قرمز كم رنگ باشد بايد تايپ كنيم
ــه ي اصلي متمتيكا روي  ــاده ي رنگ ها در صفح براي انتخاب س
Insert كليك و گزينه ي Color را انتخاب مي كنيم، سپس در صفحه ي 

رنگ ها رنگ موردنظر را برمي گزينيم.

 Plot [{x2, 2x2, 3x2}, {x, -  3, 3}, PlotStyle → {Red, Green,

 Blue}]

ــت كه اگر نوع رنگ ها مشخص نشود، خود نرم افزار  * گفتني اس
ــد. هم چنين  ــي را انتخاب مي كن ــودكار رنگ هاي مختلف ــكل خ به ش
ــب گذاري روي نمودار تابع يا محورهاي مختصات،  مي توان با برچس
ــكل منظور كرد. براي اين كار از دستور  اطلاعات موردنظر را روي ش
ــع و AxesLabel براي  ــب گذاري نمودار تاب PlotLabel براي برچس

ــتفاده مي كنيم. به مثال زير  ــب گذاري محورهاي مختصات اس برچس
توجه كنيد.

مثال 18: در دستور زير منحني تابع با ضابطه ي y=sinx در بازه ى 
ــب y=sin(x) براي منحني تابع و برچسب هاي x و  [10 ,0] با برچس

sin(x) براي محورهاي مختصات رسم شده اند.

 Plot [sin[x], {x, 0, 10}, PlotLabel → y= = sin[x], AxesLabel →

{x, sin [x]}]

ــته  ي نرم افزارى  ــتور العمل هاي ديگري از بس ــمت بعد دس در قس
متمتيكا معرفي خواهند شد.
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