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يك دنباله، تابعي است كه دامنه ي آن مجموعه ي اعداد 
ــك جمله ي دنباله  ــك از مقادير برد آن، ي ــد و به هري طبيعي باش

ــي، جمله هاي دنباله را توليد  ــد. در واقع، مقادير برد چنين تابع گوين
مي كند.

ــت. در اين دنباله   يك دنباله اس
N

nf (x) n→
= +� ــال، تابع 1 ــراي مث ب

داريم:
nf ( ) , f ( ) , f ( ) , ... , f (n) , ...n= = = = +

1 2 31 2 32 3 4 1
پس جمله هاي اين دنباله عبارت است از:

       n, , ,..., ,...n+
1 2 3
2 3 4 1   

جمله ي اول دنباله را با a1 و جمله ي دوم را با a2 و جمله ي سوم 
را با a3 و ... و جمله ي nام دنباله دار را با an نشان مي د هيم. به جمله ي 
}يا  }na nام، جمله ي عمومي دنباله هم مي گوييم. و خود دنباله ها را با 

n نشان مي دهيم.
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭+1 n يا 

na n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

= +1

حدّ دنباله و دنباله ي همگرا
) هرگاه به  )L∈� ــت  } داراي حدّ L اس }na ــه ي  ــم دنبال مي گويي
ازاي هرε〉0 عدد طبيعي M وجود داشته باشد، به طوري كه از مرتبه ي 
. اين گفته را با نمادهاي رياضي  na L− 〈ε داشته باشيم n M≥ مانند 

چنين نشان مي دهيم.
nM N : n M a L∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ − 〈ε0

 L ــا دنباله به عدد ــت ي ــن صورت مي گوييم دنباله همگراس در اي
 براي يافتن عدد طبيعي M، بايد 

n
nlima L

→∞
= همگراست و مي نويسيم 

n رسيد. عمل  M≥ na شروع كرد تا به نامساوي  L− 〈εاز نامساوي
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n يك جست وجو و بررسي است و  M≥ na به  L− 〈ε ــيدن از رس
na رسيد.  L− 〈εــاوي n به نامس M≥ پس از يافتن M بايد بتوان از 

در واقع، روابط حل بايد برگشت پذير باشد.
ــت كنيد كه حدّ  ــتفاده از تعريف حدّ دنباله ثاب ــئله ي 1: با اس مس

} عدد 1 است. }n
n
+2 دنباله ي 

n

nlim n→∞

+ =2 يعني:                                                    1

حل: براي اين كار بايد ثابت كنيم:
nM N : n M n
+∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ − 〈ε20 1

n
n
+ −2 nn n

nn n ε
+ −〈ε ⇒ 〈ε ⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ 〉2 12 21 2

n⇒ 〉 ε
2

 هم مثبت است، ولي ممكن است 
⎣ ⎦ε
) عدد مثبتي است پس 2 ⎦ε چون (

ــت، اما  ⎢ حتماً عدد طبيعي اس ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ε
2 ــد، در حالي كه   عدد طبيعي نباش

⎣ ⎦ε
2

M را در نظر مي گيريم. ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= +ε
2  كمتر باشد، لذا 1

⎣ ⎦ε
2 ممكن است از 

 n M≥ ــد بتوانيم از  ــي M را پيدا كرديم باي ــال كه عدد طبيع ح
ــيم. اگرچه اين قسمت از حل ضروري  n برس

n
+ − 〈ε2 1 به نامساوي 

نيست، ولي براي درك بهتر، آن را مي نويسيم.
n M n n n

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ε≥ = + ⇒ ≥ + ⇒ 〉 ⇒ 〈εε ε
2 12 21 1 2

         n n n
n n n n

+ − +⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ − 〈ε2 2 2 2 1

 M ــه در يافتن ــت پذيري مي گوييم. چنان چ ــن اعمال را برگش اي
درست عمل كنيم نيازي به حل برگشت پذيري وجود ندارد.
} همگرا باشد، حدّ آن يكتاست. }na قضيه: اگر دنباله ي 

دنباله ي واگرا
ــد، دنباله را واگرا  }به عدد حقيقي L همگرا نباش }na اگر دنباله ي 
} واگرا  }Sin n } و }n2 } و  }n } و  }n( )−1 ــم. مثلاً دنباله هاي  گويي
هستند. اگر بخواهيم ثابت كنيم يك دنباله واگراست، كافي است ثابت 

كنيم حدّ دنباله نمي تواند يك عدد حقيقي مانند L باشد.
}واگراست. }n+1 مسئله ي 2: ثابت كنيد دنباله ي 

حل: فرض مي كنيم اين دنباله به عدد حقيقي L همگرا باشد، يعني 
ــراي اثبات اين حدّ  ــيم. ب Lim آن گاه به تناقض مي رس n L

n
+ =

→∞
1

بايد بگوييم:
M N : n M n L∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ + − 〈ε0 1

n L n L L n L+ − 〈ε ⇒ −ε〈 + − 〈ε ⇒ −ε 〈 + 〈 + ε1 1 1
n L n (L ) n (L )+ 〈 + ε ⇒ + 〈 + ε ⇒ 〈 + ε −2 21 1 1

 n ، n ــت كه وقتي ∞→ n اين اس (L )〈 + ε −2 ــاوي 1 معناي نامس
ــداد طبيعي از  ــت، يعني اع L) كوچك تر اس )+ ε −2 از عددحقيقي 1
ــت. بنابراين، حدّ دنباله ي اين مسئله  بالا كران دارند كه غير ممكن اس

نمي تواند عدد حقيقي L باشد، پس دنباله واگراست.

اعمال اصلي روي دنباله ها
  nLima L

n
=

→∞
1 } داشته باشيم  }nb } و  }na قضيه: اگر در دو دنباله ي

، آن گاه داريم: nLimb L
n

=
→∞

و2
n n

n n

) Lim (a b ) L L
n

) Lim (a .b ) L .L
n

) Li

± = ±
→∞

=
→∞

1 2

1 2

1

2

3 n
n

Lam LLbn
= ≠

→∞
1

22
0

دنباله ي كران دار
 M2 ــران دار گوييم هرگاه عدد حقيقي }را از بالا ك }na ــه 1. دنبال

n داشته باشيم: N∈ وجود داشته باشد به طوري كه براي هر 
na M≤ 2   

}را از پايين كران دار گوييم، هرگاه عدد حقيقي  }na ــه ي  2. دنبال
n داشته باشيم: N∈ M1 وجود داشته باشد، به طوري كه براي هر 

  na M≥ 1  
ــران پايين،  ــد و هم ك ــته باش ــران بالا داش ــه اي هم ك ــر دنبال اگ
ــت،  }كران دار اس }n

1 ــران دار گوييم. براي مثال دنباله ي  ــه را ك دنبال
ــت.يا مثلاً دنباله ي  ــالاي آن 1 و كران پايين آن صفر اس ــرا كران ب زي
2 و كران پايين  }كران دار است، زيرا كران بالاي آن  }sin n cos n+

− است. 2 آن 

دنباله ي صعودي
 ، n na a+ ≥1 n داشته باشيم  N∈ } براى هر  }na اگر در دنباله ي 
}صعودي است. }n+2 دنباله را صعودي گوييم. براي مثال دنباله ي 

دنباله ي نزولى
 ، n na a+ ≤1 ــته باشيم  n داش N∈ } براى هر  }na اگر در دنباله 

.{ }n− +5 آن گاه دنباله را نزولي گوييم، مانند دنباله ي
n صعودي است.

n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭+4 مثال: نشان دهيد كه دنباله ي 

n na a+ ≥1 n. داريم:  N∀ ∈ حل: بايد ثابت كنيم كه براى هر 
nn

n na a
n n+
+

≥ ⇒ ≥
+ +1

1
5 n) ضرب مي كنيم. 4 ) (n )+ +4 5 دو طرف نامساوي را در مقدار مثبت 

(n )(n ) n(n ) n n n+ + ≥ + ⇒ + + 〉 + ⇒ 〉2 24 1 5 5 4 5 4 0

همواره درست است.
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ــت، ولي عكس اين قضيه  ــه: هر دنباله ي همگرا كران دار اس قضي
همواره درست نيست.

} را در نظر مي گيريم. اگر تابع با ضابطه ي  }f (n) ــه: دنباله ي  قضي
x مشتق پذير باشد، در اين صورت داريم: f به ازاي 1≤ (x)

} صعودي است. }f (a )n f، آن گاه دنباله ي  (x)′ ≥0 الف) اگر 
} نزولي است. }f (a )n f، آن گاه دنباله ي  (x)′ ب) اگر 0≥

} نزولي است. }n
n
− +

+
2

2 3
مثال: نشان دهيد كه دنباله ي

حل: 
nx n , f (x) f (x)
n ( n )
− + −′= ≥ = ⇒ = 〈

+ + 2
2 71 02 3 2 3

درنتيجه دنباله نزولي است.

نكات دنباله
ــه ي دنباله ي  ــم عدد m چندمين جمل ــر بخواهيم كه بداني 1- اگ
 n N∈ ــه به اين كه  na را با توج m= ــد معادله ي  ــت، باي } اس }na

است، حل كنيم.
} چند جمله ي منفي يا  }na ــم دنباله ي  ــر بخواهيم كه بداني 2- اگ
na را حل  na يا 0< چند جمله ي مثبت دارد، بايد نامعادله هاي 0>
 n N∈ ــا توجه به اين كه  ــم. با تعيين علامت، محدوده ي جواب ب كني

است، به دست مي آيد.
} چند جمله ي منفي دارد؟ }n n− −2 6 187 مثال: دنباله ي 

حل:
n n , n n n− − < − − = ⇒2 26 187 0 6 187 0 = ± +3 9 187

n                                     با توجه به تعيين علامت
n n , n N

n
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

= −⎧
= ± ⇒ − < < ∈⎨ =⎩

113 14 11 1717

n⇒ ≤ ≤ ⇒1 16 اين دنباله 16 جمله ي منفي دارد. 

} براي  } { } { }c , b , an n n 3- قضيه ي فشار: اگر در سه دنباله ي 
  n nlima limb L

n n
= =

→∞ →∞
n و  n na c b≤ ≤ ــته باشيم  nاي به بعد داش

cnlim L
n

=
→∞

آن گاه 

n را وقتي 

n
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭!

2 مسئله ي 3: به كمك قضيه ي فشار، حدّ دنباله اي 
n بيابيد. → ∞

حل:

n n

n
a n N, an= ∈ >

!
2 0

n

n

n
...a ...n ... n n n

× × × ×
≤ = = ≤ × × × × =

! × × × ×

�����
2 2 2 2 2 2 40 2 1 11 2 3

na , lim ( ) lim a limn n nn nn
≤ ≤ ≤ ≤

→∞ →∞→∞

4 40 0

n nlim a lim a
n n

⇒ ≤ ≤ ⇒ =
→∞ →∞

0 0 0

 f تابع x ــح مثبت ــراي هر عدد صحي limf و ب (x) L
x

=
→∞

ــر  4ـ اگ
. limf (n) L

n
=

→∞
تعريف شده باشد، آن گاه 

ــدّ بعضي از دنباله ها  ــه كمك حدّ بعضي از توابع  مي توان ح 5 ـ ب
را پيدا كرد.

n بيابيد. → ∞ n را وقتي  n
n n

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

+ +
+

4
3 4

2 1
2

مسئله ي 4: حدّ دنباله ي 

x را در نظر بگيريم، وقتي  xf (x)
x x
+ +

=
+

4
3 4

2 1
2

x≥1 و   ــر  حل: اگ
، داريم: x → +∞

x x x n nlim lim lim
x x x n n

xx n

+ + + += ⇒ =
+ +

→+∞→+∞ →∞

∼
4 4 4
3 4 4 3 4

2 1 2 2 12 2
2 2

نكته:
p n nn , n N: log n n n k n n ,P , k<→ ∞ ∈ < < < ! < > >0 1

مثال: 

n

nn nlim , lim , lim nn nn n n
=

!
= =

!→∞ →∞ →∞

4 30 0 0
2

} كدام ويژگي را دارد؟ }n n−3 22 آزمون 1: دنباله ي 
2) صعودي و همگراست  1) نزولي و همگراست 

4) نزولي و واگراست 3) صعودي و واگراست 
حل: گزينه ي 4، 

زيرا:
 lim n n
n

−
→∞

22 n, a , n N, a= −∞ = ∀ ∈ ≤3
1 1 1  

آزمون 2: كدام يك از دنباله هاي زير يكنوا و بي كران است؟
{ }ncos π

2
 (2   { }sin n cosn+  (1         

{ }n n−3 3 27  (4             { }n n+5 5 5  (3 

ــران دارند. گزينه ي 1 يكنوا  ــل: گزينه ي 3؛ گزينه هاي 1 و2 ك ح
نيست.

دنباله يكنوا است.  
xx n , f (x) x x f (x)

(x x)
+′= ≥ = + ⇒ = >
+

65 5
55

5 51 5 045 5
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lim n n
n

+ = ∞
→∞

55 5

دنباله بي كران است.
} برابر 222 است؟ }n n+3 آزمون 3:چندمين دنباله ي 

2) جمله ي هشتم  1) جمله ي نهم  
4) جمله ي ششم 3) جمله ي هفتم  

حل: گزينه ي 4؛ 
n n n+ = ⇒ +3 3222 n n n− = ⇒ − + − =
���


3222 0 216 6 0

)(n )(n n ) (n ) (n )(n n
,a

=

<

− + + + − = ⇒ − + +
Δ >

�����


2 26 6 36 6 0 6 6 37 0
0 0

n n− = ⇒ =6 0 6

n همگرا به كدام  n n n⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

− + − − +2 2 51 2 2 ــه ي  آزمون 4: دنبال
عدد است؟

7
2  (4               3 (3        52  (2         2 (1

حل: گزينه ي 1؛ 
lim ( n n n n

n
− + − − +

→∞
2 2 1 2 ) lim (n n n )

n
− + − +

→∞
∼5 1 522 2 2

= − + =1 5 22 2
n مفروض است.  n nt t t+ += +2 t و 1 =2 3 t و  =1 1 آزمون5: 

 كدام است؟
n

tnlim tn +→∞ 1
 −5 1

2  (2   +2 1 (1
−5 1

4  (4   +5 1
4  (3

حل: گزينه ي 2؛
n

n n
ttnlim k lim , kt t kn n
+

+
= ⇒ = >

→∞ →∞
1

1

4
1 0

tnlim t knn
⇒ + =

+→∞
12

1
t t t tn n n nlim lim ( ) limt t tn n nn n n

++⇒ = + = +
+ + +→∞ →∞ →∞

1 1 11 1 1

k k kk= + = ⇒ + − =211 1 0 k +⇒ = 1 5
2

ــدام عدد  ــرا به ك cot(nSin همگ )n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

π
2 ــه ي  ــون 6: دنبال آزم

است؟ 
    π (4         π2  (3  1 (2         0 (1

حل: گزينه ي 1؛
n Sin n n

π π→∞⇒ ∼
2

2 2
lim cot(nSin ) lim cot(n ) lim cotn nn n n

π π π= × = =
→∞ →∞ →∞

02 2 2

 ،  n
....

a ...
+ + +

= + + +

1 11 2 4
4 2 1 ــم  an داري ــه ي  ــون 7: در دنبال آزم

كدام است؟ nlim a
n→∞

4(4            1(3   14  (2         12  (1
ــي با قدر  ــل: گزينه ي 2: صورت و مخرج هردو تصاعد هندس ح

r هستند.  = 1
2 نسبت 

n

a
rlim a an
r −

−−= = = = =′→∞
−

1

1
1

1 1
1 11 2 11 2 24 4 8 4
1 11 2 2

 na ...= + +2 3 2 3 2 3 آزمون8: دنباله ي همگراي an به صورت 
است. اين دنباله همگرا به كدام عدد است؟

3(4                 4(3                5(2         6(1
nlima ، در اين صورت  L

n
=

→∞
ــم  ــل: گزينه ي 1؛ فرض مي كني ح

مي توان نوشت
n nlima lim a limannn n
= + = +

→∞→∞ →∞
2 3 2 3

L L L ( L) L L⇒ = + ⇒ = + ⇒ − − =2 22 3 4 3 4 12 0
(L )(L ) L L

+

− + = ⇒ − = ⇒ =
�
6 2 0 6 0 60 0

ــارج بازه ي    } در خ }n
n
−2 1 ــه از دنباله ي  ــون 9: چند جمل آزم

) قرار دارد؟ , )− +1 12 210 1020 (4             10 (3              9(2       5(1
حل: گزينه ي 3؛ 

n n n
n n
− − −− ≥ ⇒ ≥1 12 1 2 1 22 10 10

nnn
−⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤1 1 11 1010 10

، وجود دارد  ε n داريم: براي هر 0<
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭−

2
1 آزمون 10: براي دنباله ي

ــن صورت مقدار  n(n در اي ), n M n> ≥ ⇒ − < ε−
21 21 M كه:  N∈

M كدام است؟

 ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ε
2 1 (2   

ε
2⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ 2  (1

−ε
2 1 (4     ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ε
2  (3

حل: گزينه ي 1؛ 
n n n ,nn n n

ε
− +− < ε ⇒ < ε⇒ < ε >− − −

2 2 2 2 22 11 1 1
n n nn
−⇒ < ε⇒ > ⇒ − > ⇒ > +− ε ε ε

2 1 1 2 21 11 2
M ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⇒ = +ε

2 2




