
اشاره
 67 ــماره ي  ش ــان  بره در 

ــاد  المپي ــه ي  تاريخچ ــاره ي  درب
رياضي لنينگراد و مسائل آن نوشتيم. 

در اين جا سؤالات ديگري از اين المپيادها 
ــا ارائه مي دهيم. اين  ــراه با راه حل آن ه را هم
مسائل از المپياد سال 1993 انتخاب شده اند.

هوشنگ شرقي
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دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه

المپيادهاي رياضي
لنينگراد   2

مسائل 
1. آيا پنج عدد طبيعي مختلف وجود دارد به گونه اي كه حاصل ضرب دو عدد بزرگ تر 

با مجموع هر پنج عدد برابر باشد؟
ــط به دو عدد دو رقمي تفكيك كرده ايم. معلوم  2. عددي چهار رقمي را از وس
ــت. آيا ممكن  ــد عدد چهار رقمي بر مجموع دو عدد دو رقمي بخش پذير اس ش

است مجموع اين اعداد برابر 94 باشد؟
ــوژ ABCD قرار دارد  ــط ضلع BC چهارضلعي ك 3. نقطه ي M وس

ــدار زاويه ي ــم مق 120 درجه است. و مي داني ˆAMD

ثابت كنيد:

AB BC CD DA+ + ≥
1
2

4. نقطه هاي F ,E ,D را روي ضلع هاي 
ــاقين  ــاوي الس ــث متس AC و AB و BC از مثل

ــر گرفته  ايم كه  ــوري در نظ AB) ط BC) ABC=

طول پاره خط هاي راست DE و DF و دو زاويه ي BACˆ و 
FDEˆ برابر باشند. ثابت كنيد:

AE+FC=AC

روي  را   F و   E و   D ــاي  نقطه ه  .5
ــث  ــاي AC و AB و  BCاز مثل ضلع ه
 (AB BC) ABC= متساوي  الساقين 
ــته  طوري در نظر گرفته ايم كه داش

باشيم:
AE+FC=AC و  DE=DF

 BAC ثابت كنيد دو زاويه ي
و FDE برابرند.
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ــده ي f(x) در بازه ي (∞+ و0]وجود  6. ثابت كنيد تابع تعريف ش
دارد به نحوي كه داشته باشيم: 

xf (f (....f (x)...)
x

=
+1

(از نماد f، 239 بار استفاده شده است).
ــازه ي (∞+ و0] وجود دارد  ــع معين f(x) در ب ــت كنيد تاب 7. ثاب

به گونه اي كه داريم:
f (f (....f (x)...) x x= + +1 2

(از نماد f، 45 بار استفاده شده است).

پاسخ ها
  x2 و x1 ،ــه كوچك ــور را به ترتيب از بزرگ ب ــاي مزب 1. عدده
ــئله داريم: ــا توجه به فرض  مس ــم و ب ــرض مي كني و x3 و x4 و x5  ف

x بنابراين: x x x x〉 〉 〉 〉1 2 3 4 5

x x , x x , x x , x x≥ + ≥ + ≥ + ≥ +1 2 2 3 3 4 4 51 1 1 1
 x x x x x x x= + + + +1 2 1 2 3 4 5 حال اگر داشته باشيم: 

نتيجه مي شود:
x x x x x x x

x x x x x x x
(x )(x ) x x x

(x )(x ) x x

= + + + +

⇒ − − + = + + +

⇒ − − = + + +

− − ≥

1 2 1 2 3 4 5
1 2 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

1 2 2 3

1 1
1 1 1

1 1

x پس:  x≥ +2 3 1 x و  x≥ +1 2 1 و چون
(x )(x ) x x− − ≥1 2 2 31 1

در نتيجه داريم:
x x x x x+ + + ≥3 4 5 2 31

x x⇒ + + ≥4 51 x (x ) , x x− ≥ +3 2 2 31 1
x (x ) x x x x (x )(x )⇒ − ≥ ⇒ + + ≥ ≥ + +2 2

3 2 3 4 5 3 4 51 1 1 2

x x x x x x⇒ + + ≥ + + +4 5 4 5 4 51 2 2
x x x⇒ + + ≤4 5 4 1 0

كه اين نتيجه غيرممكن است.
ab cd abcd+ 2. مطابق فرض مسئله داريم:
cd خواهيم داشت: y= ab و x= و با فرض 

abcd d c b a (d c) (b a)= + + + = + + +10 100 1000 10 100 10

cd ab y x x y y x= + = + ⇒ + +100 100 100
                 

(x y) (x y) x x y x⇒ + + + ⇒ +99 99

ــون  9 و چ x4 99 ــود:  ــه مي ش x نتيج y+ = 94 ــرض ــا ف و ب
ــه اين نيز  ــه  x=94 و y=0 ؛ ك x94 و در نتيج ــس  ) پ , ) =94 99 1

غيرممكن است.
 C (قرينه ي) ــاب AMDˆ بازت = 	120 ــكل، داريم.  ــق ش 3. مطاب
 C′ را رسم و (B )′  AM نسبت به  B و قرينه ي (C )′  MD نسبت به

′B را به A و D و M وصل مي كنيم. و 

ــا يكديگر و  MC ب D′ ــاي MCD و  ــه مثلث ه ــت ك بديهي اس
مثلث هاي MAB و ′MAB نيز با يكديگر هم نهشت اند و در نتيجه:

ˆ ˆ ˆ ˆMC MD MB MB BC, M M , M M′ ′= = = = = =1 2 3 4
1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆM M M M , B MC′ ′⇒ + = + = =	 	
1 3 2 4 60 60

و  ــت  اس ــلاع  الاض ــاوي  متس  B MD′ ــث′ مثل ــن  بنابراي
. هم چنين مطابق اصل حمار مي توان نوشت: BCB D MB′ ′ ′= = 2

BCDD D B AB AD DC AB AD′ ′ ′ ′+ + ≥ ⇒ + + ≥2

، پس مي توان  ˆ ˆBAC FDE= 4. مطابق شكل، چون AB=AC و 
فرض كرد كه:

ˆ ˆ ˆBAC BCA FDE= = = α

بنابراين:
ˆˆ ˆFDA ACF DFC

ˆ ˆ ˆEDA DFC EDA

= +

⇒ α + = α + ⇒ ˆDFC= = β

ــر دارند  ــه ي براب ــث DFC و AED دو زاوي ــه دو مثل و در نتيج
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ˆ و چون  ˆD E=1 1 ــت، يعني:  ــا نيز برابر اس ــوم آن ه و لذا زاويه ي س
ــه حالت دو زاويه و  ــث DFC و ADE و ب ــس دو مثل ، پ DF DE=

ضلع بين هم نهشت اند و از آن جا:
DC AE,FC AD
AD DC A

= =
+ = E FC AC AE FC+ ⇒ = +

ــت، يعني در  ــئله ي 4 اس ــس مس ــع عك ــئله در واق ــن مس 5. اي
ــرض AE+FC=AC  مي خواهيم ثابت  ــا ف ــكل و اين بار ب همان ش
 AC را روي D′ ــه ي ــن منظور، نقط . براي اي ˆ ˆBAC FDE= ــم:  كني
ــه به فرض  D و با توج C AE′ = ــه  ــم ك ــر مي گيري ــوري در نظ ط
AD و  FC′ = AE نتيجه مي شود كه  FC AC AD D C′ ′+ = = +

D به حالت دو ضلع و  AE′ و  D FC′ ، پس مثلث هاي  ˆ ˆA C= چون 
زاويه ي بين هم نهشت اند.

axaax a xa xf (f (f (x ))) f ( ) axa x a axa
a x

+= = =
+ ++

+

22
22 3

2
axf (f (f (x ))) a x⇒ =
+3

و به صورت استقرايي مي توان حدس زد:

f (f (....( f ( x ))...
n

axf ( ) a nx=
+
�����

ــتقراي رياضي اثبات  ــتي اين حدس را به كمك قضيه ي اس (درس
كنيد.) 

 xf (f (...f (x)...) x=
+1

حال اگر داشته باشيم  
axنتيجه مي شود: x ax ax ax nxa nx x= ⇒ + = +

+ +
2 2

1
ax nx a n⇒ = ⇒ =2 2

ــي:  ــود، يعن ــرض ش a ف n= = ــه 239 ــت ك ــي اس ــي كاف يعن
xf و با اين فرض خواهيم داشت: (x) x=

+
239

239
xf ( f (. . . f (x) . . . ) x=
+
������� 1

239
ــئله ي قبلي است كه براي دانش آموزان  ــئله مشابه مس  7. اين مس
پايه اي ديگر طرح شده بود. راه حل آن نيز مشابه مسئله ي قبلي است 
ــود. براي راهنمايي  ــه دانش آموزان واگذار مي ش ــوان تمرين ب و به عن

f فرض شود. (x) ( x )a= + 21 مي گوييم كه 

ــت و  ′D از E و F به يك فاصله اس ــي  ، يعن D F D E′ ′= ــس پ
ــت. پس′D نقطه ي برخورد عمود  بنابراين روي عمودمنصف EF اس
 DE=DF ــه طبق فرض ــت و از آن جا ك ــف EF و ضلع AC اس منص
′D بر هم  پس با استدلالي مشابه، D نيز همين نقطه است، يعني D و 

.DC=AE و AD=FC منطبق اند و
ˆ و  ˆADE DFC= مثلث هاي ADE و CFD هم نهشت اند و

، بنابراين: ˆ ˆDEA FDC=
ˆ ˆ ˆFDE (FDC ADE)

ˆˆ ˆ ˆ ˆ(DEA DFC) (DEA EDA) BAC

= − +

= − + = − + =

	

	 	
180

180 180

axf نتيجه مي شود: (x) a x= + 6. با فرض 
axa a x axa xf (f (x)) ax a xa axa
a x

+= = =
+++

+

2
2 22

ــد تصور كرد كه يگانه عمل رياضيات  نباي

ــادم  «خ را  آن  ــه  ك

ــد  ــوم» ناميده ان عل

ــت به علوم  خدم
ديگر و تلاش در پيشرفت آن هاست؛ 

نام  دانش  اين  بر 

ــده است. اگر در مواردي  «ملكه ي علوم» نيز اطلاق ش

ــران ثروتمندتر خود تقاضاي كمك  اين ملكه از خواه

ي دارد، در عوض صاحب كبريا 
مي كند و انتظار خدمات

ــز از هيچكس كمك  ــت و هرگ ــت عظيمي اس و مناع

ــزد نمي خواهد و در انتظار لطف  بي اجر و زحمت بي م

ــان ديگران نيست و آن چه را كه دريافت مي كند  و احس

به طور افزون تر خواهد پرداخت.

ارِيك تمپل بل

ادب رياضى




