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تاريخچه ي 

ــي «تاريخچه ي مجلات  در پي بررس
ــماره هاي 40،  ــي ايران» به ش رياض
ــيم و  41 و 42 مجله ي يكان مي رس
به مسئله هاي جالبى برمي خوريم كه 
ــال 1346 به  ــتان س در پاييز و زمس

چاپ رسيده اند.
ــن  ــا اي ــل 40 ب ــماره ي مسلس در ش

مسئله ي جالب مواجه مي شويم: 

حل يك مسئله از مسائل 
شيخ بهائي

ــماره ي يكم  در يكان ش
ــاب  ــه نقل از خلاصة الحس ب
ــيخ بهائي با عنوان مسائل  ش
ــئله درج  ــل هفت مس لاينح
شده بود. آقاي علي رضائي، 
دبير دانشمند رياضيات (فعلاً 

α =1 ؛ a =
9
4  ، b =

1
4 x و  =2 5

4
α داريم:  و در حالت خاص 10=

 a = 36 b و  =16 x و  =2 26

ــماره در مقاله اي با عنوان كارمند بازنشسته ي راه آهن  در اين ش
به اين داستان برخورد مي كنيم كه: 

ترن هايي كه از كنار يكديگر مي گذرند 
ــن گذشته بود كه تلفن منزل  چند روزي از ملاقات دكتر و جانس
ــين تقاضا كرد كه اگر  ــن زنگ زد. از آن طرف، دكتر از مكانيس جانس
ــش ملاقات كند.  ــر آن روز وي را در مطب ــت در بعدازظه ممكن اس
ــت، دعوت دكتر را  ــه وقت داش ــته بود و هميش ــن كه بازنشس جانس
ــا دكتر گفت با معماي  ــر به ديدار وي رفت. در آن ج ــت و عص پذيرف

تازه اي مواجه شده است و آن را براي جانسن چنين شرح داد: 
ـ با يكي از بيمارانم راجع به آن چه براي تو پيش آمده بود، صحبت 
ــئله اي مربوط به خودش را براي من بيان كرد:  كردم و او در مقابل، مس
ــخص براي رفتن سر كارش از راهي بايد بگذرد كه يك رشته ي  اين ش
تنهاي راه آهن را قطع مي كند. اين يك رشته ى راه آهن اغلب براي عبور 
ــود كه هم از نظر طول و هم از اين نظر  ــتفاده مي ش ترن هاي تجاري اس
ــته از شهرها مي گذرد معروف است. بسيار رخ داده كه شخص  كه آهس
مزبور مجبور شده است پشت راه بند، خودرو خود را متوقف كند و پشت 
فرمان انتظار بكشد تا زماني كه ترن تجاري  با دنباله  ي دور و درازش 
آهسته بگذرد و راه براي خودرو وي باز شود. او به من گفت كه ترجيح 
ــته راه آهن وجود داشته باشد، زيرا  ــته،  دو رش مي دهد به جاي يك رش
گاهي پيش آمده كه دو ترن در جهت هاي مخالف از آن راه مي گذرند و 

اين باعث مي شود كه زمان توقف اجباري وي دو برابر گردد.
ــما اين شخص درست پيش بيني مي كند؟ يعني اگر  آيا به عقيده ي ش
دو رشته راه آهن وجود داشته باشد، زمان توقف وي در حالت اخير كمتر 

مي شود؟
مكانيسين بازنشسته اظهار داشت: 

ـ كاملاً صحيح است. اگر تعداد كل ترن هايي كه از دو رشته راه آهن 

بازنشسته) حل يكي از اين مسائل را مرقوم داشته اند كه در زير چاپ 
مي شود:

مطلوبست حل هر يك از دو معادله ي زير:
x b− =2 10 x و  a+ =2 10

معادلات را در حالت كلي زير حل مي كنيم:
(1) x a+α =2

(1) x b−α =2

معادله ي (1) را چنين مي نويسيم: 
x a−α = − α2 2

تساوي زير را در نظر مي گيريم: 
a ( a )− α = −α 242

كه از آن نتيجه خواهد شد: 
a ( )α +
= 22

2 و از معادله ي (2) نيز حاصل مي شود: 
b ( )−α
= 22

2
ــرار دهيم نتيجه  ــادلات (1) و (2) ق ــن مقادير را در مع ــون اي چ

خواهد شد: 
x α +

=
2

2 4
4

ــر نظير a و b و x را  ــر مختلف α مي توان مقادي و در ازاي مقادي
تعيين كرد. مثلاً: 

 α ؛ 0= a =1  ، b =1 ، x =2 1

4 مجلات رياضي ايران
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ــتفاده مي كنند با تعداد ترن هايي كه روي يك رشته حركت مي كنند  اس
برابر باشد، در تقاطع آن ها زمان انتظار به حد وسط تقليل خواهد يافت. 
اگر دو ترن با هم از آن جا بگذرند زمان توقف اجباري در راه بسته براي 

آن دو درست برابر است با زمان توقف براي يك ترن تنها.
دكتر پاسخ داد: 

ــه محل  عبور ترن ها از  ــت، اما براي وقتي ك ـ اين موضوع درس
يكديگر درست محل تقاطع جاده با راه آهن باشد. در حالت هايي غير 
ــت پيش بيايد  از اين، وضع فرق مي كند. يك حالت هم كه ممكن اس
ــد كه  ــت كه لوكوموتيو يكي از ترن ها هنگامي به معبر برس حالتي اس
ــتن باشد. راجع به اين  ــت واگن انتهايي ترن ديگر در حال گذش درس

حالت چه مي گوييد؟
مكانيسين پاسخ داد: 

ــرن در آن محل هرگز به هم  ــن حالت و حالتي كه دو ت ــن اي ـ بي
نرسند هيچ فرقي نيست.
دكتر اظهار داشت: 

ــبات  ــتباه مي كنيد. اجازه بدهيد با محاس ــما اش ـ در اين مورد ش
مقدماتي دليل اشتباه شما را برايتان توضيح دهم. فرض مي كنيم به طور 
متوسط در هر جهت يك ترن از راه آهن بگذرد و زمان عبور هر ترن 
ــا اين پيش فرض ها زمان توقف  ــد. ب از معبر محل تقاطع 6 دقيقه باش
پشت راه بند را حساب مي كنيم؛ احتمال اين كه اتومبيل موقعى به محل 
ــته باشد برابر با يك  ــد كه ترن از آن مي گذرد يعني راه بس تقاطع برس

برده است.
احتمال اين كه درست هنگامي برسد كه ترن به معبر مي رسد برابر 

است با احتمال آن كه درست موقعى كه ترن آنجا را ترك مى كند.
ــد تا ترن بگذرد.  ــه دقيقه انتظار بكش ــم رفته، وي بايد س روي ه

بنابراين، زمان متوسط توقف 0/3 دقيقه خواهد شد.
ــر بگيريم كه ترن ها در محل  ــون حالت فوق العاده اي را در نظ اكن
ــو يكي در مقابل  ــر بگذرند كه لوكوموتي ــع به وضعي از يكديگ تقاط
ــده باشد. خيلي ساده است كه اگر تعداد  واگن انتهايي ديگري واقع ش
ــا را نصف بگيريم و در عوض، طول هر ترن را دو برابر در نظر  ترن ه
ــد. احتمال مربوط به اين كه  بگيريم. در نتيجه فرقي حاصل نخواهد ش
با راه بسته روبه رو شويد همان احتمال قبلي خواهد بود. اما اگر پشت 

راه بند توقف كرده باشيد زمان انتظار شما دو برابر خواهد شد. 
بنابراين، چنين دو ترني براي اتومبيل سواري كه مجبور به توقف 

شده وضعي دو مرتبه بدتر ايجاد مي كند: 
مكانيسين در حالي كه به موضوع فكر مي كرد، گفت: 

ــل تقاطع چند  ــور دو ترن از مح ــه اگر بين عب ــت ك ـ واضح اس
ــد از اين مدت زمان  ــد، راننده ي خودرو مي توان ــه اي فاصله باش دقيق
ــتفاده كند و قبل از عبور ترن ديگر از راه آهن بگذرد و اين حالت  اس

ــت سرهم از معبر بگذرند و جاده را در تمام  بر حالتي كه دو ترن پش
طول مدت بسته نگاه دارند، برتري دارد.

دكتر گفت: 
ــه اين نتيجه  ــديد. فعلاً ب ــه موضوع را متوجه ش ــحالم ك ـ خوش
ــر مي گذرند، زمان  ــه در حالت كلي كه ترن ها از يكديگ ــيده ايم ك رس
ــور از گذرگاه  ــت خاصي كه در عب ــود و در حال ــف نصف مي ش توق
لوكوموتيو يكي مقابل واگن انتهايي ديگري واقع مي شود، زمان توقف 

دو برابر خواهد شد.
مكانيسين اظهار داشت: حالتي را بررسي مي كنيد كه ترن ها وقتي 
در محل تقاطع از يكديگر مي گذرند، لوكوموتيو يكي در نيمه ي طول 

ديگري واقع شده باشد؛ و دكتر چنين پاسخ داد: 
ــت. چنين حالتي معادل است با وقتي كه تعداد  ــاده اس ـ خيلي س
ترن ها نصف باشد، اما طول هر يك از آن ها يك برابر و نيم بزرگ تر 

ــد. در چنين وضعي احتمال مربوط به اين كه وقتي به محل تقاطع  باش
1/ ضرب مي شود و حد متوسط زمان  5

2
ــيم كه راه بسته باشد در  برس

انتظار براي باز شدن راه در 1/5 ضرب مي شود. روي هم، اضافه شدن 
زمان متوسط انتظار برابر مي شود با: 

/ / /× =
1 5 1 5 1 1252

ــتن نيم طول ترن ها، 12/5 درصد  بنابراين زمان انتظار براي گذش
افزايش خواهد داشت: 

ــين گفت كه براي يك چنين وضعي، محاسبه ناجور است  مكانيس
و دكتر چنين توضيح داد: 

ــخ آن هم قابل تأمل است. فعلاً نمودار سه حالت گفته شده  ـ پاس
را رسم مي كنيم:

ــط  ــطح كل متناظر با افزايش زمان متوس ــود كه س ملاحظه مي ش
به طور قابل ملاحظه اي از سطح متناظر با كاهش زمان متوسط بيش تر 
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است. بنابراين نتيجه مي گيريم كه به طور متوسط، روبه رو شدن دو ترن 
در گذرگاه هاي مختلف باعث مي شود كه به مدتي بيش تر از وقتي كه 

همان تعداد ترن بر يك رشته راه آهن مي گذرند جاده بسته باشد.

در شماره ي 41 باز هم تحت عنوان كارمند بازنشسته راه آهن به 
مسئله ي زنبور و راه حل آن مي رسيم: 

مسئله ي زنبور
ــش كرد كه معماي  ــس از كمي مكث از دكتر خواه ــين پ مكانيس
ــاخت،  ديگري مطرح كند. دكتر گفت كه يك معما را مطرح خواهد س

اما بسيار ساده است و آن را چنين شرح داد: 
ــتگاه A و B به فاصله ي 160  ــك لحظه از دو ايس ــرن در ي دو ت
كيلومتر به طول يكديگر حركت مي كنند. سرعت هر يك از آن ها 80 
ــاعت است. در همان لحظه ي حركت ترن ها، زنبوري از  كيلومتر در س
ــاعت به طرف B پرواز مي كند. اين  ــرعت 100 كيلومتر در س A با س
ــه از B مي آيد ملاقات مي كند جهت  ــور در لحظه اي كه ترني را ك زنب
ــرف ترن اول برمي گردد. بعد از  ــت خود را تغيير مي دهد و به ط حرك
ملاقات با اين ترن باز جهت حركت خود را تغيير مي دهد و به طرف 
ترن دوم پرواز مي كند و اين عمل را به همين ترتيب و با همان سرعت 
ــت اوليه ادامه مي دهد تا لحظه اي كه دو ترن را با هم ملاقات كند.  ثاب

در اين لحظه از ترس سقوط مي كند و مي ميرد.
معلوم كنيد كه اين زنبور در مجموع چند كيلومتر مسافت در حال 

پرواز بوده است؟

جانسن اظهار داشت: 
ــاده است. دو ترن با سرعت 80 كيلومتر در ساعت به  ـ خيلي س
ــتگاه 160 كيلومتر  ــر حركت مي كنند. فاصله ي دو ايس طرف يكديگ
است. بنابراين آن ها درست در وسط راه در نقطه اي كه از دو ايستگاه 
ــروع  ــت، يكديگر را ملاقات مي كنند. از ابتداي ش ــه يك فاصله اس ب
ــاعت طول  ــات آن ها روي هم يك س ــا زمان ملاق ــت ترن ها ت حرك
مي كشد، بنابراين زنبور مدت يك ساعت در پرواز بوده است و چون 

ــرعت پرواز آن هم 100 كيلومتر در ساعت است پس كل مسافتي  س
ــت است؟  ــت. آيا درس كه زنبور در حال پرواز بوده 100 كيلومتر اس

دكتر پاسخ مكانيسين را تأييد كرد و گفت: 
ــي كه به كار برديد و جواب مسئله  ــت است. اما روش ـ كاملاً درس
ــان مي دهد كه شما رياضي دان  ــادگي به دست آورديد، نش را به اين س
نيستيد. يك رياضي دان براي حل اين مسئله از سري ها استفاده مي كند، 
ــري در نظر مي گيرد كه هر جمله ي آن يكي از فاصله هاي  وي يك س
پيموده شده توسط زنبور است. اما اين راه  خيلي ساده هم نيست، زيرا 

تعيين فرمولي كه هر يك از فاصله ها را بيان كند كار مشكلي است.
تعريف مي كنند كه وقتي اين مسئله را براي جان ون نيومن رياضي دان 
ــتند كه ظرف چندين ثانيه  بزرگ معاصر مطرح كرده اند و از وي خواس
ــؤال  ــت آن را پيدا كند، وي اين كار را كرد. وقتي از او س جواب درس
ــئله را از چه راهي حل كرده است، پاسخ داد كه مجموع يك  ــد مس ش
سري نامحدود را حساب كرده است. راجع به نيومن، حكايت مي كنند 
كه بعضي محاسبات پيچيده ي رياضي را در ذهن خود با همان سرعت 

ماشين هاي محاسبه ي الكترونيكي انجام مي داده است.
ــماره با عنوان مسئله ي مسابقه، مسئله ي زير از حساب  در اين ش

استدلالي آورده شده است: 
با جايزه ي دو هزار ريال 

حساب  از  نمونه  «مسائلي  جزوه هاي  مؤلف  كاشاني  محمود  طرف:  از 
استدلالي»

ــن كنيد كه عبارت  ــح a و b را چنين تعيي ــئله: دو عدد صحي مس
a) قابل  b)− a) بر  b )+ −2 2 1 a) و عبارت  b)+ ــر a) ب b )+ +2 2 1

قسمت باشد.
شرايط تعلق جايزه: 

ــئله بايد با توجه به تعريف عدد صحيح در نظريه ي اعداد  1. مس
(عددهاي صحيح مثبت، منفي يا صفر) حل شود.

ــئله بايد صددرصد كامل حل شود به طوري كه شرح هيچ  2. مس
نكته ي مبهم يا حالت خاص از قلم نيفتاده باشد.

ــخ ها حداكثر تا روز آخر ماه دي به اداره ي مجله ي يكان  3. پاس
رسيده باشد.

4. پاسخ ها با خط خوانا نوشته شده باشد و روي ورقه ي مربوط، 
نام و نشاني كامل و مخصوصاً  دبيرستان و پايه ي تحصيلي حل كننده 

ذكر شده باشد.
ــت.  ــئله ي زير اس ــوق حالت خاصي از مس ــئله ي ف تذكر ـ مس
ــل كنيد: به ازاي چه مقادير صحيح  ــد آن را به صورت كلي ح مي تواني

(مثبت، منفي يا صفر) از اعداد a و b عبارت 
a) و عبارت  b)+ a) بر b nab )+ + +2 2 2 1

a) بخش پذير است. b)− a) بر  b nab+ +2 2 2 -1)
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A

C

ˏ
A

ˏ
B

ˏ
C

γ

α
β

B

در شماره ي 42، مجله به مقاله هاي جالب زير مي پردازد: 

خواص مثلث شبه قائمه 
 Pseudo rectangle triangle

تهيه از: جعفر آقاياني چاوشي
ــد، مثلث شبه قائمه  مثلثي كه تفاضل دو زاويه ي آن يك قائمه باش
ــبه قائمه باشد، يعني  ــود. اگر مثلث ABC در رأس A ش ناميده مي ش

، داراي خواص زير است. ˆB̂ C− = داشته باشيم: 90
.CH و BH واسطه ي هندسي است بين AH 1. ارتفاع

2. نيمسازهاي داخلي و خارجي زاويه ي A با يكديگر برابرند.

3. ارتفاع AH بر دايره ي محيطي مثلث مماس است.
4. قرينه ي رأس A نسبت به ضلع BC بر نقطه ي تلاقي ارتفاعات 

واقع است.
ــره ي محيطي روابط زير  ــعاع داي ــن اندازه هاي ضلع ها و ش 5. بي

برقرار است: 
b c aR− =2 2 2 b و  c R+ =2 2 24

 A ــع ثابت بماند و رأس ــر ضلع BC از حيث اندازه و وض 6. اگ
ــبه قائمه باقي  ــه ي مثلث تغيير مكان دهد تا همواره مثلث ش در صفح
بماند، مكان A و همچنين مكان نقطه ي تلاقي ارتفاعات، يك هذلولي 

متساوي القطرين خواهد بود.

قضيه اي درباره ي مثلث مورلي
از ماهنامه ي رياضيات آمريكا 

ترجمه: غلامحسين بهفرو
ــه  ــخص ABC  را به س اگر هر يك از زاويه هاي مثلث غير مش
قسمت متساوي تقسيم كنيم، از برخورد دوبه دو خطوط حاصل مثلثي 
ــت (مجموعه ي علمي يكان  ــت مي آيد كه متساوي الاضلاع اس به دس

سال). اين مثلث به نام مثلث مورلي معروف است (شكل 1).
مثلث ABC و يك مثلث دلخواه ΄A΄B΄C واقع در داخل آن را در 

نظر مي گيريم. اگر γ، β ،α زاويه هاي بين اضلاع متناظر از اين دو 
مثلث باشند (شكل 2) روابط زير برقرار خواهد بود:

 
 A A′ = +β − γ B و  B′ = + γ −αو C C′ = + α −β

حال قضيه ي زير را مطرح مي كنيم: 
قضيه ـ شرط لازم و كافي براي آن كه اضلاع مثلث مورلي مربوط 
به مثلث ABC با اضلاع مثلث مورلي مربوط به مثلث ΄A΄B΄C نظير 

به نظير با هم موازي باشند، آن  است كه داشته باشيم: 
B C B C′ ′− −

= α +3 3
كه با در نظر گرفتن جهت زاويه ها نتيجه خواهد شد: 

α +β+ γ =0
به آساني ثابت مي شود كه شرط فوق، وقتي كه ΄A΄B΄C يكي از 

هشت مثلث زير باشد، برقرار خواهد بود: 
1. مثلث ميانه اي مثلث ABC؛

2. مثلث ارتفاعيه ي مثلث ABC؛
ــردن مراكز دايره هاي محاطي خارجي به  3. مثلثي كه از وصل ك

دست مي آيد؛
ــاس اضلاع مثلث ABC با  ــي كه از وصل كردن نقاط تم 4. مثلث

دايره ي محاطي داخلي به دست مي آيد؛
5 و 6 و 7. مثلث هايي كه از وصل كردن نقاط تماس اضلاع مثلث 

ABC با دواير خارجي آن به دست مي آيد.

8. مثلثي كه از خطوط مماس بر دايره ي محيطي مثلث ABC در 
رأس هاي آن به دست مي آيد.

 كارمند بازنشسته ي راه آهن
كبوتران نامه بر 

در ملاقات ديگري كه بين جانسن مكانيسين بازنشسته ي راه آهن و 
دكتر پزشك ناحيه روي داد، جانسن داستاني از يك مأموريت جالب كه 
در زمان اشتغال به كار براي وي اتفاق افتاده بود براي دكتر شرح داد. او 
گفت: روزي از طرف هيأت  نقل و انتقالات به وي مأموريت دادند تا به 
هنگام كار در يكي از ترن هاي عادي دو كبوتر نامه بر را با خود ببرد و 
آن ها را دقيقاً در فاصله ي 80 كيلومتري يكديگر و درست به فاصله ي 

يك ساعت از هم رها كند.
ــيري كه راه آهن از آن مي گذشت كاملاً  ــبختانه قسمتي از مس خوش
ــتقيم 160 كيلومتري به نحوي بود  ــود. طول اين خط آهن مس هموار ب
ــاعت مي پيمودند. در اين  ــت در مدت 2 س كه ترن ها اين فاصله را درس
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ــت و در آن ها ترن ها به  ــتگاه هايي وجود داش فاصله ايس
نسبت تعداد مسافراني كه پياده يا سوار مي شدند توقف 
ــتند، اما با كم و زياد كردن سرعت،  اين زمان هاي  داش

توقف جبران مي شد و در نتيجه، فاصله ي 160 كيلومتري 
درست در 2 ساعت طي مي شد.

اما از اين كه ما فاصله ي 160 كيلومتري را در مدت 2 ساعت 
طي مي كرديم و سرعت متوسط ما 80 كيلومتر در ساعت بود، نمي توان 

اطمينان داشت كه يك فاصله ي زماني يك  ساعتي وجود داشته كه در آن 
مسافت 80 كيلومتر پيموده شده باشد.

دكتر اظهار داشت: «اين چنين نيست. بدون در نظر گرفتن 
تغييرات سرعت در فاصله ي 2 ساعت 

به سادگي مي توان ثابت كرد كه در 
هر حال فاصله اي يك ساعتي وجود 

ــاعتي  يك فاصله ي يك س
ــم و آن را به  ــر مي گيري ــزا در نظ مج
تدريج در طول مسير (شكل در پايين 
است) جا مي دهيم به طوري كه ابتدا يك 
ساعت اول و بعد به تدريج يك ساعت دوم را دربرگرفته  
ــاعت مجزا كه آن را در  باشد. در اين يك س
ــير پخش كرديم سرعت متوسط  طول مس
همان سرعت مطلوب است. از آن جا كه اين 
فاصله يك ساعت اول را دربر دارد، در ابتداي آن 
سرعت متوسط كم تر از 80 كيلومتر در ساعت مي باشد 
و چون يك ساعت دوم را هم دربرمي گيرد، در پايان، سرعت 

متوسط آن بيش تر از 80 كيلومتر خواهد بود.
ــاعت سرعت متوسط  ملاحظه مي كنيم كه در طول يك س
ــر از 80 كيلومتر در  ــن دو مقدار محصور مي ماند، يكي كم ت بي
ــاعت و ديگري بيش تر از آن. بنابراين، بخشي از مسير وجود  س
دارد كه ضمن آن در اين فاصله ي يك ساعتي سرعت متوسط دقيقاً برابر 

با 80 كيلومتر در ساعت است و به اين صورت حكم ثابت مي شود.»
مكانيسين بازنشسته حق را به جانب دكتر داد و چنين اظهار داشت: 
«آنچه گفتيد به جاي خود درست است، اما اين موضوعي نبود كه به كار 
ــتم شروع  هيئت نقل و انتقالات بيايد. براي اين كه هيچ گاه من نمي توانس
اين فاصله را تعيين كنم و در نتيجه نمي توانستم ساعت رها شدن كبوتران 
ــيد مسئله ي كوچكي كه سراغ  را معلوم كنم. فعلاً هم چنانچه مايل باش
دارم مطرح كنم، شايد براي شما جالب باشد.» قرار شد كه اين مسئله در 

جلسه ي بعد مطرح شود. ــافت 80 كيلومتر پيموده مي شده است. راه  ــته است كه طي آن مس داش
ساده ي اثبات اين مطلب از اين قرار است: 

ــاعتي را به دو فاصله ي يك ساعتي تقسيم مي كنيم.  فاصله ي دو س
ــاعت دوم دقيقاً  ــاعت اول و نه در يك س فرض مي كنيم كه نه در يك س
ــافت 80 كيلومتر را نپيموده باشيد، وگرنه مسئله خيلي ساده خواهد  مس
بود. بنابراين مي توانيم فرض كنيم كه در يك ساعت اول سرعت متوسط 
ــاعت و در دومين ساعت بيش تر از اين  ــما كمتر از 80 كيلومتر در س ش
ــرد كه اگر به ترتيب عكس فرض  ــت. ملاحظه خواهيد ك مقدار بوده اس

كنيم، اثبات فرق نخواهد كرد.

يك ساعت 

ساعت اول ساعت دوم 

ساعت اول ساعت دوم 


