
روی کاغذ و یا به کمک نرم‌افزار یک مثلث متساوی‌الاضلاع 
بکشید. از یک نقطۀ دلخواه داخل این مثلث، سه پاره‌خط 
عمود بر ضلع‌ها رسـم کنید. طول این پاره‌خط‌ها را اندازه 
بگیریـد و این سـه عدد را با هم جمع بزنیـد. نتیجه را در 
جایـی بنویسـید. حالا نقطـۀ دیگری را در نظـر بگیرید و 
همیـن کار را تکرار کنید. چه مشـاهده می‌کنید؟ نقطۀ 

دلخواه را بی‌نهایت نزدیک یکی از رأس‌ها در نظر بگیرید و 
فراینـد را تکرار کنید. این حاصل‌جمـع دقیقاً برابر ارتفاع 

مثلث متساوی‌الاضلاع است! )شکل ۱(.
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شکل ۱

مشـاهده: مجمـوع فاصلـۀ هـر نقطه‌ای داخـل مثلث 
متسـاوی‌الاضلاع از سـه ضلـع آن عـدد ثابتی اسـت.

برهان:

ah1+ah2+ah3=2× مساحت مثلث

a(h1+h2+h3(=2× مساحت مثلث

h1+h2+h3= 2× ــــــــــــــــمساحت مثلث
a

با این مشـاهده پرسشی ایجاد می‌شود: »چه شکل‌های 
دیگری هم این ویژگی را دارند؟«

مثلًا به‌روشـنی در هر nضلعی منتظم این ویژگی برقرار 
است. اما فقط شکل‌های منتظم نیستند که چنین‌اند. 
می‌دانیم که در مثلث‌ها »برابری سه ضلع« معادل است 
با »برابری سـه زاویه« و معادل اسـت با »منتظم‌بودن«. 
اما در شـکل‌های دارای تعداد ضلع‌های بیشـتر این سه 
عبـارت با یکدیگر معادل نیسـتند. پس شـاید شـرطی 
ضعیف‌تـر از »منتظـم بودن« کافی باشـد. با دقت‌کردن 
بـه مرحله‌های اثبـات می‌بینیم که کافی اسـت خط اول 
اثبات برای شـکلی برقرار باشـد و اگر شـکل ما محدب و 

طول ضلع‌های آن برابر باشـند، خط اول برقرار اسـت.

h2
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شکل ۲

ah1+ah2+ah3+ah۴+ah۵=2× مساحت شکل

هنــدسه

محمدمهدی نسیمی

شکل‌هـای 

مجموع‌ثابت
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بررسـی کنید که آیا برای شـکل‌های مقعری 
کـه طـول اضلاعشـان برابر اسـت نیز حکم 

برقرار اسـت؟ )شکل ۳(.
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a

aa

شکل ۳

از ایـن بـه بعد این ویژگـی را »مجموع‌ثابت« 
می‌نامیم.

دیدیم که شکل‌های محدب با طول ضلع‌های 
برابـر مجموع‌‌ثابت هسـتند. امـا هنوز هم 
شکل‌های مجموع‌ثابت دیگری وجود دارند! 
مستطیل یکی از این شکل‌هاست )شکل ۴(.

 h2h1

h3

h۴ P

شکل ۴

امـا پاسـخ پرسـش بـرای چهارضلعی‌هـا 
چهارضلعی‌هـای  یعنـی  می‌شـود؟  چـه 
مجموع‌ثابت کدام چهارضلعی‌ها هسـتند؟

ادعـا: متوازی‌الاضالع مجموع‌ثابت اسـت 
و برعکـس. یعنـی اگـر یـک چهارضلعـی 
مجموع‌ثابت باشـد، متوازی الاضلاع اسـت 

)شکل ۵(.
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h۴ P

شکل ۵

ایـن را کـه »متوازی‌الاضالع مجموع‌ثابـت 
اسـت« شـما بررسـی کنید. اثبات قسـمت 
دیگرِ ادعا دشـوارتر اسـت ولـی از آنجایی که 

حـالا امکانات لازم را برای اثبـات ادعا داریم. 
چهارضلعـی مجموع‌ثابـت ABCD را در نظـر 
بگیریـد. زاویـۀ ABC و نیمسـاز آن را نیـز در 
نظـر بگیرید. طبق گزارۀ اول، مجموع فاصلۀ 
نقـاط روی پاره‌خـط عمود بر این نیمسـاز از 

ضلع‌هـای AB و BC عدد ثابتی اسـت.
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شکل 7

پس چون کل چهارضلعی مجموع‌ثابت است، 
مجمـوع فاصلـۀ ایـن نقطه‌هـا از ضلع‌های 
AD و CD نیـز عـدد ثابتـی اسـت. پس طبق 
 CDA گـزارۀ دوم، پاره‌خـط بـر نیمسـاز زاویۀ
عمـود اسـت. بنابرایـن ایـن پاره‌خـط بر هر 
دو نیمسـاز عمـود اسـت و در نتیجه این دو 
نیمسـاز موازی هسـتند. )در چـه حالتی دو 
نیمسـاز بر هـم منطبق می‌شـوند؟( در یک 
چهارضلعی نیمسـازها موازی هستند، تنها 

اگـر متوازی‌الاضلاع باشـد. بررسـی کنید. 
راهنمایـی: به مثلث‌هـای ‘ADD و ‘CBB در 

شـکل 8 توجه کنید.
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شکل 8

خـب! پـس یـک چهارضلعـی مجموع‌ثابت 
اسـت، اگر و تنها اگر متوازی‌الاضلاع باشد.

تا شـمارۀ بعدی، کـه به شـکل‌های با تعداد 
ضلع‌هـای بیشـتر حملـه می‌کنیـم، دربارۀ 
شکل‌های مجموع‌ثابت سه‌بعدی فکر کنید. 
به‌جای مثلث متسـاوی‌الاضلاع، شکل‌های 
محـدب بـا طـول ضلـع برابـر، مسـتطیل، 
متوازی‌الاضالع و پاره‌خـط عمود بـر زاویه، 

چه معادل‌هایی را قرار می‌دهید؟ 

گام‌هـای روشـنگری دارد آن را به‌دقت اثبات 
خواهیـم کـرد. اما پیش از آن به دو گزاره و دو 

سـؤال زیر توجـه کنید.
گزارۀ اول: در هر مثلث متساوی‌السـاقین، 
مجمـوع فاصلۀ هـر نقطه روی قاعـده از دو 

سـاق، عدد ثابتی اسـت. چون:
ah1+ah2=2× مساحت مثلث
برهان دقیقاً مشـابه اثباتی است که پیش‌تر 

دیدیم.
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شکل ۶

گـزارۀ دوم: برعکـس گـزارۀ اول نیز درسـت 
اسـت. یعنی اگر بدانیم مجمـوع فاصلۀ هر 
نقطـه روی ضلع مثلثی از دو ضلع دیگر، عدد 
ثابتی است، مثلث متساوی‌الساقین و نقطه 

روی قاعدۀ آن اسـت. چرا؟
بـا توجه به دو گزارۀ اخیر، توجه کنید که برای 
یـک زاویـۀ داده شـده، نقـاط روی پاره‌خطی 
عمـود بر نیمسـاز، مجموع‌ثابت هسـتند، 
زیـرا دو خط زاویه و پاره‌خط عمود، یک مثلث 

متساوی‌الساقین تشـکیل می‌دهند.
سـؤال اول: روی کاغـذ دو خـط متقاطـع را 
رسـم کنیـد. همـۀ نقطه‌هایـی را بیابید که 
مجمـوع فاصله‌شـان از ایـن دو خـط، یـک 

سـانتی‌متر باشـد.
سؤال دوم: دو خط موازی داده شده‌اند. همۀ 
نقطه‌هایی را بیابید که مجموع فاصله‌شـان 
از ایـن دو خط مقدار ثابتی باشـد. این مقدار 

ثابت را با عددهای متفاوتی امتحان کنید.
حـالا دو خـط متقاطـع را در نظـر بگیریـد. با 
چرخاندن یکی از این دو خط، آن‌ها را به دو خط 
موازی تبدیل کنید. در این حرکت، توجه کنید 
که شکل نقطه‌هایی که مجموع فاصله‌شان 
از دو خـط عـدد ثابتـی اسـت، چگونـه تغییر 
می‌کنـد. به این عمل دگردیسـی می‌گویند.
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