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ميرشهرام صدر

مفهوم و 
کاربست سورها

در این شماره از دورهمی ریاضی دربار ة»سور«ها به بحث و گفت‌وگو نشسته‌ايم. بحث از آنجا آغاز شدك هكي ي از دانش‌آموزان 
خواستار معناي لغويك لمة »سور« و وجه تسمية اينك لمه شد. در ادامة دورهمي، دانش‌آموزان سؤال‌هايي دربار ةنحو ةبه‌كارگيري 
سورها در رياضيات داشــتند و به دنبال گزاره‌نما‌هايي بودندك ه با چند سور به گزاره تبديل مي‌شدند. مشروح اين گفت‌وگو در 

پي آمده است.

مقدمه

  معلم:   .....................................................
عبارت‌هــاي »به ازاي هــر« و »به ازاي 
بعضي مقادير« معروف به سور هستند. سورها 
در مطالعــة گزاره‌نماها بــهك‌ار مي‌روند. اين 
عبارت‌ها قبــل از گزاره‌نما‌ها قرار مي‌‌گيرند و 
به اين وسيله گزاره‌هايي با ارزش »راست« يا 

»دروغ« ايجاد ميك‌نند.

 دانش‌آموز اول:  .......................................
مي‌دانيــم عبــارت »به ازاي هر« ســور 
∀« نمايش  عمومي اســت و آن را با نماد »
مي‌دهند. در كتاب درسي آمده است كه ارائة 
ايــن نماد از حرف اول كلمــة »All« گرفته 

شــده اســت. كلمة All به معناي هر، همه، جميع و همه‌چيز است. 
همچنين، عبارت »به ازاي بعضي مقادير«  ســور وجودي است و آن 
« نمايش مي‌دهند. اين نماد هــم از حرف اول كلمة ∃  را بــا نماد »

»Exist« گرفته شــده اســت. كلمة Exist به معناي وجود داشتن و 
به‌ازاي بعضي مقادير است.

∀ سور عمومي گفته مي‌شود. البته  سؤال ما اين است كه چرا به 
مي‌دانيم كلمة عمومي در آن با لغت All قابل درك است، اما اصطلاح 
سور در كجا آمده است و چرا كلمة سور را در اين عبارت بهك‌ار مي‌بريم؟

  معلم:   .........................................................................................
در زمان‌هاي گذشــته، به‌طــور معمول دورتادور هر شــهر را با 
ديواره‌اي محدود ميك‌ردند كه به آن در زبان فارسي »بارو« مي‌گويند. 
به‌طــور حتم تا به حال، بارها كلمة »قلعه« يــا عبارت »برج و بارو« 

 ـ )قسمت  هشتم( دورهمي رياضي 
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را شــنيده‌ايد. در هر قلعه ســاختماني وجود دارد كه به آن »برج« و 
ديواره‌هاي گرداگرد آن را »بارو« مي‌گويند.

سور كلمه‌اي عربي است و معناي آن در زبان فارسي »بارو« مي‌شود 
كه همان حصار يا ديوار گرداگرد شهر است. همچنان كه بارو، محدوده 
يا قلمروي قلعه را مشــخص ميك‌ند. ســورها در رياضيات محدوده يا 

قلمروي اعضاي مورد بحث در گزاره‌‌نماها را مشخص ميك‌نند.

 دانش‌آموز دوم:  .........................................................................
چگونه سورها محدوده يا قلمروي اعضاي مورد بحث را مشخص 

ميك‌نند؟

  معلم:   .........................................................................................
ســورها به‌تنهايي كارايي ندارند. ســورها هنگامي كارا مي‌شوند 
كــه در ابتداي كي گزاره‌نما درمي‌آينــد و قلمرو متغير يا متغيرهاي 
گزاره‌نما را مشخص ميك‌نند. بنابراين سورها، محدوده يا قلمرو متغير 
يا متغيرهاي گزاره‌نما را مشــخص ميك‌نند. براي مثال، گزارة زير را 

در نظر بگيريد:
x R :x x x∀ ∈ + = 2 )گزارة 1(   

ســور عمومي بهك‌اررفته در اين مثال نشان مي‌دهد كه قلمروي 
متغير x، مجموعة اعداد حقيقي است. براي هر عدد حقيقي x، گزاره 
x داراي ارزش »راست« مي‌شود. پس ارزش گزارة  x x+ = 2 نماي 

)1( همواره راست است.
گزاره‌نماها بدون سورها فاقد ارزش هستند، زيرا ممكن است آن‌ها 
براي بعضي از مقادير متغير راست و براي بعضي از مقادير ديگر متغير 

دروغ باشند.

 دانش‌آموز سوم:  ....................................
x را در نظر بگيريد.  + >2 1  گزاره‌نماي
اين گزاره‌نما سور ندارد، ولي به ازاي هر عدد 
حقيقي x، داراي ارزش »راست« است. ارزش 

اين گزاره‌نما را چگونه توجيه ميك‌نيد؟

  معلم:   .........................................................................................
به اين گزاره‌نما »گزارة كلي« مي‌گويند. سور از قبل در آن مستتر 
است. در واقع خودتان گفتيد كه اين گزاره‌نما به ازاي هر عدد حقيقي 
x برقرار است. يعني كي سور عمومي در آن به‌صورت زير نهفته است:

x R : x∀ ∈ + >2 1 0

در هندسه، بســياري از گزاره‌هاي كلي را مطالعه كرده‌ايد. براي 
مثال وقتي مي‌گوييم:

»در مثلث قائم‌الزاويه رابطة فيثاغورس برقرار است.«
يعني در هر مثلثي كه قائم‌الزاويه باشــد، رابطة فيثاغورس برقرار 

است. همچنين، اصل نامساوي مثلثي در مثلث مي‌گويد:
»در هر مثلثي، مجموع طول‌هاي هر دو ضلع از طول ضلع ســوم 

بزرگ‌تر است.«

 دانش‌آموز چهارم:  ...................................
يــا متغيرهاي  قلمروي متغير  ســورها 
گزاره‌نما را مشــخص ميك‌ننــد. مثالي ارائه 
دهيد كه در آن چند متغير و چند سور بهك‌ار 

رفته باشند.

  معلم:   .........................................................................................
f را در نظر بگيريد. مي‌دانيم  (x) x= +2  تابع خطي با ضابطة 1
در اين تابع x متغير مســتقل است و هر مقدار حقيقي را مي‌پذيرد و 
به ازاي هر مقدار x، كي مقدار منحصربه‌فرد براي y )متغير وابسته( از 

برد تابع يافت مي‌شود. به زبان سورها مي‌توان نوشت:
x R y R :y x∀ ∈ ∃ ∈ = +2 1

f را در نظر بگيريد.  (x) x= +2 اكنون تابع درجة دوم با ضابطة 1
به زبان سورها مي‌توان نوشت:

f fx D y R :y x∀ ∈ ∃ ∈ = +2 1

y : بنابرايــن:  x= + ≥2 1  مي‌دانيــم  و همــواره 1
. [ )fR ,= +∞1

همان‌طور كه ملاحظه كرديد، مجموعة مقاديري كه مي‌توانند به 
جاي متغير مستقل تابع قرار گيرند، دامنة تابع را تشيكل مي‌دهند و 
مجموعة مقاديري كه براي متغير وابســته به‌دست مي‌آيند، برد تابع 

است:
به‌طور معمول در ضابطة تابع، براي متغير مستقل از سور عمومي 

و براي متغير وابسته از سور وجودي استفاده ميك‌نند.

 دانش‌آموز پنجم:  ........................................................................
با توجه به ضابطة تابع خطي مثال قبل، چنانچه بنويسيم: 

y R x R:y x∀ ∈ ∀ ∈ = +2 1

اين عبارت با آنچه كه شما نوشته‌ايد چه تفاوتي دارد؟
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  معلم:   ........................................................................................
ارزش اين گزاره نادرست است، چون براي x و y از سور عمومي 
استفاده كرده است، براي مثال y=2 ،x=1 قرار دهيد، ملاحظه خواهيد 
y به ازاي اين مقادير نادرست خواهد شد.  x= +2 1 كرد كه برابری 
اگر تابع را به‌‌صورت كي ماشــين در نظر بگيريم؛ از قســمت ورودي 
ماشين، متغير مستقل وارد مي‌شــود و در خروجي، متغير وابسته با 

توجه به ضابطة تابع بيرون مي‌آيد )شكل 1(.

y = f(x)

X

f

 شكل 1  

 x روي f نتيجة عملياتي اســت كه تحت ضابطة تابع y ،در حقيقت
اعمال مي‌شــود. همان‌طور كه قبلاً گفته شــد، x متغير مستقل است و 
مي‌تواند هر مقداري از دامنة تابع باشد. بنابراين بايد متغير مستقل x را با 
 x متغير وابسته است و به دليل ورود y ،سور عمومي بنويسيم. از طرف ديگر
به ماشين به‌وجود آمده است. بنابراين متغير y را با سور وجودي مي‌نويسيم.
] را در نظر بگيريد. با  ]fD ,= −1 3 y با  x= +2 تابع با ضابطة 1
 ، [ ]x ,∈ −1 3 توجه به نمودار اين تابع ملاحظه ميك‌نيم كه براي هر 
] وجود دارد، به‌طوري كه در ضابطة تابع صدق  ]y ,∈ −1 7 كي مقدار 

ميك‌نند )نمودار 1(.

7

3
-1

-1

y

x

 نمودار 1  

بنابراين مي‌توان نوشت:

[ ] [ ]x , y , : y x∀ ∈ − ∃ ∈ − = +1 3 1 7 2 1

y را داشته باشيم و از قسمت  x= +2 1 حال فرض كنيد رابطة 
 [ ]y ,∈ −1 7 ورودي ماشين، متغير مستقل y وارد شود، به‌طوري كه: 

] موجود  ]x ,∈ −1 3 و در خروجي ماشــين، براي هــر y، كي مقدار 
باشد. در اين صورت ضابطة تابع به‌صورت زير است:

yy x x y x −
= + ⇒ = − ⇒ =

12 1 2 1
2

در اينجا x متغير وابســته و تابعي از متغير مســتقل y اســت و 
مي‌توان نوشت:

[ ] [ ] yy , x , :x −
∀ ∈ − ∃ ∈ − =

11 7 1 3
2

سؤال: آيا مي‌توانيد مساحت دايره‌اي به شعاع r را به‌صورت كي تابع 
بيان كنيد؟

 دانش‌آموز دوم:  ..........................................................................
s(r) نمايش دهيم،  اگر مســاحت دايره )C(، به شــعاع r را بــا 

)شکل2( خواهيم داشت:
s(r) r= π 2

r
(C)

 شكل2  

  معلم:   .........................................................................................
در اين تابع r متغير مستقل است. براي تعريف دايره، r داراي چه 

شرطي است و براي متغير r چه سوري را بهك‌ار مي‌بريم؟

 دانش‌آموز دوم:  .....................................
طبق تعريف، دايــره مجموعه نقاطي از 
صفحه است كه فاصلة آن‌ها از نقطه‌اي ثابت 
برابر با مقدار ثابت r )شعاع دايره( باشد. پس 
شــعاع فاصلة بين دو نقطة متمايز در صفحه 
اســت و مي‌دانيم اين فاصله مقداري مثبت 
. از طرف ديگر، r مي‌تواند هر مقدار دلخواه مثبت  r >0 است، بنابراين:

باشد. بنابراين براي آن از سور عمومي استفاده ميك‌نيم.

  معلم:   .........................................................................................
s(r) يا متغير وابســته به r چه مي‌توان گفت؟ آيا  حال در مورد 

s(r) هر مقداري را مي‌پذيرد؟
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 دانش‌آموز سوم:  ........................................................................
s(r) هــر مقــداري را نمي‌پذيرد و فقط بعضــي از مقاديري را 

، از  s(r) مي‌پذيرد كه مســاحت دايره باشند. پس براي متغير وابستة
سور وجودي استفاده ميك‌نيم.

  معلم:   ........................................................................................
s(r) متعلق به چه مجموعه‌اي است؟ يعني اگر  مجموعه مقادير

چه مجموعه‌اي است؟ X, s(r) X∈ بنويسيم 

دانش‌آموز سوم:  .......................................................................  

. یا X می‌تواند  sX R= واضح است كه X برد تابع s است؛ يعني: 
. sX R= هم دامنه تابع باشد، یعنی 

  معلم:   .........................................................................................
هر دو از یک واحد هستند؟ s(r) , r منظورم اين است كه آيا

 دانش‌آموز دوم:  ..........................................................................

s(r) مساحت دايره است و مي‌دانيم مساحت از واحد مربع است. 

  معلم:   .........................................................................................
 با اين بحث مشــخص شد كه تابع مساحت دايره، به‌صورت زير 

است:
r R s(r) R :s(r) r∀ < ∈ ∃ ∈ = π 20

 دانش‌آموز چهارم:  .......................................................................
آيا مي‌توان تابعي نوشت كه در آن دو متغير مستقل وجود داشته 

باشد و براي نوشتن آن از دو سور عمومي استفاده كنيم؟

  معلم:   .........................................................................................
دستورها يا فرمول‌هايي كه در هندسه خوانده‌ايد، مي‌توانند پاسخ 

مناسبي براي شما باشند.

 دانش‌آموز چهارم:  ......................................................................
منظورتان، فرمول‌هاي مربوط به مساحت يا حجم‌هاي شكل‌هاي 

هندسي است؟

  معلم:   .........................................................................................
 بله. براي مثال، مساحت مثلثي با اندازة قاعدة a و ارتفاع h، تابعي 

دومتغيره بر حسب a و h به‌صورت زير است )شكل 3(:

Ca

h

B

A

 شكل 3 

a , h ; s R:s(a, h) ah∀ > ∀ > ∃ ∈ =
10 0
2

همچنيــن، حجم كي مكعب با ابعاد b، a و c تابعي ســه‌متغيره 
به‌صورت زير است )شكل 4(:

a

a
b

c
b

 شكل 4 

v(a,b,c) a b c
a , b , c

; v R: v(a,b,c) abc

= × ×
∀ > ∀ > ∀ >
∃ ∈ =

0 0 0

در ادامه مثالــي از تابعي چندمتغيره در فيزكي مي‌آوريم. كاري 
كه براي بالا بردن جسمي به جرم m تا ارتفاع h انجام مي‌شود، برابر 

است با:
w=mgh

كه در آن h ارتفاع جســم از مبدأ انرژي پتانســيل برحسب متر 
اســت )مبدأ انرژي پتانسيل جايي اســت كه انرژي پتانسيل در آنجا 

صفر باشد. به‌طور معمول اين مبدأ را سطح زمين مي‌گيرند(.
همچنين g در اين فرمول شتاب جاذبة زمين و مقداري ثابت برابر 
با 9/8 نيوتن بر يكلوگرم اســت. w برحسب ژول و در واقع كار لازم 
براي غلبه بر نيروي گرانشــي است. اين مقدار كار در جسم به‌صورت 
انرژي پتانســيل ذخيره مي‌شود و از رابطة EP=mgh، انرژي پتانسيل 

قابل محاسبه است.



19 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ سی‌ام |  شمارۀ 3 |  بهار 1400

»انرژي پتانســيل گرانشي« را نسبت به سطح زمين مي‌سنجند. 
براي مثال جســمي در وضعيت A )شــکل 5( نسبت به سطح زمين 
داراي انرژي پتانسيل گرانشي مثبت و در وضعيت B نسبت به سطح 

زمين داراي انرژي پتانسيل گرانشي منفي است.

A

B

سطح زمین

 شکل 5  

انرژي پتانســيل گرانشي برحسب ژول و كي عدد حقيقي است. 
بنابراين خواهيم داشت: 

اگر: h=0، آنگاه: EP=0؛
؛ PE >0 ، آنگاه: h >0 اگر:
؛ PE <0 ، آنگاه: h <0 اگر:

,m، Pm جرم و متغير مستقل است و مي‌تواند  E mgh= در رابطة
هر مقدار حقيقي مثبت باشــد. h دومين متغير مســتقل اين رابطه 
است و مي‌تواند هر مقدار حقيقي باشد. بنابراين EP عددي حقيقي و 
متغير وابسته به دو متغير مستقل h و m است. دستور محاسبه انرژي 

پتانسيل به زبان رياضي به اين صورت است:

P Pm R , h R ; E R :E (m,h) mgh∀ < ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ =0

................................ پنجم:   دانش‌آموز   
از جمع‌بندي مطالب متوجه شــدم كه 
وقتي از سورها اســتفاده ميك‌نيم، فرمول‌ها 
و توابع دقيق‌تر معرفي مي‌شــوند. به‌طوري 
كه نوع متغيرها از نظر مســتقل يا وابســته، 
و همچنين، محــدوده يا قلمــرو هر متغير 

مشخص مي‌شود.

  معلم:   .........................................................................................
ســورها در بيان خاصيت‌ها، فرمول‌هــا و توابع كاربست دارند و 
آن‌ها را دقيق‌تر بيان ميك‌نند. براي مثال، براي نوشتن خاصيت عضو 

خنثي در عمل جمع اعداد حقيقي، چنانچه بنويسيم:
x x+ =0

منظور اين است كه:
x R; R: x x∀ ∈ ∃ ∈ + =0 0

چون كي عضو خنثي موجود است، مي‌توان از سور كياني با نماد 
∃! استفاده كرد؛ يعني داريم:

x R; ! R :x x∀ ∈ ∃ ∈ + =0 0
x در مجموعة  =2 2 همچنين، براي اينكه مشخص كنيم معادلة 

اعداد حقيقي داراي ريشه است، مي‌توان نوشت:
x R : x∃ ∈ =2 2

در نتيجه، در گفت‌وگوهاي رياضياتي ناگزير از ســورها استفاده 
ميك‌نيم تا منظورمان را به مخاطب دقيق‌تر برسانيم.

در اتحادها كه برابري‌هاي كلي هميشــه برقرار هستند، از »سور 
عمومي« استفاده ميك‌نيم؛ مانند:

x, y R: (x y) x xy y∀ ∈ + = + +2 2 22

x R:sin x cos x∀ ∈ + =2 2 )x برحسب راديان( 1
اما در معادله‌ها كه به ازاي بعضي از مقادير حقيقي برقرار هستند، 

از »سور وجودي« استفاده ميك‌نيم؛ مانند:
x R :x x∃ ∈ − + =2 3 2 0

بنابراين، اتحادها گزاره‌نماهايي هســتند كه با »ســور عمومي«، 
و معادله‌ها گزاره‌نماهايي هســتند كه با »سور وجودي« به گزاره‌اي 

باارزش راست تبديل مي‌شوند.
گزاره‌‌اي كه با سور عمومي داراي ارزش راست هستند، مي‌تواند با 
سور وجودي هم نوشته شود، يعني اتحادها را مي‌توان با سور وجودي 
هم نوشت. اما گزاره‌اي را كه با سور وجودي داراي ارزش راست است، 

نمي‌توان با سور عمومي نوشت، مانند معادله‌ها.
كي ســور ديگر به نام »ســور صفر« داريم. وقتي هيچ مقداري 
 ∃ براي متغير موجود نباشد، از آن استفاده ميك‌نيم و آن را با نماد 

نمايش مي‌دهيم. براي مثال:
∃x R:x∈ + =2 2 0

بنابراين، براي مشــخص كردن معادله‌هايي كه در اعداد حقيقي 
فاقد جواب هستند، از اين سور استفاده ميك‌نيم؛ مانند:

∃x R: x | x |∈ − + + =2 3 0

***

اميدوارم از اين دورهمي لذت برده باشــيد. لطفاً مشكلات 
خــود را در زمينة درس‌هــاي رياضي براي ما بنويســيد تا در 

دورهمي‌هاي ديگر به آن‌ها بپردازيم.
تا دورهمي ديگر بدرود.




