
توانى
(سال دوم متوسطه)

اعداد  حقيقى  توان  معرفى  به  ابتدا  مقاله  اين  در  اشاره: 
معرفى مى كنيم و رسم  را  توانى  تابع  مى پردازيم، سپس 
چند  حل  با  مختلف  ضابطه هاى  با  را  تابع  اين  نمودارى 
مسئله توضيح خواهيم داد.

تابع
m, داريم: n Z! 0n و  ! كه در آن 
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x R Q! - حالت سوم: 
حال به توان اصم اعداد مى پردازيم. براى تعريف دقيق توان اصم 
اعداد، نياز به ذكر مباحثى از دنباله ها و ساير مطالب رياضى داريم 
كه از ورود به آن پرهيز مى كنيم. با اين حال مى كوشيم به قسمى اين 
3 را  2 براى مثال، عددى به صورت  قبيل توان ها را معرفى كنيم. 
در نظر مى گيريم. اين توان بايد به گونه اى تعريف شود كه در قوانين 
2 تقريباً  عمومى توان كه قبلاً يادآورى كرديم، صدق كند. مى دانيم 
2 بين 1 و 1/5 است. پس  برابر 1/414213562 است. بنابراين 
بين 3 و  3 عددى  2 بنابراين  باشد.   3 /1 5 بين 31 و  بايد  نيز   3 2

5/19615 خواهد بود.
/3 3 5 19615< <2

اما فاصله از 3 تا 5/19615 خيلى زياد است و بايد با تقريب هاى 
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             توان حقيقى
فرض كنيم a عددى حقيقى و مثبت و x يك عدد حقيقى دلخواه 

باشد. براى محاسبه ى ax سه حالت در نظر مى گيريم.
x Z! حالت اول: 

در صورتى كه x عددى صحيح و مثبت باشد، داريم:
...a a a ax # # #= 1 2 3444 444

                                                                  x مرتبه
0ax = x داريم:                                          = چنان چه 

و در حالتى كه x عددى صحيح و منفى باشد، داريم:

...

x x
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1 1 1 1
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                                          x- مرتبه
2...براى مثال: 2
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5 5 # # #= = =-
- - 1 2 3444  (5-)- مرتبه444

                             
x Q Z! - حالت دوم: 

 x
n
m

= چنان چه x عددى گويا و ناصحيح باشد، در اين صورت 

ميرشهرام صدر

0
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حل: هرگاه عددى بزرگ تر از 1 باشد؛ مربعش از آن عدد بزرگ تر 
x. بنابراين داريم: x x1> >2

& است، يعنى 
0
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( ) ( )
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) كوچك و  )f x ax= با بزرگ  و بزرگ تر شدن مقدار x حاصل 
كوچك تر مى شود، زيرا فرض كنيم m و n دو عدد طبيعى باشند به 

طورى كه n>m؛ در اين صورت داريم:
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n m
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0. در اين  a 3
1 1< <= براى روشن تر شدن مطلب، فرض كنيم 

صورت با توجه به جدول زير ملاحظه مى كنيد كه با بزرگ تر شدن 
) كوچك تر مى شود. ) ( )f x 3

1 x
= مقدار x، حاصل 
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هم چنين با دقت در اين جدول ملاحظه مى كنيم كه هر چه مقدار 
) بزرگ تر خواهد شد. ) ( )f x 3

1 x
= x كوچك تر مى شود، حاصل 

) را رسم كنيد. ) ( )f x 2
1 x

= مثال: نمودار تابع با ضابطه ى 
حل: نمودار اين تابع را به كمك نقطه يابى و با استفاده از جدول 

ذيل رسم مى كنيم.
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2 را بين 1/4 و  2 اين فاصله را كم تر كنيم. اين بار  بهترى از 
3 و  /1 4 3 نيز عددى بين  2 1/42 مورد توجه قرار مى دهيم. پس 
به  ماشين حساب،  با  عدد  دو  اين  محاسبه ى  با  بود.  خواهد   3 /1 42

3 مى رسيم: 2 تقريب بهتر زير براى 
/ /3 4 7589 3 4 65553/ /1 42 1 4, =

3 عددى بين 4/65553 و 4/7589 است. فاصله اى  2 بنابراين 
به  فاصله ى  از  كوتاه تر  خيلى  آورديم،  دست  به  حالت  اين  در  كه 
دست آمده در حالت قبلى است. اگر بخواهيم اين تقريب را بهتر كنيم 
 2 بهتر  تقريب هاى  از  بايد  آوريم،  دست  به  كوتاه تر  فاصله اى  و 

استفاده كنيم. براى مثال:
/ /1 414 2 1 4143< <

در اين حالت داريم:
/ /4 7276 3 3 3 4 72925< </ /1 414 2 1 4143- -

3 را  2 در اين تقريب ديده مى شود كه تا دو رقم اعشار، مى توان 
2 نامختوم  برابر 4/72 در نظر گرفت. به هر حال از آن جا كه بسط 
2 را بين دو عددى كه خيلى به هم نزديك باشند  است، مى توانيم 
3 را با تقريب بسيار خوبى محاسبه كنيم.  2 قرار دهيم و بدين ترتيب 
2 به كار  اگر بتوانيم اختلاف دو عدد گويايى را كه براى تقريب 
3 به حدى ميل  2 مى بريم، به 0 نزديك كنيم. مقادير تقريبى براى 

3 است. 2 خواهد كرد كه آن حد، مقدار 
3 چه قدر است؟ اين سؤال وارد  2 گاه اين سؤال مطرح مى شود كه 
3 براى خود عددى است كه به مقدار آن از طريق حد  2 نيست، زيرا 
نزديك مى شويم. مقادير تقريبى آن را نيز قبلاً به دست آورديم. توان هاى 
اصم نيز در همان قوانين عمومى توان صدق مى كنند. فقط به ياد داشته 
ax (x يك عدد اصم است) قابل  باشيد براى آن كه توانى به صورت 
. پس a بايد مثبت باشد، زيرا براى تعريف  0a > تعريف باشد، لازم است 
ax بايد a را به توان اعداد گويايى كه به x نزديك مى شوند، برسانيم 
و چون ممكن است هر عدد گويايى به جاى x قرار گيرد، بايد a هم 
به گونه اى باشد كه جمله ى بى معنا به دست نيايد. ساده ترين شرطى كه 

مى توان براى اين منظور اعمال كرد، همان مثبت بودن a است.
              تابع توانى

a) را در نظر  1! تعريف: عدد حقيقى و مثبت a (به طورى كه 
بگيريد. تابع با ضابطه ى زير را تابع نمايى مى گوييم.

0
0

: ( , )

( ) ( , )

f

f x a a a 1>

R

x

" 3

!=
*

، در اين صورت  a0 1< < ى 1:    در تابع نمايى فرض كنيد  مسئله 
a بزرگ تر است يا a2؛ a5 بزرگ تر است يا a6؛ به طور كلى با بزرگ 

) چه تغييرى مى كند؟ )f x ax= و بزرگ تر شدن x، مقدار 
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( 0a > 01 پس  > a و  1> ؟ زيرا  0a > (مى دانيد كه چرا 
0a ضرب كنيم،  >4 a را در  a>2 اكنون اگر دو طرف رابطه ى 

داريم:
a a a a a a> >2 4 4 6 5

&# #

) بزرگ  )f x ax= با بزرگ و بزرگ تر شدن مقدار x، حاصل 
و بزرگ تر مى شود.

اين  در   ،a 3 1>= كنيم  فرض  مطلب  شدن  روشن تر  براى 
صورت با توجه به جدول زير ملاحظه مى كنيم كه با بزرگ تر شدن 

) بزرگ تر مى شود. )f x 3x= مقدار x، حاصل 

( ) ; ( ) ;f f3
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3
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9
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هم چنين با دقت در اين جدول ملاحظه مى كنيم كه هر چه مقدار 
) كوچك تر خواهد شد. )f x 3x= x كوچك تر شود، حاصل 
) را رسم كنيد. )f x 2x= مثال: نمودار تابع با ضابطه ى 

حل: نمودار تابع را با استفاده از نقطه يابى و به كمك جدول ذيل 
رسم مى كنيم:
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21248f(x) ( )2

1 x
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به  شبيه   0 a 1< < براى   ( )f x ax= تابع  نمودار  توجه: 
x مقدار  افزايش  با  تابع  اين  ) است، زيرا در  )y 2

1 x
= تابع  نمودار 

) كاهش مى يابد. )f x ax=

210-1-2x

a
2a11

a

1
a

2
0 f(x)( ) aa 1< < x

=

0، پس طبق مسئله ى 1 داريم: a 1< < چون 

a a
a a1 1 1> > > >2

2

 a در اين صورت ،a 1> مسئله ى 2:    در تابع نمايى فرض كنيد 
بزرگ تر است يا a2؛ a5 بزرگ تر است يا a6؛ به طور كلى با بزرگ و 

) چه تغييرى مى كند؟ )f x ax= بزرگ تر شدن x، حاصل 
0c ضرب  > حل: اگر دو طرف نابرابرى a>b را در عدد مثبت 

كنيم، داريم ac>bc. بنابراين خواهيم داشت:
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1
x

y
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a

1
a

o

2

 را روى محور yها مشخص و از هر نقطه ى آن خطى موازى محور 
xها رسم كنيم، اين خط نمودار تابع را قطع مى كند، پس در اين حالت 

نيز تابع پوشاست.

x

y

o

y را رسم كنيد. 3 2x#= مسئله ى 4: نمودار تابع با ضابطه ى 
منحنى  روى  كه  را   2x مقدار   x هر  ازاى  به  است  كافى  حل: 
 x قرار دارد، در 3 ضرب كنيم تا نقطه ى مربوط به همان y 2x=

y به دست آيد. 3 2x#= روى منحنى 

x

y

o

رسم  را   y 2
1 3x#= - ضابطه ى  با  تابع  نمودار   :5 ى  مسئله 

كنيد.
2 ضرب 

1- y را در  3x= حل: كافى است نقاط روى نمودار 
كنيم. در نتيجه داريم:

y را رسم كنيد. 2 1x
= - ى 6:    نمودار تابع با ضابطه ى  مسئله 

y را 1 واحد در  2x= حل: كافى است نمودار تابع با ضابطه ى 
امتداد محور yها و به سمت پايين انتقال دهيم.

a، شبيه به نمودار تابع  1> ) براى  )f x ax= توجه: نمودار تابع 
) است، زيرا در اين تابع با افزايش x، مقدار  )f x 2x= با ضابطه ى 

) افزايش مى يابد. )f x ax=

210-1-2x

a
2a11

a

1
a

2
1(a > ) f(x) a

x
=

a، پس طبق مسئله ى 2 داريم: 1> چون 
a a

a a
1 1 1> > > >2

2

 0
( )

( , )

( )
f x

f x a

R

x

" 3
=

=
* مسئله ى 3:    آيا تابع نمايى با ضابطه ى 

يك به يك و پوشاست.
a,0 بررسى مى كنيم. a1 1> < < حل: مسئله را در دو حالت 

0، در اين صورت با توجه به نمودار اين تابع  a 1< < حالت اول) 
ملاحظه مى كنيم كه هر خط افقى نمودار تابع را در يك نقطه قطع مى 
كند، پس تابع يك به يك است، از طرفى به كمك تعريف رياضى 

تابع يك به يك داريم:
( ) ( )f x f x a a x xx x

1 2 1 21 2& &= = =

) يك به يك است. )f x ax= در نتيجه 
)0 را روى محور yها مشخص و از هر نقطه ى  , )3 وقتى بازه ى 
اين بازه خطى موازى محور xها رسم كنيم، اين خط نمودار تابع را 

قطع مى كند. پس اين تابع پوشاست.

a، در اين صورت با توجه به نمودار اين تابع  1> حالت دوم) 
ملاحظه مى كنيم كه هر خط افقى نمودار تابع را حداكثر در يك نقطه 
 0( , )3 قطع مى كند. پس تابع يك به يك است، هم چنين وقتى بازه ى 

..
1 2

1
x

y

.3
6

o

y=3  2× x
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y=3 x

y=-  × x1
2 3

2
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.
2

- 1
2



37
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

y را رسم  3
1 2 1x 1

= -+ ى 8:   نمودار تابع با ضابطه ى    مسئله 
كنيد.

حل: نمودارهاى زير مراحل شكل گيرى نمودار تابع بالا را نشان 
مى دهند.

مى توانيم  خوانده ايم،  حال  به  تا  كه  مطالبى  تركيب  با  نتيجه: 
y را رسم كنيم. براى رسم  a bx c#= + نمودار توابعى به صورت 
y را رسم  bx= نمودار اين قبيل توابع كافى است ابتدا نمودار تابع 
تابع  نمودار  xها،  محور  امتداد  در  واحد   -c انتقال  با  سپس  كنيم، 
y را به دست آوريم و سرانجام با ضرب عرض نقاط در  bx c

= +

y برسيم. a bx c#= + مقدار a به نمودار 

) را رسم كنيد. )y 2
1 1x

= +   مسئله ى 7:    نمودار تابع با ضابطه ى 
امتداد  ) را در  )y 2

1 x
= تابع ضابطه ى  حل: كافى است نمودار 

محور y ها، 1 واحد به سمت بالا انتقال دهيم.

x

y

13-

y=    2x+1-11
3

x

y

..1
-1

x

y

.
. 1

2

o-1

x

y

.

.1

2

o-1

2
3

x

y

..1
2

o

( )y 2
1 1x

= +

مرحله ى دوم
y 2=2 x+١

نمودار y 1=2 x را در امتداد محور x ها، 1 واحد به سمت چپ انتقال داديم.

3 ضرب كرديم.
1 عرض هر نقطه ى نمودار y 2=2 x+۱ را در 

نمودار y 3 را در امتداد محور y ها، 1 واحد به طرف پايين انتقال داديم.

y 3= 3
1 2 x+١

مرحله ى سوم

( )y 2
1 x

=

x

y

o

.1

مرحله ى اول
y 1=2 x.

1

ادب رياضى

***

«پياژه» بر اين باور است كه تصورها و 

و  ذهن  منطقى  اعمال 

هوش  كلى،  به طور 

زاييده ى  انسان، 

تشريح  پياژه،  به عقيده ى  است.  او  اعمال  درونى شدن 

روش  در  كه  به صورتى  رياضى،  مفاهيم  و  حقايق 

كافى  دانش آموز  براى  است،  معمول  زبان  تدريس 

براى آن كه تصورهاى حاصله، دقيق و مفاهيم  نيست. 

مورد نظر روشن باشند، دانش آموز بايد شخصاً به تجربه 

و آزمايش بپردازد و اشيا را از نزديك دستكارى كند.


