
رويكرد هندسى و 
رويكرد جبرى در آموزش هندسه (13)

محمد هاشم رستمى

مثال 3: سه نقطه ى B ،A و C داده شده اند. نقطه اى در صفحه ى 
گذرنده بر اين سه نقطه بيابيد كه از اين سه نقطه به يك فاصله باشد. 

آيا اين نقطه يكتاست؟
الف) حل با روش هندسى

فرض مى كنيم مسئله حل شده باشد و نقطه ى M  جواب مسئله 
باشد يعنى نقطه اى باشد كه از سه نقطه ى B ،A و C به يك فاصله 
 MA MB= چون   .MA MB MC= = داريم  يعنى  است، 
است.  فاصله  يك  به   B و   A نقطه ى  دو  از   M نقطه ى  است، پس 

A

B C

.
M

بنابراين نقطه ى M روى عمودمنصف پاره خط AB است. هم چنين 
به يك   C و   B نقطه ى  از دو   M نقطه ى  MB است پس  MC=

فاصله است، يعنى نقطه ى M روى عمودمنصف پاره خط BC است 
MA است، پس نقطه ى M روى عمودمنصف  MC= و هم چنين 
برخورد عمود  M محل  نقطه ى  نتيجه  در  دارد.  قرار   AC پاره خط 
منصف هاى سه پاره خط BC ،AB و AC است. از اين جا راه حل 

مسئله به اين صورت مشخص مى شود:
عمودمنصف دو پاره خط از سه پاره خط BC ،AB و AC را رسم 
 d1 را رسم مى كنيم و خط AB مى كنيم. براى مثال عمودمنصف پاره خط
 d2 را رسم مى كنيم و خط BC مى ناميم. هم چنين عمودمنصف پاره خط

مى ناميم. نقطه ى برخورد اين دو خط، نقطه ى M جواب مسئله است.
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اشاره
از  مقاله،  اين  از  ارجمند  دانش  آموزان  بيشتر  به منظوراستفاده  ى 
شماره ى قبل به حل مسئله هاى هندسه در صفحه (هندسه ى مسطحه) 

پرداختيم. در اين شماره ادامه ى اين مطالب را پى مى گيريم.
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CB

.M

d1

d2
ى 1. خط هاى d1 و d2 در صورتى يكديگر را قطع مى كنند  نكته 
كه سه نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست نباشد، زيرا اگر سه 
نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست قرار داشته باشد خط هاى 
d3 كه به ترتيب عمودمنصف پاره خط هاى BC ،AB و  d2 ،d1 و 

AC هستند. با هم موازى خواهند بود (شكل). چرا؟

خط  يك  بر  غيرواقع  نقطه ى  سه  از  كه   M نقطه ى   .3 ى  نكته 
داريم  نقطه  براى آن  يعنى  به يك فاصله است؛   C B و   ،A راست 
 B ،A مركز دايره اى است كه بر سه نقطه ى ،MA MB MC= =

و C مى گذرد. اين دايره را دايره ى محيطى مثلث ABC مى نامند كه 
دايره اى يكتاست، يعنى بر هر سه نقطه ى غير هم خط B ،A و C تنها 
و تنها يك دايره مى گذرد كه مركز آن، محل برخورد عمودمنصف هاى 
ضلع هاى مثلث ABC است. وجود اين نقطه را ديديم؛ يكتايى آن را 
هم مى توان به سادگى ثابت كرد. بدين ترتيب كه فرض مى كنيم نقطه ى 
ديگرى مانند 'M وجود داشته باشد كه از سه نقطه ى B ،A و C به 

. ' ' 'M A M B M C= = يك فاصله باشد؛ يعنى داشته باشيم 
حال بايد ثابت كنيم كه اين نقطه بر نقطه ى M منطبق است. از 
' نتيجه مى شود كه نقطه ى 'M روى عمودمنصف پاره  'M A M B=

' نتيجه مى شود  'M B M C= خط AB، يعنى روى خط d1 است و از 
 ،d2 يعنى روى خط ،BC روى عمودمنصف پاره خط M' كه نقطه ى
است، پس 'M نقطه ى برخورد d1 و d2، يعنى همان نقطه ى M است. 

به بيان ديگر، 'M بر M منطبق است، پس M نقطه اى يكتاست.
نقطه ى M مركز دايره ى محيطى مثلث را با حروف ديگر مانند 
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CB

.
M

d1

d2

d3

O، ... نيز نمايش مى دهند.
ب) اثبات با رويكرد جبرى - مختصاتى

مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
سه نقطه ى B ،A و C داده شده اند. نقطه اى در صفحه ى گذرنده 
بر اين سه نقطه بيابيد كه از اين سه نقطه به يك فاصله باشد. آيا اين 

نقطه يكتاست؟
اين سه  بر  xoy را در صفحه ى گذرنده  قائم  دستگاه مختصات 
نقطه در نظر مى گيريم. اگر ويژگى خاصى را براى چگونگى در نظر 
گرفتن اين دستگاه مختصات قائم در نظر نگيريم، مختصات نقطه هاى 

( , )A x y1 1= B ،A و C در اين دستگاه مختصات، به صورت كلى 
بايد معادله ى  اكنون  بود.  ) خواهد  , )C x y3 3= ) و  , )B x y2 2=  ،
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راهنمايى. از هر نقطه يك و تنها يك خط موازى خط مفروض 
مى توان رسم كرد.

نكته ى 2. هنگامى كه سه نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست 
نباشد، خط هاى d2 ،d1 و d3، يعنى همان عمودمنصف هاى پاره خط هاى 
BC ،AB و AC از يك نقطه مى گذرند (همرس اند). بنابراين براى 
تعيين نقطه ى M، يعنى جواب مسئله، كافى است عمودمنصف دو تا از 
پاره خط هاى BC ،AB و AC، يعنى دو خط از سه خط  d2 ،d1 و 
d3 را رسم كنيم تا نقطه ى برخورد آن ها M به دست آيد. عمودمنصف 

پاره خط سوم نيز از اين نقطه (M) خواهد گذشت.

A CB

d1 d3 d2

A

CB

.
M

d1

d2
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در  و  بنويسيم  را   AC و   BC  ،AB پاره خط هاى  عمودمنصف هاى 
كه  كنيم  ثابت  نباشند،  هم خط   C و   B  ،A نقطه ى  سه  كه  صورتى 
و  عمودمنصف ها  معادله ى  نوشتن  همرس اند.  عمودمنصف  سه  اين 
اثبات همرسى آن ها در اين دستگاه مختصات طولانى و دشوار است، 
بنابراين دستگاه مختصات قائم را به گونه اى ديگر انتخاب مى كنيم تا 
محاسبات ساده تر شود. براى اين كار روش هاى مختلفى وجود دارد. 
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براى مثال مى توانيم محور xها را روى خط BC و محور yها را روى 
ارتفاع AH (خطى كه از A بر BC عمود مى شود) اختيار كنيم. در 
دستگاه  اين  در  شد؛  خواهد  مختصات  مبدأ   H نقطه ى  اين صورت 
مختصات، مختصات نقطه هاى B ،A و C به صورت زير خواهد بود:

0 0 0( , ), ( , ), ( , )A y B x C x1 2 3= = =

به  كه  را   AC و   BC  ،AB ضلع هاى  عمودمنصف هاى  اكنون 
d3 مى ناميم مى نويسيم و نقطه ى برخورد  ترتيب آن ها را d2 ،d1 و 

آن هارا به دست مى آوريم. داريم:
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 d3 را  آن  كه   AC ضلع  عمودمنصف  معادله ى  كه  صورتى  در 
مى ناميم نيز بنويسيم، خواهيم ديد كه مختصات نقطه ى M در معادله ى 
 AC و BC ،AB صدق مى كند، يعنى عمودمنصف هاى سه ضلع d3
از مثلث ABC از يك نقطه مى گذرند كه اين نقطه همان مركز دايره ى 

محيطى مثلث ABC است.
چنان  را   xoy قائم  مختصات  دستگاه  مى توانيم   .1 مهم  نكته ى 
اختيار كنيم كه محور xها روى خط BC و محور yها عمودمنصف پاره 
 0( , )B x2=  ، ( , )A x y1 1= خط BC باشد. در اين دستگاه مختصات 
)0 خواهد بود. معادله ى عمودمنصف هاى پاره خط هاى  , )C x2= - و 
BC ،AB و AC را مانند روش بالا مى نويسيم و نقطه ى برخورد آن ها 
يعنى مختصات خط هاى M را به دست مى آوريم. محاسبه را خودتان 

انجام دهيد.
نكته ى مهم 2. پس از انتخاب دستگاه مختصات قائم مناسب، همانند 
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روش هندسى مى توانيم مسئله را حل شده فرض كنيم، يعنى فرض 
) نقطه ى جواب مسئله است، يعنى نقطه اى است كه  , )M a b= كنيم 
MA. در اين صورت ثابت مى كنيم  MB MC= = براى آن داريم 
 AC و BC ،AB كه اين نقطه روى عمودمنصف هاى پاره خط هاى
 (ضلع هاى مثلث ABC) قرار دارد. براى اين كار اگر BC محور xها 
 ، 0( , )A y1= يعنى  باشند،  شده  اختيار  yها  محور   AH ارتفاع  و 

)0 باشند، داريم: , )C x3= )0 و  , )B x2=

0 0
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 .( yb =  ، xa = اين معادله، معادله ى عمودمنصف پاره خط AB است (
MB و جايگذارى برحسب مختصات نقطه ها  MC= به همين ترتيب از 
معادله ى  هم چنين  مى آيد.  دست  به   BC پاره خط  منصف  عمود  معادله ى 
MA مى توان به دست آورد. اين  MC= عمودمنصف پاره خط AC را از 
سه عمودمنصف از يك نقطه مى گذرند. از آن جا راه حل مسئله همانند روش 
مختصات  تعيين  براى  كه  مى شود  مشخص  يعنى  مى شود،  مشخص  جبرى 
نقطه ى M كافى است معادله ى عمودمنصف هاى دو پاره خط از پاره خط هاى 

BC ،AB و AC را بنويسيم و نقطه ى برخورد آن ها را به دست آوريم.
(مختصات نقطه ى M جواب مسئله)

اين  M را در  نقطه ى  xoy داده شده اند.  قائم  در دستگاه مختصات 
صفحه ى مختصات چنان بيابيد كه از سه نقطه ى B ،A و C به يك 

فاصله باشند.
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به  باشند  هم خط   C و   B  ،A نقطه ى  سه  اگر   .3 مهم  نكته ى 
 BC ،AB سادگى با نوشتن معادله ى عمودمنصف هاى پاره خط هاى

و AC ديده مى شود كه اين سه عمودمنصف موازى اند.
اينك به چند مثال از رويكرد جبرى مختصاتى توجه كنيد.

 0( , )C 6= )0 و  , )B 2= -  ، 0( , )A 4= مثال 1: سه نقطه ى 

A

B

d3

d2

d1

x

y

به هم وصل مى كنيم.  به دو  را دو   C B و   ،A نقطه ى  سه  حل: 
 d2 ،d1 را به ترتيب AC و BC ،AB عمودمنصف هاى پاره خط هاى
و d3 مى ناميم. مى دانيم d1 مكان هندسى نقطه اى از صفحه ى مختصات 
است كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله و d2 مكان هندسى نقطه ى 
از صفحه ى مختصات است كه از B و C به يك فاصله است، هم چنين 
d3 مكان هندسى نقطه اى از صفحه ى مختصات است كه از A و C به 
يك فاصله است. پس نقطه ى M  محل برخورد اين سه عمودمنصف 
است. كه همرس اند، زيرا سه نقطه ى داده شده ى B ،A و C هم خط 
نيستند (روى يك خط راست قرار ندارند). بنابراين معادله ى دو خط از 
سه خط d2 ،d1 و d3 را مى نويسيم و مختصات نقطه ى برخورد آن ها 

را كه همان نقطه ى M است به دست مى آوريم:
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=⇒ نقطه ى جواب مسئله 

ى 1: اگر بخواهيم، مى توانيم درستى جواب را با محاسبه ى  نكته 
اندازه ى پاره خط هاى MB ،MA و MC امتحان كنيم.
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پس محاسبه ها درست بوده است.
ى 2: مختصات نقطه هاى B ،A و C نشان مى دهند كه پاره  نكته 
خط  BC روى محور xها و رأس A روى محور yها كه در اين جا، 
ارتفاع نظير رأس A است، قرار دارد. به همين علت محاسبه ها ساده تر 

از حالتى است كه نقطه ها روى محورها نباشند.
( , )C 4 2= - ) و  , )B 3 1= -  ، ( , )A 2 5=  مثال 2: سه نقطه ى 

در  را   M نقطه ى  شده اند.  داده   xoy قائم  مختصات  دستگاه  در 
صفحه ى اين دستگاه مختصات چنان بيابيد كه از سه نقطه ى B ،A و 

C به يك فاصله باشند.

و d3 مى ناميم. مى دانيم كه نقطه ى جواب مسئله كه آن را M مى ناميم، 
معادله ى  پس  است،  سه خط  اين  همرسى  نقطه ى  يا  برخورد  محل 
دو خط از اين سه خط را مى نويسيم و مختصات نقطه ى M محل 

برخورد آن ها را به دست مى آوريم. داريم:
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حل: سه نقطه ى B ،A و C را دو به دو به هم وصل مى كنيم و 
 d2 ،d1 را به ترتيب AC و BC ،AB عمودمنصف هاى پاره خط هاى


