
چند روز پيش، آقاى اميرى سردبير مجله، حل مسئله اى را از من 
خواست. قبلاً هم سابقه ى اين كار را داشت و يك بار مسئله اى از 
نظريه ى اعداد و نظريه ى احتمال را به من داد كه حل آن در نهايت 
به نگارش چند مقاله در مجله ى برهان انجاميد. اين بار مسئله ى او 
مسئله اى از هندسه به اين صورت بود: در شكل مقابل ABC مثلث 
نتيجه:  در  و  است   20° آن  رأس  زاويه ى  و  است  متساوى الساقين 

B C °80= =t t

اى BE , CD چنان رسم شده اند كه: پاره خط ه
0 0,DCE DBE° °2 1= =t t

DEB را به دست آوريد. x=t اندازه ى زاويه ى 
من با مسائلى از اين دست قبلاً هم در منابع گوناگونى روبه رو 
و  منابع  اين  به  مراجعه  كردم  كه  كارى  نخستين  بنابراين  بودم.  شده 
ديدن مسائل مشابه بود. در كتاب بازآموزى و بازشناخت هندسه (از 
انتشارات مدرسه) ترجمه ى عبدالحسين مصحفى مسئله اى شبيه اين 

A

B C

D

E20

70 60
20

10

x

هست. منتها در آن جا دو زاويه ى كنارى مجاور به دو ساق مثلث، به 
جاى 10 و 20 درجه، 20 و 30 درجه هستند. خواستم راه حل آن 
را در اين مورد هم به كار ببندم، ولى خيلى توفيقى به دست نياوردم. 
دست  به  را  جواب  و  كردم  حل  مثلثاتى  روش  به  را  مسئله  ناچار 
0x به دست آمد، ولى خيلى  °2= آوردم كه شرح آن را خواهم داد. 
مايل بودم كه روشى كاملاً هندسى براى آن به دست آورم. پس از 
مدتى تفحص روى مسئله به مسئله اى مشابه كه آن را قبلاً ديده بودم 
برخوردم. بين اين مسئله و مسئله ى معروف تر مقابل ارتباطى دوسويه 

چند مسئله ى پيكارجو
درباره ى تعيين زوايا در شكل هاى هندسى و ارائه ى راه حل هايى براى آن ها
هوشنگ شرقى

12
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

اشاره



وجود داشت:
AD اندازه ى  BC= 0A و  °2=t AB و  AC= در شكل زير 

زاويه ى a چيست؟

روش اول: مثلث ADE را هم نهشت با مثلث ABC به صورت 
زير رسم و E را به B وصل مى كنيم. مطابق شكل مى توان نوشت:

˚

A

B C

D

20

α

A

C

D

B

1
2

1 2

1
2

α

E

0 0
0

,

,

A A D B C A

A AE AB

°

°

8 2
6

°1 2 1 2

1&

+ = = = = =

= =

t t t t t t

t

بنابراين، مثلث ABE متساوى الساقين است و چون يك زاويه ى 
°60 دارد، پس متساوى الاضلاع است و لذا داريم:

0 0
0

, ,EB AE DE E E E A

E

° °

°

6 2
4

1 2 1 2

2&

= = + = = =

=

t t t t

t

پس مثلث EBD متساوى الساقين است و زاويه ى رأس آن 40° 
است و بنابراين:

0 0

0 0
0 0 0 0

, ,

( )

° ° °

° °

° ° ° °

EDB EBD

D D

2
018 4 7

7 8
18 8 7 3

2 1&

= = =

= =

= + =a

-

-

t t

t t

 BC را رسم و روى At روش دوم: مطابق شكل، نيمساز زاويه ى 
مثلث متساوى الاضلاع EBC را بنا مى كنيم. مى توان نوشت:

0 0 0,

,

A A C C

EC BC AD AC AB

° ° °1 8 21 2 1 2= = = =

= = =

-t t t t

ABD AEC& ,D D 0B (زض ز)  A °11 2& = =t t

0A A B °31 2 1= + + =at t t t

روش سوم (روش مثلثاتى):
اين گونه  تمام  در  اطمينان  قابل  حل  راه  يك  مثلثاتى،  حل  راه 

البته راه حل اين مسئله را قبلاً ديده بودم و مى دانستم ولى آنچه 
با آن سروكار داشتم عكس اين مسئله بود و نه خود آن و اين كار 
درس  در  پيشكسوت  همكار  راهنمايى  با  مى كرد.  دشوارتر  كمى  را 
رشته  اين  نخبگان  از  راستى  به  كه  ميرحبيب اللّهى،  آقاى  هندسه، 
هستند، اين قسمت هم حل و كار تمام شد. اين جدال دو سه روزه 
با اين مسئله به من انگيزه ى نگارش اين مقاله را داد كه در آن هم به 
اين دو مسئله و ارتباط آن ها با يكديگر بپردازم و هم چند مسئله ى 
مشابه را مطرح كنم كه اين مسئله ها دسته ى بسيار خوبى از مسائل 

پيكارجوى هندسه را تشكيل مى دهند.

و   0A °2=t و   AB AC= زير   شكل  در   :1 ى  مسئله 
BDC را به دست آوريد. a=t AD. اندازه ى زاويه ى  BC=

حل:

˚

A

B C

D

20

α

1
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مسائل است. در اين روش معمولاً به كمك قضيه ى سينوس ها (در 
ثابت  مقدارى  مقابل  زاويه ى  سينوس  به  ضلع  هر  نسبت  مثلث  هر 
) و اطلاعات مسئله سعى مى كنيم 

sin sin sinA
a

B
b

C
c

= = است: 
با حذف ضلع ها از معادله هاى نوشته شده، به يك معادله ى مثلثاتى 
برسيم و از آن جا زاويه ى مجهول را به دست آوريم. يادآور مى شويم 
كه در اين روش، آشنايى با اتحادهاى مثلثاتى و روش هاى مختلف 
همين  در  مثال  براى  است.  الزامى  مثلثاتى  عبارت هاى  كردن  ساده 
 BDC و   ABD مثلث  دو  در  را  سينوس ها  قضيه ى  ابتدا  مسئله، 

مى نويسيم:

A

B C

D

E
1

1 2

1

α

2

20

A

C

D

B

1

1

˚80

0 0

0 0 0

0
0

: ,

( )

( )
( )

sin sin

sin sin

sin
sin

ABD
B

AD BD B

B AD BD

BD
AD

°

°

1

2 2

2 2 2

2
2

1 1

1& &

= = +

= =

=

a

a
a

a

D

-
-

-

t

t

A

B C

D

E
1 60

60 60

30

1 2

1

روش اول (روش مثلثاتى):

0
0

0
0 0

0

0

0
0

0
0

0
0 0 0

0 0 0

: ,

( )

( ),( )
( )

( )
, ,

sin sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin sin cos

sin sin cos

sin
sin

cos
sin sin

BDC BC BD

BC AD
BD
AD 2

8

8

1 2 2
2

8
2

8
2 8 1

2 2 1 1

8
2

1
2 2 1

&

&

&

&

=

= =

=

= =

=

= =

a

a

a a

a
a

D

-

-

0 0 0
0

0
0

0
0

0 0
0 0

( )
,

( )
( )

sin
sin

sin
sin

sin sin

sin
sin

sin

sin
sin sin
sin sin

2 2 1 2
2

2 1 1
2 1 1

1
1

1 3
1 3

2
1
2
1

& =
+

= + =
+

= +

a
a

a
a a-

-
-

- - -

به  جمع  از  مثلثاتى  عبارت هاى  تبديل  دستورهاى  كمك  به  و 
ضرب در دو طرف تساوى، خواهيم داشت:

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0 0 0
0

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

sin cos
sin cos

sin cos
sin cos

tg tg

°

2 1 1
2 1 1

2 1 2
2 2 1

1 2 1 2
3

& &

&

=

= =

=

a
a

a a

a

- -
- -

-
-

- -

 AB AC= مسئله ى 2 (عكس مسئله ى 1): در شكل زير مى دانيم 
AD BC= 0BDC ثابت كنيد:  °3=t 0A و  °2=t و 

اثبات:

: ,
sin sin

ABD
B

AD
A

BD BDC A B
1 1= = +D t t t

α
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A

E

C

D

B

2

x

2

11

0

0 0

: ( )

: ( )

sin sin

sin sin

BDE
x

BD DE

BDC BD CD

1 1

6 8 2

=

=

D

D

0 0
0 0 0

:
( )

( )

( : , , )

sin sin
CDE DE

x
CD

CBE B C E° ° °

2 3 3

7 8 32

=
+

= = =

D

D t t

از تلفيق روابط فوق خواهيم داشت:
0 0

0

0 0
0

0
0

( ),( )

,
( )

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin sin

sin
sin

DE
BD

BD
CD x

DE
CD x

DE
CD x

1 2 1 6
8

1 6
8

2
3

&

&

# #=

= =
+

0 0
0

0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0 0

0
0

( ) ( )

( )( )

sin sin
sin sin

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin sin

sin sin
sin cos cos

sin
cos

x x
x

x
1 6

8
2

3 3

1 6
8 2

1 6
2 1 1 1

6
2 1

0sin sin

2
02 8

& &=
+ +

= = =

6 7 8444 44 ?

0 0 0

0 0
sin

sin cos cos sin cos

cos cot cos

x
x x

gx

3 3
3

4 1

3 2
1 4 3

1

2

2

&

& &

+ =

+ =

0

0

0

0
0( )

cot cos

cot cos

cot cos

cot

cos
cos

gx

gx

gx

gx

2
3

2
1

3

2
3

2
3 4

3

3
8 2 3

3

4 1

1

8 1 3

1 2
4 2 1

2

2

2

&

&

&

+ =

+ =

=

=

+

= +

-

-

0 0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0 0 0

( )

cos cos

cos
sin sin cos

cos

sin sin sin

cos
sin sin sin

cos
sin sin sin sin sin

tg tg3
3

3
4 3

2
1

2 3 4 3 2

3
3 4 3 2

3
3 4 5 1

3
3 2 5 2 1

3
3 1 5 1 5

#

= + = +

= +

=
+ +

= + +

= + + + +

0
0 0 0 0 0

0
0 0 0 0

cos
sin cos sin cos sin

cos

sin cos sin sin2
1
3

2 2 1 2 3 2 5

3
2 2 1 2 7 5# #

= + +

=
+ +

0 0 0

0
0

0 0
0

0
. . ( )

sin sin

sin
sin

sin cos
sin

cos

B AD BD

AD BD BD BD

° °

1

1 1 2

2
1

2 1 1
1

2 1

1& &

&

= =

= ==

t

0 0

0
0

0 0

:

( )

( ),( )

sin sin sin sin

sin
sin

cos cos

BDC
D

BC
C

BD BC BD

BC BD BD BD

AD BC

°

°

1 2

3 8

8
3

1 2 1 2

1

2
1

&

&

&

#

= =

= = =

=

D

روش دوم (روش هندسى):
At را رسم و مثلث متساوى الاضلاع BEC را  نيمساز زاويه ى 

روى BC بنا مى كنيم.
0 0

0
,

, ,

BDC A B B A A

A B C A AC AB

° °

°

1 1
2

1 1 1 2

2 1 1

&

&

= + = = =

= = = =

t t t t t t

t t t t

ACE ABD& ,D CE, (زض ز)  AD& =

BE CE BC AD BC&= = =

و   AB AC= زير  شكل  در  اصلى):  (مسئله ى   3 مسئله ى 
؛ مطلوب است تعيين اندازه ى  0A °2=t 0C و  °21=t 0B و  °11=t

.DEB x=t زاويه ى 
حل: روش اول (روش مثلثاتى):

 BCD و   CDE  ،BDE مثلث هاى  در  را  سينوس ها  قضيه ى 
مى نويسيم:
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0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

( )
cos

cos sin sin

cos
cos sin cos

cos
cos cos cos

3
2 1 6 2

3
2 1 2 4 2

3
4 1 5 2

#

=
+

=

=

حال با توجه به اتحاد مثلثاتى زير:
0 0( ) ( )cos cos cos cos3 4 6 6= +a a a a-

0cos7 خواهيم داشت: و با ضرب صورت و مخرج كسر در 

0 0
0 0 0 0

0 0
0 0

0
0

0
0 0

0

cot
cos cos

cos cos cos cos

cos cos
cos cos

cos
cos

sin
cos cot

gx

g

x °

3 7
4 1 5 7 2

3 7
3 2

7
2

2
2 2

2&

=

= = = =

=

از ذهن  اين راه حل قدرى طولانى و دور  كه  ملاحظه مى شود 
مى شود.  ارائه  زير  در  كه  است  هندسى  روش  بهتر،  حل  راه  است. 

گفتنى است كه بايد از نتيجه ى مسئله ى 2 استفاده شود.
روش دوم (روش هندسى):

در  را   AC تا  مى كنيم  رسم   BC موازى  خطى   D نقطه ى  از 
  DFCB كه  است  مى كنيم. روشن  B وصل  به  را   F و  كند  قطع   F
ذوزنقه ى متساوى الساقين است و در نتيجه قطرهاى آن با هم برابرند 
 ، 0C °62 =t و   0C °21=t و چون   OD OF= و   OC OB= و 
پس مثلث OBC و نيز مثلث OFD هر دو متساوى الاضلاع هستند. 

AF و  BF= 0A نتيجه مى شود:  FBD °2= =t t توجه به برابرى 
0 پس  0: ( )BEC BEC C EBC° °18 3= + =D -t t t چون داريم: 
AE. اكنون با توجه به اين  BC= طبق نتيجه ى مسئله ى 2 داريم: 

نابرابر ها مى توان نوشت:

EF AF AE BF BC BF OB

OF DF

= = =

= =

- - -

 EFD نتيجه مى شود كه مثلث EF DF= و با توجه به برابرى 
در رأس F متساوى الساقين است و در نتيجه:
0 0 0 0FED EDF x° °2

18 8 5 2&= = = =-t t

حال به چند مسئله ى مشابه ديگر مى پردازيم:

ى 4: در شكل زير مثلث ABC در رأس A متساوى الساقين  مسئله 
 . 0DCE °3=t 0DBE و  °2=t 0A و مطابق شكل  °2=t است و 

.DECt مطلوب است تعيين اندازه ى زاويه ى 
حل هاى  راه  و  دارد   3 مسئله ى  به  زيادى  شباهت  مسئله  اين 
هندسى و مثلثاتى آن نيز بسيار شبيه به آن است. بنابراين، هر دو راه 

حل را به عنوان تمرين به خوانندگان واگذار مى كنيم (پاسخ: 80°)

A

E

C

FD

B

O

1
2

x

B C

A

D

E

˚
60 50

3020

20

نظر  در  را   M نقطه ى   ،ABC مثلث  درون  در   :5 ى  مسئله 
به   . 0MAB °1=t و   0MBA °3=t داريم:  آن  براى  و  گرفته ايم 
AMCt را پيدا  AC مقدار زاويه ى  BC= 0ACB و  °8=t شرط 

كنيد. (المپياد رياضى يوگسلاوى، 1983)
 ABC از مثلث متساوى الساقين CH حلّ: محل برخورد ارتفاع

را با امتداد خط راست BM، نقطه ى E مى گيريم. مى توان نوشت:

0
0 0 0 0

0
0 0 0 0

cos
sin cos sin sin

cos
sin cos sin cos

3
2 2 1 7 5

3
2 2 1 2 6 1

= + +

= +

0 0 0
0
,°

ACE BCE

EBC EAC

EA EB EAB EBA °

5 3 2
3

&

&

,

= = =

= = =

D D

-t t

t t با  نيز  و   OF OD DF= = و   OB OC BC= = نتيجه:  در 
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تمرين: مسئله را به روش هندسى حل كنيد (راهنمايى: قرينه ى 
C نسبت به AP را C1 بناميد و C1 را به A و B وصل كنيد و نشان 

BC قائم الزاويه است). P1 دهيد مثلث 
 ،A رأس  به   ABC متساوى الساقين  مثلث  در   :7 ى  مسئله 
كه  گرفته ايم  نظر  در  طورى  مثلث  داخل  را   O نقطه ى   0A °8=t

به  OCAt را  اندازه ى زاويه ى  0OBC باشد.  °1=t AB و  OB=

دست آوريد.
 0OBC °1=t چــون  كه  اســت  ــن  روش شكل  مطابق  ــلّ:  ح
ــس  پ  OB AB= چـــــــون  و   0OBA °4=t ـــــس  پ
 . 0OAC °1=t 0 و در نتيجه  0 0OAB BOA °2

18 4 7= = =-t t

 OAB و OAC و OBC حال، قضيه ى سينوس ها را در مثلث هاى
مى نويسيم:

10
20

20

C

A B

E

H

M
30

20

40

0 0

0 0 0

,° °

° ° °

EAM ACE ACB

AME MAB MBA

2
12 4

1 3 4

& = = =

= + = + =

t t

t t t

يعنى مثلث هاى AME و ACE به حالت دو زاويه و ضلع بين 
هم نهشت اند و در نتيجه داريم:

0 0 0AM AC AMC MCA ° ° °2
18 4 7&= = = =-t t

تمرين: مسئله را به روش مثلثاتى حل كنيد (راهنمايى: به معادله ى 
0 برسيد). 0

0( )
sin
sin

sin
sin

4 2
22

=
a a- مثلثاتى 

 ABC مثلث  از   BC ضلع  روى  را   p نقطه ى   :6 ى  مسئله 
و   0APC °6=t اگر   .PC PB2= كه  كرده ايم  انتخاب  طورى 
(المپياد  آوريد.  دست  به  را   ACBt اندازه ى  باشد،   ABC °45=t

رياضى آلمان شرقى 1964)
حلّ (روش مثلثاتى):
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    زمستان 1389
متوسطه
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برابرى فوق صدق مى كند  a=2°0 در  كه  ديد  اكنون مى توان 
(امتحان كنيد) و در نتيجه پاسخ مساوى °20 است.

كه  مى دانيم   ABCD محدب  چهارضلعى  در   :8 ى  مسئله 
 .AB BC= 0ADC و  °13=t CBD و  °35=t ABD و  °65=t

BADt را به دست آوريد. اندازه ى زاويه ى 
حل: مطابق شكل زير و در امتداد BE ،AB را مساوى AB و 

BC جدا مى كنيم. بنابراين داريم:

0 0
0

( ) ,CBE CB BE

BEC BCE

° ° ° °

°

18 65 35 8
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t t

ارتفاع CH نصف طول ضلع AB است. زاويه ى B چند درجه است؟ 
(جواب: 30°)

3- در مثلث AB>AC،ABC  و M وسط BC است و دو 
At را به دست آوريد.  MACt متمم يكديگرند. اندازه ى  Bt و  زاويه ى 

(جواب: 90°)
( )AB AC=  ABC 4- زاويه ى رأس مثلث متساوى الساقين

مساوى°100 است. در امتداد AB و از طرف AM ،B را مساوى 
BCMt چند درجه است؟ (جواب: 10°) BC جدا مى كنيم. زاويه ى 

5- در مثلث متساوى الساقين طول نيمساز زاويه ى رأس مساوى 
نصف طول هر يك از نيمسازهاى زواياى مجاور به دو ساق است. 

اندازه ى زاويه ى رأس را به دست آوريد. (جواب: 108°)
 A °80=t 6- مثلث ABC در رأس A متساوى الساقين است و 
و نقطه هاى D و E را روى BC و AC طورى در نظر گرفته ايم كه: 
به دست  BEDt را  . مقدار زاويه ى  0ABE °3=t 0BAD و  °5=t

آوريد. (جواب: 40°)
(المپياد رياضى انگلستان-1970)

A E
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65̊

130

50̊

˚

35
˚80

AECt مكمل هم هستند،  ADCt و  لذا چون دو زاويه ى روبه روى 
پس چهارضلعى AECD محاطى است و از A و E و C و D يك 
دايره مى گذرد و چون دايره اى به مركز B و به شعاع AB نيز از A و 
C و E مى گذرد و از هر سه نقطه ى غيرواقع بر يك خط راست، يك 
 AECD و تنها يك دايره مى گذرد، پس دايره ى محيطى چهارضلعى
 BD AB BC BE= = = همين دايره و به مركز B است. بنابراين 

و مثلث ABD در رأس B متساوى الساقين است و در نتيجه: 
0 /ADB BAD °2

18 65 57 5= = =-t t

تمرين
1- در مثلث ABC، طول ميانه ى رأس B و ارتفاع رأس C با 
هم برابرند. زاويه ى حاده ى بين اين ميانه و ارتفاع را به دست آوريد. 

(جواب: 60°)
2- در مثلث ABC، اندازه ى زاويه ى A مساوى °75 و طول 

˚

اقليدسى»  ابراهيم  احمدبن  «ابوالحسن 
هجرى  چهارم  قرن  رياضيدان 
پنج  حدود  وى  است. 
كاشانى،  از  پيش  قرن 
كسرهاى اعشارى را در كتاب خود به كار برده و اعمال اصلى 
اين كه  مثل  حال،  اين  با  است.  داده  انجام  آن ها  درباره ى  را 
اين كسرها را از پيشينيان خود اخذ كرده باشد، به آن ها توجه 
در  را  آن ها  بلكه  پى نبرده؛  آن ها  اهميت  به  و  نداشته  خاصى 
به كار گرفته  متعارف و كسرهاى شصتگانى  رديف كسرهاى 
است و پس از وى، حدود پنج قرن، كسى از كار او اطلاعى 
كسب نكرده است. بنابراين كتاب او در استعمال اين كسرها 
توسط ديگران تأثيرى نداشته است. اما كاشانى به قول خودش، 
اختراع  با كسرهاى شصتگانى  قياس  به  را  اعشارى  كسرهاى 
آگاهانه  نهاده و  اين كسرها  بر  را  اعشارى  نام كسر  و  كرده 
و به طور اصولى قاعده هاى عمل با آن ها را شرح داده است و 
آن ها را به وجهى پيگير، در محاسبات به كار برده و استعمال 
آن ها را به ديگران توصيه كرده است. كتاب «مفتاح الحساب» 

او در بسط اين كسرها ـ بعد از خودش ـ مؤثر بوده است.
در قديم، عنوان اقليدسى به كسانى داده مى شد كه كتاب 

اصول اقليدس را براى فروش رونويسى مى كردند.

ادب رياضى


