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شهر،  آمدن  وجود  به  يا  گل  شدن  باز  جديد،  ستاره ى  تولد 
پيشامدهايى عادى هستند، ولى در واقع، هر يك از آن ها تعادلى را 
كه قبلا برقرار بوده است، به صورتى ناگهانى به هم مى زنند. تمامى 
عالم افلاكى در حركت تكاملى خود، دم به دم با جهش هايى از يك 
حالت تعادلى به حالت تعادلى ديگر منتقل مى شود. كارهاى پروفسور 
رنه توم، رياضى دان فرانسوى، مى تواند در درك اين جهش ها به ما 

كمك كند.
را،  گيرى»  ديفرانسيل  قابل  نگاشت هاى  ويژگى هاى  «نظريه ى 
ترتيب  به  مى توان  باشيم،  نداشته  كافى  تجربه ى  اصطلاح ها  در  اگر 
به  ناچار  كه  گوش،  به  دادن  امان  براى  مثلا  كرد،  بيان  هم  ديگرى 
از اصطلاح  نباشد، مى توان  اين دور و درازى  به  شنيدن اصطلاحى 

كوتاه «نظريه ى فاجعه ها» استفاده كرد.
بيان آسان تر مى شود، ولى معنا و مفهوم آن چيست؟ چه بسا كه 
اين كوتاه كردن اصطلاح، خواننده را به گمراهى و ذهن او را به طرف 
بكشاند.  مالى  ورشكستگى  يا  هواپيما  سقوط  آتش سوزى،  يا  زلزله 
ولى در اين مقاله، به هيچ موضوعى از اين قبيل، برخورد نخواهيد 
كرد. در اين جا درباره ى گلوله اى كه در يك شيار خميده مى غلتد و 
قرصى كه به كمك نيروهاى وارد بر آن در حال تعادل است و با به 
هم خوردن و ناپايدارى تعادل، حالت خود را از دست مى دهد و ... 

صحبت مى شود.
در اين نظريه، به هر وضعى كه موجب دگرگونى تندى در حالت 
يك دستگاه بشود و هر به هم خوردگى ناگهانى كه در تداوم جريان 
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 قسمت اول

يك روند به وجود آيد، فاجعه گفته مى شود.
پرفسور رنه توم به خصوص به مفهوم كلى و انتزاعى خود، روى 
نظريه ى فاجعه ها كار كرده است. نظريه ى فاجعه ها، شاخه اى از آناليز 

رياضى است.
اين جا با رسم سروكار داريم، نه با رياضيات

در اين مقاله، كارى با دستگاه هاى پيچيده ى رياضى نداريم، و اگر 
در بعضى موارد به مفهوم هايى از رياضيات متوسل مى شويم، مى توان 

آن را نوعى سرگرمى در ترسيم به شمار آورد.
كه  خواننده اى  براى  است.  تابع  مفهوم  مفهوم ها،  اين  از  يكى 
اين  شنيدن  با  نمى كند،  استفاده  رياضى  دستگاه هاى  از  كارخود  در 
اصطلاح بلافاصله متوجه يك شكل مى شود: دو محور مختصات و 

يك منحنى، كه نماينده ى نمايش تغييرات يك تابع است.
را  آن  بايد  اين،  با وجود  است،  كلى درست  به طور  تصور  اين 
دقيق تر كرد. وقتى كه رياضى دانان واژه ى «تابع» را به كار مى برند، 
مقصودشان هرگونه تناظرى است كه بين كميت هاى متغير برقرار باشد، 
وقتى كه يكى از آن ها (كه آن را متغير مستقل، يا آوند يا آرگومان تابع 
مى نامند و به x نمايش مى دهند) متناظر با ديگرى (كه آن را متغير تابع 

يا مقدار تابع مى نامندو به y نشان مى دهند) باشد.
مقدارى از آوند را انتخاب و جاى آن را روى محور افقى دستگاه 
اين  با  متناظر  كه  را  تابع  از  مقدارى  معين مى كنيم. سپس  مختصات 
مقدار آوند است، روى محور قائم مشخص مى كنيم. روى صفحه ى 
مختصات، نقطه اى را با اين مختصات نشانه مى گذاريم. اگر پشت سر 

نظريه ى   فاجعه7
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هم، مقادير تازه و تازه ترى از آوند را در نظر بگيريم، روى صفحه ى 
مختصات، يك منحنى به دست مى آوريم كه معرف تابع به صورت 
عينى آن است، يعنى قانون تناظر بين متغيرهاى مستقل و تابع را به 

صورتى قابل رؤيت نشان مى دهد.
منحنى يك تابع، ممكن است شامل نقطه هاى خاصى باشد. ممكن 
است منحنى در ابتدا رو به پايين و سپس رو به بالا حركت كند. دو 
قسمت انتهاى سقوط و ابتداى رشد، در نقطه ى مينيمم به هم مى رسند. 
به  بگيرد و سپس رو  اوج  ابتدا  باشد؛ منحنى  برعكس هم مى تواند 
حضيض رود. نقطه ى برخورد آخرين قسمت رو به اوج با نخستين 
قسمت رو به حضيض را ماكزيمم گويند. ممكن است خميدگى منحنى 
ابتدا به طرفى و سپس به طرف ديگر باشد. جايى را كه منحنى در آن 

جهت خميدگى خود را تغيير مى دهد، نقطه ى عطف گويند.
گسستگى هايى  دچار  است  ممكن  تابع  يك  منحنى  بالاخره، 
صورت  به  و  مى شود  پاره  ارتفاعى  در  منحنى  مثال،  براى  بشود. 

جهشى، حركت خود را از نقطه ى پايين تر يا بالاترى ادامه مى دهد. يا 
همان طور كه آوند به مقدارى نزديك مى شود، منحنى تابع به سمت 
بى نهايت (در جهت مثبت يا منفى) مى رود و به ازاى اين مقدار آوند، 
پاره مى شود و ما شاهد آن هستيم كه چگونه منحنى از بى نهايت (گاه 

بى نهايت مثبت و گاه بى نهايت منفى)  بازمى گردد.

بازهم اندكى رسم
كرديم،  بررسى  اين جا  تا  كه  تابع هايى  از  هر يك  نمايش  براى 
هر بار، تنها دو محور مختصات را در نظر داشتيم: يكى براى مقادير 

آوند، و ديگرى براى مقادير تابع.
تابع هايى هم مى پردازند كه شامل چند و  به  ولى در رياضيات 
مثلاً دو آوند هستند. در اين مورد، براى نشان دادن مقادير آوندها به 
دو محور نياز داريم. در اين حالت، هر جفت مقدار آوندها، متناظر 

است با مقدار معينى از تابع.
اضافه  محور  دو  اين  به  محور سومى  روشن شدن وضع،  براى 
و مقادير تابع را روى آن جدا مى كنيم. سه مختص (دو آوند و يك 
انواع  انتخاب  با  مى كنند.  مشخص  را  فضا  از  نقطه اى  تابع)،  مقدار 
ممكن تركيب هاى دو آوند، و پيدا كردن نقطه ى متناظر آن ها در فضا، 

سطحى به دست مى آيد كه همان شكل عينى تابع دو متغيرى است.

برخورد  نقطه هاى خاص  به  است  اين سطح ها هم ممكن  روى 
بى نهايت.  در  گسستگى  و  ماكزيمم  نقطه ى  مينيمم،  نقطه ى  كنيم. 

تصويرهاى بالا معناى اين اصطلاح ها را روشن مى كند.

احتياط كنيد! يخ بندان است
دو  تابع هاى  از  غريبى  و  عجيب  سطح هاى  انتخاب  با  مى توان 

متغيرى، مجموعه ى بزرگى از ديدنى هاى نادر را تشكيل داد.
براى مثال، اين يكى از نمونه هاى بسيار جالب است: آيا موجى 
اين  دقيق  نام  مى كند؟  برخورد  ملايم ساحل  به شيب  كه  ديده ايد  را 
«موج ها» «مجموعه ى تابع هاى بسل» است. يا اين كنده ى كج و كوله ى 

درخت را در نظر بگيريد كه سطح مدول تابع گاماى اولر است.
متغيرى  تابع چند  يك  از  هندسى  تصويرى  هر شكلى،  در  اگر 
مى شويد  فيزيكى  پديده اى  متوجه  تابع،  هر  ديدن  با  اگر  و  مى بينيد 
اين صورت طبيعى  داده مى شود، در  تابع شرح  اين  به وسيله ى  كه 
است كه هر ويژگى شكل، انعكاسى از ويژگى  جريان پديده اى باشد 
و برعكس: هر جريان نامتعارف و غيرعادى يك پديده در تصويرى 
عجيب و غريب منعكس شود كه نماينده ى يك تابع است. در حالت 
به  مى شود،  داده  شرح  متغير  يك  با  مفروض  پديده ى  كه  خاصى 

نقطه هاى خاص منحنى نمايش تغييرات تابع برمى خوريم.
براى مثال، ترمز كردن اتومبيل را در نظر مى گيريم. منحنى حركت 
آن را رسم مى كنيم. زمان را روى محور افقى و فاصله ى متناظرى را 
كه اتومبيل طى كرده است، روى محور قائم نشان مى دهيم. به عبارت 
نظر مى گيريم. روشن است كه  از زمان در  تابعى  را  ديگر، مسافت 

منحنى به سمت يك خط افقى مى رود.
اتومبيل بعد از پيمودن مسافت معينى مى ايستد.

به  تا حد زيادى  ترمز كردن طى شده است،  از  بعد  كه  مسافتى 
ناهموارى جاده بستگى دارد. هر چه اين ناهموارى بيشتر باشد، اين 
مسافت كمتر است. همان طور كه ديده مى شود، ناهموارى جاده براى 

نقطه هاى خاص در توابع دو متغيره

نقطه هاى خاص در توابع يك متغيره
نقطه ى مى نيممنقطه ى ماكزيممنقطه ى عطفنقطه ى گسستگىنقطه ى گسستگى در بى نهايت

نقطه ى مى نيممنقطه ى ماكزيممنقطه ى گسستگى در بى نهايت
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به سطحى كه نمايش اين تابع دو متغيرى است، با دقت نگاه كنيد. 
مى بينيد كه وقتى ناهموارى را صفر بگيريم، اتومبيل هيچ تمايلى به 
براى حركت  كه حدى  اين  مثل  ندارد.  كند شدن  يا حتى  ايستادن، 
خيالى آن وجود ندارد و مقطع سطح ما بالا و بالاتر مى رود (اتومبيل 

ما با سرعتى ثابت پيوسته به پيش مى رود).
بوى فاجعه به روشنى در اين جا به مشام مى رسد! رانندگى با 

اتومبيلى كه روى چهار چرخ خود مى لغزد، ممكن نيست!

روند مورد نظر ما، يك متغير واقعى است. در نتيجه، آن را هم به عنوان 
آوندى از تابع خود (فاصله اى كه اتومبيل طى كند) در نظر مى گيريم.

بنابراين، تغييرات تابع را بايد در يك دستگاه مختصات سه بعدى 
روى  مى دهيم،  قرار  را  زمان  محورها،  از  يكى  روى  دهيم.  نمايش 
ديگرى، ناهموارى جاده و روى سومى، فاصله اى را كه در زمان معين 
و با ناهموارى معين جاده پيموده مى شود (سرعت اوليه ى اتومبيل را 

در همه ى حالت ها، يكسان گرفته ايم).

زيرا  باشد،  يخ بندان  كه  كند  برخورد  جاده  از  قسمتى  به  اتومبيل 
بلافاصله حالت ترمز به حالت لغزيدن تبديل مى شود. در سطحى كه 
مسافت پيموده شده به وسيله ى اتومبيل، سرعت و شتاب آن را نشان 
مى دهد، شكستگى و انقطاع پيش مى آيد، يعنى همان ويژگى هايى كه 

پيش تر درباره ى آن ها صحبت كرديم.
پديده اى در برابر ماست كه مى تواند به فاجعه به معناى طبيعى و 
عادى آن بينجامد و در عين حال، مثالى از فاجعه به معناى رياضى 
آن است. واقعيت اين است كه نظريه ى فاجعه ها (اگر بخواهيم آن را 
به صورت هاى عينى توضيح دهيم) تعميمى از نظريه ى ويژگى هاى 
تابع، به خصوص ويژگى هاى پيچيده اى مثل شكستگى و ناپيوستگى 

منحنى ها و سطح هايى است كه معرف رفتار تابع هستند.

آزمايشى با نيروسنج
در نقطه هاى دور افتاده ى آناليز رياضى فرونمى رويم و خود را به 
شاخه ى عينى ترى از رياضيات، يعنى نظريه ى كنترل، محدود مى كنيم.

براى شروع به آزمايشى مى پردازيم. موضوع آزمايش، يك نيروسنج 
معمولى است. قلاب نيروسنج را مى گيريد و آن را با نيرويى مى كشيد، 

عقربه ى آن روى نشانه اى كه متناظر با تغيير طول فنر است، مى ايستد.
مقدار نيرويى كه بر قلاب وارد مى كنيد و آن را مى كشيد، معرف تأثيرى 

بيرونى بر يك چيز و طول فنر، معرف حالت درونى آن چيز است.
كه حالت  درونى  متغير  كميت هاى  از  معمولاً  كنترل،  نظريه ى  در 
يك چيز را نشان مى دهند و متغيرهاى بيرونى يا كنترل كننده، يعنى 

كميت هايى كه حالت يك چيز به آن ها بستگى دارد، صحبت مى كنند.
حالا نيروى وارد بر قلاب را كمى بيشتر كنيد، عقربه ى نيروسنج 

كمى پايين تر مى آيد.
آيا درستى اين حكم، طبيعى به نظر نمى رسد كه: تغيير كوچك 
كميت هاى متغير بيرونى، موجب تغيير كوچكى در كميت هاى درونى 
مى شود؟ ولى واقعيت اين است كه اين حكم هميشه درست نيست! 
ادامه دارد
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در اينجا مسافتى را كه اتومبيل در حال ترمز پيموده است، به
 صورت تابعى از دو متغير زمان و ناهموارى جاده نشان داده ايم.
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فت
مسا

ناهموارى كم

ناهموارى زياد
زمان

سطح مدول تابع گاماى اولر

منحنى حركت اتومبيلى كه ترمز كرده است،
 به ناهموارى جاده بستگى دارد.

اگر ناهموارى جاده در تمامى طول مسير ناهمسان باشد، سطح 
ما پيچيده تر به نظر مى آيد. تغيير اساسى وقتى پيش مى آيد كه مثلاً 


