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اين شماره تحت عنوان 
»رياضی با جناب سعدي« 

را در صفحة 24
می توانید،  ببینید.

ببینید.اين شماره می توانید،  را در صفحة 15»مي خواهم زنده بمانم«  داستان 

بنشين  غمم         گفتی            به 
خيز سر جان     بر فرمان          بَرمت       جانا!                      از 

بنشينم                    و                       برخيزم!

! د اول هزار رقمی شگفت انگيز          عد
    می خواهم زنده بمانم

    سه تاس عجيب
رسی ويژگی های تابع     بر

    رياضی با جناب سعدی
    برج مثلثی و مساحت دايره



 نقاشی با عددها 

روش بازي
عددهاي بيرون هر سطر و ستون، 
تعداد رديف هاي مربع سياه را كه در 
آن سطر يا ستون وجود دارند، نشان 
مي دهند. براي مثال 4، 5، 9 و 2
نمايش 4 رديف مربـع سياه 4، 5، 9

و 2تايي است. در واقع عددهاي جدا 
نمايش دهندة حداقل يك فضاي خالي 
بين آن ها هستند.

 پارك 

روش بازي
گل ها را در بالا، پايين يا طرفين درخت ها 
به صورت سطري،  نبايد  دهيد. گل ها  قرار 
ستوني يا قطري كنار يكديگر قرار گيرند. تعداد 
گل هاي هر سطر و ستون بيرون از جدول 
نشان داده شده است. هر درخت فقط به يك 

گل وصل مي شود.

 الماس 

روش بازي
عـددهـاي بيـرون جـدول تعـداد 
الماس موجود در هر سطر و ستون 
را نشان مي دهند.  هـر پيكانـه 
)فلش( نشـان دهندة راستاي قرارگيري يك يا چند الماس را 
نشان مي دهد و داخل خانة پيكانه، الماسي وجود ندارد. ممكن 
است الماس بلافاصله بعد از پيكانه يا با فاصله از آن قرار گيرد و 
ممكن است براي تمامي الماس ها پيكانه وجود نداشته باشد. لذا 
ممكن است قبل از پيكانه هم الماس هايي موجود باشند.

 محسن روايتی
 مدير خانه رياضيات استاد فروزانفر 
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مجلة رشد برهان رياضي متوسطه2، از همة دبیران رياضی و 

دانش آموزان عزيز، در اين زمینه ها دعوت به همکاری می کند:

  نگارش مقاله های کمک درسی )شرح و بسـط و رفع مشکلات 

مباحـث کتاب هـای رياضـی دورة متوسـطة 2(  طرح مسائل کليدی 

به همراه حل آن ها برای دانش آموزان  طرح مسائل مسابقه ای به همراه 

حل آن ها برای دانش آموزان  طرح معماهای رياضی  نگارش يا ترجمة 

مقاله های عمومی رياضی مانند فلسفه و تاريخ رياضيات، زندگی نامة 

 

علمـی و اجتماعی رياضی دانــان، داستان هــا و خاطــرات رياضی، 

 

نکته های تازه و لطيف رياضيات، آموزش رايانه، اخبار رياضي مربوط به 

شهر يا مدرسه شما و... .

ë مجلّه در اصلاح، حذف و افزودن به مقاله ها آزاد اسـت.

ë مسئوليت هر مقاله با نويسندة آن است و مقالات ارسالی 

برگشت داده نمی شوند.

ë استفاده از مطالب مجله در کتاب ها يا مجله های ديگر، با 

ذکر دقيق مأخذ مانعی ندارد.

ë مقالات خود را از طريق رايانامة مجله يا پيوند: 

www.roshdmag.ir/u/3ao ارسال کنيد.

ë در انتهای مقاله های ارسالی شماره تلفن تماس و نشانی پستی و 

رايانامة )ايميل( خود را حتماً درج كنيد و در 

 

ابتدای مقاله نام و نام خانوادگی و نام شهرستان 

و سمت خود را قيد فرماييد. 

خانوادة مجلات رشد همة 

تلاش خود را کرده است 

تا اين مجله در دسترس عموم 

دانش آموزان قرار گيرد و همة کودکان 

و نوجوانان ميهن عزيز اسلامی مان 

امکان تهية آن را داشته باشند.

د اول هزار رقمی شگفت انگيز! /   2 دبير     / عد  سخن سر

ياضی به روش گفت وگو   / مشتق فقط برای چندجمله ای ها  )قسمت دوم(   /     آموزش ر

و داودی، آرش رستگار   / 3 خسر

د نصيری/ 6  سه تاس عجيب/   محمو

وانه  ميرزائی/ 9  استدلال /   پر

/   محمد كاظم انوری  / 12

1
x
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x رسی ويژگی های تابع     بر

 می خواهم زنده بمانم   /    محمدتقی طاهری تنجانی  / 15

 سرزمين ستاره ها /  غياث الدين جمشيد كاشانی )قسمت دوم( /    احسان يارمحمدی  / 18

  رياضی با جناب سعدی  / مجيد حكمت / 24

د طلايی   /    مجيد كريمی زاويه  / 26   عد

  شمارش در گراف ها )قسمت دوم(/     محرم ايردموسی  / 33

 پروژه های تحقيقاتی كوچك برای رياضی دانان جوان /   آنالوژی ها در نظريه حسابان 

و داودی، آرش رستگار  / 36 )قسمت دوم(  /    خسر

 داستان های شيرين رياضی  / برج مثلثی و مساحت دايره  )قسمت ششم( / 

   سيدمحمدرضا هاشمی موسوی  / 38

د مفهومی  /   پيشرو  /  نمونهسؤال های امتحان نهايی با رويكر

جواد شوهانی، علی يعقوبی   / 43

د مفهومی  /   چشم انداز  /    نمونه سؤال های آزمون سراسری  با رويكر

جواد شوهانی، علی يعقوبی  /  45

 چگونه برای المپياد رياضی آماده شويم؟  /   

آرش رستگار، محمدحسين نادری /  48
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 مجید حكمت 

ســلام دوســتان! به خوبی می دانيد که اعــداد اول 
عددهايی هســتند که فقط بر خودشان و يک بخش پذيرند. 

عددهای اول بلوک های سازندة عددهای طبيعی هستند. 

1. کشف عدد اول غول پیکر 41 میلیون رقمی
در خبرها داشــتيم عددی اول دارای 4۱ ميليون رقم کشف 
شده است. اين عدد در حال حاضر به عنوان بزرگ ترين عدد اول 
شناخته می شود. رکورد قبلی به يک عدد اول 24 ميليون رقمی 
تعلق داشت که حدود 6 سال قبل کشف شده بود. انتظار نداشته 
باشيد که اين عدد 4۱ ميليون رقمی را مرقوم کنيم، زيرا حداقل 

2۰ هزار صفحة مجله برای نوشتن آن لازم است!
البته جالب اســت بدانيد که اين عدد پنجاه و دومين عدد 
مِرسِن1 کشف شده نيز محسوب می شود و از اين نظر نمايش 
آن امکان پذير است:                                    841-1'279'136 2

کردن اين عدد 320'024'41  لوک دورانت ۳6 ساله، برای پيدا 
رقمی از برنامة رايگانی به نام »جی آی ام پی اس«2  بهره برده است.
برای اينکه به سختی کشف اين عدد اول پی ببريد، خوب است 
بدانيد که به دست آوردن آن با به کارگيری هزاران واحد پردازش 
گرافيکی در 24 مرکز داده و در ۱۷ کشور دنيا انجام گرفته است!

جايزة نقدی ۳۰۰۰ دلاری پاداش کشف اين عدد بوده است 
و کسانی که بتوانند اولين عدد اول صد ميليون رقمی و اولين 
عدد اول ميليارد رقمی را کشف کنند، به ترتيب ۱5۰ هزار و 
25۰ هزار دلار دريافت خواهند کرد. اميدوارم آن شخص شما 

باشيد؛ چون شما می توانيد!
2. کاربرد عدد های اول بزرگ

اهميت و کاربرد  حالا حق داريد که اين سؤال را بپرسيد: »
اعداد اول بزرگ چيست؟«؛ در پاسخ بايد گفت: »عدد های اول 
بزرگ اين امکان را می دهند که حدس ها و قضيه های نظرية 
اعداد آزمايش شــوند. آن ها کمک می کنند كه رياضی دانان 
الگوهای جديدی را کشف کنند و درک عميق تری از توزيع و 

ويژگي هاي اعداد اول به دست آورند.«

 تا اينجا به زيبايی ذاتی که در ساختار و خاصيت های 
عددهای اول برای رياضی دانان وجود دارد اشــاره شد. ولي 
جالب است بدانيد امنيت سايبری و الگوريتم های رمزنگاری 
مدرن، متکی به عدد های اول غول پيکر هســتند. عددهای 
اول بزرگ در علوم رايانه و طراحی شــبکه و در مهندســی 
مخابرات کاربرد دارند. همچنين پيشرفت ها و پيش بينی های 
هرچه دقيق تر در تحقيقات پزشکی و زيست شناسی، شامل 
تحليل توالی های ژنتيکی و مدل سازی زيستي )بيولوژيکی( و 

طراحی دارو، مرهون عددهای اول غول پيکر است.
3. زيباترين و سرراست ترين عدد اول

حالا که از زيبايی رياضی و عدد های اول صحبت شد، با يک 
شگفتانه آشنا شويد؛ يک عدد اول 1000 رقمی:    

10999+7
کوچک تريــن عدد 1000 رقمی کــه از ارقام يک، هفت و 

998 تا صفر تشکيل شده است!
برای بررسی آن با تلفن همراهتان می توانيد نرم افزار پيشرفتة 
اندرويد WolframAlpha را از طريق رمزينة داده شده  نصب 

کنيد و يکی از دستورهای زير را در آن بنويسيد:
ë Is 10^999+7 a prime number?

ë prime closest to 10^999

دوستان عزيز! برای اطلاعات بيشتر، مطالعة مقالة »عددهای 
اول«، از جناب آقای دکتر سید محمد رضا هاشمی موسوی 

را در شمارة 124 برهان پيشنهاد می کنيم.3
پیروز و سربلند باشید.

پي نوشت ها
۱. عدد مِرسِن: عددی است که به صورت 2n-۱ قابليت نوشتن دارد.

2. Great Internet Mersenne Prime Search

۳. همچنين از جناب آقاي مهندس ســيدمحمدرضا هاشــمي موســوي به عنوان يكي از 
همراهان مجله سپاسگزاريم.

براي بارگیری )دانلود( 
 WolframAlpha نرم افزار
از بازار رمزينة روبه رو را پويش كنید.
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كاوش

 خسرو داودي
آرش رستگار

آقاي پندآموز گفت: »اگرچه براي فهم مشتق تابع ها 
به مفهوم حد نياز داريم و خط مماس و شيب آن اهميت پيدا 
مي كند، اما هر تابعي را مي توان با يك چندجمله اي تقريب زد. 
به زبان دقيق تر، روي هر بازة متناهي بسته، هر تابع پيوسته اي 
كه داشته باشيم، مي توان يك چندجمله اي از درجة به اندازة  
كافي بزرگ پيدا كرد كه نمودار چندجمله اي هر قدر كه شما 
خواسته باشيد، به نمودار تابع پيوسته نزديك باشد. اين است 
كه براي مدل سازي تابع ها مي توان از تابع های چندجمله اي 

استفاده كرد و اين كار به طور تقريبي جواب مي دهد. 
اما مشــتق يك چندجمله اي را مي توان به صورت نمادين 

تعريف كرد. 
يعني اگرp(x) يك چندجمله اي درجة n باشد:
n

np(x) a x ... a x a= + + +1 0
مي توان مشتق را به صورت نمادين اين طور تعريف كرد:

n
np (x) na x ... a−′ = + +1

1
و ديگر به مفهوم حد و خط مماس و مانند آن اشــاره نكرد. 
همة فرمول هايي را كه دربارة مشتق مي دانيد، مي توانيد خيلي 
ســاده تر با همين فرمول بالا ثابت كنيد. مثلًا در مورد مشتق 
مجموع و حاصل ضرب و حتي خارج قســمت چندجمله اي ها 

مي توان همة قانون های مشتق را به سادگي اثبات كرد. 
دســت به كار شــويد تا ببينم چه كاري از دستتان ساخته 

است.« 

رامین و علي كه در محاسبه قوي هستند، هميشه 
در كنار هم به مسئله های جبر فكر مي كنند. هر دو با نمادها 
و عبارت های جبري راحت هســتند، با ابزارهاي موجود روان 
و ســاده كار مي كنند و آنچه را که مي خواهند ثابت مي كنند. 
همة دانش آموزان در سبك شناختي مناسب براي يادگرفتن 

جبر قوي نيستند. 
رامین: مــن اولين چيزي كه بايد ثابت كنم تا كارم راحت 
شــود اين است كه: »مشتق مجموع دو چندجمله اي p(x) و 

q(x) برابر مجموع مشتق هاي آن هاست.« 

به عبارت ديگر، مشــتق به مجموع چندجمله اي ها احترام 
مي گذارد. براي ايــن كار اجازه مي دهم بعضي از ضريب های 
چندجمله اي، حتي ضريب پيش رو، صفر باشد تا بتوانم هر دو 

چندجمله اي را از يك درجه فرض كنم. فرض كنيد:
n

n

n
n

p(x) a x ... a x a

q(x) b x ... b x b

= + + +

= + + +
1 0

1 0 آنگاه:
n

n np(x) q(x) (a b )x ... (a b )x (a b )+ = + + + + + +1 1 0 0
ديگر بررسي اينكه: 

( )p(x) q(x) p (x) q (x)′ ′ ′+ = +

صادق و بسيار روشن است. 
علي: با وجود چيزي كه ثابت كردي، كافي است مشتق را 

a تعريف كنيم؛ 
i
xi براي يك تك جمله اي
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يعني:
i i

i i(a x ) ia x −′ = 1

صبركن! وضع از اين هم بهتر است. اگر يك چندجمله اي را 
در عدد c ضرب كنيم، فرمول زير به راحتي از تعريف مشــتق 

براي چندجمله اي ها ثابت مي شود: 
( )cp(x) =cp (x)′ ′

a را هم لازم نيســت در نظر بگيريم. 
i
بنابراين حتي ضريب 

كافي است بدانيم:

( )

( )

i i(x ) ix

p(x)+q(x) p (x)+q (x)

cp(x) cp (x)

−′ =

′ ′ ′=

′ ′=

1

رامین: در مورد ضــرب چندجمله اي ها هم چون خاصيت 
توزيع پذيري داريم، كافي است ثابت كنيم:

m n m n m n(x .x ) (x ) .x x .(x )′ ′ ′= +

آن وقت نشان داده ايم:
( )p(x).q(x) p (x).q(x) p(x).q (x)′ ′ ′= +

اين كار به كمي محاســبه نياز دارد و بايد جمله ها را مرتب 

بنويسيم و مقايسه كنيم. 
براي همين اول براي دو چندجمله اي خطي آن را محاسبه كنيد. 

حالت چندجمله اي هاي درجه دلخواه هم شبيه همين است. 
علي گفت: زير هر جمله مســاوي آن را قرار مي دهيم تا 
به اين روش حكم را ثابت كنيم. كافي اســت پس از رسيدن 
به حكمي بديهي در مســير برگشت از معادلات پي درپي بالا 

برويم.
?

m n m n m n

?
m n m n m n

?
m n m n m n

(x .x ) (x ) .x x .(x )

(x ) mx .x x .nx

(m n)x mx nx

+ − −

+ − + − + −

′ ′ ′= +

′= +

+ = +

1 1

1 1 1

عبارت آخر به روشني صحيح اســت. پس تساوي اول هم 
ثابت شده است. چون درستي همه عبارت پي درپي معادلند.

رامین ادامه داد: مي توانستي هم، آن طور كه معمول است از 
يك طرف شروع كني و به طرف ديگر برسي. اما اين كار نياز 
به چرك نويس دارد و هميشه نمي توان آن را ذهني انجام داد. 
آقاي پندآموز گفت: حالا كه به اينجا رســيديد يك سؤال 
سخت تر مطرح مي كنم. هر تابعي را معمولًا مي توان به شكل 
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زير بسط داد: 
(n) np(x) p( ) p ( )x ... p ( )x ...

! n!
′= + + + +

1 10 0 01
)٭(

اما براي يك چندجمله اي درجه n مي توان دم بســط بالا را 
قيچي كرد و نوشت:

(n) np(x) p( ) p ( )x ... p ( )x
! n!
′= + + +

1 10 0 01

بسط )٭( را بسط مك لورن مي گويند. حالت كلي آن بسط 
حول عدد a است.
(n) np(x) p(a) p (a)(x a) ... p (a)(x a) ...

! n!
′= + − + + − +

1 1
1 )٭٭( 

اگر به جاي a قراردهيم a=0 همان بســط مك لورن درســت 
مي شود. به بسط )٭٭( بسط تیلور گفته مي شود. عبارت بسط 
تيلور هم براي چندجمله اي درجه n به شــكل دم بريده درست 

است. اما شما سعي كنيد همان بسط مك لورن را ثابت كنيد.
علي گفت: من با حالت كلي شــروع مي كنم و مشتق هاي 

پي درپي مي گيرم.
n

n

n
n

( ) n
n

( ) n
n

p(x) a x ... a x a x a

p (x) na x ... a x a

p (x) n(n )a x ... a

p (x) n(n )(n )a x ... !a

−

−

−

= + + + +

′ = + + +

= − + +

= − − + +

2
2 1 0

1
2 1

2 2
2

3 3
3

2
1 2
1 2 3

اگر همين طور ادامه دهيم ضريب جملة اول تبديل مي شود 
n!a. يعني

n
به 

(n)
np x n!a=

كه مي شود يك چندجمله اي ثابت. 

: x=0 حال قرار مي دهيم

( )

(n)
n

p( ) a

p ( ) !a

p ( ) !a

p ( ) n!a

=
′ =

=

=

0

1
2

2

0
0 1
0 2

0


. 
i

ia p ( )
i!

=
1 0  و لذا 

(i)
ip ( ) i!a=0 پس در حالت كلي 

ديگر روشن است چرا بسط مك لورن درست است. 

رامين پاســخ داد: »همين كار را مي توانســتي ساده تر به 
كمك اســتقرا ثابت كني. يعني بســط مك لــورن را براي 
چندجمله اي هاي درجه n درست فرض كني و بعد از روي 
آن بــراي چندجمله اي هاي درجــه n+1 ثابت كني. گمانم 
اثبات بســط تيلور هم توسط استقرا كار ساده تري باشد. اما 
براي من يك ســؤال مطرح است: چرا به هر تابعي مي توان 

توسط چندجمله اي ها به دلخواه نزديك شد؟«
آقاي پندآموز پاسخ داد: »اثباتش كمي پيچيده است. اما 
مي توانم نكتة ساده تري را به شما نشان دهم. اگر در n نقطة 
، i ip(x ) y= p(x داده شده باشد، مثلًا بدانيم

i
x مقدار (

n
, ...,x1 

لاگرانژ روشــي ارائه داده اســت كه با محاسبه دستي يك 
چندجمله اي از كمترين درجه بســازيم كــه در اين نقاط 

همان مقادير را بگيرد. آيا شما مي توانيد بگوييد چگونه؟«
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بيشــتر ما بر اين باور هســتيم كه از احتمال درك 
شهودي داريم و مي توانيم پاسخ برخي از مسئله هاي احتمال 
را كه ظاهراً ساده به نظر مي رسند، به طور شهودي پيدا كنيم. 
در حالــی که اين چنين ادعايي را دربارة شــاخه هاي ديگر 
رياضيات نداريم.  مثلًا افــراد كمي وجود دارند كه ادعا كنند 
براي محاسبة انتگرال يا تجزية يك عدد بزرگ به حاصل ضرب 
عامل هاي اول توانايي شهودي دارند. اما خواهيم ديد كه اين 
درك شهودي از احتمال و اينكه مي توانيم به سادگي پاسخ را 
پيدا كنيم، در خيلي از موارد اشــتباه است و معمولًا در بيش 
از نيمي از اين مسئله ها، شهود آن ها را به بيراهه مي برد و در 
نتيجه به جواب نادرســت می رسند. بنابراين، براي اجتناب از 
خطا بايد از اســتدلال هاي غيررســمي دوري كرد و به جاي 
آن ســعي كنيم با تكيه بر رويكردهاي دقيق و استدلال هاي 
رسمي، بر اساس قوانين و اصول احتمال روش هايي براي حل 

ارائه دهيم.
به طور كلي مســئله هاي تركيبياتي كه معمــولًا زيربناي 
مسئله هاي احتمال هســتند، با مسئله هاي شاخه هاي ديگر 
رياضيــات، داراي ماهيــت متفاوت اند. كمتر ايــن اتفاق رخ 
مي دهد كه شما يك مسئلة حســاب ديفرانسيل يا حسابان 
يا مسئلة هندســه را حل كنيد و اگر اشتباه حل شده باشد، 
متوجه آن نشويد. اما در يك مسئلة تركيبياتي، برعكس آن، 
ممكن است به جوابي هم رسيده باشيم، اما اگر روش حل ما 
نادرست هم باشد، ممكن است كه متوجه نادرست بودن آن 

نشويم. 

اكنون بنا داريم مســائل جالبي از احتمال را 
مطرح كنیم كه پاسخ آن ها با آنچه كه شما از آن انتظار 

داريد، متفاوت است.
اولین مسئله اي كه قصد بررســي آن را داريم، به 

مسئلة »تاس عجیب« معروف است.

تاس عجیب
اين بازي شامل ســه تاس و دو بازيكن است. تاس ها عادی 
نيستند. به اين معني كه به صورت شكل هاي زير شماره گذاري 
شــده اند. ســه وجه قابل ديد آن ها، با عددهايي كه روي هر 
كدام نوشــته شده، شماره گذاري شــده اند و سه وجه پنهان 
ديگر هر تاس، دقيقاً با همان سه عدد روي همان تاس چنان 
شماره گذاري شده اند كه وجه هاي مقابل هم داراي عددهاي 

يكسان هستند.
منظــور از دو وجه مقابل، دو وجهي هســتند كه روي دو 

صفحة موازي قرار دارند.

6 7
2

A

5 9
1

B

4 8
3

C

بنابراين، روي هر كدام از تاس ها فقط سه عدد متمايز وجود 
دارد. مثــلًا براي تاس A داريــم: 7، 7، 6، 6، 2، 2. در نتيجه، 

1 است. 
3

آمدن هر عدد روي يك تاس دارای شانس 
براي شروع بازي، اولين بازيكن مي تواند هر يك از سه تاس

محمود نصیري
پژوهشگر رياضی و مؤلف کتاب های درسی

آموزشی
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را انتخاب كند. ســپس بازيكــن دوم يكي از دو تاس 
باقي مانده را مي تواند انتخاب كنــد. هر دو بازيكن تاس هاي 
خود را مي اندازند. بازيكني كــه عدد بالاي تاس آن بزرگ تر 
باشد برنده است. فكر مي كنيد كدام يك از تاس ها اگر انتخاب 

شود، شانس برنده شدن بيشتر است؟
به عبارت ديگر كدام تاس بهتر است؟

براي مثال، تاس B ممكن اســت جذاب به نظر برسد، زيرا 
شامل عدد 9 اســت كه بزرگ ترين عدد يک رقمی است.  اما 
از طرف ديگر شامل عدد 1 نيز می شود كه كوچك ترين عدد 

يک رقمی است. 
به نظر مي رسد به طور شهودي پاسخ روشن نيست!

مي توانيم مسئله را به روش استاندارد چهارمرحله اي حل 
كنيم. 

 B و تاس A رقابت تاس
يعني مي خواهيم تعيين كنيم، وقتي تاس A در مقابل تاس 

B بازي مي كند، چه اتفاقي رخ مي دهد؟

مرحلة 1. تعیین فضاي نمونه اي
فضاي نمونه اي در نمودار درختي مقابل مشخص مي شود.

مرحلة 2. تعیین پیشامد مورد علاقه
 B عــددي بزرگ تر از تاس A فرض بر اين اســت كه تاس

بيايد. برآمدهاي اين پيشامد را با A نشان داده ايم.

مرحلة 3. محاسبة  احتمال هر برآمد
براي پيداكردن احتمال هر پيشامد ابتدا احتمال هر شاخه را 
مشخص و در هم ضرب مي كنيم. بنابراين، احتمال متناظر هر 

. × =
1 1 1
3 3 9

برآمد برابر است با: 

5
1

9

5
1

9

6

2

7

5
1

9

A ........................ 

B ........................ 

B ........................ 

A ........................ 

A ........................ 

B ........................ 

A ........................ 

A ........................ 

B ........................ 

احتمال هر 
برآمد

برد
B تاس

A تاس
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مرحلة 4. محاسبة احتمال پیشامد
احتمال پيشــامد مورد نظــر برابر مجمــوع احتمال هاي 
برآمدهاســت. بنابراين، احتمال آنكه عدد تاس A بزرگ تر از 

. + + + + =
1 1 1 1 1 5
9 9 9 9 9 9

عدد تاس B باشد، برابر است با: 

B پرتاب تاس      
951
BBA2
BAA6
BAA7A

س 
ب تا

رتا
   پ

   

< يعني در بيشــتر از نيمي از 
5 1
9 2

مشــاهده مي كنيم كه 
مواقع، تاس A بر تاس B برتري دارد.

 C و تاس B رقابت تاس
مي توانيم نمودار درختي، يا مانند حالت )1( جدول مشــابه  
رســم كنيم. در اين صورت، احتمال آنكه عدد B بزرگ تر از 
 C بر تاس B يعني تاس . 5

9
عدد C باشــد، برابر اســت با: 

برتري دارد.
C پرتاب تاس      

843
CCC1
CBB5
BBB9B

س 
ب تا

رتا
   پ

   

 C دوم و B ،بهترين A حالا ممكن اســت نتيجه بگيريم كه
بدترين تاس است. اما ادامه را ببينيم: 

 A و تاس C رقابت تاس
هــم به كمك جدول و هم با نمودار درختي مي توانيم آن را 

محاسبه كنيم.

A پرتاب تاس      
761
AAC3
AAC4
CCC8C

س 
ب تا

رتا
   پ

   

6
2

7

6
2

7

4

3

8

6
2

7

C ........................ 

A ........................ 

A ........................ 

C ........................ 

A ........................ 

A ........................ 

C ........................ 

C ........................ 

C ........................ 

احتمال هر 
برآمد

برد
A تاس

C تاس

، تاس C تاس A را مي زند.  5
9

بنابراين با احتمال 
اين تعجب آور است! تاس C بر تاس A برتري دارد.

تــاس A تاس B را مي زند، تاس B تاس C را مي زند و تاس 
C تاس A را مي زند! يعني تاس A نمي تواند تاس C را بزند.
بنابراين قانون تعدي يا »تراگذاري« در اينجا برقرار نيست! 

به اين معني كه مهم نیست اولین بازيکن كدام تاس 
را انتخاب کنــد. دومین بازيكن مي تواند يك تاس را 
5 آن را بزند. بنابراين بازيكني 

9
انتخاب كند كه با احتمال 

 كه اولین تاس را انتخاب مي كند، همیشه در وضعیت

ضعف است. 

منابع
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2. David Morin, David (2016). Probability for the Enthusiastic Beginner.
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3. M. Ross, Sheldon (2024). Introduction to Probability Models. ACA-

DEMIC Press. 

4. Robert V. Hogg ;Elliot A. Tanis; Dale L. Zimmenrman (2015). Probabil-

ity and Statistical Inference. Ninth Edition.Publisher Pearson.
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پروانه میرزائی
دبير رياضی آبدانان استان ايلام

در همة مدرسه های نوبت صبح، ساعت 7:30 کلاس ها شروع 
می شــدند )فرض اول(. مدرسة من نيز اين هفته نوبت صبح 
بود )فرض دوم(. بنابراين کلاس من هم ســاعت 7:30 شروع 
می شد )نتيجه گيری(. به ســرعت آماده و سوار تاکسی شدم 
تا به موقع به کلاس برسم، اما از شدت سرما خيابان ها يخ زده 
بودند و راننده خيلی آهسته رانندگی می کرد.  كساني كه براي 
رســيدن به مقصد عجله دارند مرتب به ساعت نگاه مي كنند 
)فرض اول(. من  عجله داشتم )فرض دوم( و بنابراين مرتب به 

ساعتم نگاه مي كردم )نتيجه(.
راننــده از آينه متوجه عجلة من شــده بــود؛ راننده گفت: 

»رانندگی در خيابان يخ زده خطرناک است« )فرض اول(. 
من در ادامة صحبتش گفتم: »درست می فرماييد، امروز هم 
که خيابان ها يخ زده اند« )فرض دوم(. پس کمی آرام تر شدم 
و چشم از ساعتم برداشــتم، چون متقاعد شدم که رانندگی 

خطرناک است )نتيجه گيری(. 
سرانجام با کمی تأخير به کلاس رسيدم. دبير رياضی درس 
را شروع کرده بود. ســلام کردم و اجازة ورود خواستم. خانم 
ايلامی با روی باز جواب ســلامم را داد. با دســت اشاره کرد 
که وارد کلاس شــوم. رفتم و سر جايم نشستم. خانم ايلامی 
گفت: »مطلبی که گفته ام را دوباره تکرار می کنم تا فرزانه جان 
متوجه موضوع درس جديد بشود.« تختة کلاس را نگاه کردم. 
استادم هميشه موضوع درس و قسمت های مهم را روی تابلو 
می نوشت تا وقتی مطالعه می کنيم، روی آن قسمت ها، بيشتر 
توجه و تمرين داشــته باشــيم. روی تخته نوشته شده بود: 
»استدلال اســتقرايی و استدلال استنتاجی.« دبير ادامه داد: 
»مطالبــی که امروز برايتان بيان می کنم در برخی درس های  

ديگــر، به خصوص ادبيات، منطق و فلســفه، وجود دارند. در 
رياضيــات نيز به کمک نمادهای رياضــی و قواعد و قضايای 
منطقی به اســتدلال رياضی می پردازيم که به شفاف تر شدن 
مســئله ها و حل آن ها کمک می کنند. مثلًا اگر کسی از من 
متنفر باشد، آنگاه پشت سر من حرف می زند. سارا از من متنفر 

است، حالا شما چه نتيجه ای می گيريد؟« 
همه با خنده گفتند: »پس سارا پشت سر شما حرف می زند!« 
استاد گفت: »دقيقاً درست استدلال کرديد! اين نوع قياس را 
قياس استثنايی می گويند و در رياضيات کاربرد فراوانی دارد.« 
مهری گفت: »خانم ممکن است نتيجه گيری نادرست باشد. 
از کجا مطمئن شويم استدلالمان درست بوده است؟« استاد 
گفت: »آفرين به نکتة خوبی اشــاره کردی. حالا توجه کنيد 
به اين مثال: اگر کســی قايقی را سوراخ کند، آنگاه قايق غرق 
می شــود. حال اگر قايق غرق شــده باشد، آيا می توان نتيجه 

گرفت که يک نفر قايق را سوراخ کرده است؟« 
همه با تعجب گفتند: »نه، اين استدلال نادرست است.« 

استاد ادامه داد: »اين گونه استدلال ها را مغالطه می گويند. 
بنابراين برای تشخيص درستی استدلالمان از نمادهای رياضی 
و قواعد منطقی استفاده می کنيم. البته قبل از نماد گذاری ابتدا 

به اين شکل صورت بندی می کنيم: 

حكم:

حالا به اين صورت نمادگذاري مي كنيم: 

آموزشی
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و اگر به شكل  

باشد، استدلال غلط و نتيجه گيری نادرست است.« 
روشی خيلی ساده و قابل فهم بود و اغلب بچه ها با کنجکاوی 
مثال هايی را که به ذهنشان می آمد، در قالب نماد گذاری قرار 
می دادند. استاد گفت: »حکايت بقال و طوطی و روغن ريختن 
طوطی در دکان از دفتــر اول مثنوی معنوی مولانا را حتماً 

خوانده ايد...« و چند بيتی از آن را خواند:
از چه ای کل با کلان آمیختی            تو مگر از شیشه روغن ريختی
از قیاسش خنده آمد خلق را     کو چو خود پنداشت صاحب دلق را

اســتاد گفت: »در اين شــعر که نوعی استدلال تمثيلی در 
منطق اســت و همان استدلال قياســی در ادبيات محسوب 

می شود، نتيجه گيری طوطی نادرست است.« 
داشتم به ضرب المثل ها فکر می کردم که استاد دستی روی 
شــانه ام گذاشت و با لبخند گفت: »کجايی؟« گفتم: »داشتم 
به صحبت های شــما فکر می کردم...« اســتاد ادامه داد: »به 
نظر شــما اگر بخواهيم در مورد طرح های تشويقی بر اساس 

نظر سنجی کارکنان يک اداره تصميم  بگيريم، يا اگر چندين 
بار در شرايط متفاوت، تجربه و مشاهداتی داشته باشيم که آب 
در درجة خاصی از دما به جوش می آيد و آن شــرايط خاص 
100 درجة سانتی گراد باشد، و نتيجه بگيريم، آب هميشه در 
100 درجة ســانتی گراد به نقطة جوش می رسد، آيا می توان 

اين شيوه را به عنوان  نوعی استدلال پذيرفت؟« 
خيلی از بچه ها گفتند: »مسلماً می تواند استدلالی منطقی 
باشــد، چون ما در بيشتر موارد از اين شيوة استدلال استفاده 
می کنيم؛ به خصوص در مورد مشاهداتی که در زندگی داريم.« 
در ايــن لحظه شیدا گفت: »استاد، ما در تابستان گذشته به 
مسافرت رفته بوديم. در طول مسير برای استراحت وارد يک 
روستا شديم. از هر 10 نفری که ديديم، 9 نفر چشمشان سبز 
بود. برای ما جالب بود و همه گفتيم: تمام افراد روســتا رنگ 

چشمشان سبز است.« 
بعد استاد گفت: »درست اســت. اين نوع استدلال را که از 
مشاهدات و بررسی موضوع در چند حالت به يک نتيجة کلی 
می رسيم، استدلال استقرايی می گويند. حال توجه کنيد: 
آيا نتيجه ای که ما از اســتدلال استقرايی می  گيريم، هميشه 

درست است؟ مسلماً درست نيست.«
يکدفعه همه با حالت تعجب و اعتراض گفتند: »خانم ما که 
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با چشــم خودمان مشاهده و يا آزمايش کرده ايم، پس 
اشکال کار کجاست؟! چگونه ممکن است با چندين بار آزمايش 
اشتباه شده باشد؟!« استاد لبخندی زد و گفت: »عجله نکنيد 
برای رد درســتی يک حکم کلی، کافی  است يک مثال نقض 
بياوريد. يعنی با آوردن يک مثال، غلط بودن آن حکم را نشان 
می دهيم و اين روش معمولًا برای رد استدلال استقرايی به کار 
می رود. مثلًا اگر حکمی کلی دربارة تمام عدد های اول وجود 
داشته باشــد، مثل اينکه: »تمام عدد های اول، فرد هستند«، 
حالا من عدد 2 را که عددی اول اســت، در نظر می گيرم. آيا 
اين عدد فرد اســت؟«، همه گفتند: »نه، زوج است.«، استاد 
ادامه داد: »ارائة همين مثال که »مثال نقض« اســت، حکم 
کلی را رد می کند.« بعد يکی از بچه ها گفت: »چه خوب! پس 
هميشــه و به راحتی با يک مثال می توانيم نادرستی حکم را 

ثابت کنيم.«
استاد خنديد و گفت: »هميشه به اين راحتی نيست؛ مثلًا در 
رياضيات موضوعي داريم به نام »حدس گلدباخ« كه مي گويد: 
»هر عدد زوج بزرگتر از 2 حاصل جمع دو عدد اول اســت.« 
كه تاكنون درستي آن اثبات نشده است ولي هيچ مثال نقضي 
هم براي آن پيدا نشده است. بله به طور كلي يك مثال نقض 
براي نشــان دادن نادرســتي حكم كافي است. از طرفي بايد 
توجه كرد كه براي نشــان دادن درستي يك حكم كلي، بايد 

آن را اثبات كرد.
توجه كنيد اگر نتوانيم برای نشان دادن نادرستي يك حكم 
مثال نقض ارائه دهيم، نمي توانيم به طور قاطع درستي حكم 

را نتيجه بگيريم.«
به هــر حال با اين گفت وگو انگار خيالمان راحت شــد که 
بالاخره راه حلی وجود دارد برای آنکه از درســتی يا نادرستی 
يک حکم مطمئن شويم. اما هنوز دقيقاً منظور استاد را متوجه 
نشده بوديم. بعد استاد گفت: »انگار خسته شديد. می خواهيد 

ادامة درس رابرای جلسه بعدی بگذاريم؟« 
همــه گفتند: »نه خانم، ما تازه متوجه قســمت های جالب 

ماجرا شده ايم. اجازه بدهيد از موضوع نتيجه بگيريم.«
اســتاد ادامه داد: »وقتی می گوييم مطلبی را اثبات کنيم، 
يعنی اينکه بر اساس نتيجه گيری منطقی بر پاية واقعيت هايی 
که درســتی آن هــا را پذيرفته ايم، اســتدلال کنيم. اين نوع 
استدلال را »استدلال استنتاجي« گوييم و قبلًا در رياضيات 
خوانده ايد و با مواردی از اين نوع اســتدلال مواجه شــده ايد. 
قســمت جالب ماجرا اين اســت: نتيجه ای را که با استدلال 
استقرايی به دســت آورده ايم، را به عنوان نوعي »حدس« در 
 نظر مي گيريم و سعي مي كنيم با اين استدلال استنتاجي آن را 

ثابت کنيم. اگر دقـت کرده باشيـد، اول درس را با مثال هايـی از 

استدلال قياسی شروع کرديم. در منطق به استدلال استقرايی، 
استدلال جزء به کل و به استدلال استنتاجی، استدلال کل 
به جزء می گويند. اســتدلال قياسی از نوع کل به جزء است. 
حالا می خواهم دو مثال از روش اثبات با اســتفاده از استدلال 
استنتاجی برايتان توضيح بدهم؛ خوب توجه کنيد. جمع هر 

دو عدد زوج، عددی زوج است.«
ســپس استاد مکثی کرد و پرســيد: »بچه ها عدد زوج را در 

رياضی چگونه نشان می دهيم؟« 
 ».2k همه گفتند: »به صورت

و استاد ادامه داد: »حالا دو عدد داريم: اولی را 2k و دومی را
k′2 فرض می کنيم. آنگاه مجموع آن ها می شود:

k k (k k )′ ′+ = +2 2 2
هر عددی باشــد، دو برابرآن قطعاً زوج خواهد  (k k )′+ حالا

بود. به  همين راحتی درستی حکم را ثابت کرديم. 
يا يک نمونة ديگر، مجموع زاويه های داخلی هر مثلث 

180 درجه است.

1
23

B

C

A
d

اثبات: خط d را موازی ضلع BC رسم می کنيم.

از رابطه های )۱(، )2( و )۳(  نتيجه می گيريم که:
ˆ ˆˆA B C °+ + =180                  

خيلی مسئله های رياضی و هندسی وجود دارند که با استفاده 
از اســتدلال استنتاجی حل می شــوند. در حقيقت اين شيوة 
اثبات، برهان مســتقيم است. در مقابل نوعی از اثبات را داريم 
که برهان غير مستقيم يا برهان خلف نام دارد. در برهان خلف 
به جای اينکه به طور مستقيم از فرض شروع کنيم و به درستی 
حکم برسيم، فرض می کنيم حکم درست نباشد )فرض خلف( 
و به يک تناقض يا به يک نتيجة غيرممکن می رســيم. به اين 
ترتيب فرض خلف باطل و درســتی حکم ثابت می شود. اين 

موضوع درس جلسة بعدی است.« 
با وجود خستگی، از اينکه به معلوماتم اضافه شده بود احساس 
رضايت می کردم. همگی از استاد تشکر کرديم و در ذهنمان به 

مثال هاي عددي حدس گلدباخ مي انديشيديم.

)AB طبق قضيه خطوط موازي )مورب ،
)AC طبق قضيه خطوط موازي )مورب ،

، طبق نيم صفحه

ˆ( ) A B

ˆ ˆ( ) A C

ˆ ˆ ˆ( ) A A A °

 =
 =


+ + =

1

3

1 2 3

1
2
3 180
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در اين نوشتار، ابتدا ويژگی های يک تابع خاص بررسی 
و نمودار آن رسم می شود. سپس سؤال جالبي در زمينة نظرية 
اعداد که مشابه آن در مســابقه ها و المپيادهای رياضی آمده 
اســت، بررســی  و به کمک ابزارهای تجزيه و تحليل )آناليز( 

رياضی، حل زيبايی برای آن پيشنهاد می شود.

مقدمه
دانش رياضی، در کنار تمام سختی ها و پيچيدگی های 
خود، گاه شــامل نکات و ارتباطات بســيار ظريف و زيبايی 
اســت که درک آن ها حتی برای افراد عادی هم لذت بخش 
است. شايد زيباترين جنبة علم رياضی، ارتباط بسيار ظريف 
و زيبايی است که ميان بخش های متفاوت آن ديده می شود. 
گويی تمام اين روابط زيبا از يک محل سرچشمه می گيرند.

مفهوم تابع يکی از اساسی ترين مفاهيم در آناليز رياضی 
است. بســياری از پديده های طبيعی را با کمک اين مفهوم 
توصيف می کنيم. انواع گوناگوني از تابع ها معرفی شده اند که 
هر کدام در حوزه های مختلف علوم و مهندسی کارايی دارند. 
با تابع هاي چندجمله ای، نمايی، مثلثاتی و... آشنا هستيم. در 
اينجا تابع خاصی را در نظر می گيريم که شــايد در نگاه اول 

ترکيبی از دو نوع چندجمله ای و نمايی به نظر برسد: 
xf (x) x=
1

اما پيچيدگی های آن بيشــتر از تابع هاي مذکور است و نياز 
به بررســی جداگانه ای دارد. در بخش هــای بعد، برخی از 

ويژگی های اساسی آن را بررسی می کنيم.

بخش اول. بررسی دامنة تابع و رفتار آن نزديک صفر
xf خود به تنهايی می تواند  (x) x=

1
رســم نمودار تابع

 برای هر شــخص علاقه مند به حسابان و آناليز تابعی جذاب

 و آموزنده باشد. هنگام رسم نمودار تابع هاي مختلف، مانند 

آنچه مرسوم است، توجه به ويژگی های عمومی تابع 
می تواند مفيد و کارســاز باشــد. اين ويژگی ها شامل نقاط 
بيشينه و کمينه )ماکسيمم و مينيمم۱(، نقاط عطف، نقاط 
برخورد با محورهای مختصــات، مجانب های نمودار، نقاط 
گوشــه ای )شکستگی و بازگشــتی( و در حالت کلی نقاط 

بحرانی و موارد مهم ديگر است.
بخش بزرگی از تمام اين اطلاعات با کمک مشتق های 
تابع )عموماً مشــتق اول و مشتق دوم آن( به دست می آيد 
و در کنار آن، بررســی حــد تابع نقاط مختلف و حد آن در 

بی نهايت، مکمل کار است.
پيــش از هر چيز، توجه می کنيم که برای ســهولت در 
xf را اعداد حقيقی مثبت در  (x) x=

1
بررســی، دامنة تابع

نظــر می گيريم2 )در حقيقت، دامنــة آن را محدود به اين 
ناحيه می کنيم(.

ابتدا، ادعا می کنيم که نمودار تابع به نقطة مبدأ نزديک 
می شود. به عبارت ديگر، حد آن در صفر برابر صفر است.

x
x

lim x+→ =
1

0 0

شــايد بررسی اين حد دشــوار به نظر برسد، اما استفاده از 
ديدگاه دنباله ای برای آن مفيد اســت. ساده ترين دنباله ای 

}است. قرار می دهيم: }
n

1 که به صفر ميل می کند، دنبالة
n

n n
a f ( ) ( )

n n n
= = =

1 1 1
و روشن است که:

n n
lim

n
→∞ =

1 0
پس با پذيرفتن وجود حــد تابع f در نقطة صفر۳، فوراً 

xنتيجه مي گيريم كه: 
x

lim x+→ =
1

0 0

علاوه بر روش دنباله اي، با كمك خواص تابع لگاريتم هم 
مي شـد حـد موردنظـر را به دست آورد. البتـه با تغيير نقـش 

 محمد کاظم انوری
 دکترای رياضی و دارندة مدال المپياد رياضی دانشجويی

آموزشی
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 مي توانيم اين حد را به صورت زير بازنويسي
x

1  x به 
xكنيم:

x
x xx x

lim x lim lim
x x

+ →+∞ →+∞→
 = = = 
 

1

0
1 1 0

بخش دوم. بررسی رفتار تابع در بی نهايت
اکنون، حد تابع را در بی نهايت بررســی می کنيم. براي 
اين منظور، دوباره از ديدگاه دنباله اي كمك مي گيريم. ادعا 

مي كنيم كه:        
n

nlim n→∞ =
1

1                            

}n در بی نهايت برابر يک  n}اين موضوع که حد دنبالة
می شود، موضوع آشنايی است. برای ديدن يک اثبات زيبا از 

آن، ابتدا قرار می دهيم:          
n

nn a= +1

    
n n روشن است که:                                         1≤

a مقــداری مثبت دارد. حال، از نامســاوی 
n
بنابرايــن 

معروف موســوم به نامساوی برنولی استفاده می کنيم. برای 
هر عدد طبيعی n و هر x مثبت داريم4:

(۱+x)n≥۱+nx

در نتيجه
n

n nn ( a ) na= + ≥ +1 1

n

n
a

n

−
≤

1 و                                                  

limn→∞a
n
که از آن نتيجه می شود:                          ۰=

و در نتيجة آن داريم:
n

n n nlim n lim ( a )→∞ →∞= + =1 1
البته اگر از بســط دو جمله اي استفاده كنيم )كه البته 
اثبات آن دشــوارتر از نامســاوي برنولي است(، محاسبات 
n

nn a= +1 اندكي ساده تر مي شوند. مي نويسيم:           
در نتيجه:

n
n n n n

n(n ) n(n )
n ( a ) na a ... a

− −
= + = + + + ≥2 21 11 1 2 2
na

n
≤

−
2 2

1 بنابراين:                                          
و يا:                                                

na
n

≤
−
2
1

و مجــدداً از قضية فشــار )يا قضية فشــردگي( نتيجه 
n nlim a→∞ مي گيريم كه:                                       0=

عــلاوه بر روش دنباله اي، با كمــك قاعدة هوپيتال هم 
مي شد حد موردنظر را به دست آورد5. براي اين منظور، قرار 

مي دهيم:
x

ln x
g(x) ln f (x) ln x

x
= = =

1

بنابراين در اين حالت داريم:

x x x x

ln x xlim g(x) lim lim lim
x x

→∞ →∞ →∞ →∞= = = =

1
1 01

و با توجه به پيوستگي تابع نمايي داريم:
xlim g(x)g(x)

x xlim f (x) lim e e e→∞
→∞ →∞= = = =0 1

تا اينجا ديديم که حد تابع در بی نهايت برابر يک می شود6. 
به اصطلاح خط افقی y=۱ مجانب افقی تابع است.

بخش سوم. نمودار تابع و نقطة اکسترمم آن
اکنون نوبت به بررســی نقاط اکســترمم تابع می رسد. 

توجه می کنيم که مشتق تابع به اين صورت درمی آيد7:
ln x

x x

lnx

x x

f (x) (x ) (e )

ln x ln x ln x
e x f (x)

x x x

′ ′ ′= =

− − −
= = =

1

1

2 2 2
1 1 1

lnبه صورت خلاصه داريم: x
f (x) f (x)

x

−′ = 2
1

البته مي شد مشتق تابع را با گرفتن لگاريتم از دو طرف 
هم محاسبه كنيم. قرار مي دهيم:          

xy x=
1

در اين صورت داريم:
x

ln x
ln y ln(x ) ln x

x x
= = =

1 1

در نتيجه با توجه به قاعدة مشتق گيري از توابع مركب 
مي نويسيم:

x ln x
y ln xx

y x x

× − ×′ −
= =2 2

1 1 1
و

x
ln x

ln y ln(x ) ln x
x x

= = =
1 1

f تنها برای  '(x) می بينيم که f(x) با توجه به ناصفر بــودن
x=e برابر صفر می شــود. علاوه بر اين، به صورت مشــابه، 

مشتق دوم آن به صورت زير نوشته می شود:
ln x ln x

f (x) f (x) ( ) f (x)
x x

− + −′′ = + 2
3 2

3 2 1

fو داريم: (e) f (e)
e

−′′ = <3
1 0

پس نقطة x=e نقطة بيشينة تابع است.
 x≤e برای f درمی يابيــم که ،f(x) با توجه بــه مثبت بودن
صعودی و برای x≥e نزولی اســت که دوباره تأييدی بر اين 
اســت که نقطة x=e نقطة بيشينة تابع است. مقدار بيشينة 

مطلق تابع در اين نقطه برابر است با:
ef (e) e /=
1

1 44466786101
با توجه به اطلاعاتی که در مورد تابع به دست آورديم، 

می توانيم ديدگاه خوبی از نمودار آن داشته باشيم. 
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در اينجا به نمودار تابع f توجه می کنيم.

2/5

2

1/5

1

۰/5

۰ ۰     2      4      6     8      1۰   12   14    16   18    2۰

همان گونه كه انتظار داريم اكسترمم تابع 
در نقطة e ظاهر مي شود. عدد e میان 2 و 4 قرار دارد.

بخش چهارم. بررسی يک مسئلة جالب
ســؤال: تمام جواب های معادلة ab=ba را در مجموعة 

اعداد طبيعی بيابيد.
با اولين نگاه روشن است که اگر a و b با هم برابر باشند، 
در رابطة مورد نظر صدق می کنند. از اين نظر می شود گفت 

که اين معادله بی نهايت جواب طبيعی بديهی دارد.
اما سؤال مهم اين است که آيا جواب های متمايزي برای 
معادلــه هم وجود دارند؟ منظــور از جواب های متمايز اين 

است که a و b با هم برابر نباشند.
با بررســی بيشــتر می بينيم که عددهاي 2 و 4 هم در 
رابطة مورد نظر صدق می کنند. اما ظاهراً تلاش بيشتر برای 

يافتن جواب های ديگر ناکام می ماند.
اکنون اين حدس به ذهن می آيــد که معادلة مزبور جواب 

ديگری ندارد.
می توانيم اين معادله را بــا ابزارهای متداول در نظرية 
اعداد بررسی کنيم که شايد مهم ترين آن ها تجزيه به اعداد 

اول و بخش پذيری است.
اما در اينجا از يک ديدگاه بسيار جالب و منحصربه فرد 
در آناليــز تابعی ســود می بريم و نشــان می دهيم جواب 

غيربديهی به جز 2 و 4 برای آن وجود ندارد.
ابتدا توجه می کنيم که می شود معادله را به صورت زير 

بازنويسی کرد: 
a ba b=
1 1

و يا:                 
a ba b=                                        

اکنون تابع خاص روبه رو را در نظر می گيريم:
xf (x) x=
1

بنابراين می توانيم ســؤال مورد نظر را به صورت زير بيان 
کنيم:

عددهاي طبيعی متمايزي مانند a و b را بيابيد، 
به گونه ای که برای تابع f داشته باشيم:        

f(a)=f(b)       

بــه عبارت ديگر، بايد عددی حقيقی مانند k بيابيم که 
خط y=k نمودار تابع را دســت کم در دو نقطه قطع کند و 

در ضمن طول آن نقاط اعدادی طبيعی باشند.
همان گونه که در نمــودار تابع می بينيم، خط y=۱ مجانب 
افقی تابع است و برای kهای کمتر از يک، خط y=k نمودار 

تابع را تنها در يک نقطه قطع می کند.
با توجه به نقطه اكسترمم نمودار، لازم است که:          

ek e< <
1

1      

از ســوی ديگر، با توجه به اينکه طول نقطة اکســترمم 
تابــع برابر e اســت، اگر خطی افقی نمــودار تابع را در دو 
نقطــه قطع کند، الزاماً طول يکــی از آن نقاط کمتر از e و 
طول ديگری بايد بيشــتر از e باشد. می دانيم که e عددی 
ميان 2 و۳ اســت، پس اگر طول نقاط تقاطع اعداد طبيعی 
باشــد، به ناچار يکی از آن ها بايد برابر 2 باشــد. در نتيجه، 
يافتن جواب های طبيعی و متمايــز معادلة مزبور منجر به 
a2=2a                                   :حل معادلة زير می شود

که به سادگی ثابت می شود که تنها جواب های طبيعی آن 
برابر 2 و 4 هستند. در اينجا شايان گفتن است كه روش هاي 
ديگري مبتني بر ابزارهاي موجود در نظرية اعداد براي بررسي 
اين مسئله و مسائل مشــابه آن پيشنهاد مي شود. اما هدف 
اصلي ما در اين نوشتار ايجاد پيوند مناسب ميان بخش هاي 

مختلف رياضي و ارائة يك ديدگاه زيبا در اين زمينه بود.
اين ايدة زيبا را می توانيم گســترش دهيم و از آن برای 

بررسی معادله هاي سيال متفاوت بهره ببريم.

پی نوشت ها
 ۱.  غالباً به جای عبارت »ماکسيمم و مينيمم« به اختصار از کلمة »اکسترمم«

استفاده می کنيم.
 2. در حقيقت، بررسي دامنة تابع هايی مانند f(x)=(-۱)x محل بحث جدی
است که خود نيازمند مطالعة جداگانه ای است و در اينجا به آن نمی پردازيم.

۳. لازم به توضيح است كه هر تابع يكنوا در هر نقطه از يك بازه حد راست 
و چپ دارد. از آنجا كه اين تابع در بازة (e,۰) صعودي است پس حد راست 

آن در نقطة صفر وجود دارد.
4. ضمن اثبات نامساوی برنولی )مثلًا با کمک استقرای رياضی( در می يابيم 
که شرط مثبت بودن x ضروری نيست و می شود آن را با شرط ضعيف تر 

x≥-۱ عوض کرد.
0 و هم براي حالت  قابل 

0
5. مي دانيم كه قاعدة هوپيتال هم براي حالت 

استفاده است.
6. مشابه توضيح قبل در مورد وجود حد تابع در نقطة صفر، از آنجا كه اين 

تابع در بازة (∞,e) نزولي است پس حد آن در بي نهايت وجود دارد.
7. برای مشتق گيری از تابع هاي نمايی، يک راه خوب اين است که ابتدا از 

دو طرف لگاريتم بگيريم.
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محمدتقي طاهري تنجاني
پژوهشگر رياضي و مؤلف كتاب هاي درسي

عصر يك روز پاييزي بود. پدربزرگ اســتاد صالحي 
و خانــواده اش را به باغ دعوت كرده بــود. بوي آتش و دود و 
چاي ذغالي و دم گرم استاد صالحي، دورهمي مان را دلچسب 
كرده بود. آقاي صالحي از دوســتان قديمي پدربزرگ است و 
در دبيرستان شهرمان به ما رياضي درس مي دهد. آن قدر زيبا 
و دلچســب كه خستگي كيلومترها راه را كه از روستا به شهر 
مي رويم، از يادمان مي برد. از او خواستيم مثل هميشه ما را با 

مسئله اي چالشي درگير كند. 
اســتاد صالحي همان طور كه چاي را در نعلبكي مي ريخت 
گفت: »باعث افتخار هست كه شما را اينقدر مشتاق مي بينم. 
برايتان يك مســئله طرح مي كنم كه خودم براي حلش وقت 
زيادي صرف كردم. براي آمادگي ورود به مسئله فرض كنيد 
پدربزرگ بخواهد جايزه اي به يك نفر از ما بدهد و شــرطش 
اين باشــد كه از يك جا شــروع كنيم و نفر اول حذف و نفر 
دوم بماند، نفر سوم حذف و همين طور يك درميان مرتب يكي 
حذف و ديگري بماند تا فقط يك نفر بماند. چه كسي جايزه 

را مي گيرد؟«
افراد دور ميز را شــمردم. با خودم 7 نفر مي شــديم: آقاي 
صالحي، پدربزرگ، حامد، من، همسر آقاي صالحي، پسرشان 

رامين و پدرم. خب از كي شروع كنيم؟ 
آقــاي صالحي گفت: »از من شــروع مي كنيــم« و از روي 
صندلي بلند شد. در جهت حركت عقربه هاي ساعت نفر بعدي 
پدربزرگ بــود كه مي ماند. نفر بعــدي حامد بود كه حذف 
مي شــد و من كه مي ماندم. خانم صالحي هم حذف شــد و 
رامین ماند و پدرم حذف شــد. در دور بعدي پدربزرگ باقي 
ماند و من حذف شدم و در پايان رامين برندة اين مسابقه شد.

پدربزرگ نگاه معني داري به اســتاد صالحي كرد و 
گفــت: »حتماً قاعده اي دارد كه از خودتان شــروع كرديد تا 

پسرتان جايزه را ببرد؟« 
آقــاي صالحي گفت: »اينكه قاعده اي دارد حرف درســتي 
اســت، ولي من فارغ از آن از خودم شروع كردم. به ياد داشته 
باشيد اگر 7 نفر باشيم، شمارة 6 برنده مي شود. حالا اگر 8 نفر 

بوديم چطور؟« 
از مادربزرگ خواستم به جمع ما بپيوندد. يک صندلي بين 
آقاي صالحي و پدربزرگ برايش گذاشــتم. حالا 8 نفر شــده 
بوديم. با شروع از آقاي صالحي و همان روند يكي حذف يكي 

بماند، نفر هشتم يعني پدر جايزه را برد! 
آقاي صالحي رو به ما بچه ها كرد و گفت: »حالا برويد و روي 
كاغذ براي عددهاي متفاوت تمرين كنيد. تا قاعده را بيابيد و 

ما بزرگ ترها را به حال خودمان بگذاريد.«
من، حامد و رامين بــه داخل پذيرايي رفتيم. گفتم: »براي 
اينكه زودتر به نتيجه برسيم، من عدد 30، حامد 32 و رامين 

35 را بررسي كنيم.«
براي 30 عدد 28اُم،  براي 32 همان و براي 35 عدد 6 باقي 
ماند. حالت هاي ديگر را هم آزمايش كرديم. نتوانستيم ارتباطي 
بين عددها و جواب ها بيابيم. نزد آقاي صالحي برگشتيم. اظهار 
عجــز و ناتواني كرديم و از آقاي صالحــي براي يافتن قاعده 

كمك خواستيم. 
آقاي صالحي گفت:  »بنشــينيد تا هم تاريخچة مســئله را 

برايتان بگويم و تا با هم به قاعدة كلي برسيم.
روميان باســتان براي تنبيه سربازاني كه مرتكب خيانت يا 
گردنكشي مي شــدند روش هاي خاصي داشتند. يكي از اين 

حل مسئله
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روش ها چنين بود كه هزار نظامي خيانتكار و سركش 
را در حالــي كه به چوبه هاي دار شــماره گذاري شــده بود 
بســته شده بودند، بر محيط دايره اي به فاصله های مساوي از 
يكديگر گرد می آوردند و اجراي حكم اعدام را از فرد بســته 
شده به تير )1( شروع مي كردند و يك درميان نوبت اعدام نفر 
بعدي مي شــد. اين روند را آن قدر تكرار مي كردند تا به يك 
نفر باقي مانده برســند. او را رها مي كردند تا به ديگر سربازان 
بپيونــدد و ماجرا را براي عبرت آنــان بازگويد. هريك از اين 
ســربازان مي خواســتند زنده بمانند و خيلي دوست داشتند 
قاعده اي را بدانند و شماره اي را انتخاب كنند تا زنده بمانند.«

استاد صالحي همان طور كه سينه اش را صاف مي كرد گفت: 
»من با اين مســئله كه برخورد كردم، کوشيدم با مثال هاي 
عددي متفاوت آن را بررسي كنم. حالا چند برگه كاغذ بياوريد 

تا توضيحاتم را تكميل كنم. 
براي حل مســئله ابتدا با حالت هاي خاص شروع مي كنيم. 
فرض كنيم تعداد نفرات فقط يك نفر باشــد. واضح است كه 

اين فرد باقي مي ماند.
اگر دو نفر باشند، نفر اول اعدام و نفر دوم آزاد مي شود.

اگر ســه نفر باشند، نفر اول اعدام، نفر دوم آزاد و نفر 
سوم اعدام مي شود. 

اگر چهار نفر باشــند، نفــر اول اعدام می شــود و نفر دوم 
مي ماند. سومي اعدام می شــود و چهارمي باقي مي ماند. بعد 
بايــد برگرديم به نفر دوم كه آزاد بــود. او اعدام و در آخر نفر 
چهارم آزاد مي شود. ســازمان دهي داده ها از طريق جدول به 
ما كمك مي كند بتوانيم الگويي را از دل آن ها كشف كنيم و 
اطلاعات پنهان در داده ها را به دســت آوريم. اين كار يكي از 
روش هاي مؤثر براي دســته بندي و مرتب كردن مقدار زيادي 
داده و اطلاعات است و يكي از راهبردهاي ساده ولي كارا براي 

حل مسئله هاست. 

اين اطلاعات را در جدولي خلاصه مي كنيم و جدول را ادامه 
مي دهيــم تا به نكته ها ی جالبي در مورد آن برســيم. با نگاه 
به جدول به روند شــكل گيري عددها توجه مي كنيم. در يك 
سري موارد شمارة جايگاه رهاشده از اعدام با تعداد محكومان 
برابر است، در حالتي كه محكومان تعدادشان 1، 2، 4، 8 ، 16 

و... باشد، اين عددها ويژگي خاصي دارند؟
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شمارة جايگاه 
تعداد محكومان Nرهاشدگان از مرگ

1
2
2
4
2
4
6
8
⁞
2
14
16
⁞

1
2
3
4
5
6
7
8
⁞

14
15
16
⁞

بله خوب متوجه شــديد! همگي توان هاي عدد دو هستند. 
حالا جــدول را جور ديگري بازنويســي مي كنيم. خب يك 
قاعدة خوب به دســت آورديم. اگر تعــداد به صورت تواني از 
دو باشــد، آخرين فرد رها مي شــود. آيا مي توانيم براي بقية 
، N=3 :حالت ها هم از توان هاي دو كمك بگيريم؟ مثلًا وقتي 

جواب 2 اســت. يا وقتي N=6 جواب 4 اســت. دســت به كار 
مي شويم:  1-22=3 و 2-23=6 و 1-23=7 و 24-2=14. 

به نظر مي رسد بين توان عدد 2 و مقداري كه كم  مي شود و 
خود عدد N ارتباطي وجود دارد. 

اگــر تعداد محكومان به صورت 2n نباشــد، ولي بتوان آن را 
 به صــورت 2n-α در نظر گرفت، شــمارة  رهاشــده از مرگ

 2n- 2α مي شــود. مثــلًا اگر تعــداد محكومان 31 باشــد، 

 داريم: 1-25=31. پس شــمارة محكومي كه آزاد مي شــود: 

.32-2×1=30
اگر تعداد محكومان 100 باشــد، داريم: 28-27=100. پس 
شــمارة محكومي كه آزاد مي شــود 28×2-27 يا شمارة 72 
است. حال در مورد تعداد 1000 نفر داريم: 210-24=1000. 

پس شمارة محكوم آزادشده 24×2-210 و يا 976 است!

شمارة جايگاه 
تعداد محكومان Nرهاشدگان از مرگ

1
2
2
4
2
4
6
8
⁞

12
14
16
⁞

30
32

20=1
21=2

3
22=4

5
6
7

23=8
⁞

14
15

24=16
⁞

31
25=32

حالا شما مي توانيد با عددهاي ديگر آزمايش كنيد!«
آقاي صالحي به ســاعتش نگاه كرد و گفت: »آه خيلي دير 

شده، ما بايد برويم. خيلي كار براي فردا دارم.« 
درحالي كه بلند مي شــد رو به ما كرد و گفت: »بچه ها شما 
مي توانيــد با قاعده اي كه برايتان مطرح كردم با دوســتانتان 
مسابقه هاي زيادي برقرار كنيد. حالا بگوييد اگر تعداد 1500 

نفر باشد، كدام فرد باقي مي ماند.« 
حامد گفت: »بايد اولين تواني از 2 را كه از 1500 بيشــتر 

است پيدا كنيم كه مي شود: 2048=211.«
آقاي صالحي گفــت:  »آفرين! مرحلة بعد اختلاف 2048 با 
1500 است كه مي شود 548. پس شمارة فردي كه مي ماند 

چه شماره اي است؟«
گفتم: »طبق قاعده اي كــه گفتيد، ما بايد از 1011 دو برابر 

548 را كم كنيم: 548×2-2048 كه مي شود: 952.«
آقاي صالحي درحالي كه از ما دور مي شد و با اشارة سر  عدد 
مرا تأييد مي كرد گفت: »اگر توانستيد، قاعده اي را كه من به 
دست آورده ام ثابت كنيد. خودم هم براي اثبات آن فكرهايي 

دارم. تا ديدار بعدي خداحافظ!«
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جمشیدبن  مسعودبن محمود طبیب  کاشانی 
رياضی دان و اخترشناس برجسته و صاحب سبک ايرانی که 
هم زمان با رياضی دان و ستاره شــناس نامــدار ديگر ايرانی 
اُلُغ بیگ می زيســت و به واسطة آشنايی و همکاری که بين 
او و الُُغ بيگ، پادشــاه دانش دوست و دانش پرور ايران زمين 
رخ داد، توانست با خلق آثاری چون سُلّمُ السماء )نردبان 
آسمان(، مفتاح الحساب، رساله محیطیه، رساله وتر و 
جیب و زيج خاقانی فی تکمیل الزيج ايلخانی خدمات 
ارزنــده ای به ايرانيان و جهانيان عرضه دارد و باعث اعتلای 
نام ايران و ايرانی در سراسر عالم هستی شود. در اين مقاله با 
معرفی قسمت دوم مستند غیاث الدين جمشید کاشانی 

قصــد داريم رياضی آمــوزان و علاقه مندان به تاريخ 
رياضی و دانــش در ايران را با اين شــخصيت بی بديل در 
عرصة دانش و فرهنگ ايران زمين آشــنا ســازيم. به همين 
دليل نخســت به ارائة ســطرهايی از کتاب از سمرقند به 
به  کاشانی  غیاث الدين جمشید  نامه های  کاشــان: 
پدرش به قلم محمد باقری که چاپ نخســت آن در سال 
۱۳۷5 در انتشــارات علمی و فرهنگی به زيور طبع آراسته 
شــده است، می پردازيم و سپس مواردی از مستند مزبور را 

در پی خواهيم آورد.
محمود طبيب کاشانی  مسعودبن  غياث الدين جمشيدبن 
رياضی دان و اخترشــناس نامی ايــران در قرن نهم هجری 
است. در نوشــته های عربی او را »الکاشی« خوانده اند و در 
نوشته های غربی بر همين اساس نام »الکاشی« به کار رفته 
اســت. کاشانی در حوالی ســال ۷90 هجری قمری به دنيا 
آمد. در سال 824 از زادگاهش کاشان روانة سمرقند شد و 

در سال 8۳2 هجری درگذشت. 
کاشــان ـ شــهر قالی و گل ســرخ ـ در 200 کيلومتری 
جنوب تهران، در حاشــية غربی دشــت کوير و بر نيمة راه 
تهران ـ  اصفهان قرار دارد. در پايان قرن هشتم هجری اين 
شــهر همچون ديگر شــهرهای ايران تحت تسلط تیمور و 
سپس پسرش شاهرخ بود. در اين دوران خاطرة کشتارها، 
ويرانی ها و تيره روزی های عهد حملة مغول زنده شــد و در 

سرزمين 
ستاره ها

  احسان يارمحمدي
 پژوهشگر، دکترای مديريت صنعتی-  مالی

 كارگردان: حسن هدايت
 تهیه كننده: پيمان جعفري

 پژوهش و روايت: حسن هدايت
 تصوير: فرهاد صالحي

 تدوين: حسن هدايت و كيوان رضايي
 صدابردار: احمدرضا طائي

 گويندة متن: محمدحسين شمس
 سال تولید: 1390-1391

 تهیه شده در گروه علمي فرهنگي مركز سیما فیلم
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پــی آن جنبش های کوچک و بزرگ محلی همچون 
حروفيــه و نقطويه پا گرفت. تيمور از يک ســو شــهرهای 
آبادی را که فتح می کرد ويران می ســاخت و از سوی ديگر 
می کوشيد تا شــهرهای آســيای ميانه يعنی مرکز قدرت 
خود را آباد کند. با اين سياســت بســياری از هنرمندان و 
دانشمندان بين النهرين، آسيای صغير، سوريه، ايران و هند 
را اســير کرد و به ماوراءالنهر برد. به خصوص عدة زيادی از 
دانشــمندان و صنعتگران را در پايتخت خود سمرقند گرد 

آورد. چنين بود که در دورة او سمرقند رونق بسيار يافت.
پس از تيمور، پســرش شاهرخ ادارة ســمرقند و تمامی 
ماوراء النهر را به پسر خود الُُغ بيگ )نوة تيمور( سپرد و خود 
در هرات حکومت می کرد. الُُغ بيگ زير نظر سارای خاتون، 
همســر تيمور، از تربيت خوبی برخوردار شد و 40 سال بر 
سرزمينی وســيع فرمان راند. مادرش گوهرشاد به ايجاد 
بناهای باشکوه علاقه مند بود و به همراه شوهر خود شاهرخ 
در ترميم خرابی های امير تيمور کوشيد و چندين مدرسه و 

مسجد از جمله مسجد گوهرشاد مشهد را ساخت. 
برادر الُُغ بيگ، بايســنقُر در کتاب دوســتی و تشويق و 
حمايت اهل علم و هنر شــهرتی فوق العاده يافت. در چنين 
محيط خانوادگی مســاعدی، الُُغ بيگ نيز با شوق به آبادانی 
و ترويــج علــم و تحقيق پرورده شــد. او همچــون تيمور 
سياســت تقويت و تکامل ســمرقند را، منتها با شيوه های 
مســالمت  آميزتر در پيش گرفت. الُُغ بيگ پشتيبان دانش و 
هنــر بود و خود به فعاليت هــای نجومی می پرداخت. او در 
مقدمة زيج خود اشــاره می کند که »علوم حکمی به تغيير 
ملل و اديان و اختلاف کلمــة زمان غبار تغيير و تبديل به 
پيرامون آن نگردد.« الُُغ بيگ مکتبی در نجوم بنيان گذاشت 

که به نام خود او خوانده می شود.
الُُغ بيگ در ســال 820 هجری مدرســة باشــکوهی در 
ســمرقند ســاخت که همچنــان پابرجاســت و بی گمان 
دادگــری و علم پروری الُُغ بيگ در کنار مهارت فنی و هنری 
اســتادکاران ايران و نواحی ديگر، پشــتوانة ماندگاری اين 
بنا در طول قرن هايی بوده که دســت زمانه بســيار کاخ ها 
را به کوخ بدل کرده اســت. الُُغ بيگ پس از ساختن مدرسة 
سمرقند يکی از دانشمندان برجسته به نام محمد خوافی 
را مدرس آن مدرســه کرد. اين شــخص ظاهری ژوليده و 
سخت فقيرانه داشت، ولی وقتي الُُغ بيگ از او سؤالاتی کرد 
و به ميزان دانش وی پی برد، او را به گرمابة دربار فرســتاد 
و جامه های فاخر پوشــانيد و در روز افتتاح مدرســه همراه 
نود تن از دانشــمندان ســمرقند بر سر درس او حاضر شد. 

الُُغ بيگ در بخارا و غجدوان نيز مدرسه ساخت. 

دولت شاه سمرقندی در تذکرئ الشعراء )تأليــف 
892( آورده اســت: »... اما ســلطان مغفور سعيد الُُغ بيگ 
گورکان سقی الله برهانه پادشاه عالم و عادل و قاهر و صاحب 
همــت بوده و در علم نجوم مرتبــة عالی و در معنای موی 
می شــکافت. درجة عالمان به عهــد او به ذروة اعلی بوده و 
فضلا را به دور او مراتب عظمی، در علم هندســه دقايق نما 
و در مســائل هيئت مجسطی گشــا بــود و فضلا و حکما 
متفق اند که به روزگار اسلام، بلکه از عهد ذوالقرنین تا اين 
دم، پادشــاهی به حکمت و علم مثل ميرزا الُُغ بيگ گورکان 
بر مســتقر سلطنت قرار نيافته، در علوم رياضی وقوف تمام 
داشت. چنان  که رصد ستارگان بست به اتفاق حکمای عهد 
خود چون مفخرالحکما و العلما قاضی زادة رومی و مولانا 
غياث الدين جمشــيد و آن هر دو بزرگوار فاضل آن کار به 
اتمام نارسانيده وفات يافتند و سلطان همگی همت بر اتمام 
آن کار گماشــته، باقی رصد را از ميرزا به اتمام رســانيد و 
زيج سلطانی اخراج نمود و خطبه به نام خود نوشت و اليوم 
نزد حکما آن زيج متداول و معتبر اســت و بعضی آن را بر 
زيج نصيری ايلخانی ترجيح می کنند و در خطة ســمرقند 
مدرسة عالی بنا فرمود که در اقاليم به زينت و رتبت و قدر 
آن مدرسة عالی نشان نمی دهند و اليوم در آن مدرسة عالی 

زياده از صد نفر طالب علم متوطن و موظف اند....«.
چهار ســال بعد، يعنی در ســال 824 ، الُُغ بيگ ساختمان 
رصدخانه ای را آغاز کرد تــا در آن دنبالة کار رصدخانة مراغه 
گرفته شــود. اين رصدخانه نزديک ســمرقند و در ســمت 
شمال شــرقی آن، بر فراز تپه ای به نــام »کوهک« که امروزه 
»چوپان آتا« خوانده می شــود و رودخانــة »آب رحمت« 
از کنارش می گذرد، بنا شــد. الُُغ بيگ برای طراحی و ساخت 
رصدخانه و بهره برداری از آن، گروهی از دانشمندان مشهور، از 
جمله جمشيد کاشانی، قاضی زادة رومی، علاء الدين قوشچی، 

معين الدين کاشی و ديگران را به سمرقند دعوت کرد.
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احتمالًا منشأ دعوت کاشــانی به سمرقند اين بوده 
که وی قبلًا زيجی را که در کاشــان تدوين کرده بود به نام 
شــاهرخ تيموری )پدر الُُغ بيگ( ملقب به خاقان که حاکم 
هــرات بود زيج خاقانــی خوانده و آن را به ميــرزا الُُغ بيگ 
امير ســمرقند تقديم کرده بود. در اين باره روايتی شفاهی 
نيز هســت که مرحوم محیط طباطبائی آن را چنين نقل 

کرده است:
»قاضــی زادة رومــی که يکی از دانشــمندان کشــور روم 
)آســيای صغير( بود و برای ملاقات ميرزا الُُغ بيگ تيموری، 

گفت: من اين اسطرلاب را به کسی می فروشم که با 
آن بتواند جيب )سينوس( يک درجه را استخراج کند و به 

مشکلات من در فن هيئت و رياضی پاسخ گويد. 
قاضی زاده از استخراج جيب و پاسخ پرسش های آن مرد 
عاجز آمد و خود از او ســؤالاتی دربارة مشــکلات هيئت و 
نجوم کرد و جواب يکايک را صحيح و سريع شنيد. از هوش 
تند و معلومات فراوان او حيران شــده، نامش را پرســيد و 
دانست غياث الدين جمشــيد است. پيوند دوستی در ميانه 
بسته شــد و چون قاضی زاده به ســمرقند رسيد و دانست 
الُُغ بيگ درصدد ترتيب دادن و تدوين زيج تازه ای است، به او 
گفت: برای انجام اين کار تنها کسی را که شايسته می دانم 
يک مرد پنج وجبی اســت که از زمين تا آســمان را وجب 
وجب خوب می داند. الُُغ بيگ چون از حال غياث الدين آگاه 
شد، کس فرستاد و او را از کاشان به سمرقند خواست و کار 

رصد را به او واگذار کرد.«
کاشانی که »بطلمیوس ثانی« لقب گرفته پيش از رفتن 
به ســمرقند آثاری در نجوم تأليف کرده و شــخصاً به رصد 
می پرداخته در نسخة ناقصی از يک زيج خود که در کتابخانه 
آستان قدس رضوی موجود اســت و مرحوم طباطبائی آن 
را زيج تســهیلات دانســته و به گمان پروفسور کِنِدی1 

قسمتی از زيج خاقانی اوست می گويد:
»سه خســوف رصد کرديم در بلدة کاشان و اوساط قمر 
از آن اســتخراج کرديم... اما وسط خســوف سوم در شب 
هيجدهم شــهريورماه قديم سنة ست و سبعين و سبعمائه 

)۷۷6( يزدجردی )=8۱0  ـ809 هجری( بوده...«
کاشــانی پس از رفتن به ســمرقند در ايجــاد رصدخانه 
و تدوين زيج نقش اساســی داشــت، چنان که عبدالعلی 
بیرجندی در شــرح زيج الُُغ بيگ آورده است: »اصل رصد 
سمرقند از آثار طبع لطيف اوست« و خود کاشانی در نامه ای 
که از سمرقند به پدرش نوشته، اشاره کرده است که: »بنای 

عمارت رصد به وجهی که اين بنده شرح داده فرمودند.« 
خواندمیر مورخ قرن نهم هجری هم در حبیب السیر 
دربــارة الُُغ بيگ می گويد: »... و در ســنة 824 آن خســرو 
بی مانند در وســط بلدة فاخرة ســمرقند مدرســة رفيع و 
خانقاهی منيع بنا نموده و... همچنين فرمان داد استادکاران 
در آن بلدة فردوس نشــان رصدی بنيان نهادند و بطلميوس 
ثانی مولانا غياث الدين جمشــيد و جامع کمالات انســانی 
مولانا معين الدين کاشــانی در ترتيب آن بنا سعی و اهتمام 

دادند.« 
... در زمان دولتش جمعی  و در جــای ديگر می گويــد: »
کثير از آن طايفه )علما( در بلدة ســمرقند مجتمع گشته 

فرمانــروای ماوراءالنهــر از راه عراق عازم ســمرقند 
بود، ضمن مســافرت چون به شــهر کاشــان رسيد، روزی 
بــرای يافتن هم زبانی رياضی دان در کوی و برزن و بازار آن 
شهر می گشــت. اتفاقاً بر حجرة کوچکی گذشت که مردی 
کوتاه  قامت آنجا نشســته بود و در کتابی نظر می کرد و در 
پيرامون خود مقداری کتاب و کُره و اســطرلاب و ابزارهای 
ديگر نجومی گذاشــته بود. قاضی زاده به قرينه دريافت که 
ايــن مرد بايد رياضی دان و ستاره شــناس باشــد. به غايت 
خشــنود گشت و برای کشف اين معنی از در درآمد و بر او 
سلام کرد و پرسيد: مولانا، اين ها چيست؟ مرد کوتاه پاسخ 
داد: می خواهی چه کنی؟ قاضی زاده گفت: می خواهم بخرم. 
پرســيد: چه می خواهی بخری؟ گفت: خريدار اســطرلاب 
هستم. دوباره پرســيد: چگونه اسطرلابی به کار تو می آيد؟ 
قـاضی زاده يک قسم اسطـرلاب را نام برد. مرد حجره نشيـن 
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بودند و... از آن جمله يکی مولانا غياث الدين جمشيد 
که در علم هيئت و رياضی و فن نجوم عديل و نظير نداشت 
و در وقتی کــه ميرزا الُُغ بيگ رصد می ســاخت آن جناب 
به اتفاق مولانا معين الدين کاشــی.... به تمشــيت آن مهم 

می پرداختند.«
معین الدين کاشــی که در اينجا از او نام برده شــده، 
به نوشــتة مرحوم محیط طباطبائی، خواهرزادة جمشيد 
کاشــانی بوده که به همراه وی از کاشــان به سمرقند رفته 
و در کار رصد مشارکت داشــته و آثاری از کاشانی به خط 

زيبای او باقی مانده است.
بنای رصدخانة ســمرقند در سال 825 )يا 82۷( به پايان 
رسيد. کاشــانی 5 تا ۷ سال پس از شــروع کار رصد يعنی 
تا زمان مرگش در ســال 8۳2 ، در آن شــرکت داشت. زيج 
الُُغ بيگ 9 سال پس از مرگ کاشانی در سال 84۱ آماده شد. 
الُُغ بيگ در مقدمة اين زيج از همکاران و دستياران خويش ياد 

کرده و با ستايش و احترام از کاشانی نام برده است.
مرحوم آيدين صايیلی در کتاب رصدخانه در اسلام 
می گويد: »رصدخانة ســمرقند در نخستين رصدخانه های 
اروپا تأثير داشــته اســت. از کارهای مهم کاشانی اختراع 
کسرهای اعشاری است که ســال ها بعد اروپاييان ـ ظاهراً 
مستقل از او ـ آن را اختراع کردند. وی دو قرن پيش از کِپلر 
در الحاق هــای اول و دوم نزهئ الحدائق مدار ماه و عطارد 
را بيضی دانسته است. کاشانی مقدار π را با دقت کم نظيری 
حســاب کرد و ســينوس زاوية يک درجه را با استفاده از 
روش تکراری جالبی برای حل معادلة درجة ســوم با دقت 
چشــمگيری تعيين کرد. وی همچنيــن دو ابزار نجومی به 

نام های طبق المناطق و لوح اتصالات ابداع کرد.«
در پيوســت ترجمة روسی مفتاح الحساب کاشانی نوشته 
شده است: »کاشــانی بزرگ ترين رياضی دان و اخترشناس 
ســدة پانزدهم ميلادی بــود و آفريده های او را در بعضی از 
زمينه ها بايد نمونه ای از حد کمال دانش در سده های ميانه 
دانست. روش های عالی که کاشانی در محاسبه های خود به 
کار می برد و فن اســتادانه ای که در برآوردها و ارزيابی های 
او ديده می شود، توجه خاص دانشمندان زمان ما را به خود 

جلب کرده است.«
پروفســور کِنِدی، تاريخ نگار برجســتة رياضيات و نجوم 
نيز او را محاســبی زبردســت می شــمارد کــه در اين فن 
مهــارت خارق العاده داشــت. هرجــا که نام کاشــانی به 
ميــان آيــد، از پشــتيبان او الُُغ بيگ که اميــری دادگر و 
 دانش دوســت و هنرپــرور بود نيز به احترام ياد می شــود. 

 امــا زمانه پــاداش او را به نيکــی نــداد. عبداللطیف، 

پســر الُُغ بيگ، حکومت بلخ را که پدر به او داده بود، 
لايق شــأن خود ندانســت و بر او شوريد و در سال 85۳ بر 
او دســت يافت و امر داد او را کشتند. پس از مرگ الُُغ بيگ 
رصدخانه هم از فعاليت افتاد و علی قوشچی، يگانه شاگرد 
و دســتيار وی، ســمرقند را ترک کرد و به ســال 8۷9 در 

استانبول درگذشت.
٭٭٭

يکــی از تأليفات ارزشــمند کاشــانی در رياضيات کتاب 
مفتاح الحســاب اســت که مهم ترين کتاب رياضيات عملی 
در دورة اســلامی محسوب می شود. کاشــانی اين اثر را بين 
سال های 824 تا 8۳0 قمری، طی شش سال تکميل كرد. در 
کتاب مفتاح الحســاب که به زبان های گوناگون ترجمه شده، 
مباحث مهمی در زمينة  عدد، حساب، هندسه و اعشار مطرح 
شده است. ابداع کسرهای اعشــاری و رواج آن، دسته بندی 
معادله هــاي درجة اول تا چهارم و حــل عددی معادله هاي 
درجة چهارم و بالاتر، تکميــل و تصحيح روش های قديمی 
چهار عمل اصلــی و اختراع جديدی بر آن ها که تاکنون نيز 

مورد استفاده است، از ديگر مباحث کتاب اند. 
کاشانی برای چهار عمل اصلی در حساب، يعنی موضوع 
ضرب، تقســيم، جمع و منها روش نوين و ســاده ای ابداع 
کرد که با روش قبل از او را که به سيســتم  هندی شناخته 
می شــد، تفاوت اساسی داشــت. برای روشن شدن اهميت 
ابداع کاشانی، روش او در يکی از اعمال اصلی، يعنی ضرب 

در مقايسه با روش هندسی بررسی می كنيم. 
در روش هندی ضرب ســادة دو عدد دو رقمی در شش 

گام صورت می گرفت: 
گام اول: دو عدد چنان زير هم نوشته می شوند که رقم 

يکان يکی از آن ها در راستای رقم دهگان ديگری باشد.
5۷×۳2 =              

57  

32     

     

گام دوم: رقم پنج در رقم سه ضرب  و عدد به دست آمده 
در سمت چپ عدد اول درج می شود.

5۷×۳2 =              

57  

32     

5۷×۳2 =              

57  

32     

5×۳ =۱5                

5۷×۳2 =              

1557   

32     

     

گام سوم: رقم پنج در رقم دو ضرب می شود كه حاصل 
عدد 10 اســت. رقم هاي صفر و يک در محل دو عدد ديگر 

جای می گيرد.
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5۷×۳2 =              

1557
32  

5۷×۳2 =              

1557
32     

2×5 =۱0                 

5۷×۳2 =              

1۶07   

32     

     

گام چهارم: عدد ۳2 به اندازة يک رقم به ســمت راست 
جابه جا می شود.

5۷×۳2 =              

1۶07   

32   

     

گام پنجم: رقم هفت در رقم ســه ضرب می شود. رقم يک 
به جای صفر می نشيند و رقم دو به رقم شش افزوده می شود.

5۷×۳2 =              

1۶07   

32   

۷×۳ = 2۱               

5۷×۳2 =              

1817    

32   

     

گام ششم: رقــم هفت در رقم دو ضرب می شود. حاصل 
عدد 14 است. رقم چهار به جای هفت نوشته می شود و رقم 
يک را به رقم يک بالای سه می افزاييم. نتيجه اينکه حاصل 

ضرب دو عدد فوق معادل ۱824 می شود.
5۷×۳2 =              

1817   

32   

۷×2 = ۱4               

5۷×۳2 =              

1824  

32   

     

5۷×۳2 =              

1824   

در عددهاي بزرگ تر اين مرحله ها به چند برابر افزايش می يابند 
و احتمال خطا در آن بسيار زياد است. 

کاشانی برای سهولت عمل ضرب، نخست شبکة ضرب را ابداع 
كرد. برای نمونه، ضرب دو عدد ســه رقمی در شــبکة ضرب در 

مرحله هاي سادة زير صورت می كرد:
گام اول: برای ضرب دو عدد سه رقمی ۳5۷×4۳2، يک 
چهارضلعی با شبکه ای به تعداد رقم هاي دو عدد مي کشيد.   
سپس با خط هاي عمودی هر يک از مربع های کوچک را به 

دو مثلث تقسيم می كرد:
      

432×357

گام دوم: رقم هــاي دو عدد موردنظر را در کنار شــبکه 
مي نوشــت. سپس هر کدام از رقم هاي عدد سمت راست را 
در رقم های ســمت چپ ضرب می كرد. يکان حاصل ضرب 

را در مثلث سمت راست و دهگان حاصل ضرب را در 
مثلث سمت چپ مي نوشت:

3
4

۶
1

4
9

2
2 0

2
11

0
1
1

5
2

8

2 3 5 7

گام سوم: رقم هايــی را که در ســتون های عمودی زير 
هم جای گرفته اند، با هم جمع می كرد و در پايين شــبکه 
می نوشــت. در اين روش سادگی محاسبه و دقت کامل آن 
در مقايسه با روش هندی شگفت انگيز است. کاشانی روش 

ضرب بدون شبکه را نيز ابداع کرد:
      

432×357=

1  5  4  2  2  4

3
4

۶
1

4
9

2
2

1 5 4 2 2 4

0
2
11

0
1
1

5
2

8

2 3 5 7

گام اول: رقم يکان عدد اول را در تک تک رقم هاي عدد دوم ضرب 
می كرد. حاصل ضرب های به دست  آمده را به  اين ترتيب  مي نوشت: 

357×432=

  2×7     برابر    14

  3×7     برابر      21

  4×7     برابر        28

گام دوم: رقم دهگان عدد اول را در تک تک رقم هاي عدد دوم 
ضرب می كرد. نتيجه را بر حاصل ضرب های قبلی سوار می كرد.

357×432=
10                        

1514                     

  4×5     برابر      2021

28                         

گام سوم: رقــم صدگان عدد اول را در تک تک رقم هاي 
عدد دوم ضرب و نتيجه را بر حاصل ضرب های قبل ســوار 

می كرد. حاصل جمع رقم هاي چنين است:
      

357×432=

154224
۶     357×432=

910                       

1215 1 4                   

2021                      
28                       

154224                  

شــيوة شــمردن از دوران ماقبل تاريخ، به دليل نياز به 
آن، بين انســان ها پديد آمد. شکل سادة شمارش به تدريج 
با وسيع تر شدن ارتباط انسان ها با هم و رواج مبادلة کالا و 
حيوانات اهلی پيچيده تر شد. اقوام باستان برای نشان دادن 
هر عدد، يــک علامت را انتخاب می کردند که اين شــيوه 
 در شــمارش رقم هاي بزرگ يا عمل ضرب و تقســيم يا 
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جمع و منها ســبب اشــکال و دردســر می شــد. 
نخستين بار رياضی دانان هندی شمارش در مبنای دهگانی 
را بــا تعيين نه رقم ۱ تا 9 و نيــز افزودن واحد صفر به آن 
پديد آوردند. صفر در مراتب عدد ها، ارزشــی نداشت و فقط 
کمک می کرد که جايگاه عدد ها در مرتبه های بالای يکان، 

مانند دهگان و صدگان و بالاتر، مشخص شوند. 
عددهاي هندســی به تدريج به ســاير ملل نيز گسترش 
يافت. اما عددنويســی در دستگاه دهگانی فقط در عددهاي 
صحيح انجام می شــد و تا زمان جمشيد کاشانی، کسرهای 
اعشاری شناخته شــده نبودند. شــيوه ای که هم عددهاي 
صحيح و هم کســرهای آن را مورد اســتفاده قرار می داد، 
دســتگاه عدد نويسی شــصتگانی بود. اين شــيوه پيچيده 
و دشــوار بود و بيشتر توســط منجمان مورداستفاده قرار 
می گرفت. چون در نجوم ســروکار ستاره شناســان با حجم 
و محيط کرات آســمانی و مدار گردش آن ها بوده اســت؛ 
بنابراين شکل دايره از اهميت ويژه ای برخوردار بود و مسائل 
مربوط به آن مثل محيط، و قلمرو تقسيم بندی محيط دايره 

به اجزای کوچک، مثل درجه، مهم بوده است. 
مهم ترين واحد تقسيم بندی در دايره را درجه می دانند که 
1 محيط دايره است. ابوريحان بیرونی، دانشمند 

360
معادل

بــزرگ ايرانی، دليل اين تقســيم بندی را توجه منجمان به 
تعداد روزهای ســال می داند. او بيان می دارد که چون سال 
شمسی ۳65 روز و سال قمری ۳55 روز می باشد و ميانگين 
آن ها عدد ۳60  است، مبنای درجه تعيين شده است. درجه 
مبنای محاســباتی در دستگاه شمارش شــصتگانی است. 
واحدهای کسری و کوچک آن شامل دقيقه، ثانيه و پايين تر 
 است. با اينکه مسلمانان نخستين افرادی بودند که از عددها 
در روش دهگانی استفادة فراوان می کردند، ولی اين دستگاه 
عددنويسی توسط کاشــانی به صورت عملی و وسيع قابليت 

استفاده و جايگزينی شيوة شمارش شصتگانی را پيدا کرد.
»رســالة محيطيه« که پــاره ای از رياضی دان ها و مورخان 
غربی آن را شاهکار فن محاسبه ناميده اند، از مهم ترين تأليفات 
جمشيد کاشانی اســت. او نگارش اين رساله را در ماه شعبان 
82۷ قمری به پايان رســاند. نســخة اصلی رســالة محيطية 
کاشانی مدت زمانی در اختيار شیخ بهائی، رياضی دان، مهندس 
و فيلسوف بزرگ دوران صفوی بود و سپس در دوران حکومت 
نادرشاه افشار وقف کتابخانه آستان قدس رضوی شد. اين 
نســخة منحصربه فرد که به خط کاشانی است، در بخش آثار 

خطی کتابخانة آستان قدس نگهداری می شود.
 (π) کاشانی در رسالة محيطيه برای نخستين بار عدد پی
را تا هفده رقم محاســبه کرد و محاسبة او به مدت 150  

پی نوشت ها
1. Edward Stewart Kennedy (1912-2009)

ادوارد استوارت کِنِدی تاريخ نگار و پژوهشگر دانش که زمينة اصلی کار او 
دربارة جدول ها و زيج های نجومی در سده های ميانة  اسلامی بود.

2. Paul Luckey (1884-1949)

3. Simon Stevin (1548-1620)

4. Jost Burgi (1552-1632)

5. Francois Viete (1540-1603)

سال صحت و دقت خود را حفظ کرد. ديگر فصل هاي 
رساله دربارة دايره و محاسبات محيط، قطر، وتر و مباحثی 
مانند آن اســت. کاشــانی در مقدمة رسالة خود می نويسد: 
»ستايش خداوندی را سزد که از نسبت قطر به محيط دايره 
آگاه است و اندازة  هر مرکب بسيط را می شناسد و آفرينندة 

زمين و آسمان هاست و قراردهندة نور در تاريکی است.«
او همچنين در اين رســاله پــس از تعيين تقريبی مقدار 
عدد پی (π) تا هفده رقم می نويسد: »هيچ  کس جز خداوند 

مقدار حقيقی آن را نمی داند.«
لوکی2 دربارة کاشــانی چنين گفته است: »پس از پژوهش 
دربارة برخی آثار کاشانی، او را رياضی دانی هوشمند، مخترع، 
نقاد و صاحب افکار عميقی يافتم. کاشانی از آثار رياضی دان های 
قبل از خود آگاه و در فن محاســبه و به کار بستن روش های 
تقريبی بسيار چيره دست بوده است. اگر رسالة محيطية او به 
دست رياضی دانان  غربی می رسيد، از آن پس مردم مغرب زمين 
از برخی منازعات و تأليفات متعدد دربارة اندازه گيری محيط 

دايره يا محاسبة عدد پی (π) بی نياز می شدند.«
لوکی همچنين در ترجمة خود از آثار کاشانی گفته است: 
»بر خلاف باور عموم که بر اين تصورند که کسرهای اعشاری 
توسط سیمون اســتیون۳  بلژيکی، بورگی4 سوئيسی و 
فرانسوا ويت5 فرانسوی اختراع شــده است، حدود يک 
قرن ونيم قبل از آن ها توسط جمشيد کاشانی ابداع و اختراع 
شــده بود. ولی به دليل ترجمه نشدن کتاب های کاشانی به 
زبان های اروپايی، دنيای غرب از دســتاوردهای کاشانی در 

زمينة رياضيات بی اطلاع بود.«
کاشانی در رســالة وتر و جيب برای نخستين بار جيب يا 
ســينوس زاوية يک درجه را از روی ســينوس سه درجه با 
دقت هفده  رقم اعشــاری محاسبه می کند. روش محاسبة او 
را بديع ترين و جالب ترين روش هايی دانســته اند که در تمام 
نوشته های رياضی اسلامی وجود دارد. محاسبة سينوس يک 

درجه تاکنون اعتبار خود را در رياضيات حفظ کرده است.
در پايان از ارائة مطالب بيشتر دربارة قسمت دوم مستند 
»غياث الدين جمشــيد کاشــانی« پرهيز می کنيم و شــما 
رياضی آموزان و علاقه مندان به تاريخ رياضيات در ايران زمين   

را به تهيه و تماشای اين مستند تشويق می کنيم.
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يا   بفرما  به سرايم           يا              بفرما    به سر      آيم
 ، غرضم وصل تو باشد

آيی، چه من آيم! چه تو 
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بنشين  غمم         گفتی            به 

خيز سر جان     بر يا                  از 
مت       جانا!  فرمان          برَ
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 مجید کريمی زاويه

نسبت طلايی
دو عدد حقيقی مثبت مانند a و b را به طوری که a>b است، 
در نظر بگيريد. اين دو عدد در صورتی دارای نســبت طلايی 
هســتند که نســبت عدد بزرگ تر به عدد کوچک تر، برابر با 
نســبت مجموع آن دو عدد، به عدد بزرگ تر باشــد. به زبان 

رياضی، دو عدد a و b  دارای نسبت طلايی هستند هرگاه:
a a b

b a

+
= = ϕ a و  b> >0  

محاسبة نسبت طلايی
برای محاسبة نسبت طلايی به صورت زير عمل می کنيم:

a a b a b a b

b a a a a

b

aa

b

+ +
ϕ = = ⇒ ϕ = = +

= + = + = + ⇒ ϕ = +
ϕ ϕ

1 1 11 1 1 1

 

با ضرب طرفين معادلة آخر در عدد مثبت φ )چون φ نسبتی 
بين دو عدد مثبت است( داريم:

ϕ = ϕ+ ⇒ ϕ −ϕ− =2 21 1 0
 با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:

,

b ac ( ) ( )( )

b

a

( / ) /
/

( / ) /
/

∆ = − = − − − = + =

− ± ∆ ±
ϕ = =

 + +
ϕ = = == 

− − −ϕ = = = −

2 2

1 2

1

2

4 1 4 1 1 1 4 5
1 5

2 2
1 5 1 2 236 3 236 1 6182 2 2
1 5 1 2 236 1 236 0 6182 2 2





 

 

 

چون φ مثبت است در نتيجه مقدار قابل قبول برای آن برابر 
/ است. 

+
ϕ =

1 5 1 6182 

/ را نسبت طلايی )عدد 
+

ϕ =
1 5 1 6182  مقدار عددی 

طلايی( می گويند. عدد طلايی عددی گنگ است، زيرا بسط 

د  كاربر
رياضيات

تاريخچه
برای اوليــن بار، رياضی دانان يونانی بودند که به علت نقش 
فراوان نسبت طلايی در هندسه، آن را مورد مطالعه قرار دادند. 
هیپاسوس، رياضی دان قرن پنجم پيش از ميلاد، کشف کرد 
که نسبت طلايی نه يک عدد صحيح و نه يک عدد گوياست. 
کپلر، دانشمند، رياضی دان و ستاره شناس آلمانی که او را پدر 
علم ستاره شناســی نوين می دانند، در نامه ای به مستلین، 

رياضی دان و ستاره شناس آلمانی، می نويسد:
»هندسه دو گنجينة بزرگ دارد: يکی قضية فیثاغورس و 
ديگری نسبت طلايی. اولين گنج را به طلا و دومين گنج را 

به جواهر می توان تشبيه کرد.«
  φ در ادامة اين مقاله با نســبت طلايی کــه با حرف يونانی

)في( نشان داده می شود بيشتر آشنا می شويم. 
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اعشــاری آن به صورت زير است که يک عدد اعشاری 
بی پايان و غيرمتناوب )نامختوم و نامتناوب( است:

 
/ ...

+
ϕ = =

1 5 1 618033987749849848204586834365638112

b دارای نسبت  < 2 مثال: اگر دو عدد 2 و b به  طوری که 
طلايی باشند، آنگاه مقدار b را به دست آوريد.

a در رابطة نســبت  = 2 ، با جای گذاری  b < 2 حل: چون: 
طلايی خواهيم داشت:

b
b b b b

b

+
= ⇒ = + ⇒ + − =2 22 2 4 2 2 4 02

 

با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:
 

,

b ac ( ) ( )( )

b
b

a

b ( / ) /

b ( / ) /

∆ = − = − − = + =

− ± ∆ − ±
= =

 − +
= = − + = − + == 
− − = = − − = − − = −

2 2

1 2

1

2

4 2 4 1 4 4 16 20
2 20

2 2
2 2 5 1 5 1 2 236 1 2362
2 2 5 1 5 1 2 236 3 2362

 

چــون b عددی مثبت اســت، مقدار قابل قبــول برای آن 
a و b> >0 b اســت. توجه شــود کــه  /=1 236 برابــر

a برابر عدد طلايی است.
/

b /
ϕ = = =

2 1 6181 236

 a > 3 مثال: اگر دو عدد a و 3 داشته باشيم، به  طوری که 
و دو عدد دارای نســبت طلايی باشــند، مقدار a را به دست 

آوريد.
، بــا جای گذاری b=3 در رابطة نســبت  a > 3 حل: چون

طلايی خواهيم داشت:
a a

a a a a
a

+
= ⇒ = + ⇒ − − =2 23 3 9 3 9 03  

با حل معادله درجة دوم به دست آمده داريم:

,

b ac ( ) ( )( )

b
a

a

∆ = − = − − − = + =

− ± ∆ ±
= =

2 2

1 2

4 3 4 1 9 9 36 45
3 45

2 2
( / ) ( / ) /

a /

( / ) ( / ) /
a /

 + + +
= = = = == 

− − − − = = = = = −

1

2

3 3 5 3 3 2 236 3 6 708 9 708 4 8542 2 2 2
3 3 5 3 3 2 236 3 6 708 3 708 1 8542 2 2 2

چــون a عــددی مثبت اســت، مقــدار قابل قبــول برای 
a و  b> >0 آن برابــر a=4/854 اســت. توجــه شــود که 

a برابر عدد طلايی است. /
/

b
ϕ = = =

4 854 1 6183

مثال: اگر دو عدد x و 4 دارای نسبت طلايی باشند، 
مقدار x را به دست آوريد.

حل: با توجه به اينکه رابطة بزرگ تری يا کوچک تری بين 
دو عدد x و 4 مشخص نيســت، بايد دو حالت زير را در نظر 

بگيريم: 
حالت اول: اگر x<4 باشــد، آنگاه با در نظر گرفتن a=4 و 

b=x و جای گذاری در رابطة نسبت طلايی خواهيم داشت:

 x
x x x x

x

+
= ⇒ = + ⇒ + − =2 24 4 16 4 4 16 04

با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:

,

b ac ( ) ( )( )

b
x

a

∆ = − = − − = + =

− ± ∆ − ±
= =

2 2

1 2

4 4 4 1 16 16 64 80
4 80

2 2

 x ( / ) / /

x ( / ) / /

 − +
= = − + = − + = − + == 
− − = = − − = − − = − − = −

1

2

4 4 5 2 2 5 2 2 2 236 2 4 472 2 4722
4 4 5 2 2 5 2 2 2 236 2 4 472 6 4722

 

 چــون x عددی مثبت اســت، مقــدار قابل  قبــول برای 
<x و  >4 0 آن برابــر x=2/472 اســت. توجــه شــود که 

a برابر عدد طلايی است.
/

b /
ϕ = = =

4 1 6182 472

حالت دوم: اگر x>4 باشــد، با در نظر گرفتن   ، b=4 و 
جای گذاری در رابطة نسبت طلايی خواهيم داشت:

 x x
x x x x

x

+
= ⇒ = + ⇒ − − =2 24 4 16 4 16 04

با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:

,

b ac ( ) ( )( )

b
x

a

∆ = − = − − − = + =

− ± ∆ ±
= =

2 2

1 2

4 4 4 1 16 16 64 80
4 80

2 2
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x ( / ) / /

x ( / ) / /

 +
= = + = + = + == 

− = = − = − = − = −

1

2

4 4 5 2 2 5 2 2 2 236 2 4 472 6 4722
4 4 5 2 2 5 2 2 2 236 2 4 472 2 4722

 

 

چــون x عــددی مثبت اســت، مقــدار قابل قبــول برای 
<x و  >4 0 آن برابــر x=6/472 اســت. توجــه شــود که 

a برابر عدد طلايی است. /
/

b
ϕ = = =

6 472 1 6184

تقسیم يک پاره خط به نسبت طلايی
در هندســه مســئله ای وجود دارد که به مسئلة »تقسيم 
پاره خط راســت به نسبت ذات وسط و طرفين« معروف شده 

است. اين مسئله به شکل زير است:
مسئله: يک پاره خط راســت را به دو بخش چنان تقسيم 
کنيد که نســبت طــول پاره خط بزرگ تر بــه طول پاره خط 
کوچک تر، برابر با نســبت طول کل پاره خط به طول پاره خط 

بزرگ تر باشد.
در شکل زير پاره خط AB را در نظر بگيريد. 

A B
Ma b

a+b

می خواهيم نقطة M را روی پاره خط AB چنان انتخاب کنيم 
که AM پاره خط بزرگ تر و BM پاره خط کوچک تر باشد و به 
 M برقرار باشد. در اين صورت نقطة AM AB

BM AM
=  طوری که 

پاره خط AB را به نســبت ذات وسط و طرفين تقسيم کرده 

،  بنابــر قاعدة طرفين  AM AB

BM AM
= اســت. از رابطة 

 .AM BM AB= ×2 وسطين، نتيجه می شود: 
در نتيجه پاره خط بزرگ تر AM واسطة هندسی بين پاره خط 
کوچک تر BM و پاره خط AB است. همچنين اگر: AM=a و 

AB. در اين صورت: AM BM a b= + = + BM=b، آنگاه: 

a است.  >b بنابراين ، AM>BM  :1. چون
 .
a a b

b a

+
= ، بنابراين:  AM AB

BM AM
= 2. چون: 

 در نتيجه پاره خط AB به دو پاره خط AM و BM با نسبت 
طلايی تقسيم شده است.

مثال: در مسئلة تقسيم يك پاره خط به نسبت طلايي، اگر 
اندازة پاره خط بزرگ تر AM=8 باشــد، آنــگاه اندازة پاره خط 

کوچک تر BM و اندازه پاره خط AB را به دست آوريد.
 a=AM=8 باشــد، با جای گذاری BM=b و AM=a حل: اگر

در رابطة نسبت طلايی خواهيم داشت:
b

b b b b
b

+
= ⇒ = + ⇒ + − =2 28 8 64 8 8 64 08

 

با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:

,

b ac ( ) ( )( )

b
b

a

∆ = − = − − = + =

− ± ∆ − ±
= =

2 2

1 2

4 8 4 1 64 64 256 320
8 320

2 2
 

 

b ( / ) / /

b ( / ) / /

 − +
= = − + = − + = − + == 
− − = = − − = − − = − − = −

1

2

8 8 5 4 4 5 4 4 2 236 4 8 944 4 9442
8 8 5 4 4 5 4 4 2 236 4 8 944 12 9442

 چون b عددی مثبت اســت، مقدار قابل قبول برای آن برابر 
b=4/944 است. بنابراين: 

BM b /

AB AM BM a b / /

= =
= + = + = + =

4 944
8 4 944 12 944

 

 

 
a

/
b /

ϕ = = =
8 1 6184 944 a و  b> >0 توجه شــود که 

برابر عدد طلايی است.

مثال: در مسئلة تقسيم يك پاره خط به نسبت طلايي، اگر 
اندازة پاره خط کوچک تر BM=5 باشد، اندازة پاره خط بزرگ تر 

AM و اندازة پاره خط AB را به دست آوريد.

 b=BM=5 باشد، با جای گذاری BM=b و AM=a حل: اگر
در رابطة نسبت طلايی خواهيم داشت:
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a a
a a a a

a

+
= ⇒ = + ⇒ − − =2 25 5 25 5 25 05

با حل معادلة درجة دوم به دست آمده داريم:

 

,

b ac ( ) ( )( )

b
a

a

∆ = − = − − − = + =

− ± ∆ ±
= =

2 2

1 2

4 5 4 1 25 25 100 125
5 125

2 2

 

( / ) / /
a /

( / ) / /
a /

 + + +
= = = = == 

− − − − = = = = = −

1

2

5 5 5 5 5 2 236 5 11 18 16 18 8 092 2 2 2
5 5 5 5 5 2 236 5 11 18 6 18 3 092 2 2 2

چون a عددی مثبت است، در نتيجه مقدار قابل قبول برای 
a است. بنابراين: /= 8 09 آن برابر 

AM a /

AB AM BM a b / /

= =
= + = + = + =

8 09
8 09 5 13 09

 

 

 
a /

/
b

ϕ = = =
8 09 1 6185 a و  b> >0 توجه شــود کــه 

برابر عدد طلايی است.

مستطیل طلايی
برای مستطيل طلايی دو تعريف زير ارائه شده است:

تعريف 1: مستطيلی را که نسبت طول به عرض آن، برابر با 
نسبت طلايی باشد، مستطيل طلايی می گويند. 

به زبان رياضی، اگر طول مســتطيل را x و عرض مستطيل 
را y در نظر بگيريم، آنگاه يک مستطيل طلايی است، هرگاه 

x برقرار باشد.
y

+
=
1 5

2 رابطة 

تعريف 2: مستطيلی را که نسبت طول به عرض آن، برابر 
با نســبت مجموع طول و عرض، به طول آن باشد، مستطيل 

طلايی می گويند.
به زبان رياضی، اگر طول مســتطيل را x و عرض آن را y در 
نظر بگيريم، آنگاه يک مســتطيل طلايی است هرگاه رابطة 

x برقرار باشد. x y

y x

+
=

مثال: در مســتطيل طلايی، نسبت عرض به طول آن را به 
دست آوريد.

حل: چون مســتطيل طلايی اســت، بنابر تعريف 1 رابطة 
x برقرار اســت، در نتيجه با معکوس  کردن کسر 

y

+
=
1 5

2
و سپس گوياکردن آن به کمک اتحاد مزدوج خواهيم داشت:

x y

y x

( ) ( )

+ −
= ⇒ = = ×

+ + −

− − − −
= = = =

− − −

1 5 2 2 1 5
2 1 5 1 5 1 5

2 1 5 2 1 5 1 5 5 1
1 5 4 2 2

بنابراين نســبت عرض به طول اين مستطيل طلايی برابر 
y است.

x

−
=

5 1
2

مثال: نسبت طول به عرض يک مستطيل برابر عدد طلايی 
5− باشد، طول مستطيل  است. اگر عرض مستطيل برابر 1

را به دست آوريد.
حل: چون مســتطيل طلايی اســت، بنابر تعريف 1 رابطة  
y در اين  = −5 x برقرار است. با جای گذاری 1

y

+
=
1 5

2
رابطه خواهيم داشت:

 x x

y

( )( ) ( )( )
x

+ +
= ⇒ =

−

− + − + −
⇒ = = = =

1 5 1 5
2 25 1

5 1 1 5 5 1 5 1 5 1 22 2 2
x و y> >0 توجه شود که 

 x
/

y ( / ) /
ϕ = = = = =

−−
2 2 2 1 6182 236 1 1 2365 1

 

برابر عدد طلايی است.
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مثال: اگر محيط يک مستطيل طلايی برابر 20 باشد، طول 
و عرض مستطيل را به دست آوريد.

حل: 
روش اول: چون مســتطيل طلايی اســت، بنابر تعريف 1 
x برقرار است. چون محيط مستطيل برابر 

y

+
=
1 5

2 رابطة 
20 است، خواهيم داشت:

 P (x y) (x y) x y y x *= + ⇒ = + ⇒ + = ⇒ = −2 20 2 10 10

x خواهيم داشت:
y

+
=
1 5

2 با جای گذاری ٭ در رابطة 
 
x x

/ x / ( / )x
y x

x ( / )x / ( / )x /

/
x /

/

+
= ⇒ = ⇒ = −

−
⇒ + = ⇒ =

⇒ = =

1 5 1 618 16 18 1 6182 10
1 618 16 18 2 618 16 18
16 18 6 182 618

 

x در رابطة ٭ مقدار برابر است با: /= 6 18 با جای گذاری 
y x / /= − = − =10 10 6 18 3 82

 
x /

/
y /

ϕ = = =
6 18 1 6183 82 x و  y> >0 توجه شــود که 

برابر عدد طلايی است.

روش دوم: چون مستطيل طلايی است، بنابر تعريف 
x برقرار است. چون محيط مستطيل برابر  x y

y x

+
= 2 رابطة 

20 است، خواهيم داشت:
P (x y) (x y)

x y * y x *

= + ⇒ = +
′⇒ + = ⇒ = −

2 20 2
10 10

 

x خواهيم داشت: x y

y x

+
= با جای گذاری ٭ و '٭ در رابطة 

x x y x
x x

y x x x

x x

+
= ⇒ = ⇒ = −

−

⇒ + − =

2

2

10 100 1010
10 100 0

 

با حل معادله درجه دوم به دست آمده خواهيم داشت:

,

b ac ( ) ( )( )

b
x

a

∆ = − = − − = + =

− ± ∆ − ±
= =

2 2

1 2

4 10 4 1 100 100 400 500
10 500

2 2
 

x ( / ) ( / ) /

x ( / ) ( / ) /

 − +
= = − + = − + = − + == 
− − = = − − = − − = − − = −

1

2

10 10 5 5 5 5 5 5 2 236 5 11 18 6 182
10 10 5 5 5 5 5 5 2 236 5 11 18 16 182

چون طول مســتطيل عددی مثبت است، مقدار قابل قبول 
x در  /= 6 18 x است. با جای گذاری  /= 6 18 برای آن برابر 

رابطه '٭، مقدار y برابر است با:
y x / /= − = − =10 10 6 18 3 82  

 
x /

/
y /

ϕ = = =
6 18 1 6183 82 x و  y> >0 توجه شــود که 

برابر عدد طلايی است.

روش رسم مستطیل طلايی
برای رسم مستطيل طلايی مرحله های زير را به ترتيب انجام 

می دهيم:
مرحلة 1. پاره خط دلخــواه AB را در نظر می گيريم. بنابر 
مســئلة تقسيم پاره خط به نســبت طلايي، نقطة M را روی 
پاره خــط AB چنان انتخاب می کنيم که پاره خط AB به دو 
پاره خط AM و BM با نسبت طلايی تقسيم شود. يعنی رابطة 

AM برقرار باشد.  BM AB= ×2 AM يا رابطة  AB

BM AM
=

 
A B

Ma b

a+b

 AD ،BCباشد، آنگاه عمود های BM=b و AM=a مرحلة 2. اگر
.AD BC ME a= = = و ME را چنان رسم می کنيم که: 
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A B

aa

a

a

b

a

M

D C

b

E

 a+b مستطيل طلايی مورد نظر با طول ABCD مستطيل
و عرض a است.

مثال: مربع ABCD به ضلع 1 واحد را رســم کنيد. وسط 
ضلع AB را مشــخص کنيد و آن را نقطة M بناميد. پاره خط 
MC را رســم کنيد. در مثلث قائم الزاويه MBC بنا بر رابطة 

فيثاغورس خواهيم داشت:

MC MB BC MC ( ) ( )

MC

= + ⇒ = +

= + = ⇒ = =

2 2 2 2 2 21 12
1 5 5 514 4 4 2

 

MC کمانی می زنيم تا  =
5
2 ســپس به مرکز M و شعاع 

امتداد پاره خــط AB را در نقطة E قطع کند. در اين صورت 
ME و: = 5

2
 .AE AM ME

+
= + = + = = ϕ

1 5 1 5
2 2 2

 DC عمودی بــر امتداد پاره خط E در نهايــت از نقطة
 AEFD قطع کند. مستطيل F رســم می کنيم تا آن را در نقطة
مستطيل طلايی است، زيرا نسبت طول به عرض آن برابر است با:

AE

AD

+
+

= = = ϕ

1 5
1 52

1 2
 

A BM

D C F

E

1

1 1
1
2

1
2

5
2

5
2

+1 5
2

رابطة بین دنبالة فیبوناتچی و نسبت طلايی
دنبالة زير به دنبالة فيبوناتچی معروف است:

 , , , , , , , , , , , , , ,...11 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377
اين دنباله دارای ضابطه بازگشتی به صورت زير است:

n n na a , n : a a a+ += = ∀ ≥ = +1 2 2 11 1  

به عبارت ديگر، دو جملــه اول اين دنباله برابر 1 و از جملة 
سوم به بعد، ساير جمله های دنباله به صورت مجموع دو جملة 

قبلی دنباله هستند.  
b را دنبالة نســبت هر دو جملة متوالی 

n
اگــر دنبالة جديد 

دنبالة فيبوناتچی تعريف کنيم، آنگاه خواهيم داشت:
 n

n
n

a
n : b

a

a a a
b , b , b /

a a a

a a
b / , b /

a a

a a
b / , b /

a a

a a
b / , b /

a a

a
b /

a

+∀ ≥ =

= = = = = = = = =

= = = = = =

= = = = = =

= = = = = =

= = =

1

2 3 4
1 2 3

1 2 3

5 6
4 5

4 5

7 8
6 7

6 7

9 10
8 9

8 9

11
10

10

1

1 2 31 2 1 51 1 2
5 81 6667 1 63 5
13 211 625 1 615488 13
34 551 61905 1 6176821 34
89 1 6181855

  

 

b يک دنبالة هم گرا به نســبت 
n
در اين صــورت دنبالة جديد 

ϕ/ است.  1 618 طلايی و عدد 
در نتيجه دنبالة نسبت هر دو جملة متوالی دنبالة فيبوناتچی 
يک دنبالة هم گرا به نســبت طلايی اســت. به زبان رياضی: 

n
n

n n
n

a
lim b lim /

a

+

→∞ →∞
= = ϕ1 1 618
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پی نوشت
1. Giza

منابع
1. رســتمی، م. ه. 1374. دايرئ المعارف مســائل هندسه، جلد ســوم. سازمان پژوهش و 

برنامه ريزی آموزشی، دفتر انتشارات کمک آموزشی، انتشارات مدرسه، 376 ص.
2. Dunlap, R.A. 1997. The Golden Ratio and Fibonacci Numbers. Dalhou-

sie University Canada, 162pp.

کاربردهايی از نسبت طلايی
در پايان به چند مورد از کاربردهای نسبت طلايی در دنيای 

کنونی اشاره می کنيم:
1. نســبت طلايــی در مشــهورترين ســازه ها و برج های 
ساخته شده توسط بشــر در جهان، مشاهده شده است. برای 

مثال، می توان به موارد زير اشاره کرد:
الــف( اهرام »جيزه«۱ در مصر که قدمــت آن ها به بيش از 
2500 سال پيش از ميلاد می رسد، يکی از سازه های ساخت 

بشر است که در آن از نسبت طلايی استفاده شده است.

ب( در ساخت معبد پارتنون در يونان که قدمت آن به بيش 
از 447 ســال پيش از ميلاد می رســد، نسبت طلايی رعايت 

شده است.

 ج( تاج محل در هند، از عجايب هفت گانة جهان، يکی ديگر 
از ســازه های ساخت بشر اســت که در آن از نسبت طلايی 

استفاده شده است.

د( در ســاخت کليســای جامع لائون در فرانسه نيز 
نسبت طلايی در نظر گرفته شده است.

هـ( در معماری ايرانی نيز از نســبت طلايی اســتفاده شده 
اســت. برای مثال می توان به برج و ميــدان آزادی در تهران، 
ميدان نقش جهان و مسجد شيخ لطف الله در اصفهان، ارگ بم 
در کرمان، بيستون و قلعه دالاهو در کرمانشاه، پل ورسک در 

مازندران و مقبرة ابن سينا در همدان اشاره کرد.

2. لئوناردو داوينچی، دانشمند و مخترع ايتاليايی، اولين 
کسی بود که نسبت دقيق استخوان های انسان را اندازه گيری 
و ثابت کرد که اين تناســبات، با ضريب عدد طلايی هستند. 
بنابراين نسبت طلايی در بدن انسان نيز قابل مشاهده است. 

برای مثال می توان به موارد زير اشاره کرد:
الف( فاصلة سر تا انگشتان پا )قد( و فاصلة سر تا ناف دارای 

نسبت طلايی است.
ب( فاصلة کتف تا نوک انگشتان دست و فاصلة کتف تا آرنج 

دارای نسبت طلايی است.
ج( فاصلة استخوان لگن تا پاشنه و فاصلة استخوان لگن تا 

زانو دارای نسبت طلايی است.
در نتيجه از نســبت طلايی به صورت نامحــدود در دنيای 

کنونی استفاده شده است.
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٭ اگر قســمت اول اين مقاله )شــمارة 131( 
را نخوانده ايد، توصیه مي شــود آن را قبل از خواندن 

قسمت دوم بخوانید.
آخر جلســة قبل، خانم مهريار معلم رياضيات گسســته، 
مسئلة زير را مطرح كرد و حل آن را به عهدة خودمان گذاشت:

مسئله: چند گراف )ساده( از مرتبة 5 وجود دارد به طوري 
كه درجــة همة رأس هــاي آن زوج باشــد؟ فــرض كنيد: 

V مجموعه رأس هاي گراف است. {v , ..., v }= 1 5
جلســة قبل اين مسئله را در كلاس حل كرديم كه »تعداد 
كل گراف هاي ساده از مرتبة n با مجموعة رأس هاي مشخص 
.« در مسير  ( )n

N = 22 ( برابر است با:  nV {v , ..., v }= 1 )مثلًا 
خانــه مدام به اين فكر مي كردم كه چطور اين دو مســئله را 
به هم ربط بدهم. جلســة قبل يك مسئلة راحت تر را هم حل 
كرده بوديم كه در آن خواستة مسئله اين بود كه: درجه رأسي 
v1 زوج اســت؟ حالا در اين مسئله مي خواستيم درجة همه 

رأس ها زوج باشد.
ايده اي كه براي مسئله داشتم اين بود كه يك رأس را فداي 
رأس هاي ديگر بكنيم! وظيفة رأس فداشــده  اين است كه با 
استفاده از يال هاي مجاورش، كاري كند كه درجة بقيه رأس ها 

نيز زوج باشد. چگونه؟
ابتــدا رأس v1 را در نظر نمي گيريم. با بقية رأس ها كه 4 تا 
) يعني 26 گراف مي توان ساخت. اگر درجة رأسي  )422 هستند 
در هــر يك از اين 26 گراف فرد بود، يال بين آن رأس و v1 را 
اضافه مي كنيم و در غير اين صورت يال بين آن رأس و v1 را 
اضافه نمي كنيم تا درجة زوج بماند. با اين شــگرد درجة همة 
رأس ها به كمك رأس v1، زوج خواهد شد. اما خود v1 چي؟ 

چون مجموع درجه هاي هر گراف برابر است با دو برابر 
تعداد يال ها و زوج اســت، پس به ناچــار، درجة v1 نيز زوج 
خواهد بود. در نتيجه 64=26 گراف از مرتبة 5 وجود دارد كه 

درجة همة رأس هاي آن ها زوج است.
راه حــل را دوباره در ذهنم مرور كردم تا مطمئن شــوم كه 
درست است. به خانه كه رسيدم براي آنكه راه حل را فراموش 

نكنم، آن را در دفتر رياضي ام وارد كردم.
ـ آيا مسئله را مي توانم به گرافي با n رأس تعميم بدهم؟

من هر مســئله اي را كه حل مي كنم، آن را تمام شده تلقي 
نمي كنم و به حواشي و دنباله هاي آن هم فكر مي كنم.

ـ آره. مثل اينكــه راه حل  براي هر گراف از مرتبة n هم كار 
مي كند. يعني تعداد گراف هاي مرتبة n )با مجموعه رأس هاي 
مشخص( با اين ويژگي كه درجة همة رأس ها زوج باشد برابر 

.
( )n

N

−

=
1

22 است با: 
اما حل اين مسئله، مسئله هاي ديگري هم به دنبال داشت.

ـ اگر به جاي زوج بودن درجة همه رأس ها، مي خواســتيم 
درجة همة رأس ها فرد باشد پاسخ مسئله چه بود؟

باز بــه ياد اين قضيه دربــارة گراف ها افتــادم كه مجموع 
درجه هاي رأس هاي هر گراف برابر اســت بــا دو برابر تعداد 
يال هاي آن و بنابراين هميشه زوج است. با كنار هم گذاشتن 
ايــن قضيه و ســؤالي كه به ذهنــم خطور كــرده بود، يك 

نتيجه گيري واضح بود:
ـ اگر مرتبة يك گراف فرد باشــد، امكان ندارد درجة همة 
رأس ها فرد باشد؛ چون مجموع تعداد فردي عدد فرد، هميشه 

فرد است. پس ...
لازم بود كه مسئله را براي گراف هاي با مرتبة زوج حل كنم. 

آيا مي توانستم به همان روش مسئلة قبل عمل كنم؟

فرا آموزشی

محرم ايرد موسی 
عضو هيئت علمی دانشگاه شهيد بهشتی
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ـ خــب، يك رأس مانند v1 را كنار مي گذارم. با بقية 

 گراف مي توانم بسازم. حالا v1 را تنها به 
n

N

− 
 
 =

1
2

1 2 رأس ها 
هــر رأس كه درجه اش زوج اســت وصل مي كنم. اين طوري 
درجة همة رأس ها فرد مي شــود. درجة خود v1 زوج است يا 
فرد؟ چون n-1 رأس ديگر فرد هســتند و n-1 نيز فرد است، 
پــس درجه v1 به اجبار بايد فرد باشــد تا مجموع درجه هاي 

گراف زوج شود.
به نظر مي رسيد اين مسئله هم با همان روش قابل حل است.

تمرين 1
k و k عددي زوج اســت. ثابت  n≤ ≤ فــرض كنيــد 
كنيــد تعداد گراف هــاي مرتبة n بــا مجموعه رأس هاي 
nV كه در آن ها دقيقاً k رأس از درجة فرد  {v , ..., v }= 1

.
( )nn

N
k

− 
=  
 

1
22 وجود دارد، برابر است با: 

٭٭٭
خانم مهريار معلم درس رياضيات گسسته وارد كلاس شد و 
بعد از خوش وبش و احوال پرسي از بچه ها، پرسيد: »بچه ها كسي 

تونست مسئله اي را كه جلسة قبل دادم حل كند؟«

اين جور وقت ها بچه ها در يك حركت جمعي چشم 
مي دوزند به هم كلاسي شان كه در آن درس به اصطلاح، شاخ 
كلاس است. اين بار هم سي جفت چشم چرخيد سمت من. 

دســتم را بردم بــالا و با اجازة معلم، راه حــل را روي تخته 
نوشتم. خانم مهريار با گفتن آفرين، مهر تأييدي روي راه حل 
من زد و در ادامه پرســيد: »بچه ها ايــن روش را ياد بگيريد 
چون ممكن اســت در جاهاي ديگر بــه دردتان بخورد. حالا 
يك مسئلة ديگر از موضوع شمارش مي دهم كه با اين شيوه 

مي توانيد آن را حل كنيد.« 
مســئله اي كه معلم مطرح كــرد در واقع همان بود كه من 
حالت كلي ترش را حل كرده بودم. خانم مهريار مسئله هاي زير 

را روي تختة كلاس نوشت:
مســئله 1. چند گراف مرتبــة 5 داريم كــه درجة همة 

رأس هايش فرد باشد؟
مســئله 2. چند گراف مرتبــة 6 داريم كــه درجة همة 

رأس هايش فرد باشد؟
من مســئله را حل كرده بودم، اما ســكوت كردم تا بچه ها 
فرصتي براي فكر كردن و پيدا كردن راه حل داشــته باشند. 
مهشید زودتر از همه دستش را بالا برد و گفت: »خانم جواب 
قسمت اول صفر اســت، چون امكان ندارد درجة هر 5 رأس 
فرد باشــد. همان طور كه جلسه قبل گفتيد مجموع درجه ها 
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بايد زوج باشد.« 
خانم مهريار يك آفرين هم به مهشــيد گفــت و ادامه داد: 

»پس برويم سراغ قسمت دوم.« 
سارا با كمي ترديد و شك دستش را بالا برد و گفت: »خانم 
مانند همان حالت همة رأس ها زوج حل مي شــود. يعني يك 

رأس را كنار بگذاريم و...«
) رسيد. خانم  )

=
5
212 2 راه حل ســارا درست بود و به جواب 

مهريار بعد از تأييد راه حل سارا گفت: »بچه ها اين مسئله راه حل 
ديگري هم دارد. آيا تعريف مكمل گراف يادتان هست؟«

 GC كه آن را با G فاطمه گفت: »بله خانم. مكمل گــراف
G نمايش مي دهيم، گرافي اســت كه رأس هايش همان  يا 
رأس هاي G است. اما در مكمل دو رأس x و y مجاورند اگر و 

تنها اگر x و y در G مجاور نباشند.«
خانم مهريار گفت: »درست اســت. اين را هم مي دانيد كه 
G مي شــود n-1 اگر G از  مجموع درجة هر رأس در G و در
مرتبة n باشــد. حالا فرض كنيد G گرافي از مرتبة زوج باشد 
كه درجة همة رأس هايش زوج هســتند. حالا بگوييد درجة 

G چگونه خواهند بود؟ زوج يا فرد؟« رأس هاي 
مهسا گفت: »خانم n زوج هست، پس n-1 فرد است. حالا 
G مي شود  اگر درجه رأس v در G زوج باشــد، درجة v در 
G(n و در نتيجه فرد اســت. پــس درجة همة  ) d (v)− −1

G فرد است.«  رأس هاي 
خانم مهريار با سر تأييد كرد و گفت: »حالا راه حل دوم براي 
تعداد گراف هايي كه درجة همة رأس هايش فرد است نمايان 

شد، درست است؟«
بچه ها هنوز راه حل موردنظر خانم مهريار را ملتفت نشــده 
بودند و به قــول معروف يك هُل ديگر لازم داشــتند. خانم 
مهريــار براي اينكه مطلب را جا بيندازد گفت: »اجازه بدهيد 
يك مثال  ديگر بزنم. فرض كنيد هر كدام از شما سي ويك نفر 

تنها يك برادر داريد و هيچ خواهري هم نداريد.«
قيافة بچه ها توهم رفت! خانم مهريار ادامه داد: »گفتم فرض 
كنيد، چرا ناراحت شــديد؟ فرض كردنش كه خرجي ندارد. 
حالا اگر از شما بپرسم همة شما سي ويك نفر چند برادر روي 
هم داريد، جواب چيست؟« بچه ها با هم گفتند: »سي ويك.« 
خانم مهريار ادامه داد: »در واقع بين مجموعة دانش آموزان 
ايــن كلاس و مجموعة برادرهاي شــما يك تناظر يك به يك 
وجود دارد و اين تناظر نتيجه مي دهد كه دو مجموعه تعداد 

اعضايشان برابر است.«
تازه داشــتم راه حل دوم را مي فهميدم. مكمل هر گراف با 

درجه هاي زوج مي شــود گرافي بــا درجه هاي فرد و 
اين مكمل گرفتن يك تناظر بين اين دو دســته گراف ايجاد 
مي كند. پس تعدادشــان برابر است. راه حل جالبي بود. خانم 
مهريار روي تخته يك گراف از مرتبة 6 كشيد كه درجة همة 
رأس هايش زوج بود و از بچه ها خواســت مكمل آن را رســم 
كنند و همان طور كه قبل تر بحث شــده بود در مكمل گراف، 

درجة همة رأس ها فرد بود.
 ،G خانم مهريار اين را هم اضافه كرد كه مكمل مكمل گراف
مجدداً G خواهد بود و تناظر يك به يك بين دو مجموعة A و 
B ، يعني اينكــه به هر عضو A، دقيقاً يك عضو از B و به هر 

عضو B، دقيقاً يك عضو از A را نسبت بدهيد.

تمرين 2
بين مجموعة عددهاي طبيعي به شــكل مربع كامل و 
مجموعــة عددهاي طبيعي به شــكل مكعب كامل، يك 

تناظر يك به يك پيدا كنيد.

تمرين 3
تابــع f دامنــه اي 10 عضوي دارد و يك به يك اســت. 

مجموعة برد f چند عضوي است؟ 

وقت زيادي از ساعت كلاس نمانده بود. خانم مهريار مسئله 
زير را روي تخته نوشت و تأكيد كرد كه مي توان با همان روش 

عضو ايثارگر اين مسئله را هم حل كرد:

تمرين 4
الف( در چند زيرمجموعه از مجموعه عددهاي طبيعي 
يك رقمي، تعداد اعضــا و همچنين مجموع اعضا هر دو 

زوج هستند؟
ب( در چندتــا از زيرمجموعه ها، تعداد اعضا و همچنين 

مجموع اعضا هر دو فرد هستند؟
ج( در چندتــا از زيرمجموعه ها، تعــداد اعضا زوج، ولي 

مجموع اعضا فرد است؟
د( در چندتــا از زيرمجموعه ها، تعــداد اعضا فرد، ولي 

مجموع اعضا زوج است؟
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خسرو داودي
آرش رستگار

شــايد آشــنايي با حســابان اولين جايي باشد كه 
دانش آموزان می فهمند »نظريه« و »نظريه پردازي« يعني چه.  
چرا كه دو فرمول بندي متفاوت از حســابان وجود دارد: يكي 
»فرمول بندي گسسته« كه لايبنیتز ارائه داده است و ديگری 
»فرمول بندي پيوســته« كه نیوتن مطرح کرده است. بعد از 
مقايسة اين دو فرمول بندي است كه می توان دانش آموز را از 
طريق مقايســة اضداد، يعني چيزهايي كه از يك حيث مثل 
هم نيستند، با مفهوم نظريه آشنا كرد. زيرا بين نظرية حسابان 
لايبنيتز و نظرية حسابان نيوتن يك »آنالوژي« وجود دارد كه 

مفهوم ها و قضيه هاي دو طرف را در تناظر قرار مي دهد. 
اما براي آنكه با مفهوم آنالوژي آشــنا شويم، يك پاي خود را از 
نظرية حسابان بيرون مي گذاريم. با فرمول مشتق حاصل ضرب 
تابع ها آشنا هستيد كه به آن فرمول لايبنيتز هم گفته مي شود: 
اگر f و g نيز تابع هايی مشتق پذير روي باشند، آنگاه مشتق 

تابع fg نيز وجود دارد و از فرمول زير محاسبه می شود: 
(fg) (x) f (x) g(x) f (x) g (x)′ ′ ′= × + ×

بگذاريد كمي محاسبه كنيم. فرض كنيد:
n

m

f (x) x

g(x) x

=

=

nدر اين صورت:

m

f (x) nx

g (x) mx

−

−

′ =

′ =

1

1

بنابراين:
n m

n m

(fg)(x) x

(fg) (x) (n m)x

+

+ −

=

′ = + 1

اما از طرف ديگر: 
n m

n m

f (x) g(x) nx x

f (x) g (x) x .mx

−

−

′ × = ×

′× =

1

1

f (x) g(x) f (x) g (x)′ ′× + × پس                      
n m n m

n m

nx mx

(n m)x

+ − + −

+ −

= +

= +

1 1

1

اگر براي دو تابع تواني دلخواه فرمول لايبنيتز را بررسي كرده 
باشــيم، به راحتي مي توان آن را براي همة  چندجمله اي هاي 
يك متغيره نتيجه گرفت. چون مشــتق گيري به مجموع دو 

تابع و ضرب عدد در تابع احترام مي گذارد؛ يعني: 
(f g) (x) f (x) g (x)

(cf (x)) cf (x)

′ ′ ′+ = +
′ ′=

اما حالا مي خواهيم چيزي شبيه همين فرمول لايبنيتز به 
شما معرفي كنيم. به جاي يك تابع يك شيء هندسي را قرار 
مي دهيم و به جاي مشــتق گيري از يــك تابع، درنظرگرفتن 
مرز آن شــكل را جايگزين مي كنيــم. به جاي ضرب دو تابع، 
حاصل ضرب دكارتي دو شــكل را مي گذاريم و به جاي جمع 
دو تابع اجتماع گرفتن را. بگذاريد بيشــتر توضيح بدهيم كه 
حاصل ضرب دكارتي دو شــكل چطور تعريف مي شود. شايد 

بهتر باشد با يك مثال شروع كنيم. 
يك مربع واحد را در نظر بگيريد و آن را در كنج ناحية  اول 

بنشانيد )شکل ۱(. 
S

شكل 1
مي تــوان مربع را به صورت مجموعــه اي از زوج هاي مرتب 
S {(x, y) x , y }= ≤ ≤ ≤ ≤0 1 0 1 نشان داد:                   

 S=I*I      :بناميم، مي توانيم بنويسيم I در اينجا اگر [0,1] را
I*I يعني مجموعة زوج هاي مرتبي كه درايه هاي اول و دوم 

 I*J ،دو بازة مختلف باشند J و I انتخاب شــده اند. اگر I آن از
مي شود يك مستطيل )شکل 2(.

پژوهش
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I

J

x

y

(x,y)

شكل 2
هر نقطه درون مستطيل، با رسم خط های موازي با ضلع هاي 
آن   مي تواند مشخص كند كه دراية اول و دومش كدام نقاط از 

I و J هستند. در مورد مربع هم همين طور است. 

I

J

x

y

(x,y)

شكل 3
بسياري از شكل هايي كه مي شناسيم به شكل حاصل ضرب 
دكارتي قابل بيان هستند. براي مثال، استوانة توپُر حاصل ضرب 
دكارتي دايــرة توپُر در يك بازه اســت  يا اســتوانة  توخالي 
حاصل ضرب دكارتي دايرة توخالي در يك بازه است )شکل 4(.  

شكل 4
منشور نيز به صورت حاصل ضرب دكارتي قابل نمايش است. 
× است كه براي   حتي صفحه هم حاصل ضرب دكارتي
 I*I*I نمايش مي دهيم. مكعب به شــكل 2 هميــن آن را با 
يا I3 اســت، همان طور كه يك مربع به شــكل I2 اســت. هر 
مكعب مســتطيل دلخواه هم به شكل I*J*K است كه در آن 
J، I و K بازه هاي دلخواه هستند. اگر L نمايندة يك نيم خط 
بسته باشد، L*L مي تواند نمايشــي از ناحية اول باشد. مثلًا 

 . ≥ ≥×0 0  ناحيه اول مي شود: 
حال برگرديم به فرمول لايبنيتز. اگر مرز يك شــكل S را با 
∂S نمايش دهيم و بخوانيم مرز S و اگر مرز، مشــابه مشتق 

رفتار كند، بايد داشته باشيم: 
(S T) S T S T∂ × = ∂ × ×∂    

بياييد صحت اين فرمول را آزمايش كنيم. مثلًا مرز بازة واحد 
I=[0,1] مي شود مجموعة دو نقطه اي}0,1{.

(I I) I I I I∂ × = ∂ × ×∂
I) مي شود مرز مربع كه بايد بشود  I)∂ × I*I كه مربع است. 

} با  , } [ , ]×0 1 0 1 ؛ يعني بشود اجتماع  I I×∂ I و  I∂ × اجتماع 
 . [ , ] { , }×0 1 0 1

اولي همة زوج مرتب هايي اســت مانند [x,y] كه x صفر يا 
يك است، اما y در [0,1] تغيير مي كند كه مي شود ضلع هاي 

عمودي مربع )شکل 5(. 

شكل 5
دومي همة زوج مرتب هايي اســت مانند (x,y) كه y صفر يا 
يك است، اما x در [0,1] تغيير مي كند كه مي شود ضلع هاي 
(I I) I I I I∂ × = ∂ × ×∂ افقي مربع. پس فرمول                

بــه ما مي گويد كه مرز مربع بايد اجتماع لبه هاي عمودي با 
لبه هاي افقي باشد! اين البته كه درست است. صحت همين 

فرمول را براي استوانة توپُر و مستطيل هم بررسي كنيد.
نه فقط ياد گرفتيم كه درنظرگرفتن مرز شــكل مشــابه، 
درنظرگرفتن مشتق يك تابع است، بلكه دانستيم حاصل ضرب 
دكارتي شــكل ها، مشــابه ضرب تابع ها، و اجتماع شكل های 
مشابه جمع تابع هاست. خوب است دست به كار شويد و ببينيد 
آيا مشابه فرمول هاي شركت پذيري و جابه جايي و توزيع پذيري 
اعمال حسابي جمع و ضرب براي شكل ها هم درست هستند 
يــا خير. با تناظري كه بين مفهوم هــا و فرمول هاي دو طرف 
برقــرار كرديم، مي گوييم بين نظرية مشــتق تابع ها و نظرية 

مرزهاي شكل ها نوعی آنالوژي برقرار است. 
حال كه مفهوم آنالوژي را ياد گرفتيد به حسابان گسسته و 
حسابان پيوسته برمي گرديم. مشابه تابع پيوسته و مشتق پذير 
f را در نظر بگيريد.  : →0   f تابع گسســتة  : → 
اگر خــوب دقت كنيد، درمی يابيد که f0 همــان دنباله اي از 
عددهای حقيقي است كه انديس هاي صفر و منفي هم دارد. 
 قرار است مدلي گسسته براي عدد های  عدد های صحيح 

 باشند. حقيقي 
∆f نمايش مي دهيم  براي يك تابع گسسته f0 ، مشتق را با نماد 0
f (n) : f (n ) f (n)∆ = + −0 0 01 و اين طور تعريف مي كنيم:      

∆f را دنبالة تفاضلي f0 مي نامند. 0

( f g )(n) f (n )g (n ) f (n)g (n)

f (n) g (n) f (n)(g (n ) g (n))

f (n)g (n) (f (n ) f (n))g (n)

∆ = + + −
∆ = + −

∆ = + −

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 1
1

1
به نظر می رسد فرمول لاگرانژ نبايد برقرار باشد. آيا مي توانيد 

فرمول لاگرانژ را نجات دهيد؟
سؤال پروژة آنالوژي

 مشابهت هايي را كه بين فرمول بندي گسسته و پيوسته حسابان 
وجود دارند، پيدا كنيد. البته اين كار به تحقيق و جســت وجو 
نياز دارد. كلمة كليدي براي حسابان گسسته در جست وجوي 

اينترنتي »حساب تفاضل متناهي« است. 
پروژه هاي اجراشدة خود را در قالب »ورد« حروف نگاری كنيد و براي ما بفرستيد. 

بهترين پروژه ها در رمزينه چاپ خواهند شد. 
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 محاسبة مساحت دايره با برش و ساخت برج مثلثي

در كلاس درس هندسه )جلسة صبح(
معلم درس رياضي هميشه وقتي درس هندسه داشتيم، يك 
سري ابزار هم با خودش به همراه مي آورد و اين بار هم قيچي، 
مقوا، متر، پرگار و ماژيك دســتش بود كه وارد كلاس شد. 

بلافاصله پس از سلام و عرض احترام بچه ها، روي تختة 
كلاس نوشت، درس امروز:

روش هاي عملي براي حساب كردن مساحت دايره
بچه ها كه عنوان درس را ديدند بســيار خوش حال شدند، 
چون كه ديگر صحبت از دســتور، قاعده، فرمول و رابطه هاي 
خشك و بي روح نبود و همان طور كه از عنوان و ابزارهايي كه 
آقاي معلم در دست داشت، مشخص بود كار عملي و تجربي 
است و ديگر به حفظ كردن فرمول هايي جديد نيازي نيست. 

معلم: بچه ها من در اين كلاس مي خواهم به صورت عملي و 
با كمك شما عزيزان مساحت دايره را حساب كنم و همان طور 
كــه مي بينيد، ابزار لازم براي اين كار را هم آورده ام. از يكي از 
بچه ها مي خواهم بيايد به من كمك كند تا كار را شروع كنيم. 

دانش آموزان: آقا ما بياييم؟
همهمــه كلاس را گرفت و آقاي معلم بــراي برقراري نظم 

كلاس سريع  يكي را انتخاب كرد تا پاي تخته بيايد. 
معلم: بچه ها، جلسة قبل چيزهايي دربارة محيط و مساحت 
دايره گفتم و اشاره اي هم به قاعده هاي محاسبة آن ها كردم. 
در اين جلســه مي خواهم به طور ملموس مساحت دايره را به 
شما نشان دهم و فرمولي هم كه نوشته بودم به صورت عملي 

ثابت كنيم.
دانش آموز: آقا مگر فرمولي كه يــاد داديد فرمول واقعي 

مساحت دايره نيست؟!
معلم: بله، آن فرمول مساحت دايره است، ولي بايد آن را به 
طريقي مقدماتي ثابت كنيم. اين كار را در همين جلسه انجام 

خواهيم داد. 
معلم بلافاصله روش كار را توضيح داد و شروع كرد: 

رياضيات 
داستانی

سیدمحمدرضا هاشمي موسوي
 مدرس، مؤلف و محقق رياضيات

اشاره
در قســمت هاي قبل با ماجراهاي حاكم بزرگ و پيشنهاد 
جايزه به مخترع شــطرنج، حل مسئلة 5 كلاه و تعميم آن به 
روش حســابي، فرمول هاي مقدماتي و همچنين روش ضرب 
ذهني m*n ، كلاس درس هندسه و يافتن شگفت انگيز خطا 
در ترسيم شكل، پي بردن به تطبيق نداشتن اطلاعات مسئله با 
شكل، كشف بزرگ ارشمیدس و تشخيص تاج تقلبي پادشاه 
آشنا شديم. در اين داستان مي خواهيم با چند روش مقدماتي 
به محاسبة مساحت دايره بپردازيم. البته محاسبة سطح دايره 
به روش رياضيات پيشــرفته نيز بسيار ساده است، ولي از اين 
روش ها هيچ درك و فهمي از محاسبه براي محاسبه گر ايجاد 
نخواهد شد و مانند يك ماشين حساب مهندسي عمل مي شود. 
فقط نتيجة نهايي محاســبه روي صفحه ظاهر خواهد شد. از 
طــرف ديگر هم بچه ها فقط قاعده ها و فرمول هاي مربوطه را 
حفظ مي كنند. به همين منظور، نياز ديده شــد كه برخي از 
اين دستورها و قاعده ها به صورت آزمايشگاهي و كارگاهي نيز 
ارائه شوند تا با الهام از اين روش هاي آزمايشگاهي، راه را براي 

ايجاد ذهن خلاق و پويا هموار سازد. 
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»بچه هــا، ابتدا با پــرگار دايره اي بــزرگ روي مقوا 
مي كشيم. سپس با فاصله اي كمتر از 1 سانت دوباره دايره اي 
داخل آن مي كشيم و اين كار را تا مركز دايره ادامه مي دهيم 
تا دايره هاي داخل دايرة اوليه ايجاد شوند و در واقع نوارهايي 
دايره اي به ضخامت كمتر از 1 سانت پديد آيند. حال نوارها را 
برش مي زنيم و نوارهاي باريك را با قيچي جدا مي كنيم. حالا 
نوارهــا را روي هم قرار مي دهيــم. ببينيد، قاعدة اين برج كه 
مي خواهيم بسازيم، در واقع همان محيط دايره )2πR( است.«
دانش آمــوز بين صحبت هاي آقاي معلــم در حال بريدن و 
جداكردن نوارها بود كه كار برش خاتمه يافت و با آقاي معلم 
شروع كردند به چسباندن نوارها روي هم تا برج ساخته شود.

دانش آمــوزان همه در حال زمزمــه بودند و مات و مبهوت 
به كار آقاي معلم نگاه مي كردند و هنوز هم نمي دانستند كه 
چگونه مي خواهد اين فرمول كه در آن عدد π و مجذور شعاع 

دايره نقش دارند ظاهر شود.
معلم: بچه ها، من و دوستتان اين برج را ساختيم: 

R

شكل 1

همان طور كه مي بينيد، قاعدة اين مثلث )برج( همان محيط 
دايرة اوليه اســت كه به ترتيب نوارهاي بعــدي روي آن قرار 
گرفته اند. ارتفاع اين برج روشــن اســت كه شعاع دايرة اوليه 
 R اســت، چون پهناي نوارها تا مركز دايره در مجموع برابر با

خواهند شد. بچه ها تا اينجا مشكلي نيست؟

2πR

R

شكل 2

دانش آموزان: نه آقاي معلم، تا اينجا همه چيز روشن است!
معلم: بچه ها، مساحت مثلث را كه مي دانيد؟ درس جلسة 

قبل ما بود. همه بگوييد: 

 =S )مساحت مثلث(
1
2 ارتفاع * قاعده * 

در اينجا ذكر مي كنم كه هرقدر نوارها باريك تر باشند، جواب 
ما دقيق تر به دست  مي آيد. ولي ما فرض مي كنيم اين نوارها به 
پهناي يك موي ســر باشند. بچه ها شكل )1( را به شكل )2( 

تبديل كرديم، درست است؟
دانش آموزان: بله آقا، درست است! 

همه با شوق و ذوق بي وصف منتظر پايان كار بودند.
معلم: بچه ها براي محاسبه، مساحت شكل )1( بهتر است يا 

معادل آن مساحت شكل )2( برجي كه ساختيم؟
دانش آموزان: آقا روشن است كه شكل )2(، چون آشناست 

و مساحتش را هم مي دانيم.
معلم: بچه ها، پس خودتان جاي گذاري كنيد و مســاحت 
شكل )1( را به كمك شــكل )2( به دست آوريد. حالا به من 
بلند بگوييد كه به جاي قاعده چه چيزي بايد بگذارم و به جاي 

ارتفاع چه بايد گذاشت.
دانش آموزان:  آقا به جاي قاعده بايد محيط دايرة  )2πR( و 

به جاي ارتفاع بايد شعاع دايرة  )R( را جايگزين كرد.
معلم: آفرين! و ما اين كار را انجام مي دهيم: 

S ( R) (R) R= × π × = π 21 22
)مساحت دايره( 

دانش آموزان همه چشــم به تخته دوخته بودند كه فرمول 
آشناي πR2 را كه قبلًا حفظ مي كردند و ممكن بود فراموش 
هم كنند، خودشــان از مســاحت معــادل آن )برج مثلثي 
ساخته شده( به دست آوردند و با زمزمه هاي پي درپي به رمز و 
راز معلم پي بردند و با هورا و شــور و شوق وصف ناپذير دست 
زدند و معلم خود را تشويق كردند )معلم در همين حين با متر 

و اندازه گيري نيز مقدار عددي مساحت را نشان داد(. 
معلم پس از چند لحظه براي ايجاد نظم، با اشــاره به بچه ها 
سكوت را درخواست كرد و به جمع بندي و نتيجه گيري پرداخت. 
در همين حين بود كه زنگ تفريح به صدا در آمد و معلم يادآوري 
كرد كه روش دوم را در جلسة كلاس بعدازظهر خواهد گفت و با 

قطع مطالب، همه را با نظم راهي حياط مدرسه كرد. 
روش عملي دوم براي محاسبة مساحت دايره )جلسة 

بعدازظهر(
بعدازظهــر همان روز، باز هم بچه هــا درس رياضي و بنا به 
گفتة  معلمشان درس هندسه داشتند. زنگ كلاس به صدا در 
آمد و بچه ها وارد كلاس شدند. براي اينكه زمان كم نيايد معلم 
هم به دنبال بچه ها وارد كلاس شد و پس از اداي احترام، همه 

نشستند و معلم بلافاصله درس را شروع كرد.
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معلم: بچه ها، همان طور كه در جلسة صبح ديديم، 
مســاحت دايره را به روش »ساختن برج مثلثي« و توليد 
مثلثي معادل با دايرة مورد نظر، حساب كرديم. در اين جلسه 
مي خواهيم به روشي ديگر به صورت عملي به مساحت دايره 

دست يابيم.
بچه ها، ماننــد روش قبل دايره را بــه نوارهايي باريك برش 
مي دهيم. اما به جاي اينكه با اين روش ها برج مثلثي بســازيم و 
مســاحت مثلث معادل را حساب كنيم، كافي است نوارها را به 
R و طول مجموع 

n
دنبال هم بچسبانيم تا يك مستطيل به عرض 

محيط هاي دايره ها تشكيل شود. البته n تعداد تقسيم هايي است 
كه ما در نظر گرفته ايم. هرقدر اين تعداد بيشتر شود، مساحت ما 
به مساحت دايره نزديك تر خواهد شد. در اينجا ما n=10 اختيار 
مي كنيم و در اين صورت شــعاع دايره را به 10 قسمت مساوي 
تقسيم كرده ايم. در واقع 10 نوار بايد برش دهيم و به دنبال هم 

بچسبانيم. 
دانش آموزي كه صبح كمك آقاي معلم آمده بود، شروع كرد به 
رسم دايره ها و ابتدا بزرگ ترين دايرة ممكن را با پرگار رسم كرد. 
به همين ترتيب، 10 دايرة داخلي را رسم و شروع كرد به برش 

و جداسازي نوارها(
دانش آموزان با زمزمه هاي شورانگيز خود معلم و دانش آموز 
در حال كار را به ادامة كار ترغيب مي كردند و بي صبرانه منتظر 
نتيجه گيري بودنــد. در همين حين، يكــي از دانش آموزان 

تيزهوش و شاگرد ممتاز پرسشي را مطرح ساخت:
دانش آموز ممتاز: آقاي معلم اگر به جاي تشــكيل نوارها، 
دايره را به تعداد زيادي قاچ هاي مساوي دهيم و اين ها را كنار 
هم بگذاريم و با كنار هم قراردادن اين قاچ ها يك مســتطيل 
تشكيل دهيم هم فكر مي كنيد كه به مساحت دايره نزديك 

باشد؟
معلم: مي تواني بيايي پاي تخته و ايدة خودت را براي همه 

توضيح بدهي؟
دانش آموز ممتاز: بله.

معلم: اين ماژيك را بگير و رسم شكل را پس از برش و كنار 
هم قراردادن قاچ هاي دايره به ما نشان بده.

 n=10( دانش آموز: بله آقا، شــكل 3 تشكيل خواهد شد
)تعداد قاچ ها((:

2
3
4

567
8
9

1۰ 1

1 2 3 4 6 85 7 91۰ R
قاچ ها را كنار هم 

قرار مي دهيم
πR

شكل 3

واضح اســت كه به تقريب يك مســتطيلي داريم به 
عرض شعاع دايره (R) و طول نصف محيط دايره. 5 قاچ برابر 
با نصف دايره است كه چون محيط دايره 2πR است، پس اگر 

محيط دايره را نصف كنيم، طول مستطيل حاصل مي شود.
معلم: بسيار عالي! بچه ها مي دانستيد كه اين روش در كتاب 

درسي هست؟
دانش آموزان با زمزمه هاي بلند، بي اطلاعي خودشان را اعلام 

مي كردند. 
دانش آموز ممتاز: اجازه آقا، من هم هنوز مبحث جديد را 
نخوانده بودم و بي اطلاع بودم از اين موضوع! و فقط از ايده هاي 

شما الهام گرفتم و فقط برش را تغيير دادم.
معلم: بچه ها دوستتان را تشويق كنيد. يادتان باشد كه براي 
ايده اي كه ارائه داديد و خوب اجرا كرديد، 2 نمره براي پايان 

نيمسال هم در نظر گرفته ام. 
دانش آموزان با هياهوي زياد و شــوق و ذوق به تشــويق 
دوستشان پرداختند. در همين حين دانش آموز ممتاز اجازه 
خواست و نشســت و هنوز زمزمه ها دربارة ايدة دوستشان 
طنين انداز بــود كه معلم بلافاصله بــراي به جا آمدن نظم 
كلاس، اشاره كرد و گفت فكر كنم كه همة نوارها چسبانده 
شــده اند. بعد پاي تخته رفت و با شــكل هم كار عملي را 

نشان داد:
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R

O

3

1
2

R R

n
= 10

1 2 3

R
(R )π −2 10

R
(R )π −

22 10
R

(R )π −
22 10

)برش اول(

= قاعده بزرگ تر 
)تقريب اضافي(

)برش دوم( )برش سوم(

2πR

شكل 4

٭ توجه: نوارها در واقع ذوزنقه هستند كه اگر قاعدة بزرگ 
را طول مستطيل بگيريم S با تقريب اضافي حاصل مي شود.

R و طول 
10

معلم: بچه ها ببينيد، با يك مســتطيل با عرض 
مجمــوع محيط هاي دايره هاي داخلي، براي به  دســت آوردن 
مســاحت مستطيل مثل ايدة دوستتان عمل مي كنيم؛ يعني 
طول را در عرض ضرب مي كنيم )تعداد تقســيمات را n در 

نظر مي گيريم(: 
R R R

S ( R (R ) (R )
n n n

(n )R R R
... (R ) (R (R )

n n n

R n
(R ) ... (R R))

n n

R ( ... n )R
(nR )

n n

(n )
n

R R n
(n ) (n )

n n n

R n n
( ) R ( ) R ( )

n n n

≈ π + π − + π −

− π
+ + π − = + −

−
+ − + + −

π + + + −
= −

−
π π −

= − = −

π + +
= = π = π +

2 2

2
2 2

22 2 2

1 22

2 1

2 1 2 1

1
2 2 12

2
2 1 1 112

1 به 1 اضافه مي شــود و 
10

بچه ها، اگر n برابر با 10 باشــد 
مســاحت به همين ميزان هم به تقريب كشيده مي شود. اگر 
n را برابر با 100 بگيريم چه اتفاقي مي افتد؟ واضح اســت كه 
1 به 1 اضافه مي شود؛ پس جدول 1 را تشكيل مي دهيم:  

100
S)با تقريب اضافي( R ( ) ( )

n
π +2 11 1                       

با توجه به جدول، مي بينيم هرقدر تعداد برش ها زيادتر شود 
به عدد 1 و مساحت حقيقي دايره نزديك تر مي شويم. حال اگر 
تعداد برش ها را بي نهايت زياد در نظر بگيريم، واضح است كه 

 صرف نظر كنيم. 
k

1
10

ديگر مي توانيم از عدد 
 به دست 

k

1
10

پس تا اينجا مساحت دايره با تقريب اضافي 
آمد. ما فرض مي كنيم تعداد برش ها بي نهايت بزرگ باشد كه 
 در محاســبات بي اثر خواهد بود و مي توان از آن 

k

1
10

ديگر 
صرف نظر كرد. پس مساحت دايره به حقيقت نتيجه مي شود: 
S= πR2

دانش آموزان با شور و شوق خاصي معلم را تشويق كردند و 
در چهره هايشان  يك رضايت و شادابي خاصي براي فهميدن 
مطلــب جديد به وجود آمــده بود. در هميــن حين معلم با 
اشاره هايي تند درخواست ســكوت كرد و با تشكر از شاگرد، 

درخواست كرد بنشيند.
معلم: بچه ها، تا اينجا يك قســمت از كار پايان يافت و ما 
هم قبول كرديم كه با تقريب اضافي مســاحت كل نوارهاي 

جداشده چنين است: 
S)مساحت دايره با تقريب اضافي( R ( )

n
= π +2 11  

حال مي خواهيم مساحت دايره را با تقريب نقصاني حساب 
كنيم و روشن است كه مساحت دايره بين اين دو مقدار قرار 
دارد. البته ما به طور كامل به صورتي متقارن عمل مي كنيم و 
براي اين كار كافي اســت يك برش را از مساحت كسر كنيم. 
فرض مي كنيم كه اين برش nاُم باشــد و آن را به اين  صورت 

وارد مي كنيم:

10k...109...10000100010010n

k
+

11
10...1/000000001...1/00011/0011/011/1

n
+
11

جدول 1
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با توجه به جدول ملاحظه مي شود كه هرقدر تعداد 
برش ها بيشتر شود به مقدار حقيقي مساحت دايره نزديك تر 

خواهيم شد. در اينجا از )1( و )2(، مي توان نوشت: 
R ( ) S R ( )

n n
π − < < π +2 21 11 1

 S بچه ها واضح اســت كه معدل )ميانگيــن( اين دو مقدار
)اضافي و نقصاني( برابر با مساحت واقعي و حقيقي دايره است: 

)مساحت دايره(
R ( ) R ( )

Rn nS R

π − + π + π
= = = π

2 2 2
2

1 11 1 2
2 2

 

دانش آموزان با شور و هيجان بي وصف معلم را تشويق كردند 
و در همين حين زنگ مدرسه به صدا در  آمد و معلم فعاليت 

زير را روي تخته نوشت تا بچه ها گروهي آن را انجام دهند:
فعالیت: با سه روشــي كه ياد گرفتيد مساحت دايره اي به 
شعاع R=1 را حساب كنيد )برش ها را دلخواه در نظر بگيريد(. 

مقدار π را با تقريب 0/001 اضافي و نقصاني بيابيد. 

)تقريب نقصاني( R R R
S ( R (R ) (R )

n n n

nR R ( ... n)R
... (R ) (nR )

n n n

n(n )

R R n
(n ) (n )

n n n

R n n
( ) R ( )

n n

≈ π + π − + π −

π + + +
+ + π − = −

+
π π +

= − = −

π − −
= = π

2 2

2
2

22 2 2

2 1 22

1
2 2 12

2
2 1 1

2

پس مساحت دايره با تقريب نقصاني چنين است:
S)مساحت دايره با تقريب نقصاني( R ( ) ( )

n
≈ π −2 11 2  

حال اگر n=1 باشد، روشن است كه 0/1 از 1 كسر مي شود 
n به ميزان 0/01 از 1 كســر خواهد شد. واضح  = 1

100
و اگر 

اســت كه اگر تعداد برش ها عددي بي نهايت بزرگ شود، به 
ميزان ناچيزي كه در محاسبات اثري ندارد از 1 كسر خواهد 

شد. براي اين حالت هم جدول 2 را تشكيل مي دهيم.

10k...109...10000100010010n

k
−

11
10...0/999999999...0/99990/9990/990/9

 n
−
11

جدول 2
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1. مخرج کسرهای زير را گويا کنيد.

−3
5

4 3
ب(    

+6 6
1

5 2
الف( 

 )رياضی1، فصل 3(

 2. مســاحت مثلث ABS در شــکل ۱ را محاســبه کنيد. 
)S رأس سهمی است.( 

A B

S

y

xo 1

2 )5,2(

 

 )رياضی1، فصل 4(شکل 1

3. در ذوزنقة شکل 2 وسط ساق ها را به هم وصل می کنيم.
ABثابت کنيد:  DC

MN PQ DC
−

= − = 2

A B

CD

M N
P Q

شکل 2
 )هندسة 1، فصل 2(

4. نمودار تابع های f(x) و g(x) را رسم کنيد. 
 f (x) x x= + +2 4 3

g(x) x x= − + +2 2 6
ســپس نقطه های برخورد اين دو تابع با يکديگر را مشخص 
کنيد. بررسی کنيد آيا راهی وجود دارد که بدون رسم نمودار 
ايــن تابع ها، نقطه های برخورد )تقاطع( ايــن دو تابع را پيدا 

کنيم.
)رياضی و آمار1، فصل 2(

] را رســم کنيد )].[  ]f (x) cos x= +2 1 5. نمــودار تابع 
نماد جزء صحيح است.( 

)رياضی 2، فصل 3 و 4(

:

x

a a
f (x)

 +
=   
 

2 4
5 6. به ازای چه مقدارهايی از a، تابع

الف( يک تابع نمايی است؟
ب( يک تابع نمايی نزولی است؟

)رياضی 2، فصل 5(

f را  (x) log (x )= + +32 4 5 7. ضابطة تابــع وارون تابع 
بنويسيد. سپس دامنه و برد آن را مشخص کنيد.

)حسابان 1، فصل 2 و 3(

جواد شوهاني
دكتراي رياضي، دبير رياضي مدارس استعدادهاي درخشان
علي يعقوبي
دبير رياضي مدارس استعدادهاي درخشان

زمون آ

پاسخ 
سؤالات
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8. حاصل عبارت زير را محاسبه كنيد.
A sin( ).cos( ) sin( ).cos( ) ...

sin( ).cos( )

= + + +1 1 2 2
18 18

   

  

)حسابان 1، فصل 4(

9. سه ظرف در اختيار داريم که در ظرف اول 5 مهرة آبی و 
8 مهــرة قرمز، در ظرف دوم 6 مهرة آبی و 7 مهرة قرمز، و در 
ظرف سوم 3 مهرة آبی و 10 مهرة قرمز وجود دارد. به تصادف 
يکــی از ظرف ها را انتخاب می کنيــم و دو مهره از آن بيرون 
می آوريم و مشاهده می کنيم که هر دو مهره آبی است. چقدر 

احتمال دارد که:
الف( مهرة انتخابی از ظرف اول باشد؟
ب( مهرة انتخابی از ظرف دوم نباشد؟

)آمار و احتمال، فصل 2(

 a-6 سانتی متر مربع و محيط a 10. يک مثلث با مســاحت
 
−1
3 سانتی متر در اختيار داريم. در تجانسی با نسبت تجانس 

و مرکز تجانس O در خارج از مثلث، تصوير اين مثلث دارای 
مساحت b سانتی متر مربع و محيط b+4 سانتی متر می شود. 

مقدار a و b را مشخص کنيد.
)هندسه 2، فصل 2(

11. نمودارهای تابع های زير را رســم كنيد. سپس مساحت 
ناحية محصور بين دو نمودار را مشخص سازيد.

 f (x) x= + 2  

 g(x) x= − + 6
)رياضی و آمار 2، فصل 2(

 [ ]g(x) x= + 2 f )تابع علامت( و  (x) sig n(x)= 12. اگر 
باشد، آنگاه تابع های زير را رسم کنيد. 

 h(x) (f g)(x)= +  

p(x) (f g)(x)= ×
g

q(x) ( )(x)
f

=  

)رياضی و آمار 2، فصل 2(

 را در صــورت 
x

x x
lim

x→

+ − − −
−6

1 1 2
6

  13. حاصــل 
وجود به دست آوريد.

 )رياضی 3، فصل 3(

y به  x= 14. نزديک تريــن نقطه روی نمودار تابع 2
نقطة )3,0( را مشخص کنيد.

 )رياضی 3، فصل 5(

] باشد، حدود a را مشخص  ]
x

x a
lim

x→−

−
= +∞

+3

2
3 15. اگر 

کنيد.
)حسابان 2، فصل 3(

f باشــد و داشــته باشيم:   (x) ax bx c= − +4 2 1۶. اگر 
 c و b و a مقــدار ، f ( )− =2 5 f و  ( )′ =2 44  ، f ( )′ − =1 2

را مشخص کنيد.
)حسابان 2، فصل 4(

17. گراف شکل ۳، چند مجموعة احاطه گر 3 عضوی دارد؟ 

A

B

C

D

E

F

J

I

H

G
شکل 3

)رياضيات گسسته، فصل 2(

 18. نقطه هــای )6,4( ،A)2,6(B و )C)-1,-3 روی يــک 
دايره قرار دارند. معادلة اين دايره را بنويســيد و مرکز و شعاع 

آن را مشخص کنيد. 
)هندسة 3، فصل 2(

n از چنــد جملة دنبالة 
nt

+= 12 19. جملــة دهــم دنبالة 
 n n na a a a , a+ −= + = =1 1 1 22 5 فرمول  با  وبازگشــتی 

بزرگ تر است؟                                
)رياضي و آمار 3، فصل 2(

20. در يک دنبالة حســابی، مجموع جمله های دوم و سوم 
برابر با 12 و مجموع جمله های چهارم، پنجم و ششم برابر با 
33 است. مجموع 10 جملة اول اين دنبالة حسابی را مشخص 

کنيد.
)رياضي و آمار 3، فصل 3(
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1. اگر داشــته باشــيم:  x2+y2=6 و x+y=2 ، آنگاه 
x6+y6 كدام است؟

الف( 198
ب( 210
ج( 222
)رياضي 1، فصل 3(د( 234

2. ســهمي y=x2+ax+b از نقطــة )3 و A)-1 مي گذرد و 
 ab در نقطه اي به طول 3 داراي كمترين مقدار است. حاصل

كدام است؟
الف( 24-
ب( 12-

ج( 12
)رياضي 1، فصل 4(د( 24

 AM⊥BD و  AB=2BC   :داريم  ABCD  3. در مستطيل
AD كدام است؟

MN
)شکل ۱(. حاصل 

5 الف( 
2 3 ب( 
2 5 ج( 

د( 4

شکل 1

A B

CD

M

N

)هندسة 1، فصل 2(

4. اگر برد تابع
 f={(5, a2+1), (2a-b, 3a+b), (-a, a2-1), (5, 2a), (a+1, a-1)} 

تنها شامل دو عضو باشد، آنگاه حاصل ab كدام است؟
الف( 3-
ب( 1-

ج( 1
د( چنين تابعي وجود ندارد.

)رياضي و آمار 1، فصل 2(
5. اگر

 A=[sin(0°)]+[sin(1°)]+[sin(2°)]+...+[sin(179°)]+[sin(180°)]

  B=[log1]+[log2]+[log3]+...+[log179]+[log180] و
باشند، آنگاه A+B كدام است؟ )].[ علامت جزء صحيح است.(

الف( 250
ب( 251
ج( 252
د( 253

)رياضي 2، فصل 3، 4، 5(

cos باشــد، آنگاه حاصــل عبارت  sinα + α =
5
4

6. اگــر 
sin در كدام بازه قرار مي گيرد؟ cosα + α6 6

( , ]
10 3

الف( 
( , ]
1 2
3 3

ب( 
( , ]
2 13

ج( 
( , )+∞1 )رياضي 2، فصل 4(د( 

جواد شوهاني
دكتراي رياضي، دبير رياضي مدارس استعدادهاي درخشان

علي يعقوبي
دبير رياضي مدارس استعدادهاي درخشان

زمون آ

پاسخ 
سؤالات
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 f( )(x)
g

7. در كدام يك از گزينه هاي زير، نمودار تابع 
فقط يك نقطه در صفحة مختصات اســت؟ )].[ علامت جزء 

صحيح است.(

g(x) x =  
2 f و  (x) x= − +2 1 الف( 

g(x) x= −1 f و  (x) log( x x )= − − +2 2 3 ب( 
x
[ ]

g(x)
x x

=
+ +2
2
4 4

f و  (x) x x= − +2 2 ج( 

g(x) x= − −1 x و  x
f (x)

x

− −
=

+

2 4 5
1

د( 
)حسابان 1، فصل 2 و 3(

 tan cotα + α4 4 sin باشد، مقدار  cosα − α =
1
2 8. اگر 

در كدام بازة زير قرار دارد؟
الف( ]20 و 0(
ب( ]40 و 20(
ج( ]60 و 40(
د( )∞+ و 60(

)حسابان 1، فصل 4(

9. روي يك سكه عدد 1 و پشت آن عدد 2 نوشته شده است. 
اين سكه را ســه بار پرتاب مي كنيم و يك تاس را هم پرتاب 
مي كنيــم. چقدر احتمال دارد مجموع عددهای ظاهرشــده 

بيشتر از 8 باشد؟
4
12

الف( 
5
12

ب( 
6
12

ج( 
7
12

د( 
)آمار و احتمال، فصل 2(

10. مطابق شــكل 2  قرار اســت فردي از نقطة A به كنار 
رودخانه برود و ســطل آبي را پر كنــد و به نقطة B بازگردد. 
فاصلــة A و B تا رودخانــه )AH و ′BH( به ترتيب 20 و 80 
متــر و فاصلة نقاط A و B از يكديگر 100 متر اســت. طول 

كوتاه ترين مسير حدوداً چند متر است؟

A

B

20
80

,
HH

شکل 2
رودخانه

الف( 125
ب( 128
ج( 132

د( 116/8
)هندسه 2، فصل 2(

11. اگر f(x)=(ax+4)(bx-۱)-4x2 تابعي ثابت باشد، حاصل 
b كدام است؟ a−3

الف( 1
ب( 3
ج( 5

د( دو جواب متفاوت مي تواند داشته باشد.
)رياضي و آمار 2 ، فصل 2(

 f(x)=ax+2 و (f+g)(x)=5x+1 تابع هاي خطي و g و f .12
و 6x2+x-2=(x)(f.g). اگر نقطة (m, n) نقطة برخورد تابع های 

f و g با يكديگر باشد، حاصل m-n كدام است؟
الف( 4-
ب( 5-

ج( 5
د( 4

)رياضي و آمار 2 ، فصل 2(

 f(x)=x2-1 دو مماس بر نمودار تابع A(0,-5) 13. از نقطــة
رســم مي كنيم. اين دو خط در نقاط (a,b) و (c,d) بر نمودار 

تابع f مماس هستند. حاصل a+b+c+d كدام است؟
الف( 0
ب( 2
ج( 4
د( 6

)رياضي 3، فصل 4(

14. تابــع f(x)=[cosx] در بــازة [0,2π] در a نقطه و تابع 
g(x)=[2x] در بازة (2,∞-) در b نقطه مشــتق پذير نيستند. 

مقدار a+b كدام است؟
الف( 5
ب( 6
ج( 7
د( 8

)رياضي 3، فصل 4(
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 x=4 در نقطة 
bx x

f (x) x ax x

x

− ≥


= + + <
 −

2
5 4

4 4
4

15. اگر تابع 

پيوسته باشد. حاصل ab كدام است؟
الف( 10-

ب( 6-
ج( 6

د( 10
)حسابان 2، فصل 3(

1۶. كدام يك از تابع های زير، نقاط مشتق ناپذيري بيشتري 
در بازة [0,2π] دارند؟
f(x)=[sin2x] )الف

g(x) sin x=   2 ب( 
x

h(x) [ ]= 32 ج( 
د( موارد »الف« و »ب«

)حسابان 2، فصل 4(

 17. در چنــد گــراف ســاده بــا مجموعــة رأس هــای
V={a, b, c, d, e} هيچ يك از رأس هاي c و e تنها نيستند؟

الف( 1016
ب( 888
ج( 896
د( 904

)گسسته، فصل 2(

18. نقطه هــای F(-6,-5) و F′(2,3) كانون هاي يك بيضي 
هســتند و P(-1,7) نقطه اي روي اين بيضي اســت. اختلاف 

طول قطر بزرگ و قطر كوچك اين بيضي كدام است؟
الف( 1
ب( 2
ج( 4
د( 8

)هندسه 3، فصل 2(

19. در شكل دوازدهم از الگوي شکل ۳، چند نقطه 
وجود دارد؟

)1( )2( )3(

شکل 3

. . .

الف( 287
ب( 305
ج( 325
د( 337

)رياضي و آمار 3، فصل 2 (

20. مي خواهيم 350 سيب را بين 5 نفر طوري تقسيم كنيم 
كه تعداد سيب هاي دريافت شده توسط اين 5 نفر يک دنبالة 
حسابي تشکيل دهند و مجموع سه سهم بزرگ تر شش برابر 
مجموع دو ســهم كوچك تر باشــد. در اين صورت، كسي كه 

كمترين سهم را گرفته، چند سيب دريافت كرده است؟
الف( 10
ب( 20
ج( 30

د( چنين تقسيمي امكان پذير نيست.
)رياضي و آمار 3، فصل 2 (



140
3  

ان
ست

 زم
|  13

ۀ 2
مار

 ش
48

کران بالا و پايينی بيابيد که احراز شوند. يعنی نتوان 
اين کران ها را بهتر کرد.

پرسش ترکیبیات
چندين عدد طبيعی در يک رديــف قرار گرفته اند. دو 
عــدد کنار هم را انتخاب می کنيــد، مانند x و y که در آن 
x>y و x چسبيده و سمت چپ y قرار گرفته است. او زوج 

(x,y) را بــا زوج (y+۱,x) يا (x-۱,x) جايگزين می كند. آيا 

ممکن است بتواند اين روند را بی نهايت بار ادامه دهد؟

پرسش نظرية اعداد
a عددهاي طبيعی 

k
، ... ،a۱ عددی طبيعی باشــد و n اگر

 n|a
i
(a

i+۱-۱) و عبارت k≥2 باشــند که {۱,...,n} متمايز در
a چه 

k
(a۱-۱) صادق باشــد. در مــورد i=۱, ...,k- ۱ بــرای

n|a؟
k
(a۱-۱) می توان گفت؟ آيا

n|a؟
k
(a۱-۱) آيا ممکن است

ببينيد چه حکمی می توانيد ثابت کنيد.

سبک آموزشی ما با سبک رايج تفاوت هايی دارد. 
بار اصلی يادگيری پس از حل مسئله با مقايسة راه حل های 
متفاوت صورت می پذيرد. در اين نگاه، هر مسئله يک زمين 
بــازی رياضی به مــا می دهد که بايد زمين آن مســئله را 
آن قدر شــخم بزنيم که هرچه بتوان برای آن ثابت کرد را 
بيرون بکشــيم. بنابراين با به دست آوردن خواستة مسئله، 

عقب نمی نشينيم.

پرسش هندسه
فرض كنيد ABCDE يک پنج ضلعی محدب باشــد که 
و   ∠EAB=∠BCD و  AB=BC=CD داريــم:  آن  در 
(. در  ˆ ˆA C= ˆ و ˆD B= EDC=∠CBA∠ )به طــور خلاصه: 

چنين شکلی به دنبال  خط هاي هم رس بگرديد.

A

E

D

C
B

پرسش جبر
اگر a و b و c و d اعدادی حقيقی باشند که 

a+b+c+d=6
و

a2+b2+c2+d2=۱2
برای عبارت 

4(a۳+b۳+c۳+d۳)-(a4+b4+c4+d4)

آرش رستگار
عضو هيئت علمي دانشگاه صنعتي شريف
محمدحسین نادري
دانشجوي كارشناسي ارشد دانشگاه صنعتي شريف

المپياد

برای مشاهدة پاسخ نمونه 
سؤال هندسه المپیاد، 
رمزينه را پويش کنید.

برای مشاهدة پاسخ نمونه 
سؤال جبر المپیاد، رمزينه 

را پويش کنید.

برای مشاهدة پاسخ نمونه 
سؤال تركیبیات المپیاد، 

رمزينه را پويش کنید.

برای مشاهدة پاسخ نمونه 
سؤال نظرية اعداد المپیاد، 

رمزينه را پويش کنید.



   نقاشی با عددها 

روش بازي
عددهاي بيرون هر سطر و ستون، 
تعداد رديف هاي مربع سياه را كه در 
آن سطر يا ستون وجود دارند، نشان 
مي دهند. براي مثال 4، 5، 9 و 2 
نمايش 4 رديف مربـع سياه 4، 5، 9 
و 2تايي است. در واقع عددهاي جدا 
نمايش دهندة حداقل يك فضاي خالي 
بين آن ها هستند.

 پارك 
 

روش بازي
گل ها را در بالا، پايين يا طرفين درخت ها 
به صورت سطري،  نبايد  دهيد. گل ها  قرار 
ستوني يا قطري كنار يكديگر قرار گيرند. تعداد 
گل هاي هر سطر و ستون بيرون از جدول 
نشان داده شده است. هر درخت فقط به يك 

گل وصل مي شود.

 
 الماس  

روش بازي
عـددهـاي بيـرون جـدول تعـداد 
الماس موجود در هر سطر و ستون 
را نشان مي دهند.  هـر پيكانـه 
)فلش( نشـان دهندة راستاي قرارگيري يك يا چند الماس را 
نشان مي دهد و داخل خانة پيكانه، الماسي وجود ندارد. ممكن 
است الماس بلافاصله بعد از پيكانه يا با فاصله از آن قرار گيرد و 
ممكن است براي تمامي الماس ها پيكانه وجود نداشته باشد. لذا 
ممكن است قبل از پيكانه هم الماس هايي موجود باشند.

 محسن روايتی
 مدير خانه رياضيات استاد فروزانفر 

نما
راه

ول 
جد

نما
راه

ول 
جد

نما
راه

ول 
جد

1 1
2
2

2 2 1
1

1
0
1
1

1 1 1

2 2
2

2

00
0
0

براي مشاهدة 
پاسخ رمزينه را 

پويش كنيد

0

آمدامام 
است.ايرانی ـ اسلامی هندسه و فرهنگ تلفیقی از برج آزادی 

ل پاز
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اين شماره تحت عنوان 
»رياضی با جناب سعدي« 
 

را در صفحة 24  
می توانید،  ببینید.

ببینید.اين شماره می توانید،  را در صفحة 15 »مي خواهم زنده بمانم«  داستان 

بنشين  غمم         گفتی            به 
خيز سر جان     بر فرمان          بَرمت       جانا!                      از 

بنشينم                    و                       برخيزم!

د اول هزار رقمی شگفت انگيز          عد
    می خواهم زنده بمانم

    سه تاس عجيب
رسی ويژگی های تابع     بر

    رياضی با جناب سعدی
    برج مثلثی و مساحت دايره


