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شرح روی جلد

حالا در سه حالت زير كه نفر اول (عددهای قرمز) بايد بازی را ادامه بده، اگر شما جای آن نفر باشيد چگونه امتياز می گيريد؟

اگه من بعد از اون بازی كنم، 
عدد ۶ رو وسط می ذارم. 
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حالا در سه حالت زير كه نفر اول (عددهای قرمز) بايد بازی را ادامه بده، اگر شما جای آن نفر باشيد چگونه امتياز می گيريد؟

اگه من بعد از اون بازی كنم، 
۶عدد ۶عدد ۶ رو وسط می ذارم. 

۸ ۹

۱ ۷
۴ ۷
۹ ۶ ۵ ۳

۱. علی و محمود در اتاق نشسته بودند و به هوای برفی نگاه می كردند. 

۳. علی: بيا يه بازی 
دونفره انجام بدیم. 

۲. حوصلۀ آن ها داشت سر می رفت.

۴. محمود: حالا كه بيرون نمی تونيم 
بريم، خيلی هم خوبه. چه بازی ای بلدی؟

۹. علی ادامه داد ... ۶. يه جدول ۵. علی در حال توضيح بازی بود. 
اين شكلی 
می كشيم.  

۹ تا خونه داره 
و می تونيم 

عددهای ۱ تا ۹ 
را توی اون قرار 

بدیم.  ۷. هر عدد ۱ تا ۹ را هر 
۸. بله، فقط نفر اول كه شروع می كنه، جايی می تونيم بذاريم؟

نمی تونه توی خونۀ وسط عددی بذاره.

۲

۱۰. برای مثال، نفر 
اول عدد ۲ رو قرار 

داده.

۱۱. اگه من بعد از اون بازی کنم، 
عدد ۶ رو وسط می ذارم.

۲
۶

۱۲. فرض كنيم 
نفر اول عدد ۹ را 
اينجا قرار بده. 

۲
۹ ۶

۱۳. خب حالا کی 
برنده می شه؟

۱۴. هر كسی كه يک جمع به صورت افقی، 
عمودی يا مورب درست كنه، امتياز می گيره. 

پس نفر بعد دو جور می تونه امتياز بگيره.
۲
۹ ۶

۸

۲
۹ ۶ ۳

۲+۶=۸

۲
۶

۸
۶

۳+۶=۹

در هر بار بازی كردن 
كسی برنده می شه كه 

جمع بيشتری نسبت به 
نفر مقابلش ساخته.

۱۵. در آخر کی 
برنده می شه؟



مشاهدۀ  برای   
مراحــل ســاخت، 
پویش  را  رمزینــه 

كنيد. 

برای مشـاهدۀ پاسخ، 
رمزینه را پویش كنيد. 

علیرضا محمدصالحی

در تصوير سايه ای زیر، چند كاشی مثل كاشی مقابل پيدا می كنيد؟  

راهنمايی: می توانيد از صفحۀ شطرنجی زير كمک بگيريد و كاشی ها را با رنگ های متفاوت روی آن مشخص كنيد.
 

﹝ـــــ︺ـــ﹞︀ی
︑︭ــــ﹢﹬︣ی

﹩﹬︀︑︢︾︀﹋

︫﹊﹢﹁ـــــــ﹦ ︎﹠ــ︕ ︎ــــــــ︣
پویش  را  پویش رمزینــه  را  رمزینــه 

كنيد. كنيد. 
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سخن
سردبير 2

بسيار تلخ، غمگين و قابل تأمل 
از ابتدای جنگ ظالمانۀ غزه تاكنون نزديک 
به 13000 كودک بی‌گناه و بی‌پناه جان خود 
را از دســت داده‌اند و اما سرنوشت ديگر 

كودكان زنده مانده:
آن‌ها يا پــدر و مادر و خانــوادۀ خود را از 
دست داده‌اند و يا با زخم‌های معلوليت‌های 
جســمی، روحی و روانی ناشی از جنگ به 

زندگی خود ادامه می‌دهند. 
حالا شــما در خصــوص رژيــم غاصب 

صهيونيست قضاوت كنيد. 
دوستان خوبم، ســام. دیگر به امتحانات 
خرداد و پایان سال تحصیلی چیزی نمانده 
و کم‌کــم به تعطیلات تابســتانی نزدیک 
می‌شویم. امسال را هم با تلاش و پشتکار 
خود پشت ســر گذاشتید؛ خسته نباشید! 
حالا وقت آن رســیده که از تابستان لذت 
ببرید و استفاده کنید. تابستان فرصتی است 
برای آنکه خودتان را به‌روز و سر حال کنید. 
تابستان زمانی است برای کشف علاقه‌ها 
و استعدادهایتان، معاشــرت با دوستان، 
خانواده و اقوام، و همچنین آماده‌شــدن 
برای سال تحصیلی آینده و انجام خیلی از 
کارهای دیگر مورد علاقه‌تان. توصیۀ ما به 
شــما همراهان خوبمان این است که اگر 
می‌خواهید از تابســتان بهترین استفاده 
را ببرید برنامه‌ریزی کنید. اگر از ما بپرسید 
که چه برنامه و پیشــنهادی برای گذراندن 

تابستان دارید پاسخ ما این است:
هم تفریح کنیــد و هم مطالعه، ولی حتماً 

تعادل را حفظ کنید.
کتاب‌های دلخواه خــود را مطالعه کنید، 
فیلم‌های خوب ببینید، بازی و ورزش کنید، 

ســفر بروید و برای انجام بســیاری از 
کارهای خوب دیگر برنامه‌ریزی کنید. 
این‌ها باعث افزایش خلاقیت و توان 
شما می‌شوند و اضطراب و خستگی‌ای 
را که در طول سال تحصیلی داشته‌اید، 
کاهش می‌دهند. حتماً توجه داشــته 
باشید، طوری برنامه‌ریزی نکنید که فقط 
تفریح کنید و مطالعه را کنار بگذارید و 
یا برعکس فقط مطالعه کنید و تفریح 
و سرگرمی نداشــته باشید. مطالعه و 
تفریح هر دو از کارهای مفیدی هستند 
که می‌توانند به شما کمک کنند دانش 
و مهارت‌هــای خود را بهبود و افزایش 
دهید، اعتماد‌به‌نفس خود را بالا ببرید و 
برای سال تحصیلی آینده آماده شوید. 
فقط فراموش نکنید که حتماً تعادل بین 

تفریح و مطالعه را حفظ کنید.
پیشنهاد دیگر اینکه در تابستان ریاضی 

را با نگاهی دیگر مطالعه کنید.
ریاضــی را با علاقه مطالعــه کنید و 
از کاربردهای آن آگاه باشــید. یعنی 
اینکه به ریاضیات فقط به‌عنوان یک 
سلسله قاعده و فرمول نگاه نکنید، بلکه 

نگاهتان به ریاضیات:
۱. به‌عنوان زبانی برای بیان تفکرتان از 

آنچه مشاهده می‌کنید، باشد؛
۲. به‌عنوان کلیدی برای حل مســائل 

واقعی پیرامونتان باشد. 
به غیر از این‌ها در نظر داشــته باشید 
که ریاضیات منطق، استدلال و قدرت 
حل مسئله‌تان را افزایش می‌دهد و به 
شما کمک می‌کند روابط بین عددها، 
شکل‌ها و پدیده‌ها را کشف، الگویابی 

و مدل‌سازی کنید. همچنین فراموش نکنید 
ریاضی درس مهمی اســت که شما برای 
ادامۀ تحصیل در دانشگاه و انتخاب شغل 

آینده‌تان بسیار به آن نیاز دارید. 
سومین پیشــنهاد ما این است که مروری 
برکتاب‌های درسی ریاضی سال‌های گذشته 
و آینده داشته باشــید و از دیگر کتاب‌ها و 

مجله‌های ریاضی هم استفاده کنید. 
یعنی به کارهایی از این دست بپردازید:

é برطرف‌کــردن مشــکلات و مســائل 
کتاب‌های درسی سال گذشته خود؛

é مطالعۀ اجمالی مطالب ریاضی سال آینده؛
é انتخاب و مطالعۀ منابع متنوع و مختلف 

ریاضی؛
é مطالعۀ مجــات ریاضی از جمله مجلۀ 

رشد ریاضی برهان دورۀ اول متوسطه؛ 
é استفاده از وبگاه‌های )سایت‌های( معتبر 
و خوب ریاضی، مثل وبگاه مجلات رشــد 
به نشانی roshdmag.ir که هم مجلات را 
آنجا می‌بینید و هم از دیگر مطالب خوب 

آن می‌توانید استفاده کنید؛ 
é اســتفاده از منابعــی که ریاضــی را با 
مثال‌ها و کاربردهای جالب و متنوع نشان 

می‌دهند؛ 
é دریافت کتاب‌های خــوب ریاضیات از 

کتابخانه‌ها، و منابع دیگر و مطالعۀ آن‌ها؛
é یافتن مسئله‌های دشوار و چالش‌برانگیز 
ریاضیات و کوشــش برای حل آن‌ها )حل 
این مسائل به تقویت مهارت‌های تفکر و 

حل مسئلۀ شما کمک می‌کند(؛ 
é انجام فعالیت‌هـا و کارهـای خوب دیگر 

تابستانی. 
خرداد و تابستان خوبی داشته باشید.



از ابتــدای اولین مقاله‌های این مجموعه 
بیشتر کوشیدیم اطلاعاتی را از مفهوم‌های 
اولیه و اساسی هندسه در اختیار شما عزیزان 
قرار دهیم. از نقطه و خط و فاصله شروع 
کردیم، به تعریف پاره‌خط، زاویه و مثلث 
رسیدیم، سپس بخش مهمی از هندسه را 
که »تبدیلات هندسی« نامیده می‌شود تا 
حدودی توضیح دادیم و مشاهده کردیم 
که تبدیلات علاوه بر کاربردهایشان، اساس 
هم‌نهشــتی‌ها در هندسه نیز هستند. به 
همین صورت که جلو آمدیم، سعی کردیم 
شما را با روش‌های حل مسئله که یکی از 
هدف‌های ما در این سلسله مقاله‌ها بوده 

است، آشنا کنیم.
از زمانی که هم‌نهشــتی مثلث‌ها را بیان 
کردیم، توانســتیم مســئله‌های بیشتری 
را حــل و اثبات کنیــم. در واقــع به‌طور 
غیرمستقیم وارد اثبات‌های هندسی شدیم. 
حتی در بخش قبلی با روشی از اثبات که 
آن را تناقض یا »برهان خلف« نامیدیم تا 
حدودی آشنا شدیم. اکنون در این بخش 
می‌خواهیم اثبات‌ها و انواعی از آن‌ها را تا 

آنجا که امکان داشته باشد، بررسی کنیم.
شــما در دورۀ ابتدایی و حتی ســال‌های 
اولیــۀ دورۀ متوســطه تا حــد خوبی با 
ریاضیات آشنا می‌شوید و مفهوم‌هایی از 
حساب و هندســه را یاد می‌گیرید، بدون 
آنکه بدانید چگونه قانون‌های حســاب یا 
بعضی قضیه‌های هندسه ثابت می‌شوند. 
سرچشــمۀ ریاضیات از زمان‌های دور در 
فرهنگ‌های مختلف و حتی قبل از مفهوم 
اثبات وجود داشته است. بیشترین سهم در 
اثبات به یونانیان باستان برمی‌گردد. اولین 
اثبات‌ها در حدود ۳۰۰ ســال قبل از میلاد 

 محمود نصیری

هنـــدسی و مفـاهــــــیـم 
حل مسئله

توســط اقلیدس بیان شدند. او برای 
اولین بار ايدۀ اثبات را در مورد هندسه 
بیان داشت و همچنین مختصری در 

مورد نظریۀ اعداد اثبات را مطرح کرد.
امروزه در تمام شاخه‌های ریاضی اثبات 
وجود دارد و برای دانش‌آموزان نیز از 
دوره‌های متوسطه تا حدودی اثبات‌ها 
شروع می‌شوند. هر چند که در شهود، 
آزمایــش و حتی بازی‌ها اثباتی بیان 
نمی‌شود، اما در ریاضی امروزی این‌ها 
نیز نقشی کمتر از دقت و اثبات ندارند. 
این شهود است که به ما کمک می‌کند 
در مورد چگونگــی اثبات نتیجه‌های 

جدید تصمیم ‌بگیریم.
رســم خطی موازی با یــک خط یا 
رسم خطی عمود بر یک خط، به‌طور 
شهودی زمینه را برای اثبات‌ها آماده 
می‌کند. وقتی به‌طور شهودی مثلثی 
را روی صفحه رســم و بــا زاویه‌های 
آن، سه قسمت را از آن جدا می‌کنیم 
و با قرار دادن این ســه زاویه در کنار 
هم مشــاهده می‌کنيــم که مجموع 
زاویه‌هــای درونی مثلث  اندازه‌های 
برابر ˚۱۸۰ اســت، دانش‌آموز به‌طور 
شهودی به دنبال این موضوع می‌رود 
که ثابــت کند مجمــوع اندازه‌های 
زاویه‌های درونی مثلث ˚۱۸۰ است و 
به دنبال عدد دیگری نمی‌رود. بنابراین 
رابطۀ بین شهود و اثبات‌های رسمی، 
موضوعی بااهمیت است و نباید آن را 

نادیده بگیریم. 
رياضيــات در طول زمــان در جهت 
اســت.  کرده  بیشــتر حرکت  دقت 
بــرای چگونگی این رخداد، از آنچه از 
دیرباز تا کنون مشاهده می‌کنیم مرتباً 
اثبات‌ها دقیق‌تر می‌شوند و لزوم ارائۀ 
اثبات بیشتر مورد توجه قرار می‌گیرد. 
البته اصلی‌ترین دلیل این اســت که 
باید از درســتی آنچه کــه می‌گوییم 
مطمئن باشــیم. یکــی از مهم‌ترین 
دلیل‌هــای اثبــات در ریاضی دلیل 
آموزشی آن است. دانش‌آموز ممکن 
است احساس کند که مفهوم جدیدی 
را درک می‌کند، اما غالباً تنها زمانی که 
تلاش می‌کنــد اثباتی برای آن بیابد، 
درک بهتری از این مفهوم به دســت 
مــی‌آورد. تلاش برای اثبات حتی اگر 

هم به نتیجه نرسد مفيد است. 
معمولاً مهم‌ترین بخش ریاضی این است 
که هر چــه را ادعا می‌کنیــم باید ثابت 
کنيم. به عبارت دیگر، باید بتوانیم بحثی 
منطقی انجام دهیم، به‌طوری که کســی 
نتواند بــه آن ایراد بگیرد یا آن را رد کند. 
در واقع اثبات‌هــای ریاضی توضیح‌های 
متقاعدکننده‌ای هستند برای درستی هر 

آنچه که بیان می‌کنیم. 
در ریاضــی بــه جمله‌های خبــری که یا 
درست هســتند یا نادرست، و نه هر دو، 
»گزاره« می‌گوینــد. بنابراین برای تعیین 
درست‌بودن یا درســت‌نبودن گزاره‌ها به 
اثبات نیاز داریم. پــس می‌توان اثبات را 
این گونه تعبیر کرد: اثبات در ریاضی شامل 
یک سلسله مرحله‌های منطقی است كه از 

فرض یا فرض‌هایی به نتیجه‌ای برسیم.
در اثبات‌هــا معمولاً از »فرض مســئله«، 
یعنی آنچه مســئله به‌عنوان معلوم به ما 
داده است، و تعریف‌ها و قضیه‌های قبلی، 
یا هر آنچه که قبــاً آن‌ها را پذیرفته‌ایم، 
اســتفاده می‌کنیم. همچنین اثبات‌ها به 
روش‌های متنوعی انجام می‌شوند که در 
اینجا نمی‌توانیم همۀ انــواع آن را بیان 
کنیم. زیرا قوانينی به نام »قوانین منطق« 
داریم که در این مرحله قابل بیان نیستند. 
اما تا آنجا که قابل فهم باشد، روش‌هایی 
را بیان می‌کنيم و می‌کوشیم مثال‌هایی را 

در مورد آن‌ها ثابت کنیم. 
اثبــات، روش »اثبات  مهم‌تریــن روش 
مستقیم« اســت؛ روشــی که برای اکثر 
مسئله‌هایی که تاکنون حل کرده‌ایم، به کار 
برده شده است. در این روش با استفاده 
از فرض یا فرض‌های مسئله و آنچه را که 
درستی آن بر ما ثابت شده است، به »حکم 
مســئله«، یعنی آنچه باید نتیجه شــود 
می‌رسیم. مثال‌ها و مسئله‌های زیادی را 
تاکنون بدون آنکه نامی از روش اثبات به 
کار رفته ببریم، حل و ثابت کرده‌ایم. اکنون 
سعی می‌کنيم چند مثال دیگر در این مورد 

حل کنیم.
مثال: ثابت کنید در هر 
مثلث متساوی‌الساقين
مانند شکل 1 ارتفاع‌های

وارد بر دوساق
هم‌اندازه هستند. 

روش‌هـــــــــــای 
اثبات )حل مسئله(

شكل 1

ریاضی
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پاســخ: فرض و حکم مســئله را به زبان 
نوشتاری و به زبان ریاضی می‌نویسیم.

فرض   مثلث متساوی‌الساقین است
حکم ارتفاع‌های نظیر دو ساق هم‌اندازه‌اند

 

فرض  BM AC⊥  ،AB=AC :داریم ABC در مثلث
CN AB⊥ و 

حکم CN=BM

وقتی در هندســه می‌خواهیم مســاوی 
بودن اندازه‌هــای دو پاره‌خــط را ثابت 
کنیم، می‌کوشیم دو مثلث هم‌نهشت پیدا 
کنیم که ایــن دو پاره‌خط دو ضلع از این 
دو مثلث باشــند. با کمی دقت مشاهده 
می‌کنید که دو نوع مثلث می‌توانید پیدا 
کنید که ایــن دو پاره‌خط ضلع‌های آن‌ها 

باشند. آیا می‌توانید آن‌ها را نام ببرید؟
آیــا مثلث‌های AMB و ANC )شــکل 2( 
 CBM و BCN مناسب هستند؟ مثلث‌های

چطور؟ 
می‌دانیــد کــه تمــام ایــن مثلث‌هــا 

قائم‌الزاویه‌اند. چرا؟
پس می‌توانید از حالت‌های هم‌نهشــتی 
مثلث‌های قائم‌الزاویه نیز استفاده کنید. 

. چرا؟  AMB ANC≅� �

شكل 2

BAC CAB∠ ≅ ∠ بنا به فرض داریم: AB=AC و 
∠CAB تفاوتی ندارد و  ∠BAC یا  در واقع 
در هر دو مشــترک است. در نتيجه بنا به 
حالت وتر و یک زاویۀ حاده، این دو مثلث 
هم‌نهشــت‌اند، پس تمام اجزای نظیر به 
 BM=CN :نظیر نیز هم‌نهشــت‌اند؛ یعنی
 BMC و اثبات کامل اســت. اگر دو مثلث
و CNB )شــکل 3( را در نظر بگیرید اثبات 

چگونه است؟ 
شكل 3

این بار ضلع BC در هر دو مشترک است، 

. ABC ACB∠ ≅ ∠ پس: BC=CB و 
در مثلث متساوی‌الساقین زاویه‌های 
مقابــل بــه دو ســاق هم‌انــدازه یا 
هم‌نهشت هســتند. پس این بار نیز 
بنا بــه حالت وتر و يــک زاويۀ حاده 
BCM و دوباره نتیجه  CBN≅� � داریم: 

 .BM=CN :می‌گیریم
 AB AC≅ مشــاهده کردید که فرض 
ABC در اســاس  ACB∠ ≅ ∠ و فرض 
یکی هســتند، زيرا قبلاً ثابت کرده‌ایم 
 AB AC≅ ، اگــر:  ABC� کــه در هــر 
ABC )ویژگی مثلث  ACB∠ ≅ ∠ آنگاه: 
متساوی‌الساقين(. روش اثباتی را که 
انجام دادیم یک روش اثبات مستقیم 

است. 
از فــرض مســاوی‌بودن اندازه‌های 
دو ضلع یا مســاوی‌بودن اندازه‌های 
دو زاویــه و اســتفاده از قضیه‌ای که 
قبلاً درستی آن را می‌دانیم، استفاده 
کردیم و حکم یا نتیجۀ مســئله را که 
»هم‌اندازه‌بــودن دو ارتفاع« اســت 

ثابت کردیم.

مسئلۀ عکس
اکنون فرض کنید جای فرض و حکم 
یا نتیجۀ مسئله را عوض کنیم. در این 
صورت به مسئلۀ دیگری می‌رسیم که 
عکس مســئلۀ قبلی نام دارد. چگونه 

آن را بیان می‌کنید؟
حتماً موفق شده‌اید آن را بنویسید.

ارتفــاع  دو   ، ABC� در  مســئله. 
هم‌انــدازه یا هم‌نهشــت‌اند. ثابت 
�ABC متساوی‌الساقين است.  کنید 
بــه زبــان نمادهای ریاضــی فرض 
و نتیجــه به صــورت زیر هســتند:

فرض ، BM و CN دو ارتفاع‌اند  ABC� در 
 BM CN≅ و: 

نتیجه 
یا حکم

�ABC متساوی‌الســاقین است، 
B C∠ ≅ ∠ AB يا  AC≅ یعنی: 

AB یا  AC≅ بنابرایــن، هــر یــک از 
B را کــه ثابت کنیم، دیگری  C∠ ≅ ∠

نیز ثابت شده است.
اثبــات: باز هم یک اثبات مســتقیم 
و سرراســت داریــم. می‌خواهیــم 
هم‌اندازه‌بودن دو ضلــع یا دو زاویه 
را ثابــت کنیم، پس بایــد دو مثلث 
هم‌نهشــت را در نظر بگیریم. حتماً 

می‌دانید کدام دو مثلث را در نظر بگیرید. 
باید مثلث‌هایی را در نظر بگیریم که اجزای 
هم‌نهشــتی در آن‌ها وجود داشته باشد 
که شــامل یکی از حالت‌های هم‌نهشتی 
مثلث‌ها باشــد. در ضمن این مثلث‌ها 
شــامل اجزایی نیز باشند که می‌خواهیم 

هم‌نهشتی آن‌ها را ثابت کنیم.

شكل 4

آیــا دو مثلت ANC و AMB )شــکل 4( 
می‌توانند به حل مسئله منجر شوند؟ اگر به 
دقت این دو مثلث را بررسی کنید، درست 
 AC و AB است که هر دو شامل دو ضلع
هستند که می‌خواهیم هم‌نهشتی آن‌ها 
را ثابت کنيم، اما در این دو مثلث شــرط 
اولیه، یعنی داشتن اجزای هم‌نهشتی که 
به هم‌نهشتی دو مثلث منجر شوند، وجود 
ندارد. زیرا دو مثلث قائم‌الزاویه هستند که 
فقط یک ضلع از یکی با نظیرش از دیگری 
هم‌اندازه است، آن هم CN=MB و هیچ 

دو جزء هم‌نهشت دیگری نداریم. 
بنابراین به دنبال دو مثلث دیگر می‌رویم. 
MBC چــرا ایــن دو مثلــث  NCB≅� �

هم‌نهشت هستند؟
با کمی جســت‌وجو مشــاهده می‌کنید 
كــه BM=CN و BC=CB. یعنی دو مثلث 
قائم‌الزاویه بنا بــه حالت وتر و یک ضلع 
زاویۀ قائمه هم‌نهشت هستند. در نتيجه: 
NBC و ایــن یعنــی مثلث  MCB∠ ≅ ∠

ABC متساوی‌الساقین است و نیز نتیجه 
.AB=AC :می‌شود

با نمونه‌هایی از اثبات‌هايی که مستقیماً 
از فرض مسئله به نتیجه یا حکم می‌رسیم 
آشنا شــدید. اما چنانچه در بخش قبلی 
اشــاره‌ای شــد، اثباتی را به کار بردیم که 
آن را اثبــات به روش تناقــض یا برهان 
اکنــون می‌خواهیم در  نامیده‌اند.  خلف 
مورد این اثبات توضیح بیشتری بدهیم 
و سعی کنیم مسئله‌هایی را به این روش 
حل کنیم. توضیح دادیم که در ریاضی هر 
جملۀ خبری را که درست باشد یا نادرست 
باشــد و نه هر دو، گزاره می‌نامیم. پس 

ریاضی
ومـدرسه
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در ریاضی هر جمله یا درســت اســت یا 
نادرست است و چیزی بین آن دو وجود 

1ــ نادرست 
2 > 1ــ

4 ندارد. 4<2 درست، اما 
است. با استفاده از این ویژگی می‌توانیم 

روشی را در اثبات‌ها ارائه دهیم. 
این روش، به روش تناقض یا برهان خلف 
معروف اســت. از این نظر آن را تناقض 
می‌گویيم که نتیجۀ به‌دست‌آمده متناقض 
با فرض مسئله است یا متناقض با چیزی 
است که ما درســتی آن را می‌دانیم. نام 
برهان خلف را نیــز به این دلیل برای آن 
انتخاب کرده‌اند که فرض کرده‌ایم گزارۀ ما 
نادرست است و سپس ثابت کرده‌ایم که 
این نادرست در نظر گرفتن آن، متناقص 
با یک واقعیت یا حقیقت دیگری است، 
پس ما نتیجه می‌گیریم که »فرض اول« ما 
درست بوده است و نباید آن را نادرست 
در نظــر می‌گرفتیم. برهان خلف یا روش 
تناقض نه تنها در هندســه بلکه در تمام 
زمینه‌های دیگر ریاضی به کار می‌رود. در 

ادامه مثال‌هایی از هندسه بیان می‌کنیم:
مســئله: فرض کنیــم می‌دانیم مجموع 
اندازه‌های زاویه‌های درونی هر مثلث برابر 
˚۱۸۰ است. اکنون چگونه ثابت کنيم که از 
هر نقطه غیرواقع بر یک خط، یک و فقط 

یک خط عمود بر آن می‌توان رسم کرد. 
اثبــات: بــه روش تناقــض آن را ثابت 
می‌کنيــم. فرض کنیم از نقطۀ M غیرواقع 
بر خــط m دو خط عمــود MA و MB بر 
خط m رسم شــده باشد )شکل 5(. پس 
مثلث MAB پدید می‌آید. می‌دانیم خطی 
بر خط دیگر عمود است هرگاه اندازۀ یکی 
از زاویه‌هــای بین آن دو خــط برابر ˚۹۰ 
باشد. پس اندازه‌های هر یک از زاویه‌های 
MAD و MBA برابــر ˚90 اســت. در این 
صورت مجمــوع اندازه‌هــای زاویه‌های 
۱۸۰ بیشتر می‌شود که این  مثلث MAB از̊ 
متناقض است با اینکه مجموع اندازه‌های 
زاویه‌هــای درونی هر مثلــث برابر ˚۱۸۰ 

اســت. پس فرض خلف 
ما باطل است، یعنی از هر 
نقطه غیرواقع بر یک خط 
عمود  دو خط  نمی‌توانیم 

بر آن رسم کنیم.

شكل 5

مسئلۀ دیگری را با همین فرض حل 
می‌کنيم: 

مسئله: فرض کنیم می‌دانیم مجموع 
اندازه‌های زاویه‌های درونی هر مثلث 
۱۸۰̊ اســت. فرض کنيم مطابق  برابر 
 n دو خط d شکل 6 در یک صفحه خط
و r را چنان قطع کرده باشد که زاویه‌های 

∠B هم‌اندازه‌ باشند.  ∠1A و 1

 n ثابت کنید در این صورت خط‌های
و r موازی هستند.

شكل 6

شكل 7

اثبات: باز به روش تناقض آن را ثابت 
می‌کنیم. خلاف فرض این اســت که 
فرض کنیم n و r موازی نباشند )شکل 
۷(. پس اين دو خــط یکدیگر را در 
نقطه‌ای مانند M قطع می‌کنند. در این 
�MAB را داریم. بنا به فرض  صورت 
∠B هم‌اندازه‌اند،  ∠1A و 1 دو زاویــۀ 
m. اما دو زاویۀ  A m B∠ = ∠ 11 يعنی: 
∠2A مکمل هستند، در نتيجه:  ∠1A و 

 .m A m A∠ + ∠ =1 2 ۱۸۰˚
.m B m A∠ + ∠ =1 2 ۱۸۰ بنابراین:̊ 

�MAB مجمــوع اندازۀ دو  یعنی در 
۱۸۰ و در نتیجه مجموع  زاویه برابــر̊ 
اندازه‌هــای زاویه‌هــای درونــی آن 
از ˚۱۸0 بزرگ‌تر اســت کــه این یک 
تناقض است. زیرا ما قبول کرده‌ایم که 
درونی  زاویه‌های  اندازه‌های  مجموع 
۱۸۰ است. پس فرض  هر مثلث برابر̊ 
خلف یا همان خلاف فرض نادرست 
است. در نتیجه فرض خود ما درست 

بوده است.
اکنون مثالی از حساب بیان می‌کنيم:

مسئله: با عددهای گویا آشنایی دارید. 
هر عــددی را كه بتوانیــم به صورت 
p بنویســیم که p و q عددهایی 

q
α =

صحیح و q مخالف صفر باشد، »عدد 

. اما  4ــ
8

3ــ و 
5

 ، 2ــ
3

گویا« می‌نامنــد؛ مانند: 
معمولاً در این نمایش کسر را تا حد امکان 
. اگر در یک  4ــ

8= 1ــ
2 ســاده می‌کنیم؛ پس: 

مثلــث قائم‌الزاویــه، اندازه‌های دو ضلع 
زاویۀ قائمه واحد باشد، آنگاه بنابر قضیۀ 
 + =1 1 2 فیثاغورس، انــدازۀ وتر برابر 
2 را هرگــز نمی‌توانیم به  اســت. عدد 
pــ كــه p و q عددهایی صحیح 

q صــورت
باشند، بنویسیم.

اکنون می‌خواهیم به روش تناقض آن را 
ثابت کنيم:

=2 کــه p و q به 
pــ
q اثبات: فرض کنیم 

ساده‌ترین حالت نوشته شده‌اند؛ یعنی هیچ 
6ــ که 

عامل مشترکی به غیر از 1 ندارند. مانند 8
3ــ صورت 

4 آن چنان ساده شده است که در 
و مخــرج آن به هیچ عددی به جز 1 قابل 
‌قسمت نیستند. پس فرض خلف این است 
pــ که 

q کــه فرض کرده‌ایم 2 را به صورت
p و q عددهای صحیحی هستند که هیچ 
عامل مشتركی ندارند نوشته‌ايم. یعنی p و 
q کوچک‌ترین عددهای صحیحی هستند 

. 2=
pــ
q :که

p. دو طرف  q= =2 داریم: 2 pــ
q اکنون از

.p2=2q2 :این رابطه را به توان ۲ می‌رسانیم
2q2 عددی زوج اســت، پس p2 نیز باید 

زوج باشد. اما می‌دانیم توان دوم هر عدد 
فرد یک عدد فرد است. چرا؟ 

 2k+1 هر عدد فــرد را می‌توانيم به صورت
بنویسیم، پس: 

)2k+1(2=)2k+1()2k+1(=4k2+4k+1
كه فرد است. چرا؟

پس چون p2 زوج اســت، در نتیجه p نیز 
زوج است و داریم:2k=p. با جای‌گذاری در 

رابطۀ p2=2q2 داریم:
4k2=2q2 یا: q2=2k2. مشابه استدلال قبلی 

از این رابطه هم نتیجه می‌گیریم که q باید 
، آنگاه باید  2= pــ

q زوج باشــد. پس اگر: 
p و q هــر دو زوج باشــند. یعنی این p و 
q دارای عامل مشترک اول ۲ هستند. اما 
 q و p ایــن متناقض با فرض ماســت که
هیچ عامل مشترکی ندارند. بنابراین خلاف 
فرض ما نادرســت و در نتیجه خود فرض 
ما درست است. یعنی 2 را نمی‌توانیم به 
pــ که p و q عددهای صحیحی 

q صورت عدد
هستند بنويسیم. در این صورت می‌گویيم 

2 عددی »گنگ« یا »اصم« است.

ریاضی
و مدرسه
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يـک‌مسـئـله‌و‌چنـد راه‌حـل محسن کیخائی
 BC ارتفاع وارد بر وتر ) A∠ =90˚( ABC مسئله: در مثلث قائم‌الزاویۀ
 ADB در نظر می‌گیریم و دایره‌های محاطی هر یک از مثلث‌های AD را
ABC، و ADC را رسم می‌کنیم )شکل 1(. اگر اندازۀ شعاع این دایره‌های 

 r s t AD+ + = محاطی به ترتیب s ،r و t باشد، ثابت کنید: 
 

شكل 1

چند نکته و مثال
1. منظور از دایرۀ محاطی مثلث دایره‌ای اســت که داخل مثلث و 

مماس بر اضلاع آن است.
2. اگر از نقطه‌ای خارج از دایره دو مماس بر آن رسم کنیم، طول این 

مماس‌ها برابر است )شکل 2(.
شكل 2

AM AN=

3. شــعاع دایره در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است )شکل 
.)3

شكل 3

OH d⊥

A´B´Ć )که ضلع‌هــای BC ،AB و CA به  4. در دو مثلــث ABC و 
C´Á هســتند( اگر نسبت  B´C و   ́،A´B́ ترتیب متناظر با ضلع‌های 

اندازۀ ضلع‌های متناظر برابر و مقداری ثابت باشــد، یعنی داشته 

'A'Bباشیم:  A 'C' B'C' k
AB AC BC

= = =

 ABC A'B'C'∆ ∆∼ این دو مثلث را متشابه می‌گوییم و به صورت 
نمایش می‌دهیم و k را نسبت تشابه دو مثلث می‌نامیم و برعکس، 

ABC )با نسبت تشابه k( نتیجه می‌شود:  A'B'C'∆ ∆∼ یعنی اگر 
A'B' A 'C' B'C' k
AB AC BC

= = =

  B B'∠ = ∠ ، A A'∠ = ∠ ، داریم:  ABC A'B'C'∆ ∆∼ همچنین اگر: 
. C C'∠ = ∠ و 

A´B´Ć داشــته  و برعکــس، یعنی اگــر در دو مثلث ABC و 
B  می‌تــوان نتیجــه گرفت:  B'∠ = ∠ A و  A'∠ = ∠ باشــیم 
، که این حالت تشــابه را با »ز- ز« نمایش  ABC A'B'C'∆ ∆∼

می‌دهیم )شکل 4(.
)با توجه بــه اینکه مجموع اندازه‌هــای زاویه‌های داخلی هر 

). C C'∠ = ∠ مثلث 180 درجه است، به‌وضوح داریم: 
شكل 4

5. اگر در یک مثلث قائم‌الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر را رسم کنیم، 
دو مثلث پدید می‌آیند که با مثلث اصلی متشابه‌اند )شکل 5(.

ABC DBA DAC∆ ∆ ∆∼ ∼ بنابراین می‌توان نتیجه گرفت: 
شكل 5

تمرین 1. دلایل درستی نکتۀ قبل را بیان کنید.
6. اگر دو مثلث متشابه باشند، نسبت هر دو جزء خطی نظیر در 
دو مثلث، برابر نسبت تشابه است. مثلاً نسبت اندازۀ ارتفاع‌های 

نظیر در دو مثلث متشابه برابر نسبت تشابه است. 
و مــورد مهمی که در ادامه از آن اســتفاده خواهیم کرد، چنین 
اســت: اگر دو مثلت متشابه باشند، نســبت شعاع دایره‌های 

محاطی این دو مثلث، با نسبت تشابه برابر است.
، بنابراین:  1

2
A'B' A 'C' B'C'
AB AC BC

= = = مثال 1. در شــکل 6 داریم: 
1
2r

r ' = ABC و  A'B'C'∆ ∆∼

 
شكل 6

ریاضی
ومـدرسه
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 ، ABC A'B'C'∆ ∆∼ مثال 2. با در نظر گرفتن شکل 6 و اینکه: 
. r r '
BC B'C'

= ثابت کنید: 

'B'C نتیجه می‌شــود:  r '
BC r

= پاســخ: بــا توجه به اینکــه: 

. r r '
BC B'C'

=

اثبات مسئله: 
روش اول: شــکل 1 را در نظر بگیرید. با استفاده از نکتۀ 2 

برای مثلث ADC )شکل 7( داریم:
AC AD t DC t t AD DC AC

AD DC ACt

= − + − ⇒ = + −

+ −⇒ =

2

2
شكل 7

و برای مثلث ADB )شکل 8( هم داریم:

AD BD ABAB AD s BD s s + −= − + − ⇒ = 2
 

شكل 8

 r که شــعاع دایرۀ محاطی آن ABC همچنین برای مثلث
است، نتیجه می‌شود: 

AB AC BCr + −= 2   
بنابراین:

 

BC BD DC

AB AC BC AD BD AB AD DC ACr s t

AD BC BD DC r s t AD= +

+ − + − + −+ + = + +

− + += → + + =

2 2

2
2

. AB AC BCr + −= 2 تمرین ۲. ثابت کنید: 

روش دوم: به کمک نکات ابتدایی و مثال‌های 1 و 2 نتایج 

زیر حاصل می‌شوند:

)1(
r sBAC BDA

AC AD
r tBAC CDA

AB AD

∆ ∆ ⇒ =

∆ ∆ ⇒ =


∼

∼

و رابطه‌ای را که قرار اســت اثبات کنیم، می‌توان به صورت زیر 
نوشت:

1r s tr s t AD
AD AD AD

+ + = ⇒ + + =             )2(
rاکنون از )1( و )2( نتیجه می‌شود: r r

AD AC AB
+ + = 1  

r در واقع رابطۀ مورد  r r
AD AC AB

+ + بنابراین با اثبات رابطۀ 1=

نظر در مسئله را اثبات کرده‌ایم. با در نظر گرفتن شکل 9 داریم:

1
2

1 BIC AIB CIA BIC CIAAIB

ABC ABC ABC ABC

S S S S SS
S S S S

BC r AB r AC r

BC AD AB AC AC AB

r s t
AD AD AD

+ +
= = + +

× × ×
= + +

× × ×

= + +

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

 

شكل 9

تمرین3. در شــکل 10، مثلث ABC قائم‌الزاویه است و دایره به 
مرکز O و شعاع r بر ضلع AB و امتداد اضلاع AC و BC مماس 

است. با در نظر گرفتن BC=a ،AB=c و AC=b ثابت کنید:

2
b c ar + −=  

 
شكل 10

منابع
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دریا سپس شکل 1 را رسم کرد:
 

اکنون مســئله از ما می‌خواهد نقطــه‌ای را پیدا کنیم که 
نسبت به این سه دهکده فاصله‌ای برابر داشته باشد. 

ســاحل: من فکر می‌کنم اول باید نقطه‌ای را پیدا کنیم که 
از دو دهکده به یک فاصله باشــد. فکر می‌کنم این مسئله 

ساده‌تر است. 
دریا: درست است. بنابراین مسئلۀ جدید ما این است که 
چه نقطه‌هایی از دو دهکدۀ خیام و بیرونی فاصله‌ای برابر 

دارند؟
ســاحل: فهمیدم. ما می‌توانیم این دو نقطه را دو سر یک 
پاره‌خط فرض کنیم. در این صورت، تمام نقطه‌هایی که روی 

عمودمنصف این پاره‌خط قرار دارند، جواب مسئله هستند.
او سپس عمود منصف BA را رسم کرد )شکل 2(. 

دهکده‌های خیام، خوارزمی و بیرونی در دشــت سرسبز و 
حاصلخیزی قرار دارند. این ســه دهکده روی یک مســیر 
مستقیم نیستند. چون هر دهکده تعداد اندکی دانش‌آموز 
دارد، ریش‌سفیدان ســه دهکده تصمیم گرفته‌اند که یک 
مدرسه برای ســه دهکده بسازند. آن‌ها می‌خواهند محل 
ساختمان مدرسه را طوری انتخاب کنند که طول مسیر رفت 
و آمد بچه‌های هر سه دهکده یکسان باشد. به آن‌ها کمک 

کنید!
روحیۀ مبارزه‌طلبی خود را هنگام حل مسئله تقویت کنید: 

ابتدا برای حل مسئله تلاش کنید، بعد بحث را پی‌بگیرید.
دریا و ساحل با مشارکت یکدیگر این مسئله را حل کرده‌اند. 

بحث‌ها و روند کار آن‌ها را بررسی می‌کنیم. 
ساحل: دریا، تو هم مثل من فکر می‌کنی؟ به نظر من این 

مسئله شبیه مسئله‌های ریاضی نیست.
دریا: ما قبلاً هم مسئله‌هایی را حل کرده‌ایم که در نگاه اول 
مســئلۀ ریاضی نبودند، ولی هرچه بیشتر دقت می‌کردیم 

ارتباط آن‌ها را با ریاضی بیشتر متوجه می‌شدیم.
ساحل: اتفاقاً اولین چیزی که از این مسئله به ذهنم رسید 
مثلث بود، زیرا خانۀ پدربزرگ من در روستایی است که دو 
روســتای دیگر هم نزدیک آن قرار دارند. وقتی بالای کوه 
پشت روستا می‌رویم، سه تا روستا و جاده‌های بین آن‌ها 
شکلی شبیه مثلث می‌سازند! اما بعداً خیال کردم که این 

موضوع هیچ ربطی به مسئلۀ ما ندارد.
دریا: جالب است چون در صورت مسئله گفته شده که سه 

دهکده روی یک مسیر مستقیم نیستند.
ساحل: خب حالا باید چه‌کار کرد؟

دریا: بیا شــکلی رســم کنیم و محل دهکده‌ها را با نقطه 
نشان دهیم.

ش رستگار
بآر

خا
 به انت

مدرسه را کجا باید ساخت؟

8
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دریا: اما این که بی‌نهایت نقطه به دست می‌دهد!
ساحل: من همیشه از بی‌نهایت می‌ترسیدم! 

دریا: ما به دنبال نقطه‌ای هستیم که از دهکدۀ سوم هم همان 
فاصله را داشته باشد.

ساحل: خب عمودمنصف BK را هم رسم می‌کنیم، چون نقاط 
آن از دو نقطۀ B و K به یک فاصله است.

او سپس عمود منصف BK را رسم کرد )شکل 3(.

دریا: چه اتفاق جالبی! کار تمام اســت! چون محل برخورد دو 
عمودمنصف، در واقع از ســه رأس به یک فاصله است؛ یعنی 

عمودمنصف BK نیز از نقطۀ O می‌گذرد. 
دریا و ســاحل مسئله را حل کردند اما از نظر دقت ریاضی یک 
نکتۀ بسیار ظریف پنهان مانده است. این استدلال وقتی کاملاً 
دقیق اســت که به این سؤال پاســخ داده باشیم: »اگر شکل 
طوری باشــد که دو عمودمنصف یکدیگر را قطع نکنند، پاسخ 
مســئله چگونه خواهد بود؟ آیا اساساً چنین وضعی می‌تواند 

اتفاق بیفتد؟«
مسئله: اکنون که نقطه‌ای پیدا کرده‌ایم که از سه دهکده فاصلۀ 
برابر دارنــد، آیا مجموع فاصله‌های ایــن نقطه تا دهکده‌ها 

کمترین مقدار ممکن )کوتاه‌ترین( است؟
بزرگراه‌ها

سه بزرگراه با یکدیگر تلاقی دارند؛ به‌طوری که زمین مثلث شکلی 
بین آن‌ها ایجاد شــده است. قرار است کارخانه‌ای در این زمین 
احداث شود. از نظر اقتصادی بهترین مکان احداث کارخانه جایی 
است که از نظر دسترسی کارخانه به بزرگراه‌ها یکسان باشد؛ یعنی 
فاصلۀ کارخانه تا بزرگراه‌ها برابر و کمترین مقدار ممکن باشــد. 

بهترین مکان احداث کارخانه را پیدا کنید.
مســئله‌ها را به مبــارزه بطلبید. این مبارزه‌هــای فکری باعث 
شکوفایی توانایی‌های ذهنی می‌شوند. این فرصت‌ها را به خود 
اختصاص دهید. نیلوفر و پروانه روی این مسئله کار کردند و پس 
از پایان کار، جریان فکری خودشان را به صورت زیر گزارش دادند:

نیلوفر: فکر می‌کنم رســم یک شکل به درک مسئله و وضعیت 
بزرگراه‌ها و کارخانه کمک می‌کند. 

پروانه: من هم موافقم.  سپس شکل تقریبی 4 را برای مسئله 
رسم کرد.

نیلوفر: خیلی خوب شــد. به نظر می‌رسد همان مثلث داخلی 
شکل، برای ما بس باشد.

شكل 4

پروانه: بعدش باید چه‌کار کنیم؟
نيلوفر: واضح اســت که محل کارخانــه باید داخل این مثلث 

باشد.
پروانه: روی ضلع‌ها چطور؟

نیلوفــر: نمی‌دانم باید یک بار دیگر صورت مســئله را با دقت 
بخوانیم. در صورت مسئله گفته شده است که فاصله از سه بزرگراه 

برابر باشد؛ بنابراین محل کارخانه نمی‌تواند روی ضلع باشد.
پروانه: فاصله از بزرگراه برای من واضح نیست. 

نیلوفر: در حالت کلی فاصلۀ یک نقطه از یک خط یعنی اندازۀ 
عمودی که از آن نقطه بر خط رسم شود.

پروانه: یک بار دیگر صورت مســئله را با هم مرور می‌کنیم. ما 
باید نقطه‌ای را پیدا کنیم که از ســه ضلع به یک فاصله باشد. 

بهتر است روش حدس و آزمایش را در پیش بگیریم.
نیلوفر: باید جایی وسط شکل 5 باشد.

شكل 5

پروانه: با این روش به جایی نمی‌رسیم. من فکر می‌کنم راهکار 
زیر به حل مسئله‌ها کمک می‌کند.

نیلوفر: فهمیدم! اگر یک نقطه از سه ضلع به یک فاصله باشد، 
بایــد از دو ضلع هم به یک فاصله باشــد. بنابراین باید روی 

نیمساز زاویۀ بین آن دو ضلع باشد. 
پروانه: احســاس من هم این بود که این مسئله به نیمسازها 
مربوط است. بهتر است نیمسازها را رسم کنیم ببینیم چه اتفاقی 

می‌افتد )مثلث و دو نیمساز را دوباره مانند شکل 6 رسم کرد(.
شكل 6

نیلوفر: مسئله حل شده است.

منبع
تابش، يحيی؛ حاجی‌بابايی، جواد؛ رســتگار، آرش )1379(. آموزش هنر حل مسئله. 

سازمان پژوهش و برنامه‌ريزی آموزشی. وزارت آموزش‌وپرورش. تهران.

ریاضی
و استدلال
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 محمدحسین‌دیزجی

é بارها شــنیده‌ایم و خوانده‌ایم که ریاضیات دانشــی 
زیباســت. می‌خواهیم از زبان شما بشنویم این زیبایی 

کجاست و ما چگونه می‌توانیم آن را ببینیم؟
è ابتدا خوب است اشاره کنم که زیبایی ریاضیات مفهومی 
فلســفی و هنری اســت که برای توصیف جنبه‌های 
زیبایی در ریاضیات به کار می‌رود. از طرف دیگر، زیبایی 
ریاضیات را می‌توانيم در الگوها، ساختارها و تقارن‌های 
پیدا و پنهان دنیای فیزیکی و انتزاعی ببينيم. ریاضیات 
همچنین می‌تواند ایده‌هــای پیچیده را به روش‌های 
ساده و ظریف بیان کند و حتی بین حوزه‌های به‌ظاهر 
نامرتبط ارتباط ایجاد کنــد. زیبایی ریاضیات می‌تواند 
به ما کمک کند که ریاضیــات را بهتر درک کنیم، از آن 
لذت ببریم و انگیزه‌ای برای یادگیری آن پیدا کنیم. برای 
دیدن زیبایی ریاضیات، ما باید با ریاضیات آشنا شویم، 
با مثال‌ها و تمرین‌ها توانایی‌های خود را افزایش دهیم 

و با ریاضی‌دانان و علاقه‌مندان به ریاضیات ارتباط بگیریم. 

é لطفاً چند مثال از این زیبایی‌ها را به مخاطبان خوب مجله 
ارائه بفرمایید.

è به چند نمونه از زیبایی‌های ریاضیات اشاره می‌کنم:
 دنبالۀ فیبوناچی مجموعه‌ای از عددهاست که هر جملۀ 
آن برابر مجموع دو جملۀ قبلی اســت )مانند 1، 1، 2، 3، 5، 
8، 13، ... (. ایــن دنباله غالباً در طبیعت ظاهر می‌شــود؛ 
مانند چیدمان گلبرگ‌ها، دانه‌ها، برگ‌ها و مارپیچ‌ها و حتی 

کاشی‌کاری‌های برخی از بناهای تاریخی و مسجدها. 

فراتر از دو دهه اســت که در زمینۀ برنامه‌ریزی و تألیف کتاب‌های فیزیک و کتاب‌های علوم تجربی دورۀ اول متوســطه 
فعالیت می‌کند. در یکی دو سال اخیر نیز مسئولیت گروهی را به عهده داشته ‌است که قصد دارد کتاب‌های کار و فناوری 
را که در حال حاضر از پایه‌های ششم تا نهم ارائه می‌شوند، بر اساس نیاز واقعی دانش‌آموزان و با استانداردهای امروزی 
آموزش، برنامه‌ریزی و تألیف کند. خوشــبختانه این پروژه برای پایه‌های ششــم و هفتم به سرانجام رسیده و در سال 
تحصیلی ۱۴۰۳-۱۴۰۲ در برخی از مدرســه‌های هشت استان کشــور در حال اجرای آزمایشی است. وی از همان دوران 
دانش‌آموزی همواره از مواجهه با مســئله‌های رياضی و حل آن‌ها لذت می‌برد. حتی به ياد دارد در دوران دانشجويی، 
هنگامی كه درس رياضی عمومی 2 را می‌گذراند، مســئله‌ای را كه راه‌حلی طولانی و چند صفحه‌ای داشــت، به روشی 
خلاقانه و تنها با چند خط حل کرد و بســيار مورد تشويق استاد درس قرار گرفت. از آنجا كه تحصيلات ایشان در زمينۀ 
فيزيک بود، در تمام دوران تحصيل ارتباط تنگاتنگی با رياضيات داشت. خودش می‌گويد: »همۀ ما می‌دانيم كه ریاضیات 
و فیزیک رابطۀ نزدیکی با هم دارند. ریاضیات ابزار و زبان توصیف و درک پدیده‌های فیزیکی اســت.« از سال 1400 نیز 
با مجلۀ رشد رياضی برهان متوسطۀ اول همکاری می‌کند و مجموعه مقاله‌های کوتاهی را که دربرگیرندۀ موضوع‌های 
متنوعی در زمینۀ ارتباط ریاضیات با علوم هستند، برای شما تألیف می‌کند. با هم گفت‌وگو با دکتر روح‌اللّه خلیلی ‌بروجنی 

را می‌خوانیم.

ریـــــاضیات 
ابزاری قدرتمند

 برای درک بهتر جهان 

گفت‌وگو با دکتر روح‌الله خلیلی بروجنی 
پژوهشگر، مؤلف و نویسندۀ مجلـ﹦ 
رشد ریاضی برهان متوسطـ﹦ اول
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 اتحاد اویلر که ممكن است در نگاه اول كمی نامفهوم و 
عجيب به نظر شما برسد، در واقع فرمولی است که پنج ثابت 
 e و در آن eiπ +1=0 :بنیادی ریاضی را به هم مرتبط می‌کند
عدد اویلر و برابر 2/71828 اســت. i نمادی است كه مجذور 
)توان دوم( آن برابر 1- است و »عدد پی« همان ثابت نسبت 
محیط دایره به قطر آن اســت. این فرمول از نظر بسياری 
از ریاضی‌دانــان به عنوان یکــی از زیباترین، ظریف‌ترین و 

عمیق‌ترین معادله‌ها در ریاضیات شناخته می‌شود.

é آیا این زیبایی فقط در شکل‌های هندسی ریاضیات وجود 
دارد یا آن را می‌توان در بخش‌های دیگر این دانش هم دید؟ 

لطفاً مثال بزنید.
è نه‌تنهــا در تمامی بخش‌های دانــش ریاضیات و دیگر 
دانش‌های بنیادی مانند فیزیک این زیبایی‌ها وجود دارند، 
بلکه همان‌طور که در جواب پرسش قبل اشاره کردم، ریاضیات 
حتی می‌تواند بین حوزه‌های به ظاهر نامرتبط ارتباط ایجاد 
کند و با کمی دقت به زیبایی‌های آشکار و پنهان آن نیز پی 
برد. برای مثال وقتی به گل آفتابگردان نگاه می‌كنيم، همۀ 
زیبایی‌های آن به نوعی مرتبط با مجموعۀ فیبوناچی است 

که جلوه‌های فراوانی در طبیعت دارد.

é می‌گویند ریاضیات باعث می‌شود ما درک بهتری از جهان 
اطرافمــان پیدا کنیم. چنین چیزی چطــور می‌تواند اتفاق 

بیفتد؟
è ریاضیات ابزاری قدرتمند است که به ما کمک می‌کند درک 
بهتری از جهان اطرافمان پیدا کنیم. جهان پیرامون ما مملو 
از پدیده‌های فیزیکی و زیستی گوناگون و شگفت‌انگیزی 
است که برای شناخت و بررسی عميق آن‌ها ناگزیریم سراغ 
ریاضیات برویم. با استفاده از ریاضیات می‌توانیم نظریه‌ها و 
مدل‌هایی بسازیم که به ما کمک می‌کنند جنبه‌های متفاوت 
اين پدیده‌هــا را بهتر و عمیق‌تر بفهمیــم، و رفتار آن‌ها را 

پیش‌بینی و پایش کنیم. 
مدل‌هــا و نظریه‌هایی که به كمک ریاضیــات برای درک 
پدیده‌های مختلف می‌سازیم می‌توانند به ما بگویند که چه 

چیزهایی ممکن و چه چیزهایی ناممکن هستند.
افزون بر پدیده‌های فیزیکی و زیستی که به آن اشاره کردیم، 
ریاضیات در بســیاری از علوم دیگر و فناوری‌ها کاربرد دارد. 
برای مثال، ریاضیات در رمزنگاری، هوش مصنوعی، رباتیک، 
مهندســی، اقتصاد و آمار نیز کاربرد فراوانی دارد. ریاضیات 

همچنین می‌تواند به مــا در برقراری ارتباط، اســتدلال و 
استدلال منطقی و دقیق کمک کند.

é برخی معتقدند که ریاضیات می‌تواند ابزاری برای پرورش 
خلاقیت و رشد تفکر منطقی باشد. به نظر شما چطور می‌توان 
از ریاضیات برای پرورش خلاقیت و رشد تفکر منطقی استفاده 

کرد؟
è به مورد خوبی اشاره کردید. بنده می‌خواهم به فراتر از این 
هم اشاره کنم. برخی ریاضی‌دانان بر این باورند که ریاضیات 
هنری خلاقانه و حتی نوعی فرهنگ اســت که با شــعر و 
موسیقی مشابهت‌های فراوانی دارد. آن‌ها از صفت‌هایی 
مانند ظریف، زیرکانه، شــگفت‌انگیز، ســاده و کامل برای 
توصیف روش‌ها و نتایج ریاضی استفاده می‌کنند. ریاضیات 
یک زبان ارتباطی نیز هست که می‌تواند به ما کمک کند با 

دیگران ارتباط برقرار کنیم.
ریاضیات می‌تواند به ما کمک کند که خلاقیت و تفکر انتقادی 
خود را تقویت کنیم. با حل مسئله‌های ریاضی، ما می‌توانیم 
راه‌حل‌های جدید و متفاوت را امتحان کنیم، استدلال‌های 
منطقی خود را سامان و ســازمان دهیم و آن‌ها را بررسی 
کنیم. همچنين اشتباهات و تناقضات را شناسایی و اصلاح 

کنیم و از نظریه‌ها و مفاهیم ریاضی الهام بگیریم. 
در مجموع می‌توان گفت ریاضیات می‌تواند با ارائۀ ابزارها، 
روش‌ها و فرصت‌هایی برای تفکر، و ایجاد و برقراری ارتباط 
به روش‌های جدید و هیجان‌انگیز به ما کمک کند خلاقیت 

خود را توسعه دهیم. 

é به نظر شما چگونه می‌توان فرصتی را برای دانش‌آموزان 
فراهم کرد تا آنان بتوانند مهارت‌های ریاضی خود را تقویت 
کنند، به چالش بکشــند و با هم در این زمینه رقابت سالمی 

داشته باشند؟
è به نظرم راه‌های زیادی برای اين کار وجود دارند. شــاید 
یکی از محبوب‌ترین و مؤثرترین راه‌ها شرکت در مسابقه‌های 
ریاضی باشد. مسابقه‌های ریاضی در هر سطحی كه باشند 
می‌توانند تفکــر منطقی، مهارت حل مســئله و خلاقیت 
دانش‌آموزان را توسعه دهند. همچنین مفهوم‌ها و فن‌های 
)تکنیک‌های( جدیدی را که در برنامۀ درسی معمولی پوشش 
داده نشــده‌اند، بیاموزند، در یادگیری و حل مســئله‌های 
ریاضی اعتمادبه‌نفس و انگیزه کسب کنند، و با دانش‌آموزان 
دیگری که در ریاضیات علاقه و اشتیاق مشابهی دارند تعامل 

داشته باشند.

é ریاضیات چگونه می‌تواند در حل مسئله‌های واقعی زندگی 
به ما کمک کند؟

è ریاضیات ابزار قدرتمندی ا‌ست که در همه جا وجود دارد و 



می‌تواند به ما در حل مسئله‌های زندگی واقعی در حوزه‌های 
گوناگون مانند علوم، مهندسی، کسب و کار، سلامت، هنر 
و غیره کمک کند. به عبــارت دیگر، ریاضیات تقریباً در هر 
موقعیتی که مستلزم منطق، استدلال و حل مسئله است، 
قابل استفاده اســت. در اینجا چند نمونه از اینکه چگونه 
ریاضیات می‌تواند به ما در حل مسئله‌های زندگی واقعی 

کمک کند، آورده شده است:
- آشــپزی: ریاضیات می‌تواند به مــا در اندازه‌گیری مواد، 
تبدیل يكاها، تنظیم دستور پخت، محاسبۀ زمان پخت و 
غیره کمک کند. برای مثال، اگر بخواهیم کیکی برای شش 
نفر درســت کنیم، اما دستور تهیۀ آن برای چهار نفر است، 
می‌توانیم مقدار مواد مورد نیاز را در 1/5 ضرب کنیم. یا اگر 
دستور پخت برحسب درجۀ سانتی‌گراد است، اما تنظيمات 
فِر ما برحســب درجۀ فارنهایت اســت، می‌توانیم از یک 

فرمول سادۀ ریاضیاتی برای تبدیل دما استفاده کنیم.
- خریــد: ریاضیات می‌تواند به ما در مقایســۀ قیمت‌ها، 
محاســبۀ تخفیف‌ها، بودجه‌بندی هزینه‌هایمان، تخمین 

مالیات و غیره کمک کند.
- ســفر: ریاضیات می‌تواند به ما در برنامه‌ریزی ســفرها، 
یافتن بهترین مسیرها، تبدیل ارز، محاسبۀ مسافت و غیره 

کمک کند.
- بــازی: ریاضیــات می‌تواند به ما در شــناخت و انجام 
بازی‌های گوناگون کمک کند. برای مثال، اگر بخواهیم یک 
جدول سودوکو را حل کنیم، می‌توانیم از منطق ریاضیاتی 

برای حذف عددهای ممکن در هر خانه استفاده کنیم.

é یکی از وظایف مدرســه آمــوزش مهارت‌های زندگی به 
دانش‌آموزان است. به نظر شما ریاضی در این زمینه چطور 

می‌تواند کمک‌کننده و مؤثر باشد؟
è به سؤال بسیار خوبی اشاره كرديد. به‌طور كلی مهارت‌های 
زندگــی توانایی‌ها و دانش‌هایی هســتند که مــا را قادر 
می‌ســازند به‌طور مؤثر با چالش‌ها و فرصت‌های زندگی 
روزمره روبه‌رو شــویم. ریاضیات می‌تواند در این زمینه از 
بســیاری جنبه‌ها مفید و مؤثر باشد. برای روشن‌تر شدن 

موضوع در ادامه به چند نمونه اشاره می‌كنم:
- ریاضیات می‌تواند به ما کمک کند مهارت‌های حسابداری 
خود را توســعه دهیم. اين مهارت‌ها برای درک و استفاده 
از عددهــا، داده‌ها و اندازه‌گیری‌ها در زمینه‌های متفاوت، 
ماننــد امور مالی، بهداشــت، کار و اوقات فراغت ضروری 
است. مهارت‌های عددی می‌تواند به ما در مدیریت پول، 
برنامه‌ریزی زمان، مقایسۀ گزینه‌ها و تصمیم‌گیری آگاهانه 

کمک کند.
- ریاضیات می‌تواند بــه ما کمک کند مهارت‌های منطقی 

خــود را که برای تفکر انتقــادی، تحلیلی و خلاقانه مهم 
است، توسعه دهیم. مهارت‌های منطقی می‌تواند به ما در 

حل مسئله‌ها، استدلال و برقراری ارتباط مؤثر کمک کند.
- ریاضیات می‌تواند به ما کمک کند مهارت‌های تجســم 
فضایی خود را توســعه دهیم؛ مهارتی که برای تجسم و 
دستکاری شکل‌ها، شــی‌ء‌ها و الگوها، در دو و سه بعد، 
مفید است. مهارت‌های تجسم فضایی همچنين می‌تواند 
به ما در جهت‌یابی، طراحی و تولید محصولات گوناگون 

یاری رساند. 
- ریاضیات می‌توانــد به ما کمک کند تا مهارت‌های بین 
فــردی خود را که برای کار و همکاری با دیگران مورد نیاز 
اســت، توســعه دهیم. مهارت‌های بین فردی به ما در 

برقراری ارتباط، همکاری و گفت‌وگو یاری می‌دهد. 

é آیا می‌توانید راهکارهایی برای ترغیب دانش‌آموزان به 
فعالیت و مشارکت بیشتر در کلاس‌های ریاضی پیشنهاد 

دهید؟
è به نظرم پاسخ به این پرسش جنبه‌های گوناگونی دارد 

که سعی می‌کنم به برخی از آن‌ها اشاره کنم:
- ایجــاد جو پرشــور و جذاب در کلاس‌هــای ریاضی با 
اســتفاده از روش‌های تدریس فعال؛ مانند اکتشــافی، 

استقرایی، حل مسئله و بارش فکری.
- تشویق دانش‌آموزان به مشارکت در تصمیم‌گیری‌های 

کلاس. 
- ایجاد رقابت‌های سالم و مفید در کلاس‌های ریاضی. 

- تشویق دانش‌آموزان به حل مسائل ریاضی در خانه و به 
اشتراک گذاشتن راه‌حل‌های خود با دیگران.

- اســتفاده از بازخوردهای مثبت و منفی به منظور بهبود 
عملکرد دانش‌آموزان.

- استفاده از فناوری‌های نوین و جذاب مانند پویانمایی 
)انیمیشن(، دست‌سازه و محتواهای الکترونیکی به منظور 

جذب توجه دانش‌آموزان.
- ارائــۀ آموزش‌ها و فعالیت‌های متمایــزی که نیازها و 
علاقه‌های متنوع دانش‌آموزان را برآورده سازند. این امر 
می‌تواند به دانش‌آموزان کمک کند متناسب با سطح خود 

یاد بگیرند.
- توجــه بــه بازی‌هــای ریاضــی و »جورچین‌هایی« 
)پازل‌هایی( که ســرگرم‌کننده و چالش‌برانگیز هســتند. 
این كار به دانش‌آموزان کمک می‌کند مهارت‌های ریاضی 
خود را تمرین کنند، به ایده‌های جدیدی دست یابند و از 

ریاضی به عنوان فعالیتی سرگرم‌كننده لذت ببرند.

é با سپاس از شما.

گفت‌وگو
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امروز می‌خواهیم دربارۀ مفهومی در اقتصاد 
صحبت کنیم که همۀ افراد صاحب درآمد 
با آن سروکار دارند. اگر منبع درآمد خانوادۀ 
شــما حقوق دولتی باشد و یا اگر درآمدی 
از شــغل‌های آزاد و غیردولتی دارید، باید 
با مفهوم »مالیات« آشنایی داشته باشید. 
مالیات در اقتصاد انواع گوناگون دارد؛ مثل 
مالیات بر درآمد، مالیات بر ارث، مالیات بر 

تولید و مالیات بر ارزش افزوده.
مالیات به زبان ســاده یک هزینۀ اجباری 
اســت که توســط هر دولــت از یک فرد 
یا شــرکت دریافت می‌شــود. دولت‌ها با 
جمع‌آوری این درآمد که از مالیات به‌دست 
می‌آید، کارهــای عمومــی و خدمات به 
جامعه ارائه می‌دهند. بخشی از منابع مالی 
خدمات آموزش رایگان، خدمات بهداشت 
و سلامت، خدمات راه‌سازی و شهرسازی و 
سایر خدمات عمومی که دولت موظف به 
انجام آن است، از منابع درآمدهای مالیاتی 

تأمین می‌شود.
ســهم درآمد مالیات از کل منابع دولت در 
کشورهای مختلف، متفاوت است و تابع 
قوانین و مقررات همان کشور است. به‌طور 
کلی دو دســته مالیات وجود دارد: مالیات 

مستقیم و مالیات غیرمستقیم. 
مالیات مســتقیم در یک دسته‌بندی کلی 
به دو بخش مالیات بر دارایی و مالیات بر 
درآمد تقسیم می‌شود. مالیات بر درآمد هم 
انواع متفاوتی دارد که یکی از آن‌ها مالیات 
بر درآمد مشاغل است. هر فردی که صاحب 
شغل باشد مشمول این مالیات می‌شود. 

مادۀ ۹۳ قانون مالیات‌های مســتقیم 
تأکید می‌کند: »درآمدی که شــخص 
حقیقی از طریق اشــتغال به مشاغل 
یا به عناوین دیگر غیر از موارد مذکور 
در سایر فصل‌های این قانون در ایران 
تحصیل کند، پس از کسر معافیت‌های 
مقرر در این قانون، مشمول مالیات بر 

درآمد مشاغل است.« 
شــاید برای شما این ســؤال مطرح 
شــود که معافیت مالیاتی چیست؟ 
در قوانین شــرایطی پیش‌بینی شده 
اســت که فرد از پرداخت بخشــی از 
مالیات معاف می‌شود. برای مثال اگر 
درآمدش از عدد مشــخصی پایین‌تر 
باشد و یا صاحب کسب‌وکار، بخشی 
از درآمدش را در کارهای آموزشــی و 
یا محیط‌زیســتی صرف کرده باشد، 

مشمول معافیت مالیاتی می‌شود. 
نحوۀ محاسبۀ مالیات بر درآمد مشاغل 
به صورت پلکانی اســت و مطابق زیر 

محاسبه می‌شود:
é تــا 47 میلیون و 500 هــزار تومان 
از ســود ســالیانه از معافیت مالیاتی 

برخوردار است.
é تــا 200 میلیون تومــان اول درآمد 

مشمول مالیات نرخ 15 درصد.
é تــا 200 میلیون تومــان دوم درآمد 

مشمول مالیات نرخ 20 درصد.
é باقی‌ماندۀ درآمد مشمول مالیات با نرخ 

25 درصد.
با یک مثال نحوۀ محاسبۀ مالیات را دقیق‌تر 
شــرح می‌دهیم. فرض کنید پدر شما یک 
فروشگاه لباس فروشــی دارد و درآمدش 
در یک ســال 1500000000 تومان باشد. اگر 
هزینه‌هایش را، مثل هزینۀ آب، برق، گاز، 
مخابرات و همچنین بیمه، دستمزد کارکنان 
و اجارۀ فروشــگاه را کم کنیم، سود خالص 

900000000 تومان شود.
 200000000+200000000+500000000 =900000000
200 میلیون تومان اول از سود شما با نرخ 

15 درصد که می‌شود 30 میلیون تومان
200 میلیون تومان دیگر با نرخ 20 درصد که 

می‌شود 40 میلیون تومان
500 میلیون تومان با نــرخ 25 درصد که 

می‌شود 125 میلیون تومان
و مجموع مالیات بر سودی که باید پرداخت 

شود 195 میلیون تومان است. 
این یک مثال از نحوۀ محاسبۀ یکی از انواع 
مالیات است. درآمدهای مالیاتی دولت‌ها 
نقــش مهمی در ارائۀ خدمــات دارند. اگر 
در آینده بخواهید اطلاعات بیشــتری در 
خصوص انواع مالیات و چگونگی محاسبۀ 
آن داشته باشید، باید دانش ریاضی خود 

را رشد دهید. 

ژما جواهری‌پور مالیات ‌و‌ریــــــــــــــاضی!
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کمی فکر کنیم
هر روز به تعداد خودرو‌ها در سطح شهر اضافه می‌شود. اما به همان تعداد كه خودروی نو اضافه می‌شود، خودرو‌های 
کهنه و قدیمی از رده خارج نمی‌شوند. به همین دلیل تعداد خودروهای سواری روزبه‌روز بيشتر می‌شود و »شدآمدهای« 
)ترافيک‌های( سنگين در سطح شهرها ايجاد می‌كند. یکی از نتایج مهم این حجم خودروهای در حال حركت و مانده در 
شدآمدها، آلودگی شديد هواست. در كشور ما تمام خودروهای سواری با سوخت بنزین کار می‌کنند. آیا تا به حال فكر 
کرده‌ايد که این تعداد خودرو چه مقدار بنزین مصرف می‌کنند. به این خبر توجه كنید: »معاون مدير عامل شركت ملی 
پالايش و پخش فرآورده‌های نفتی از افزايش 20 درصدی مصرف بنزین در تیرماه سال ۱۴۰۲ نسبت به سال قبل خبر داد. 
ایشان با اشاره به 124 ميليون ليتر مصرف روزانۀ بنزین در ایران گفت: در حالی که پالایشگاه‌های كشور تنها ۱0۷ ميليون 

ليتر بنزین تولید کردند، ۱۳ ميلیون لیتر از روی اجبار از ذخاير سوخت برداشت شده است.« 
ناظــران یکی از دلایل اصلی افزايش مصرف را ورود بیــش از یک ميليون خودروی تولید داخل به بازار می‌دانند. برای 
اطلاع شما، تعداد خودروهای موجود در کشور ۲۴ ميليون دستگاه است و با فرض جمعيت 85 ميليون نفری، به ازای 
هر 3/5 نفر یک دســتگاه خودرو وجود دارد. جالب است بدانید که 50 درصد جمعيت كشورمان فاقد خودرو هستند. 
طبق آمار ســال ۱4۰۱ که هر خانواده در كشور به‌طور متوسط 3/1 نفر هستند، می‌توان نتیجه گرفت که 55 ميليون نفر 

از جمعيت ایران خودرو ندارند. 

 خسرو داودی

بیایید کمی فکــــر کنیم!

چقدر بنزین مصرف می‌کنيم؟
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محاسبه كنيم
با فرض 24 ميليون دستگاه خودروی فعال در كشور، مقدار مصرف هر خودرو را به‌طور متوسط به دست می‌آوريم:

124000000÷24000000� مقدار مصرف بنزين هر خودرو      5/2

اگر با فرض ســهميۀ 60 ليتری بنزين كه برای خودروها در نظر گرفته شده است، پيش برويم، هر خودرو در روز بايد دو 
ليتر بنزين مصرف كند. 

هر ماه را 30 روز فرض كرديم                       )ليتر( 2=30÷60
اما بســياری از خودروها بيشــتر از 60 ليتر در ماه بنزين مصرف می‌كنند. هر باكی به‌طور متوسط 30 ليتر بنزين در ماه 
مصــرف می‌كند. همچنين مصرف‌های ديگری، از جمله موتورهــای تولید‌کنندۀ برق نيز وجود دارند. با توجه به قيمت 

پايين بنزين در ايران مقدار زيادی سوخت نيز قاچاق می‌شود.
رئيس »گروه پژوهش فناوری مؤسســۀ مطالعات و پژوهش‌های بازرگانی« در حاشــيۀ نشست »توسعۀ حمل و نقل 
خودروهای برقی در كشــور: بايدها و سياست‌ها« اظهار داشت: »در كشور ما به‌طور متوسط يک خودرو در طول سال 
حدود 16 هزار و 500 كيلومتر طی می‌كند كه هزينۀ مصرف بنزين آن بر اســاس قيمت بنزين در خليج‌فارس در سال 60 
ميليون تومان می‌شــود. از اين رقم 3 ميليون و 500 هزار تومــان آن را صاحب خودرو و بقيۀ هزينه را دولت در قالب 

يارانه می‌پردازد. 
همچنين بايد توجه كرد كه تعدادی از خودروها نيز گازسوز هستند و بنزين كمی مصرف می‌كنند. به همين دليل همۀ 

محاسبه‌های بالا تقريبی و به‌طور متوسط است.
نكتۀ مهم اين اســت كه معاون مدير عامل شركت ملی پالايش و پخش فرآورده‌های نفتی اعلام كرد كه مصرف بنزين 
در ايران ســه برابر معيارهای رايج مصرف سوخت در جهان است كه دليل عمدۀ آن خودروهای بی‌كيفيت و پرمصرف 

است. يعنی اگر مصرف بنزين را به معيارهای جهانی برسانيم خواهيم داشت:
124000000÷3� مصرف روزانه )ليتر(                          41000000

مازاد توليد )ليتر(                   76000000=107000000-31000000

يعنی ما می‌توانستيم روزانه 67 ميليون ليتر را صادر كنيم. پس در يک سال صادرات بنزين برابر می‌شود با: 
صادرات سالانه )ليتر(             24455000000=67000000×365

يعنی حدود 24/5 ميليارد ليتر در سال كه ارزش آن از نفتی كه به‌طور خام صادر می‌كنيم بسيار بيشتر است.

بيشتر فكر كنيم
مصرف زياد بنزين را می‌توان به روش‌های متفاوت كاهش داد. برای مثال گازسوزكردن خودرو يكی از اين روش‌ها بود 
كه در ســال‌های گذشته انجام شد. همچنين با افزايش كيفيت خودروها می‌توان از مصرف بنزين كاست. برای مثال، 
خودروی من هر 100 كيلومتر 12/5 ليتر بنزين مصرف می‌كند. در حالی‌كه خودرو‌های باكيفيت دنيا كم‌مصرف هســتند 
و در هر 100 كيلومتر حدود 7 تا 8 ليتر بنزين مصرف می‌كنند. علاوه بر اين می‌توان جلوی قاچاق ســوخت را گرفت. با 

توجه به ارزان‌بودن قيمت بنزين در ايران، قاچاق سوخت مقرون‌به‌صرفه است و سود زيادی برای قاچاقچيان دارد. 
در كنار اين موارد بايد به خودروهای برقی فكر كرد: هم مصرف بنزين را كاهش می‌دهند و هم برای هوا و محيط‌زيست 
آلودگی ندارند. اكنون كه در حال نوشــتن اين متن هســتم، در زيرنويس خبرهای شبكۀ خبر سيما ديدم كه قرار است 
به‌تدريج در طول يک سال آینده 100 هزار تاكسی برقی در شهرهای بزرگ جايگزين تاكسی‌های پرمصرف بنزينی فعلی 

شوند. اميدواريم اين اتفاق‌ها زودتر بيفتد تا از شر آلودگی هوا خلاص شويم. 
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اندازه‌گیری محيط زمين روح‌اللّه خليلی بروجنی
برای نـــــخســـــــــتــــين بــــار

مقدمه
نزديک به 2300 ســال پیش، اراتوســتن، ریاضی‌دان و ستاره‌شناس یونان باستان، برای نخستين بار محيط زمین را با 
روشی خلاقانه اندازه‌گیری کرد. جالب است بدانيد مقداری که اراتوستن به دست آورد با تقريب خوبی به مقدار امروزی 
آن نزديک اســت. در ادامه شیوۀ انجام کار او آمده است، اما خوب است قبل از دیدن روش اراتوستن، کمی فکر کنید 

و راه‌حل خودتان را برای اندازه‌گيری محيط زمين ارائه دهید.

مطابق آنچه در برخی از کتاب‌های تاریخ علم از جمله »تاريخ علم كمريج«، نوشــتۀ كالين ا. رنان )۱۳۶۶( آمده اســت، 
نخســتین اندازه‌گیری و برآورد محیط زمین را در حدود ۲60 ســال پیش از میلاد مســیح، دانشمندی برجسته به نام 
اراتوســتن، مدیر کتابخانۀ اســکندریه، انجام داد. در ظهر اعتدال بهاری، يعنی روز اول تابستان، در شهر »آسوان« )نام 
باستانی: سوئنه( خورشید درست بالای سر )سمت‌الرأس( قرار داشت؛ به‌طوری که اشیا دارای سایه نبودند و می‌شد ته 
چاه عمیقی را مشاهده کرد که در آن شهر واقع بود )شکل الف(. ولی در همان موقع از روز، در شهر اسکندریه خورشید در 
بالای سر نبود و اشیا سایه داشتند )شکل ب(. همین موضوع اراتوستن را به فکر واداشت. او با پذيرفتن نظر دانشمندان 

قبل از خود مبنی بر کروی‌بودن زمین1، در پی آن شد که محیط کرۀ زمین را اندازه‌گيری کند. 

آسوان

اسكندريه

بــا امتداد اين دو خط چيــن تا مركز زمين، 
زاويۀ بين آن‌ها حدود 7/2 درجه خواهد بود.

ریاضی
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اراتوستن با اندازه‌گیری زاویۀ پرتوهای خورشید با راستای برجی که در اسکندریه بود، مقدار 7/2 درجه را به دست آورد 
ـــ1 محیط دایره، یعنی ۳۶۰ درجه است )شكل پ(. 

50
که این مقدار معادل 

اراتوســتن گروهی را مأمور اندازه‌گیری فاصله بین اسکندریه و آســوان کرد. این گروه پس از انجام این کار عدد ۵۰۰۰ 
استادیوم را برای فاصلۀ بین این دو شهر به دست آوردند. اراتوستن با ضرب عدد ۵۰ در ۵۰۰۰ مقدار 250000 استادیوم 
را برای محیط زمین به دست آورد. استادیوم یکی از یکاهای قدیمی است که در یونان باستان از آن استفاده می‌شد. 
هر اســتادیوم تقریباً برابر ۱۷۰ متر است. بنابراین اراتوستن محیط کرۀ زمین را 42500 كيلومتر به دست آورد2 كه خيلی 

نزديک به مقداری است كه امروزه برای محيط زمين )4075 كيلومتر( به دست آمده است. 

پی‌نوشت‌ها
1. ارســطو، دانشمند يونان باستان، حدود 300 سال پيش از ميلاد، هنگام گرفتگی ماه )خسوف( مشاهده كرد سايۀ زمين روی ماه به شكل منحنی است. ارسطو 

از اين مشاهده نتيجه گرفت كه زمين بايد كروی باشد.
2. مقداری كه اراتوســتن برای محيط زمين به دســت آورد در زمان حيات خودش مورد پذيرش قرار نگرفت. حدود 150 سال پس از اراتوستن، اخترشناس ديگر 
يونانی، به نام پوزيدوينوس، كار اراتوستن را تكرار كرد، اما نتيجه‌ای كه به دست آورد )برحسب يكای امروزی كيلومتر(، در حدود 29000 كيلومتر بود. جالب است 
بدانيد نتيجۀ اندازه‌گيری پوزيدوينوس توســط بطلميوس مورد اســتفاده قرار گرفت. در سراسر قرون وسطی نيز همين رقم پذيرفته شد. در سال‌های 1523-1521 

ميلادی ناوگان ماژلان با دورزدن زمين، اندازه‌ای را تائيد كرد كه اراتوستن برای محيط زمين به دست آورده بود.

)شکل پ( نمایی از مقطع زمین 

خورشید دقیقاً 
بالای چاه بود.

)شکل الف( شهر آسوان

زاویۀ  اندازه‌گیری  با  اراتوســتن 
پرتوهای خورشــید با راســتای 
برجی که در اسکندریه بود، مقدار 

7/2 درجه را به دست آورد.

)شکل ب( شهر اسکندریه

7/2 درجه



در هفت شــمارۀ قبل، ویژگی بردارها را در »صفحۀ مختصاتِ 
محدودشــده به نقطه‌های صحیح« بررسی کردیم. همچنین 
تحقیق کردیم که تحت چه شــرایطی، مجموعــه‌ای از بردارها 
می‌تواند ما را از هر نقطه از صفحه به نقطۀ دیگری منتقل کند. 

 j=
 
 
  

0
+1

=i و 
 
 
  

+1
0

سپس با هم بررسی کردیم که دو بردار )واحد( 

خاصیت بالا را دارد؛ زیرا مجمــوع ضریبی از این بردارها، بردار 

 را پدید می‌آورند:
a
b
 
 
  

انتقال دلخواه 

+1
0 0

0
+1

0a a
a b bb
         

+ = + =         
                  

اکنون می‌خواهیم فضایی را که تا به حال با بردارها در آن حرکت 
می‌کردیم، کمی تغییر دهیم. اگر به یاد داشــته باشید، از ابتدا 
بردارها را به دلیل نیازمان برای مدل‌کردن »نشانی‌دادن« بررسی 
کردیم. گفتیم، اگر خودمان را به ناحیه‌های کوچکی محدود کنیم، 
می‌توانیم فرض کنیم در یک صفحه زندگی می‌کنیم. اما ممکن 
است ارتفاع ما از آن سطح نیز مورد توجه باشد. پس می‌توان 
با لحاظ‌کردن یک مختص دیگر برای ارتفاع، موقعیت هر نقطه 
را با سه عدد نشان داد. در این صورت، دستگاه مختصات از سه 
محور عمود بر هم ایجاد می‌شــود که هر کدام از آن دو محور، 
صفحه‌ای را مشخص می‌کنند که بر محور دیگری عمود است. 
در شکل ۱ یک دستگاه مختصات فضایی و موقعیت یک نقطه 

با مختصات )x, y, z( نشان داده شده است.

شكل 1

مانند قبل، در اینجا هم حرکت از یک نقطه به نقطه‌ای دیگر را 
می‌توان با یک بردار نشان داد. برای مثال، بردار حرکت از نقطۀ 
مبدأ مختصات به نقطۀ )x, y, z(، همان بردار )x, y, z( اســت. 

همچنین، قوانین جمع بردارهــا و ضرب یک عدد در بردار نیز 
همان‌طور تعریف می‌شود که در صفحۀ مختصات. پس طبیعی 
است در این دستگاه نیز بپرسیم: »آیا با یک مجموعه از بردارها 
می‌تــوان حرکت از هر نقطه از دســتگاه مختصات را به نقطۀ 

دیگری تعریف کرد؟«

اکنون نوبت شماست!
, هر  ,

      
                   
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0
0

0
1
0

0
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الف( نشــان دهید مجموعه بردارهای 

 را پدید می‌آورد.
a
b
c

 
 
 
 

بردار انتقال دلخواه 

, بردار  ,
      
                   

1
2
0

0
1
-1

0
0
1

ب( بررسی کنید آیا مجموعه بردارهای 

 را پدید می‌آورد؟
 
 
 
 

1
2
-4

انتقال 

پ( ســه بردار مثال بزنید که بتواند هر بــردار انتقال دلخواه را 
پدید آورد؟

 را پدید 
a
b
c

 
 
 
 

ت( آیا می‌توان با دو بردار، هر بردار دلخواه مانند 
آورد؟

پیش از آنکه بیشــتر پیش برویم، اجازه دهید برای تمرین ب 
کمــی راهنمایی کنیم. باید ضرایبی مانند s ،r و t پیدا کنیم که 

رابطۀ زیر برقرار باشد:
r s t
       
       + + =
       
       

1
2
0

0
1
-1

0
0
1

1
2
-4

از قوانیــن ضرب و جمع برای بردارهــا می‌توانیم به رابطۀ زیر 
rبرسیم:

r s
s t

   
   + =
   − +   

2
1
2
-4

پس پاســخ پرسش ب مثبت است، اگر دستگاه سه معادله و 
سه مجهول زیر جواب داشته باشد:

r
r s
s t

 = + =
− + =

2 2
-4

1

با این راهنمایی، اکنون می‌توانید پاســخ پرســش ب و سایر 
پرسش‌های بالا را بیابید.

حال که با این دســتگاه نیز آشنا شدید، اجازه دهید ناحیه‌ای 
را که می‌خواهیم برای نشــانی‌دادن بررسی کنیم بزرگ‌تر کنیم. 
بیایید این بار به کرۀ زمین فکر کنیم. پس در این حالت باید به 

نحو دیگری نشانی‌دادن‌هایمان را مدل کنیم.
دســتگاهی که برای کرۀ زمین اســتفاده می‌کنیم، »دســتگاه 
جغرافیایی« نامیده می‌شــود. برای آنکه موقعیت یک نقطه را 
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روی کرۀ زمین مشخص کنیم، مانند دستگاه مختصات به یک 
مبدأ نیاز داریم. با اختصاص‌دادن دو یا سه عدد نسبت به این 
مبدأ، موقعیت هر نقطه از کرۀ زمین را نشان می‌دهیم. عدد اول 
نظیر به طــول جغرافیایی، عدد دوم نظیر به عرض جغرافیایی 
است. عدد سوم که می‌تواند در نظر گرفته شود یا نشود، مربوط 
به ارتفاع آن نقطه از سطح زمین است. در واقع، گاهی برای ما 
ارتفاع مهم خواهد بود و گاهی نه. برای سادگی اجازه دهید ابتدا 

از ارتفاع صرف نظر کنیم. 
بــرای اینکه ببینیم طــول و عرض جغرافیایــی چطور تعریف 
می‌شوند، ابتدا باید کرۀ زمین را با مدارهایی ناحیه‌بندی کنیم 
)ایــن مدارها نقش همان صفحۀ مربعی‌شــده را دارند که در 
دستگاه مختصات با آن آشنا شده‌اید(. در شکل زیر، این مدارها 
را مشاهده می‌کنید. برخی از این مدارها دایره‌های بزرگی هستند 
که از قطب شــمال و قطب جنوب می‌گذرند و مرکز همۀ آن‌ها 
همان مرکز کره است. اما برخی دیگر از این مدارها، دایره‌هایی 
موازی با مدار استوا هستند که هر چه به سمت قطب شمال یا 
قطب جنوب می‌رویم، کوچک‌تر می‌شوند. در دستگاه جغرافیایی 
چنین قرارداد شده است که مدار افقیِ استوا و مدار عمودی‌ای 
که از دهکدۀ گرینویچ در نزدیکی شهر لندن در انگلیس می‌گذرد، 
بــه عنوان مدارهای اصلی )محورهای مبــدأ ما( در نظر گرفته 
شــوند. همان‌طور که در شــکل 2 می‌بینید، مرکز این دو مدار 
همان مرکز کرۀ زمین است. حال بر خلاف دستگاه مختصات که 
ما از فاصلۀ نقطه‌ها تا محور مختصات برای نشان دادن مکان 
آن‌ها استفاده می‌کردیم این بار از زاویه استفاده می‌کنیم. اگر از 
نقطۀ مورد نظر خطی به مرکز کرۀ زمین وصل کنیم، این خط با 
صفحه‌ای که از مدار استوا )مدار مبدأ عرض( می‌گذرد، زاویه‌ای 
می‌سازد که به آن »عرض جغرافیایی« می‌گویند و آن را با حرف 
یونانی φ )بخوانید فی( نشــان می‌دهند. طول جغرافیایی که 
آن را با حرف یونانی λ )بخوانید لاندا( نشان می‌دهند، زاویه‌ای 
است که مدار عمودی گذرنده از آن نقطه با مدار گرینویچ )مدار 
مبدأ طول( دارد. در نتیجه در مختصات جغرافیایی مختصات در 

واقع بر اساس درجه بیان می‌شوند. 
برای مثال موقعیت آرامگاه حافظ در شیراز چنین است:

طول: 52/55847607 درجه  
عرض: 29/62584356 درجه 

ارتفاع: 1549 متر

به کمک وبگاه‌ها )سایت‌ها( و برنامه‌هایی مثل نقشۀ گوگل 
می‌توانید مختصات جغرافیایی یک نقطه را بیابید. ما برای 
پیداکردن مختصات بالا از وبگاه زیر اســتفاده کردیم. شما 
هــم می‌توانید در این وبگاه طول، عــرض و ارتفاع محل 

سکونت خود یا هر جایی از ایران را که خواستید بیابید:
https://www.bahesab.ir/map/geographic/
در مختصات بالا، طول و عرض هر دو مثبت هستند، زیرا 
شــیراز در بالای مدار استوا و ســمت راست مدار گرینویچ 
قرار دارد. اما اگر نقطۀ مورد نظر زیر خط استوا باشد، آنگاه 
مختص عرض منفی می‌شــود. همچنین، مختص طول 
نقطه‌ای که در ســمت غرب مدار گرینویچ باشد نیز منفی 

است.

باز هم نوبت شماست!
حدس می‌زنید علامت مختصات طول و عرض هر یک از 

مکان‌های زیر مثبت است یا منفی؟
الف( قلۀ کوه فوجی در ژاپن

ب( ورزشگاه ملبورن در استرالیا
پ( پارک ملی بنف در کانادا

ت( برج پیزا در ایتالیا
ث( آبشار ایگواسو در مرز بین آرژانتین و برزیل 

ج( دانشگاه آکسفورد در انگلیس
برای اینکه حدســتان را بررسی کنید، هر یک از مکان‌های 
بالا را در اینترنت جست‌وجو کنید و مختصات جغرافیایی 

آن‌ها را بیابید. 
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مهـم‌تر ‌از‌جــوابروس‌
ــشــــــــــــــــــــــا﹡﹩ نـ

شكل 2



در سال 1318 در محلۀ »نوبر« تبریز به دنیا آمد. در دوران کودکی او تبريز تحت اشغال متفقین بود و دائماً تانک‌ها در خیابان‌ها 
رفت‌و‌آمد می‌کردند. روس‌ها در سال 1320 به ایران حمله کردند. سال 1323 همراه خانواده به تهران رفت و در محله‌ای به‌نام 
»باغ ایلچی« در انتهای بازار ساکن شدند. تا کلاس چهارم دبستان را در تهران خواند و در سال 1328 همراه خانواده به تبریز 

بازگشت.
وقتی کلاس دهم بود، آقای حســینی، معلم هندســه، به دانش‌آموزان 

مســئله‌ای پیچیده داد و غیر از او هیچ‌یک از دانش‌آموزان کلاس 
نتوانســتند آن را حل کنند. آقای حسینی هم او را تشویق کرد 

و این رفتار ســبب شد که علاقۀ او به ریاضیات افزون شود؛ 
هرچند در کلاس یازدهم پس از مشورت با معلمش رشتۀ 

طبیعی را انتخاب کرد.
کلاس دوازدهم را در دبیرستان معروف »فردوسی« 
درس خواند. جالب اینکه در ســال 1399 در همان 
دبیرســتان برایش جشــن تولد گرفتند! پس از 
گرفتن دیپلم به تهران آمد و ســپس در دانشکدۀ 
کشاورزی کرج )از دانشکده‌های دانشگاه تهران( 
مشغول تحصیل شد و در رشتۀ مهندسی آبیاری 
مدرک کارشناســی ارشد گرفت. بعد هم به عنوان 
مربی در همان دانشــکده استخدام شد. آن زمان 

دانشــجویان می‌توانستند پس از چهار سال درس 
خواندن در آن دانشــکده، با مدرک کارشناسی ارشد 

فارغ‌التحصیل شوند.

 تصویرگر: حسین یوزباشی بهزاد منوچهریان
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داستان مهندسك شاورزیك ه رياضی‌دان شد
از مزرعـه تا ریاضی
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پس از مدتی، برای ادامه تحصیل در دورۀ دکترا از دانشــگاه کُرنِل پذیرش گرفت. دانشــگاه کرنل در رشته‌های کشاورزی 
بسیار معروف بود. او در رشتۀ مهندسی زراعی تحصیل می‌کرد و در همۀ درس‌ها نمرۀ الف می‌گرفت. در اواسط تحصیل، 
وقتی متوجه شــد بعضی از دانشجویان از کشاورزی تغییر رشته داده‌اند، به فکر تغییر رشته به رشتۀ ریاضی افتاد. پس 
از مشــورت با استادش در دو نیم‌سال چند درس ریاضی و آمار گرفت و در همۀ آن‌ها نمره‌های بالایی گرفت و در نتیجه 

توانست به ریاضیات تغییر رشته بدهد.
پنج سال بعد، در سال 1351، با درجۀ دکتری ریاضیات به ایران برگشت و مستقیم به دانشکدۀ علوم دانشگاه تهران و نزد 
رئیس دانشکده، دکتر عبدالله شیبانی، رفت. بالاخره در گروه ریاضی دانشکدۀ علوم استخدام شد و شروع به تدریس کرد.
در سال 1353 برای اولین بار به اتفاق دو تن از استادان باسابقۀ گروه در »کنگرۀ بین‌المللی ریاضی‌دانان« که در »وَنکووِر« 

کانادا تشکیل شده بود شرکت کرد. 

یک ســال بعد برای اســتفاده از فرصت مطالعاتی به آمریکا رفت و وقتی در ســال 1357 برگشت، دید اوضاع مملکت 
دگرگون شده است. از ۲۹ آذر همان سال جمعی از استادان دانشگاه تهران هم‌راستا با انقلاب مردم در ساختمان معروف 
به »دبیرخانۀ دانشگاه« متحصن شدند و او نیز یکی از آن استادان بود. ۲۵ روز بعد با بازگشایی دانشگاه تهران استادان 

به تحصن خود خاتمه دادند.
او که دکترای خود را در زمینۀ »معادلات با مشتقات جزئی« گرفته بود، از حوالی سال 1363 به مطالعه و سپس پژوهش 
در مباحثی از ترکیبیات علاقه‌مند شد و به همین دلیل همۀ دانشجویانی که برای دریافت درجۀ کارشناسی ارشد یا دکترا 

با او کار کردند، در زمینۀ »طرح‌های بلوکی« که بخشی از ترکیبیات است، فارغ‌التحصیل شدند.
خسروشاهی در حالی که فعالانه در دانشگاه تهران به آموزش و پژوهش مشغول بود، با به‌وجود آمدن شرایط مناسب، 
در سال 1368 توانست به آرزوی دیرین خود جامۀ عمل بپوشاند و در تأسیس و پاگرفتن »مرکز تحقیقات فیزیک نظری 
و ریاضیات« نقشی تعیین‌کننده ایفا کند. پس از گذشت سالیان متمادی، او هنوز هم در »پژوهشگاه دانش‌های بنیادی«1 

فعال است.

پی‌نوشت
1. نام »مرکز تحقیقات فیزیک نظری و ریاضیات« چند سال پس از آنکه توسعه یافت، به »پژوهشگاه دانش‌های بنیادی« تغییر پیدا کرد. 
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در قسمت اول با سرنوشت پاهوم داستان تولستوی آشنا 
شدید. اگر قســمت اول را نخوانده‌اید، قبل از ادامه‌دادن 
آن را بخوانید. دیدید که در حالت‌های متفاوت داســتان 
چه تصمیمی به بهترین انتخاب ختم می‌شــود. در حالت 
اول داســتان دیدید که بین مستطیل‌های دارای محیط 
ثابــت ۴۰ کیلومتر، مربع بیشــترین مســاحت را دارد 
)امیدوارم مســئلۀ اول مقاله را هم حل کرده باشید(. در 
حالت دوم داســتان دیدید که بین مستطيل‌های دارای 
مجموع ســه ضلع ثابت برابر 40 کیلومتر، مستطیلی که 
نســبت دو ضلع آن برابر ۲ اســت، بیشترین مساحت را 
دارد. به عبارت دقیق‌تر، اگر مجموع ســه ضلع BC ،AB و 
CD از مســتطیل ABCD برابر با مقدار ثابت ۴۰ کیلومتر 
باشــد، آنگاه هنگامی که BC=2AB، مساحت مستطیل 
بیشترین مقدار يعنی ۲۰۰ کیلومترمربع خواهد بود. برای 
حل این مسئله دو راه‌حل پیشنهاد شد. در اینجا روش حل 

دوم را ارائه می‌کنیم:

روش دوم برای حل مسئلۀ دوم قسمت اول
قرینۀ مســتطیل ABCD نســبت به ضلــع DA را در نظر 

بگیرید و آن را AB´C´D بنامید.

در نتیجه مساحت مســتطیل ´BCC´B دو برابر مساحت 
مستطیل ABCD و محیط آن برابر مقدار ثابت ۸۰ کیلومتر 
خواهد شد. بنابراین اگر مساحت مستطیل́ BCC´B ماکزیمم 
شود، مساحت مستطیل ABCD نیز ماکزیمم خواهد شد. 

 BCC´B´ حال به کمک مسئلۀ اول، چون محیط مستطیل
مقدار ثابت ۸۰ کیلومتر اســت، مســاحت زمانی ماکزیمم 
BCC´B مربع باشد. در نتیجه: BB´=BC=۲۰ و  می‌شــود که́ 
داریم: CD=AB=10. بنابراین اگـر: BC=۲۰ و AB=10، مساحت 

مستطیل بیشترین مقدار ممکن خواهد بود.
در ادامه به دو حالت دیگر از داســتان خواهیم پرداخت. 
سعی کنید به مسئله‌های انتهايی هر حالت پاسخ دهید.

ماجرای سوم
رئیس ایل بشکرها، بعد از مشورت با اهالی ایل، به پاهوم 
می‌گوید تو می‌توانی زمینی ســه گوش در کنار رود ولگا 
برای خود برداری؛ با این شرط که در این زمین سه گوش 
مانند ABC، دو ضلع AB و BC برابر باشند و مجموع این 
دو ضلع که توســط پاهوم طی می‌شود برابر ۴0 کیلومتر 
باشــد. در واقع پاهوم حدود ۱۲ ساعت فرصت داشت که 
دو ضلــع AB و BC با مجمــوع ۴۰ کیلومتر را طی کند و 

نیازی نبود ضلع CA را بپیماید. 

پاهوم به این فکر کرد که ضلع ساحلی زمینش چقدر باید 
باشد؟ چون انتخاب‌های زیادی وجود داشتند:

 

ریاضی
و مسئله

یک کشاورز
 ریاضی‌خوان
 چقدر زمین
محرم ایردموسی نیاز دارد؟

قسمت دوم
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مســئلۀ ۴. ثابت کنید بین مثلث‌های متساوی‌الســاقین که 
مجموع دو ساق آن‌ها برابر ۴۰ کیلومتر باشد، مثلثی که در آن 

زاویۀ قائمه وجود دارد، بیشترین مساحت را دارد. 
راهنمایی 1. از روش قرینه‌کردن اســتفاده کنید. منتها قبل از 
آن باید ثابت کنیــد بین لوزی‌های دارای محیط ثابت، مربع 

بیشترین مساحت را دارد.
راهنمایــی 2. می‌توانيد اثباتی بر اســاس فرمــول زیر برای 

مساحت مثلث دست و پا کنید: 
مســاحت مثلث با طول دو ضلــع a و b و زاویۀ بین α برابر 

 .s a.b.sin= α1
2 است با: 

راهنمایی ۳. راه‌حل دیگر این اســت که ضلع AB را به عنوان 
قاعده در نظر بگیرید و از رأس C عمودی بر ضلع AB رسم کنید. 
 1

2 20 10CH CHS = × × = حال مســاحت مثلث برابر است با: 
در نتیجه باید کاری کنیم که طول ارتفاع CH ماکزیمم شــود. 

تکمیل راه‌حل با شما.

ماجرای چهارم
رئیس رو کرد به پاهوم و گفت: »تصمیم این است که زمینی 
به شــکل ذوزنقه در کنار رود ولگا به شما بدهیم که ضلع‌های 
واقع بر خشــکی این ذورنقه با هم برابر باشند و مجموع این 

سه ضلع برابر ۳۰ کیلومتر باشد )شکل زیر(.

در واقع: AB=BC=CD=10km. حال پاهوم باید به این فکر کند 
که وقتــی از نقطۀ A می‌خواهد حرکت کنــد، با چه زاویه‌ای 
حرکت کند تا به نقطۀ B برســد؛ چون انتخاب‌های متفاوتی 

وجود دارند:

  ،AB=BC=CD=10 و ABCD مسئلۀ ۵. با فرض ذوزنقه بودن
. A D∠ = ∠ ثابت کنید: 

مسئلۀ ۶. اگر طول ارتفاع وارد بر AD از رأس B را h و طول 
.4h2+)a-۱۰(2=۴۰۰ :بنامیم، ثابت کنید a را AD

مسئلۀ ۷. به کمک قرینه‌کردن ذوزنقه نسبت به AD نشان 
دهید یافتن بیشترین مساحت برای ABCD با این مسئله  
معادل است: »بین همۀ شش‌ضلعی‌هایی که طول تمام 
ضلع‌های آن‌ها برابر ۱۰ است، کدام شش‌ضلعی بیشترین 

مساحت را دارد؟«

مســئلۀ 8. ثابت کنید مســاحت ذوزنقۀ ABCD زمانی 
بیشترین مقدار ممکن است که زاویۀ A برابر °۶۰ باشد. در 
این حالت ذوزنقه به سه مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع 

۱۰ افراز می‌شود.

 
راهنمایی: برای حل مســئلۀ آخر به دانستن نسبت‌های 
مثلثاتی نیاز دارید که ان‌شــاء‌الله در آینده‌ای نزدیک فرا 

خواهید گرفت. 

ریاضی
و مسئله



زندگی کنند، اما جمع زاویه‌ها اهمیت 
داشته باشد، در این‌صورت کدام‌یک از 
نمودارها و مفهوم‌های آماری به همان 
شــکل قبلی قابل استفاده هستند و 
کدام‌یک به بازتعریف نیاز دارند؟ برای 
مثال آیا مفهوم احتمال تغیير می‌کند؟ 
آیا نمودار میلــه‌ای، نمودار دایره‌ای یا 
نمودار خط شکســته تغییر می‌کنند؟ 
اگر داده‌های ما عددهای پيوســته، 
مانند � یا عددهای گسسته مانند � 
باشند، فرقی می‌کند؟ اگر داده‌های ما 
تصویری باشند یا نماد باشند چطور؟ 
آیا مثالی می‌شناســيد کــه داده‌ها 

تصویری یا نماد باشند؟

مســئلۀ 3. اگر به عددهای صحيح 
از دورتر و دورتر نــگاه کنیم، آن‌ها را 
پيوســته می‌بینم و چیزی شبیه کل 
محور عددها را مشاهده می‌کنیم. آیا 
می‌توانید روشــی برای خلاصه‌کردن 
داده‌ها، مشابه همین مفهوم دورشدن 
ارائه کنید؟ یعنی اگر به داده‌ها از دور 

نگاه كنيم چه می‌بینیم؟

مسئلۀ 4. ممکن است برای طیفی از 
عددها روی محــور عددهای حقیقی 
در چندین طبقــه پرانتزگذاری کنیم. 
 بــرای مثــال: )۴ و )۳ و ۲ و ۱(( و
 ))4 و 3( و )2 و 1(( و ایــن پرانتزها 
می‌تواننــد در برنامه‌ریــزی رایانه‌ای 
کارآمدی باشــند. حال فرضیاتی روی 
ایــن پرانتزگذاری‌ها قــرار می‌دهیم. 
مثلاً فــرض کنید اگر همــۀ پرانتزها 
را برداریــم عددهــای حقیقی مرتبی 
به‌دست بیایند. در این‌صورت مفهومی 

از مجموعه به دســت می‌آيد که می‌تواند 
به‌طور پيوســته حرکت کند. برای مثال، 

نمادگذاری زیر را در نظر بگیرید:
 ]]6 و 5[ و ]3 و ]2 و 1[ و 0[[
یعنی در طبقۀ اول دو بازه داریم: ]6 و 5[ 
و ]3 و 0[ و همۀ عددهای بین ۳ تا ۵، در 
طبقۀ دوم زیر بازۀ ]6 و 5[ بازه‌ای نیست، 
ولی زیر بازۀ ]۳ و ۰[ بازۀ ]2 و 1[ مشخص 
شده اســت. این یک روش پرانتزگذاری 
برای بازۀ ]۶ و ۰[ اســت. در طبقۀ اول بازۀ 
]6 و 5[ يا بازۀ ]3 و 0[ يا عددی بين 3 تا 5 
را می‌دهد. در طبقۀ دوم یا عددی در بازۀ 
]6 و 5[ یا عددی در بازۀ ]1 و 0[ یا عددی در 
بازۀ ]3 و 2[ یا خود بازۀ ]2 و 1[ را به‌دست 
می‌دهد. در طبقۀ بعدی عددی بین صفر 
تا شش را نمایش می‌دهد. آیا می‌توانید 
نموداری برای داده‌ها در این ساختار تعبیه 

کنید؟ 

مســئلۀ 5. می‌توان دو نمودار دایره‌ای را 
با هم ترکیــب کرد و یک نمودار چنبره‌ای 

ساخت )شکل ۱(؛ زیرا:
 )چنبره(=)دایره(×)دایره(

شكل 1

اگر دایرۀ اول به m قسمت با نسبت‌هایی 
و دایرۀ دوم به n قســمت با نسبت‌هايی 
تقسیم شده باشند، چنبرۀ حاصل‌ضرب به 
m×n قسمت تقسیم خواهد شد. مثالی 
در زندگــی روزمره بــرای چنین نموداری 

بیاورید.

خسرو داودی
آرش رسـتگار
تمرین‌هایبـاید دید جـوردیگر 

متــفـــــــاوت 
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در ایــران و اكثر كشــورهای جهان 
»آموزش ریاضیات به سبک تصویری« 
مغفول مانده یا به آن كم‌توجهی شده 
است؛ از موارد استثنا می‌توان به نظام 
آموزش ریاضی در كشــور ســنگاپور 
اشــاره كرد. در این سلسله مقاله‌ها 
تلاش شده است این نقیصه با طرح 
تمرین‌هایی متفاوت تا حدی جبران 

گردد. 

هفتمی‌ها
مســئلۀ 1. با نمودار دایره‌ای، نمودار 
میله‌ای و نمودار خط شکســته آشنا 
شــده‌اید. این نمودارها داده‌ها را در 
یک طبقه خلاصــه می‌کنند و هدف 
آن‌ها مقایســۀ ســهم داده‌ها در هر 
دسته با دسته‌های دیگر است. اکنون 
که در عصر اطلاعات زندگی می‌کنیم، 
هم حجم داده‌ها بسیار بالاست، هم 
دســته‌بندی آن‌ها پیچیده‌تر است، 
هم در هر دســته، چندیــن طبقه از 
دسته‌بندی‌ها وجود دارد و هم داده‌ها 
در بســتر زمان تغییر می‌کنند. پس 
لازم اســت نمودارها را در بستر زمان 
رســم کنیم. رایانه و کدنویسی به ما 
كمک می‌کنند این روش‌ها را راحت‌تر 
به اجــرا بگذاریم. چــون روی کاغذ 
تنها می‌توان به یک طبقه فکر کرد و 
طبقه‌های متمایز را نمی‌توان هم‌زمان 
در دســترس قــرار داد. نظامی برای 
نمایش اطلاعات در چندین طبقه در 

بستر زمان طراحی کنید.

مسئلۀ 2. اگر داده‌های ما عدد نباشند و 
مثلاً زاویه باشند، یعنی روی یک دایره 
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هشتمی‌ها
فصل هشتم

مســئلۀ 1. آیا میانگین چند عدد صحیح همیشــه عددی 
صحیح است؟ آیا میانگین چند عدد گویا هميشه عددی 
گویاســت؟ آیا میانگین چند زاویه را می‌توان تعریف کرد؟  
توجه شما را به این نکته جلب می‌کنم که تقسیم یک زاویه 
به عدد طبیعی n، دارای n جواب روی دایرۀ مثلثاتی است و 

این تعریف میانگین زاویه‌ها را دچار مشکل می‌کند.

مســئلۀ ۲. آیا مرکز ثقل یک شــکل روی محور عددها که 
همان مفهوم میانگین است، برای یک شکل در صفحه یا 
یک شکل ســه بعدی در فضا هم با مفهوم میانگین ربط 
دارد؟ آیا تعریف مرکز ثقل وابســته به دستگاه مختصات 
اســت؟ آیا مفهوم میانگین در ســه جهت محور طول‌ها 
و محور عرض‌ها و محور ارتفاع‌ها وابســته به دســتگاه 

مختصات است؟ تناقضی نمی‌بینید؟ 
)راهنمایی: برای یک شــکل در صفحه، مرکز ثقل این طور 
تعریف می‌شود: نقطۀ تلاقی همۀ خط‌هایی که مساحت 
را نصف می‌کنند و می‌توان نشان داد که همرسند، و نقطۀ 
همرسی مرکز ثقل شکل است. در سه بعد نیز به‌طور مشابه 
می‌تــوان مركز ثقل را تعریف کــرد. همۀ صفحه‌هایی که 
حجم شــکل را به دو نیمۀ مساوی تقسیم می‌کنند، از یک 
نقطۀ خاصی می‌گذرند که آن نقطه را مرکز ثقل می‌نامیم. 
در صفحه مرکز ثقل این خاصیــت را دارد که هر خطی از 
آن بگذرد حتماً مساحت را هم نصف می‌کند. یعنی چنین 
نیست که این نقطه از تلاقی بعضی از خط‌ها که مساحت 
را نصف می‌کنند به دست آمده باشد. بلکه تمام خط‌های 
گذرنــده از مرکز ثقــل این خاصیت را دارند. در ســه بعد 
هم مشــابه این نکته صحیح است. هر صفحۀ گذرنده از 
مرکز ثقل، حجم را به دو نيمۀ مســاوی تقسیم می‌کند. آیا 
می‌توانید وجود مرکز ثقل را برای شــکل‌های دو بعدی و 

حجم‌های سه بعدی ثابت کنید؟(

مســئلۀ 3. مفهــوم میانگین و مفهوم مرکــز ثقل به هم 
شــباهت دارند. آیا مفهومی شبیه این دو در ریاضی یا در 
زندگی روزمره می‌شناســید؟ وقتی شما میانگین نمره‌های 
درس‌های خود را در پایان سال محاسبه می‌کنيد، می‌بینید 
برخی نمره‌های شما تکراری هستند. می‌توانید فرض کنید 
این نمره‌ها تکرر دارند. یعنی تکرار می‌شوند. پس میانگین 
برای عددهای تکرردار قابل تعریف است. مشابه همین نکته 
در مرکز ثقل دیده می‌شود. وقتی چند وزنۀ نقطه‌ای دارید و 
مرکز ثقل آن‌ها را محاسبه می‌کنيد، جرم‌های این نقطه‌ها 

متفاوت هستند و باز مفهوم تکرار یا میانگین وزن‌دار وارد 
می‌شــود. آیا می‌توانید برای شکلی در صفحه که وزن آن 
به‌طور همگن توزیع نشده است، به کمک میانگین وزن‌دار 
مرکز ثقل تعریف کنید؟ برای یک حجم ســه بعدی چطور 

این کار را انجام می‌دهید؟ 
)راهنمایی: توزیع وزن نقطه‌ها را روی شــکل می‌توان با 
تابعی با مقدارهای مثبت که روی آن شــکل تعریف شده 

است، مدل‌سازی ریاضی کرد.(

فصل نهم
مســئلۀ 1. در حالت حدی یک زاویۀ محاطی ممکن است 
یک ضلع مماس بر دایره داشته باشد. باز هم اندازۀ زاویۀ 
محاطی نصف زاویۀ مرکزی رو‌به‌رو به آن کمان است )شکل 
1(. اين حكم را بدون کمک‌گرفتن از زاویه‌های محاطی که 
یک ضلعشان مماس است ثابت کنید. بعد تصمیم بگیرید 
آیا می‌توان گفت چــون برای زاویه‌های محاطی معمولی 
حکم برقرار اســت، برای زاویه‌های محاطی حدی هم به 
کمک حدگرفتن و حرکت پيوســته حکم باید برقرار باشد؟ 
آیا چنین استدلالی به نظر شما در هندسه پذیرفته است؟ 
حالت‌های حدی قضایای دیگری را که در هندسه می‌دانید 

در نظر بگیرید و سؤال بالا را بررسی کنید.
شكل 1

مسئلۀ ۲. برای اثبات این نکته که زاويۀ محاطی نصف زاویۀ 
مرکزی رو‌به‌رو به همان کمان اســت، زاویۀ محاطی را به 
دو قسمت تقسیم می‌کنیم )شکل ۶(؛ به‌طوری ‌كه یکی از 
آن‌ها ضلعی داشته باشد که از مرکز بگذرد. البته برای این 
کار گاهی لازم داریم یک زاویۀ محاطی به صورت تفاضل دو 
زاویه از نوع بالا بنویسیم. آیا می‌توانید روشی برای اثبات 
این حکم بدهید که به زاویه‌های محاطی که یک ضلعشان 

از مرکز می‌گذرد نیاز نداشته باشیم.
شكل 2
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نهمی‌ها
مسئلۀ ۱. اصل کاوالیری می‌گوید: اگر 
دو شکل چنان باشند که بین دو خط 
در صفحه محدود باشند، به‌طوری که 
هر قاطع موازی با این زوج خط‌ها دو 
شــکل ما را در پاره‌خط‌هایی مساوی 
قطع كند، آنگاه آن دو شكل مساحت 

مساوی دارند )شکل 1(. 
شكل 1

الف( به کمــک اصل کاوالیری فرمول 
مساحت متوازی‌الاضلاع را از فرمول 

مساحت مستطیل نتیجه بگیرید.
ب( بــه کمک اصل کاواليری نشــان 
دهید مثلث‌هایــی با ارتفاع و قاعدۀ 

برابر، مساحت یکسان دارند. 
ج( يک صــورت اصــل کاواليری را 
برای حجم شــکل‌های ســه بعدی 

فرمول‌بندی کنید.

مســئلۀ ۲. اصل کاوالیری در سه بعد 
می‌گوید: اگر دو حجم چنان باشند که 
بین دو صفحۀ موازی محدود باشند، 
به طوری که هر صفحۀ قاطع موازی با 
این زوج صفحه‌ها، دو حجم ما را در 
شکل‌های مسطح با مساحت یکسان 
قطع کند، آنگاه آن دو شــکل حجم 

برابر دارند )شکل 2(.
 

شكل 2

الف( به کمک اصل کاوالیری سه بعدی، 
فرمول مساحت متوازی‌السطوح را از 
فرمول مســاحت مکعب مستطیل 

نتیجه بگیرید.
ب( با تقســیم مکعب به شش هرم 
مســاوی، فرمول حجم هرمی را که 
ارتفــاع آن برابر ضلع قاعدۀ مربع آن 

باشد، نتیجه بگيرید. 

مسئلۀ ۳. برای اثبات فرمول حجم هرم 
یا مخروط با قاعده و ارتفاع دلخواه به 
صورت ديگــری از اصل کاوالیری نیاز 
داریم. در این صورت دیگر، باید اجازه 
دهیم مســاحت مقاطع حجم اول، 
ضریبی ثابت از مقاطــع حجم دوم 
باشند. صورت جدید اصل کاواليری را 
فرمول‌بندی کنید و فرمول حجم هرم 
و حجم مخروط را به كمک آن ثابت 

کنيد. 

مسئلۀ 4. آیا می‌توانید به کمک شکل 
3 فرمول مســاحت دایــره را اثبات 

کنید؟
شكل 3

اگر به جــای دايره بیضــی بگذاریم 
)مانند شکل‌های 4 و 5(، آیا مساحت 

بیضی به‌دست می‌آید؟ بحث کنید.

شكل 4

مسئلۀ 5. مشابه محاسبه‌ای که برای 
مساحت دايره انجام داديد، به کمک 
شــکل 6 فرمولی بــرای حجم كره به 

كمک حجم مخروط به‌دست آورید.
شكل 6

مســئلۀ 6. در شکل 7 به کمک حجم 
استوانه و حجم مخروط فرمولی برای 
حجم کره به‌دســت آورید. برای این 
اثبات به اصل کاوالیری نیاز خواهید 

داشت.
شكل 7

 آموزش معلمان

 ادامۀ مسئله‌ها

 پاسخ‌ها

شكل 5
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 محـمدتـقـی‌درسدر‌کلاس
 طاهری‌تنجانی

آقای رهنما ) دبیر ریاضــی(: خب درس امروز در 
ادامۀ درس جلســۀ قبل اســت. در جلسۀ قبل با 
مفهوم معادله و حل معادله آشــنا شدید و امروز 
می‌خواهیم از معادله‌ها برای حل مسئله استفاده 

کنیم. برای شروع یک مسئله را مطرح می‌کنم:
»اگر سن علی و سن برادر دوقلوی او را با هم جمع 
كنيم، سپس سن دوستشان را که یک سال از آن‌ها 
بزرگ‌تر اســت، به آن اضافه کنیم، ربع قرن تجربه 

به‌دست می‌آید. علی چند سال داشته است؟ 
برای حل این ســؤال و سؤال‌های مشابه آن اول 
باید مجهول را مشخص کنیم. در اینجا چه چیزی 

برای ما مجهول است؟«
بچه‌ها: سن علی!

آقای رهنما: خب، سن علی را x در نظر می‌گیریم. 
حالا چه چيزهای دیگری به‌عنوان معلومات داریم؟

بچه‌ها: سن برادر علی و سن دوست علی. 
احمدی: و اینکه مجمو‌عشــان ربع قرن یعنی ۲۵ 

سال می‌شود. 
آقــای رهنما: خب حالا ارتباط بیــن این‌ها را که 

گفتید، طبق صورت مسئله بنویسید.
پس باید داشته باشــیم: x+x+(x+1(=25. حالا 
کافی اســت این معادله را حل کنیم که برای شما 

کاری آسان است. جواب چند می‌شود؟!

.x=8 بچه‌ها: علی ۸ ساله است
آقــای رهنما: بچه‌ها کاری که در این مســئله کردیم بيان 
مسئله به زبان ریاضی و حل آن بود. در سایر مسئله‌ها هم 
کمابیش همین کار را می‌کنیم. حالا به این مســئله توجه 

کنید:
»زهرا به‌سرعت شــروع به دویدن می‌کند و هر دقیقه دو 
واحد به ســرعت خود اضافه می‌کند. فاطمه با سرعتی دو 
واحد کمتر  از ســرعت زهرا شروع به دویدن می‌کند و در 
هر دقیقه ســرعت خود را دو برابر می‌کند. در دقیقۀ سوم 
سرعت این دو برابر می‌شود. زهرا با چه سرعتی شروع به 

دویدن کرده است؟«
بچه‌ها: آقا خیلی سخت شد! می‌شود راهنمایی کنید!

آقای رهنما: کلید حل مسئله یافتن مجهول و ایجاد ارتباط 
بین مجهول و معلومات مسئله است. در اینجا چه چیزی 

مجهول است؟
بچه‌ها: سرعت دویدن زهرا مجهول است!

آقای رهنما: خب ســرعت زهرا را x واحد در دقیقه در نظر 
می‌گیریم. در دقیقۀ اول، دوم و سوم چقدر می‌شود؟ 

.x+4 و دقیقۀ سوم x+2 دقیقۀ دوم ،x احمدی: دقیقۀ اول
آقای رهنما: خب حالا ســرعت فاطمه را در نظر بگیرید. در 

دقیقۀ اول با چه سرعتی می‌دود؟
مجیدی: آقا سرعت فاطمه x+2 می‌شود؟!

آقای رهنما: چرا x+۲؟!

حل‌مسئله‌به 
کمک‌معـادله
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مجیدی: چون مســئلۀ گفتــه دو واحد کمتر از ســرعت 
زهراست.

احمدی: نه آقا x-۲ می‌شــود. چون دو واحد باید کم بشود 
نه اضافه.

آقــای رهنما: بله آقای احمدی درســت می‌گوید. حالا در 
دقیقه‌های دوم و سوم چقدر می‌شود؟

احمدی: آقا دو برابر مرحلۀ قبل، یعنی دقیقۀ دوم )x-۲(۲ یا 
.۴x-٢(2 و يا ٨x-۴( ۲ و در دقیقۀ سومx-۴

آقــای رهنما: آفرین حــالا بیا و ارتباط بیــن معلومات و 
مجهولات مسئله را بنویس.

احمدی: آقا باید در دقیقۀ سوم سرعتشان برابر باشد. باید 
بنویسیم:

              )سرعت زهرا(  4x-8=x+4  )سرعت فاطمه(
از حل معادله داریم: x=۴. یعنــی زهرا در هر دقیقه چهار 

واحد سرعت داشته است. 
آقای رهنما: آفرین. حالا برای کنترل جواب و اینکه ببینیم 
درست حل کردیم يا نه، یک بررسی انجام می‌دهیم. سرعت 
زهرا در ســه دقیقۀ اول به ترتيب ۴، 6 و ۸ واحد و سرعت 
فاطمه در ســه دقیقــۀ اول ۲، ۴ و ۸ بوده و معلومه که در 
دقیقۀ سوم سرعت هر دو نفر ۸ واحد سرعت بوده است. 
در حل هر مسئله اگر در پایان، بررسی جواب به‌دست آمده 
با صورت مســئله صورت بگیرد، باید همه چیز منطقی و 
درست منطبق با معلومات مسئله باشد. اگر غیر از این بود 

جایی از کار می‌لنگید! 
محمودی: آقا یک ســؤالی ذهن مرا درگیر کرده اســت. 

می‌توانم بپرسم؟
آقای رهنما: البته! بفرمایید.

محمودی: آقا چرا در حل هر مسئله ما مجهول را x در نظر 
می‌گیریم؟ آیا علت خاصی دارد؟

آقای رهنما: سؤال خوبی است. دلیل خاصی ندارد و مجبور 
نیســتیم حتماً مجهول را x در نظر بگیریم. می‌توانیم یک 
حرف دیگر را نماینــدۀ مجهول در نظر بگیریم. ولی تمایل 
اکثر افراد به اســتفاده از x برای نمایش مجهول یک علت 
تاریخی دارد. نمادهای جبری برای نخستین بار در اروپای 
قرن‌های پانزدهم و شــانزدهم میــادی به‌وجود آمدند؛ 
ابتدا برای مجهول‌ها و بعد بــرای عمل‌ها. خوارزمی که از 
دانشمندان بزرگ کشور عزیزمان است، در کتاب خود برای 
مجهول از واژۀ »شــیء« استفاده کرد. بعد برای نخستین 
بار، یک اســپانیایی به‌نام پِدرو )Pedro( در ترجمۀ کتاب 
خود به‌جای واژۀ شــیء از واژۀ xei که کلمه‌ای اسپانیایی 
است استفاده کرد. برای همین وقتی می‌خواستند  از حرفی 
برای نشان‌دادن مجهول در مســئله استفاده کنند، حرف 
اول کلمــۀ xei، یعنی x را انتخاب می‌کردند. پس x یا y یا 
هر حرف دیگری فرقی نمی‌کند. حالا آماده شــوید مسئلۀ 

دیگری را حل کنید:
»محمود به جمعی از دوســتان خود رسید و پرسید: چند 
نفرید؟ یکی از دوســتانش گفت: »ما و ما و نیمه‌ای از ما 
و نیمه‌ای از نصف ما، گر تو هم با ما شــوی، جملگی صد 

می‌شویم. دوستان محمود چند نفر بودند؟«
سعی کنید مسئله را حل کنيد.

ســپس با قدم‌زدن در کلاس به راهنمایی دانش‌آموزان در 
حل مسئله پرداخت. بعد از چند دقیقه پرسید: »آیا کسی 

موفق به حل مسئله شد؟!«
مصطفوی: آقا اجازه! اگه مجهول را دوســتان محمود در 
نظــر بگیریم، پس باید کلمۀ ما را x در نظر بگیریم. ما و ما 
xــ و نیمه‌ای 

۲ می‌شــود: x+x یا: ۲x. نصف ما هم می‌شود: 
. جمع این‌ها باید  xــ

4
1ــ یا 

۲ × xــ
۲

از نصف ما هم می‌شــود: 
بشود ۱۰۰؛ درست است؟

احمــدی: آقا اجازه چیزی کم دارد. مگر نگفته که گر تو هم 
با ما شوی جملگی صد می‌شویم؟ پس باید با عدد 1 جمع 

بشود. 
آقای رهنمــا: بله آقای مصطفوی درســت گفتند و آقای 
 احمدی هم مطلب را تکمیل کردند. حالا کافی است معادلۀ

+x+x را حل کنیم و x را به‌دست بیاریم.  xــ
۲ + xــ

4 +1=100 
احمدی: آقا می‌شود ۳۶.

آقای رهنما: حالا برای کنترل کافی است به مسئله برگردیم. 
۳۶+۳۶ همان »ما و ما« اســت که می‌شود ۷۲. نصف ۳۶ 
هــم ۱۸ و نصف نصــف ۳۶ هم می‌شــود ۹. پس داریم: 
9+١٨+72 که می‌شــود ۹۹. حالا اگر با یک جمع بشــود، 
می‌شــود ۱۰۰. پس مسئله را درســت حل کردیم. حل هر 
مسئله به همین سادگی است. کلید اصلی همان پیداکردن 
ارتباط درست معلومات و مجهولات مسئله است. حالا این 

سؤال را حل کنید:
»دو شــمع بلند یکی زودتر و دیگری دیرتر روشن شده‌اند 
و هــر کدام در هر پنــج دقیقه به اندازۀ یک ســانتی‌متر 
کوتاه‌تر می‌شــوند یکی از شمع‌ها ۱۵ سانتی‌متر و دیگری 
۳۵ سانتی‌متر بلندی دارد. پس از چه مدت بلندی شمعی 

که دیرتر روشن شده دو برابر بلندی شمع دیگر است ؟«
محمودی: آقا مسئلۀ خیلی سخت است! کمکی بکنید!

آقای رهنما: فکر می‌کنید سخت است. نه این‌طور نیست. 
چه چیزی مجهول است؟

بچه‌ها: زمان خواسته شده. 
آقــای رهنما: خب آن را x در نظر بگیرید. در این مدت هر 

کدام از شمع‌ها به چه اندازه کوتاه‌تر شده‌اند؟
.۵x :یکی از بچه‌ها

آقای رهنما: آیا واقعاً ۵ برابر می‌شود؟ باید کمتر بشود. 
، چون هر ۵ دقیقه یک سانتی‌متر  xــ

5
احمدی: آقا می‌شود 

کوتاه‌تر می‌شود.  



دورۀ 29| شمارۀ 8

29

آقای رهنما: بله آقای احمدی درســت حدس زده اســت. 
حالا روابط بین معلومات و مجهولات مسئله را بنویسید.

احمدی: آقا شمعی که ۳۵ سانتی‌متر طول داشته، در این 
 35- xــ

5 xــ از طولش کم شــده. پس طولــش به 
5

مدت 
می‌رسد. شمعی هم که ۱۵ سانتی‌متر طول داشته، طولش 
-15 می‌رسد. حالا پرســیده است پس از چه مدت  xــ

5 به 
طول شــمع بزرگ‌تر دو برابر طول شمع کوچک‌تر می‌شود. 

پس باید داشته باشیم:
 35- xــ

5 = 2 )15- xــ
5 ( 

اما از حل معادله داریم: x=-۲۵. نمی‌دانم کجای مســئله را 
غلط حل کردم که جواب منفی شد!

آقای رهنما: آقای احمدی شــما کاملاً درست حل کردید. 
باید جواب به‌دســت آمده را تفسير کنید. ۲۵- دقیقه را به 
معنی زمان گذشــته تعبیر می‌کنیم. جواب به‌دست آمده 
می‌شود ۲۵ دقیقه پیش از این. در طول ۲۵ دقیقۀ گذشته، 
از بلندی هر شمع ۵ سانتی‌متر کم شده و اول طول شمع‌ها 

۴۰ و ۲۰ سانتی‌متر بوده است. 
در حل هر مســئله جواب باید منطقی و قابل‌قبول باشد. 
بهترین راه براي اطمینان از درســتی جواب بازگشــت به 
مســئله و کنترل راه‌حل با معلومات مســئله اســت. اگر 
معادلۀ نظیر یک مسئله را نتوان حل کرد، مسئله حل‌نشده 
باقی می‌ماند. بعضی وقت‌ها جواب‌های به‌دست‌آمده با 
شرط‌های مسئله سازگاری ندارند. باید بررسی کنیم که آیا 
جواب‌ها پذیرفتنی هستند یا نه. همۀ این‌ها رو باید تفسیر 
کرد. چون فرصت کم اســت مســئلۀ دیگری هم مطرح 

می‌کنم که از نظر آموزشی نکته‌های خوبی دارد:
»پســرکی 11 بادکنک خریده بود. پس از ترکیدن چند تای 
آن‌هــا، بقیه را هر یک به بهای ۲۰ تومان بیشــتر از بهای 
خرید فروخت و ۱۱۳ تومان ســود برد. چند تا از بادکنک‌ها 

ترکیده و بهای خرید هر بادکنک چقدر بوده است؟
بچه‌ها: آقا اینجا که دو تا چیز مجهول اســت: هم تعداد 

بادکنک‌های ترکیده و هم قیمت بادکنک‌ها.
آقای رهنما: اشــکالی ندارد. شــما دو تا متغیر x و y را در 
نظر بگیرید و ارتباط بین معلومات و مجهولات را بنويسید.

مصطفــوی: آقا اگر بهای خرید هر بادکنــک را x و تعداد 
بادکنک‌هــای ترکیــده را y در نظر بگیریــم، پس تعداد 
 ۲۰+x 11 و مبلغ فروش هر بادکنک-y بادکنک‌های نترکيده
می‌شود؛ چون ۲۰ تومان بیشتر فروخته. تا اینجا ارتباط‌ها 

را توانستم بنویسیم. بقیه‌اش را نمی‌دانم.
آقای رهنما: خب سود چطور به‌دست می‌آید؟

احمدی: آقا اختلاف بین مبلغ فروش و مبلغ خرید.
آقای رهنما: خب مبلغ خرید چقدر است؟

.11x :تومان که می‌شود x احمدی: یازده بادکنک هر کدام
آقای رهنما: کل قیمت فروش چقدر است؟

احمدی: تعداد بادکنک‌های مانده ضرب در قیمت فروش 
هر کدام می‌شــود کل قیمت فروش. تعداد بادكنک‌های 
باقی‌مانــده y-11 و قيمت فروش هر کــدام x+۲۰ تومان 

است. پس مبلغ كل فروش می‌شود:
 )11-y)(x+20( 
آقای رهنما: آفرین! حــالا این دو را از هم کم کن. بيا پای 

تابلو و بنویس. 
احمدی پای تابلو می‌رود و تابلو را پاک می‌کند و می‌نویسد:
)11-y)(x+20(-11x=113

                                                          سود  خرید      فروش

11x+220-yx-20y-11x=113
-yx-20y=-107
yx+20y=107

آقای رهنما: خب تا اینجا درســت اســت، ولی حل این 
معادلۀ آخر با یک ابتکار و اینکه x و y عددهای طبیعی‌اند 
حل می‌شود. چون اولین بار است که با این جور معادلات 
برخورد می‌کنيد، من خــودم آن را حل می‌کنم و توضیح 
می‌دهم. کافی است عبارت سمت چپ را به‌صورت ضرب 

دو پرانتز بنویسم:
y(x-20(=107 
حالا چون عدد 107 عدد اول اســت، پس باید دو عدد در 

سمت چپ تجزیه شده باشند و فقط می‌شود نوشت:
y(x-20(=1×107 

 .x=۸۷ :باید ۱۰۷ باشد. در نتیجه x-20 باید برابر 1 و y پس
یعنی یک بادکنــک ترکیده و قیمت خرید هر بادکنک ۸۷ 
تومــان بوده اســت. خب این هم شــگرد دیگری از حل 
معادلات خاص بــود. فرصت امروز تمام شــد. تعدادی 
تمرین برای منزل شما در نظر گرفتم. مبصر کلاس برگه‌های 

سؤال‌ها رو لطفاً توزیع کن. 

تمرین
1. فاصلۀ دو شهر ۱۰۰ کیلومتر بیشتر از یک سوم فاصلۀ آن 

دو شهر است. فاصلۀ دو شهر را پیدا کنید.
2. از فيثاغورس پرسیدند: چند ساعت از نیمه شب گذشته 
است؟ او پاسخ داد: آنچه از نیمه شب گذشته دو برابر دو 
سوم مدتی است که چهار ساعت پیش به نیمه شب مانده 

بود. فیثاغورس چه ساعتی را اعلام کرده است؟
3. بــرای جا‌به‌جا کــردن تعدادی صندوق، یک ســرکارگر 
ورزیده با ۹ کارگر به کار گماشــته شدند. هر یک از کارگران 
15 صندوق را جا‌به‌جا کرد و تعداد صندوق‌هایی که سرکارگر 
جا‌به‌جا کرد ۹ عدد بیشــتر از میانگین همۀ صندوق‌های 
جابه‌جا شــده بود. ایــن گروه روی هم چنــد صندوق را 

جابه‌جا کرده‌اند؟

ریاضی
و مدرسه



گردآوری: مریم جعفرآبادی

آتش مهیبی در یک مزرعۀ بزرگ شعله‌ور شده است. سه شیر و 
سه بوفالو جانشان را برداشته و پا به فرار گذاشته‌اند. برای فرار 
از این جهنم آن‌ها باید از رودخانه‌ای پر از کروکودیل عبور کنند.

خوشــبختانه یک کلک )تختۀ چوبی که می‌توان روی آن سوار 
شــد و از رودخانه عبور کرد( در آن اطراف هست که می‌تواند 
هم‌زمان دو حیوان را حمل کند. باید حداقل یک شــیر یا یک 

بوفالو سوار آن شوند تا کلک را برانند و از رودخانه رد شوند.

فقط مشکلی هست! اگر تعداد شــیرها در هر طرف رودخانه 
از تعداد بوفالوها بیشــتر شــود، حتی برای یک لحظه غریزۀ 
درندگی شــیرها بالا می‌زند و کار به جاهای باریک می‌کشــد. 
این قانون شاملِ حیواناتی که برای عبور از رودخانه روی کلک 
سوار شده‌اند هم می‌شود. یعنی اگر روی کلک هم تعداد شیرها 
بیشتر از بوفالوها شود، ممکن است چیزی از بوفالوهای سوار 

بر کلک باقی نماند.

می‌خواهیم ببینیم در این اوضاع که هر لحظه ممکن است 
آتش جــان همۀ حیوانات را بگیرد، ســریع‌ترین راه برای 
عبور حیوانات از رودخانه بدون خورده شدن توسط شیرها 

چیست؟

می‌توانید فعــاً ادامۀ این مطلــب را نخوانید و خودتان 
کمی فکــر کنید. وقتی به جواب رســیدید بقیۀ مطلب را 
بخوانید. اگر در چنین مسئله‌هایی گیر کردید، بکوشید همۀ 
تصمیماتی را که در هر لحظه می‌توانید بگیرید فهرســت 

کنید؛ و همین‌طور عاقبت آن تصمیم‌ها را!

مثلاً برای اولین حیوان یا حیواناتی که سوار کلک می‌شوند 
 پنــج گزینه داریم: é یک بوفالو، é یک شــیر، é دو بوفالو، 

é دو شیر، é یک بوفالو و یک شیر.

معمای عبور از رودخانه
ریاضی

و كاربرد
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یک یادو

راه‌حل

سريع‌ترين راه 

شش حيوان چيست؟

برای عبور 



حالا به جواب نزدیکیم، چــون همۀ بوفالوها در جای امن 
و مطمئنی هستند و تعداد آن‌ها هم بیشتر از شیرهاست. 
فقط یک شــیر مانده که باید برگردد و دوســت‌هایش را 
یکی‌یکی با خودش ببرد. به این ترتیب با مجموع ۱۱ رفت 
و برگشت همۀ حیوانات صحیح و سلامت به سمت چپ 

رودخانه می‌رسند.

راه‌حلی که شامل فرستادن دو شیر در مرحلۀ اول بود هم با 
مجموع ۱۱ حرکت به نتیجۀ درست می‌رسد. شش حیوان 
توانســتند به‌موقع از مهلکه فرار کنند و زندگی جدیدی را 
در سمت دیگر رودخانه آغاز کنند. البته حالا که خطر از سر 
گذشته باید دید این دو پادشاه در یک اقلیم می‌گنجند یا 

طوفان دیگری در راه است؟

اگر یک حیوان تنها حرکت کند مجبور می‌شود برای برگرداندن 
کلک به سمت دیگر رودخانه دوباره سوار آن شود و برگردد. پس 
انگار بی‌فایده اســت. اگر دو بوفالو همزمان سوار کلک شوند، 
بوفالوی سوم که با شیرها تنها مانده است فوراً خورده می‌شود. 

پس این گزینه‌ها رد می‌شوند. 
فرســتادن دو شیر یا یک شیر و یک بوفالو را بررسی کنیم. هر 
دوی این انتخاب‌ها می‌توانند درست باشند و با تعداد حرکات 
برابر راه‌حل‌های درســتی برای این معما باشند. بیایید یکی از 
این تصمیم‌ها را بررســی کنیم و بررسی حالت دوم را بر عهدۀ 

شما بگذاریم.
بیایید فکر کنیم یک شــیر و یک بوفالو سوار بر کلک شده‌اند و 
می‌خواهند از رودخانه رد شوند. در این شرایط اگر بوفالو در سمت 
دیگر رودخانه بماند و شیر به سمت حیوانات دیگر که منتظر کلک 
هستند برگردد، اتفاق خوبی نیست. چون تعداد شیرها در سمت 

دیگر رودخانه سه تا می‌شود که خبر خوبی نیست. 
پس شیر باید سمت چپ رودخانه بماند و بوفالو به سمت راست 
رود برگردد که بقیۀ حیوانات در آنجا هستند. حالا دوباره همان 
پنج گزینه را داریم، ولی یک شــیر به سمت چپ رودخانه رفته 
است. این بار اگر دو بوفالو با هم بخواهند از روی رود رد شوند، 
یک بوفالو در سمت راست می‌ماند که سرنوشت او، خورده‌شدن 
توسط شیرهاست. اگر یک شیر و یک بوفالو هم بروند، بوفالوی 
روی کلک به محض اینکه به ســمت چپ رود برســد خورده‌ 

می‌شود. پس این گزینه‌ها هم به بن‌بست می‌رسند! 
بنابراین در سومین حرکت فقط دو تا شیر می‌توانند با هم سوار 
کلک شــوند. یکی از آن‌ها پیاده شود و حالا دو شیر در سمت 
چپ رودخانه هستند. شیر سوم کلک را به سمت راست روخانه 

برمی‌گرداند؛ جایی که بوفالوها منتظرند. 
حالا چه کار کنیم؟ از آنجا که در ســمت چپ رودخانه دو شــیر 
داریم، تنها گزینه فرســتادن دو بوفالو است. ولی اگر قرار باشد 
همین دو حیوان دوباره به ســمت راست رودخانه برگردند که 
خیلی کار بی‌معنی و بی‌فایده‌ای انجام داده‌ایم. پس یک شیر و 
یک بوفالو را با کلک برمی‌گردانیم. یک بوفالو و یک شیر سمت 
چپ رودخانه می‌مانند و دو تا از هر کدام سمت راست رودخانه. 
باز هم برگرداندن یک شیر و یک بوفالو بی‌معنی است، پس عبور 
بعدی باید برای دو تا شیر یا دو تا بوفالو باشد. اگر شیرها بروند، 
بوفالوی سمت چپ را می‌خورند، پس باید بمانند و دو بوفالو از 

رودخانه رد می‌شوند.

منبع
https://www.ted.com/talks/lisa_winer_can_you_
solve_the_river_crossing_riddle?language=en
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 مهدیه مسیبی

é موضوعی که باعث شــد ما امروز بــا هم گفت‌وگو کنیم 
ساخت یک تکه‌فیلم آموزشی در زمینۀ درس ریاضی است. 

دربارۀ آن برای ما بگو.
è موضوع تکه‌فیلم من »مجموعه‌ها در ریاضی« است که 
با اســتفاده از مواد دور ریختنی، مانند نخ، کاغذ، بطری، 
وسایل دَم دستی و ... آن را ساخته‌ام. سعی کرده‌ام در این 
تکه‌فیلم نشان دهم که با استفاده از یک مجموعه چیزهای 
ســاده و به‌ظاهــر دور ریختنی و با کمــی فکر و خلاقیت 
می‌تــوان روی یک موضوع آموزشــی کار کرد و امکانی را 

فراهم آورد تا یادگیری جذاب و شیرین باشد.

é این تکه‌فیلم را به کمک چه چیز‌هایی ساخته‌ای؟
è من با اســتفاده از تلفن همراه این تکه فیلم را به روش 
»استاپ‌موشــن« ساخته‌ام. برای ســاخت آن حدود ۷۰۰ 

عکس گرفتم و بعد این فیلم را درست کردم.

é ایــن تکه‌فیلم در مورد کدام مبحث ریاضی اســت و چرا 
این مبحث را برای کارت انتخاب کردی؟

è بحث مجموعه‌ها درس اول ریاضی پایۀ نهم است. من 
از موضوع خانواده برای نشــان‌دادن مجموعه‌ها استفاده 

کردم. زیرا پدیده‌ای ملموس و قابل درک برای دانش‌آموزان 
اســت و بهتر می‌توان مجموعه را نشــان داد و درک کرد. 
بچه‌ها با این مثال ملموس به‌راحتی مبحث مجموعه‌ها را 

درک می‌کنند.

é ســاخت این تکه‌فیلــم چقدر زمان برد؟ آیــا تنهایی آن 
را انجــام دادی یا دانش‌آموز دیگری هم با شــما همکاری 

می‌کرد؟
è حدود یک ماه زمان نیاز داشتم و هر روز یک ساعت روی 
آن کار کردم. من این طرح و ایده را خودم به تنهایی انجام 

دادم و تنها از پدرم مشورت ‌گرفتم.

é چه چیزی باعث شــد که سراغ ســاخت تکه‌فیلم بروی؟ 
چرا مثلاً برای مجموعه‌ها ســراغ یک تحقیق نرفتی و مثلاً 

مقاله ننوشتی؟
è چون اســتاپ موشن را دوست داشتم و به همین دلیل 
این مبحث را انتخاب کردم. از طرف دیگر دوست داشتم در 

جشنوارۀ خوارزمی هم شرکت کنم.

é آیا در همان مرحلۀ اول کار تمام شــد و به نتیجه رسیدی 

یکی با گوشــی تلفن همراه فقط برای بازی، تفریح و تماشــای فیلم ســروکار دارد و یکی هم دنبال این اســت که چطور 
می‌توان از آن برای آموزش و یادگیری بهتر اســتفاده کرد. فاطمه که مثل شــما دانش‌آموز دورۀ متوسطه است، با گوشی 
تلفن یک تکه‌فیلم )کلیپ( آموزشی به روش »استاپ موشن« می‌سازد تا هم به یادگیری بهتر یک مبحث آموزشی کمک 
کند و هم در جشنوارۀ خوارزمی حضور داشته باشد. او در یک خانوادۀ فرهنگی زندگی می‌کند. پدرش بازنشستۀ فرهنگی و 
خواهرش معلم اســت. برادر بزرگ‌ترش دانشجوی حسابداری و برادر کوچک‌ترش دانش‌آموز است. مادر هم به خانه‌داری 

مشغول است. گفت‌وگو با فاطمه محبی را که به رایانه و هوش مصنوعی بسیار علاقه دارد، با هم می‌خوانیم.

گفت‌وگو با 
فاطمه محبی، 
دانش‌آموز سازندۀ 
کلیپ آموزشی 
مجموعه‌های 
ریاضی،
از کوهدشت
 لرستان

جذابیت 
از 
تلاش 
می‌آید
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یا اینکه مشکلاتی هم داشتی؟
è به نکتۀ جالبی اشاره کردید. بعد از اینکه در اولین مرحله 
تمام عکس‌ها را کامل کــردم و آماده بودم تا کار ویرایش 
)ادیت( را انجام بدهم، به‌خاطر کیفیت پایین گوشی تمام 
عکس‌هایم پاک شــدند. آن لحظه ناامید شدم. ولی بعد 
از مدتی تصمیم گرفتم تا دوباره کار را شــروع کنم و ادامه 
بدهم که خوشــبختانه به نتیجه رسیدم. از آنجا که به کار 
خودم باور داشــتم، سعی کردم با پشــت کار دوباره آن را 
دنبال کنم و نتیجه بگیرم. این اتفاق برای من درس بزرگی 
بود که آدم باید برای رســیدن به هدفش تلاش کند و از 

شکست‌های کوچک بین راه هراس نداشته باشد.

é خانم احمدی دبیر ریاضی شما در این زمینه چقدر نقش 
داشــت؟ آیا تو را تشویق می‌کرد؟ چه کمک یا راهنمایی در 

این زمینه برایت داشت؟ 
è من بعد از ســاخت کار اولیه، آن را به ایشــان نشــان 
دادم. خانم احمدی استقبال کرد و ایرادهای کارم را به من 

یادآوری کرد.

é ســاخت این تکه‌فیلم چقدر به خــودت در فهم بهتر این 
مبحث کمک کرد و برای انجام این کار چقدر مطالعۀ بیشتر 

از سطح کتاب داشتی؟
è پرداختــن به این موضوع، یعنی مجموعه‌ها در ریاضی، 
در فهم بهتر مطلب به طور یقین به من کمک کرد و نقش 
داشــت. البته من بیشتر روی کتاب درسی خودمان تمرکز 

داشتم و نیازی به کتاب‌های دیگر پیدا نکردم.

é این تکه‌فیلم را در چه مســابقه‌ای شرکت دادی و تا چه 
مرحله‌ای پیش رفتی؟

è در جشنوارۀ نوجوان خوارزمی و تا مرحلۀ کشوری پیش 
رفتم.

é آیا باز هم دوســت داری در زمینــۀ ریاضی فعالیت‌های 
فوق برنامه داشــته باشی؟ چه برنامه‌ای برای آیندۀ خودت 
در این زمینه داری؟ یعنی روی چه موضوع‌هایی می‌خواهی 

کار کنی؟ 
è من به رشــتۀ رایانه، گرایش برنامه‌نویســی علاقه دارم. 
این رشــته را در هنرستان دنبال خواهم کرد و هدفم ادامۀ 
تحصیــل در حوزۀ هوش مصنوعی اســت. قصد دارم در 
المپیاد رایانه شرکت کنم. واقعاً به رشتۀ رایانه علاقه دارم. 
آیندۀ شغلی خوبی هم دارد. برای حرفه‌ای‌شدن در کلاس 
برنامه‌نویسی به صورت برخط شرکت کرده‌ام و علاقه‌مندم 

به برنامه‌نویسی ادامه بدهم.

é تکه‌فیلمی که ســاختی در مدرســه چقدر مورد استقبال 
ســایر دانش‌آموزان قرار گرفت و چه کمکی به آنان در فهم 

بهتر این مبحث ریاضی کرد؟
è راســتش با توجه به اینکه آن را به مدرسه ارائه نداده‌ام، 
بنابراین نمی‌توانم اظهار نظر کنم. اما هرکسی آن را دید، آن 

را اثری جذاب و خلاقانه ارزیابی و معرفی کرد.

é شــنیدم در دورۀ ابتدايی و حتی دورۀ اول متوســطه به 
عنوان معلم‌یار به ســایر دانش‌آموزان در فهم بهتر مطالب 

ریاضی کمک می‌کردی.  
è بله، من در دوره‌های ابتدایی و اول متوســطه به عنوان 
همیــار ریاضی بــه دانش‌آموزانی که در مســائل ریاضی 
مشکل داشتند کمک می‌کردم. هنوز هم کمک می‌کنم. در 
غیاب معلم مشکلات درسی بچه‌ها را بررسی می‌کردم و در 

یادگیری و فهم مطالب به آن‌ها یاری می‌رسانم.

é بــرای اینکه مباحــث درس ریاضی را خــودت بهتر یاد 
بگیری چه روشــی داری؟ مثلاً چند بــار می‌خوانی، تمرین 

می‌کنی یا کتاب‌های فوق‌برنامه مطالعه می‌کنی؟ 
è بــرای یادگیری بهتر مباحث ریاضــی، چند بار به روش 
روخوانــی مطالب را می‌خوانم و نکات مهــم را روی برگۀ 
باطله می‌نویســم. تمرین‌های دشــوار مبحث را چند بار 
تکرار می‌کنم و بعد از یادگیری، ســراغ تست‌های ریاضی 
همان مباحث می‌روم. روش من تکرار تمرین‌های درسی و 

مباحث آموزشی است.

é نظرت دربارۀ درس ریاضی چیست؟ بعضی‌ها می‌گویند 
خیلی سخت است. این جمله را قبول داری؟

è خیر من چنین اعتقادی ندارم. دشواری هر درسی بستگی 
به خود دانش‌آموز دارد. با تلاش و کوشــش، هر درســی 

آسان‌تر و جذاب‌تر می‌شود.

é وقتــی در حل مســئله‌های ریاضی با مشــکلی برخورد 
می‌کنی و نمی‌توانی آن را حل کنی چارۀ کار چیست؟

è از پدرم کمک می‌گیــرم و در غیر این صورت کتاب‌های 
کمکی را جســت‌وجو می‌کنم. گاهی هم سراغ وبگاه‌های 

)سایت‌های( اینترنتی می‌روم.

é و حرف آخر.
è من به مجلۀ رشــد ریاضی برهان علاقه دارم و مباحث 

مرتبط با حساب، جبر و هندسه را هم می‌خوانم.
é برایتان موفقیت و سربلندی آرزو داریم.

گفت‌وگو
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زبان‌های برنامه‌نویســی به‌منظور کمک به انســان برای 
ارتباط با رايانه ابداع و توسعه داده شده‌اند. چالش اساسی 
در برنامه‌نویسی ترجمۀ دستورها به زبانی است که از يک 
سو برای انســان‌ها قابل فهم باشد و از سوی ديگر امكان 

ترجمۀ آن‌ها به زبان رايانه نيز فراهم باشد.

Python

زبان‌های برنامه‌نویسی
زبان برنامه‌نویسی مجموعه‌ای رسمی از کلمه‌ها و نمادهاست که به افراد اجازه می‌دهد دستوراتی را به رايانه‌ها بدهند. درست 
مانند زبان‌های انسانی، هر زبان برنامه‌نویسی واژگان و دستور زبان خاص خود را دارد. ترجمۀ یک الگوریتم كه برای مثال به 

زبان فارسی نوشته شده است، به زبان برنامه‌نویسی مورد نظر، رايانه را قادر می‌سازد دستورها را بفهمد و اجرا کند. 

ویژگی‌های مشترک زبان‌های برنامه‌نويسی
همۀ زبان‌های برنامه‌نویسی ویژگی‌های اساسی خاصی دارند كه عبارت‌اند از: تصمیم‌گیری، تکرار دستورها، و ذخیرۀ مقدارها در 
ظرف‌های نام‌گذاری شده. کلمه‌های استفاده‌شده برای این ویژگی‌ها از زبانی به زبان دیگر متفاوت است، اما همۀ آن‌ها اساساً 
یک کار را انجام می‌دهند. آشنایی با این مفهوم‌ها در یک زبان، یادگیری زبان دیگر را برای شما بسیار آسان‌تر می‌کند. راه‌های 
متنوعی برای ترجمۀ زبان‌های برنامه‌نویسی به کد دودویی )که کد ماشین نيز نامیده می‌شود( وجود دارد. این کدها را رايانه 
می‌فهمد. برخی از زبان‌ها مانند C و ++C از »مترجم« )کامپایلر( استفاده می‌کنند كه يک فایل جدید حاوی کد ماشین تولید 
می‌کند. رایانه می‌تواند این فایل جدید را اجرا کند. زبان هایی مانند »پایتون« و »جاوا اسکریپت« از یک »مفسر« استفاده 

می‌کنند که برنامۀ نوشته شده طی یک فرایند را ترجمه و اجرا می‌کند.

نتیجۀ يكسان 
ســه برنامۀ نشان داده شده در اینجا 
کاملاً متفاوت به نظر می‌رســند، اما 
همۀ آن‌ها نمونه‌هایی از یک مفهوم 
برنامه‌نویسی به نام »حلقه« هستند 
که برای نمایش یک پیام سه بار از آن 

استفاده می‌شود. 

زبان‌های سطح بالا و پایین
از اصطلاح »زبان‌های برنامه‌نویســی« معمولاً برای اشــاره به زبان‌های سطح بالا اســتفاده می‌شود. زبان‌های سطح بالا به 
برنامه‌نویســان اجازه می‌دهند از زبانی نزدیک‌تر به زبان انسان اســتفاده کنند. زبان‌های سطح پایین با سخت‌افزار داخلی، 
مانند »ثبات‌ها« و »حافظه« کار می‌کنند و به نوع خاصی از رایانه متصل هستند. برنامه‌های نوشته شده به زبان سطح بالا را 

می‌توان روی هر رایانه‌ای با مترجم مربوطه اجرا کرد.

مقـــــدمه‌اى بر 
هـــــاى  زبــــــــــان‌
برنامه‌نويسى

آریان خلیلی
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int i;
for (i=1; i<=3; i++)
{
printf(“hello, world!”);
}

c

for i in 0..3
puts “hello, world!”
end

Ruby

hello, world!
hello, world!
hello, world!

for i in range(1,4):
print(“hello, world!”)



سامانه‌های جاسازی‌شده 
سامانه‌های »جاسازی‌شده« رایانه‌هایی هستند که 
امروزه به عنوان بخش مهمی از وسايل گوناگون 
با آن‌ها ســروكار داريم. برای مثال اين سامانه‌ها 
در يک مایکروویو یا خودرو گنجانده شــده‌اند و 
غالباً به زبان C برنامه‌نویســی می‌شوند. با وجود 
اینکه C یک زبان برنامه‌نويســی سطح بالاست، 
به برنامه‌نویسان امكان می‌دهد کنترل زیادی بر 
نحوۀ اجرای کد در سطح »ثبات‌ها« )رجيسترها( 

داشته باشند. 

با فشــردن دکمه‌های صفحۀ کنترل 
مایکروویو، كد نوشته توسط پردازندۀ 

داخلی آن اجرا می شود.

برنامه‌نويسی برای هدف خاص
برای نسل‌های اوليۀ رايانه‌ها، برنامه‌نويسان برنامه‌های مورد نظر خود را با کد دودويی یا زبان اسمبلی می‌نوشتند. از آن 
زمان، زبان‌های برنامه‌نویســی به عنوان ابزاری برای برآورده‌‌کردن یک نیاز یا انجام یک هدف مشخص توسعه یافته‌اند. 
برای مثال می‌توان به زبان‌هایی اشاره کرد که به ریاضی‌دانان و دانشمندان اجازه می‌دهند فرمول‌ها را وارد کنند، زبان‌هایی 

که برای آموزش برنامه‌نویسی به علاقه‌مندان به‌کار می‌روند، ‌یا زبان‌هایی که به توسعۀ هوش مصنوعی کمک می‌کنند. 

تفكر ماشینی و هوش مصنوعی
»ليسپ«4 بر اســاس یک تعریف ریاضی از 
زبان‌های برنامه‌نویســی ابداع شد و خيلی 
زود بین محققــان و علاقه‌مندانی که هوش 

مصنوعی را مطالعه می‌کردند، محبوب شد.

فناوری‌های سطح‌بالا 
یکــی از معروف‌تریــن روبات‌هایــی که 
سامانۀ برنامه‌ريزی‌شده دارد، »مریخ‌نورد 
کنجکاوی« اســت. ایــن روبات متحرک 
برای کاوش مریخ و ارسال داده‌ها، ساخته 
و برنامه‌ریزی شده است. کدهای نوشته 
شده برای مریخ‌نورد كنجكاوی، عمدتاً به 
زبان C نوشــته شده‌اند. قبل از فرستادن 
کنجکاوی، آن را به طــور كامل آزمایش 
کردند تا اطمینان حاصل شود برای مثال 
به طور تصادفی به سنگ برخورد نمی‌کند 

و به خود آسیب نمی‌رساند.

محاسبه‌های علمی
فرترن1 به گونه‌ای طراحی شده بود که به افراد اجازه 
می‌داد برنامه‌هایی بنویسند که شامل فرمول‌های 
ریاضی باشد. نام فرترن کوتاه شدۀ عبارت »ترجمۀ 

فرمول« یعنی »Formula Translation« است.

فرترن 

تجارت و كسب‌وکار 
كوبــول2 يــا كوبــال مخفــف »زبــان متداول 

کسب‌وکارمحور«، یعنی: 
 »Common Business-Oriented Language«
است که برای تسهیل و ارزان‌ترساختن نرم‌افزارهای 

مرتبط با تجارت برای شرکت‌ها توسعه داده شد.

 کوبول

کُد برای كودكان و دانش‌آموزان ابتدايی
»اسکرچ«3 برای آموزش کدنویسی به کودکان و 
دانش‌آموزان 7 تا 13 ساله ایجاد و توسعه داده 

شد و یادگیری آن آسان و سرگرم‌کننده است. 

اسکرچ

لیسپ
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پی‌نوشت‌ها
 1. Fortran
2. COBOL
3. Scratch
4. Lisp
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عباس قلعه‌پوراقدم

ســام. امیدوارم رسم‌های ارائه شده 
در هفت شــمارۀ قبلی را تمرین کرده 
و یاد گرفته باشید. در این قسمت از 
»چگونه رسم می‌شود؟« که در آخرین 
شماره از ســال تحصیلی جاری ارائه 
می‌شــود، قصد آموزش رســم شکل 
به‌خصوصی را ندارم، بلکه می‌خواهم 
رســم‌های جالبی را بیــاورم که برای 
بهتر فهمیدن بخش هندســۀ کتاب 

ریاضی‌تان مفید خواهند بود.

۱. زاویۀ قائمه چگونه رسم می‌شود؟
برای رسم دقیق یک مربع یا مستطیل 
یا هر شکل هندسی دیگری که زاویۀ 
قائمه داشته باشد، یکی از اصلی‌ترین 
شــرط‌های لازم بــرای رســیدن به 
یک شــکل بــا همــان اندازه‌ها که 
می‌خواستیم، این است که زاویۀ قائمۀ 
رسم‌شده دقیقاً ۹۰ درجه باشد. چرا که 
یک یا دو درجه خطــا در اندازۀ زاویۀ 
قائمه می‌تواند تمامی اندازه‌های شکل 
را تحت تأثیر قرار دهــد و کار خراب 
شــود. برای رسم زاویۀ قائمه دو روش 

ارائه می‌کنم:
روش اول: پاره‌خطی به طول دلخواه 
می‌کشیم؛ مانند AB )شکل ۱(. دو سر 
AB، یعنی A و B را مرکز قرار می‌دهیم 
و دو دایره به شعاعی بیشتر از نصف 
طول AB رسم می‌کنیم؛ به طوری که 
در دو نقطــۀ C و D یکدیگــر را قطع 
کنند. خط راســت CD را می‌کشیم تا 
AB را در نقطۀ M قطع کند. هر چهار 
زاویه که رأسشــان نقطۀ M اســت، 

قائمه هستند.

چـــگـــــونــــه
رســـــــــــــــــم
‌می‌شـــود؟

بر AB رسم کنیم. استفاده از گونیا در 
این مورد بدون خطــا نخواهد بود. 
برای اینکه متوجه این خطا بشوید، 
خودتان دســت به کار شوید و سعی 
کنید پس از رســم یــک پاره‌خط، در 
یکی از دو ســر آن با گونیا عمودی بر 
آن پاره‌خط رســم کنید. خواهید دید 
که نتیجه خیلی مطلوب نخواهد بود 
و شما مجبور خواهید بود که پاره‌خط 
AB را امتداد دهید. روش زیر به شما 
کمک می‌کند بــدون امتداد دادن، بر 

پاره‌خط مورد نظر، عمود رسم کنید.
روی پاره‌خط AB نقطۀ دلخواه C را در 
نظر می‌گیریــم. به مرکزهای A و C و 
شعاعی مساوی با طول AC دو دایره 
رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در نقطه‌ای 

که آن را D می‌نامیم، قطع کنند.

شكل 4

حال D را به C وصل می‌کنیم و پاره‌خط 
CD را از طــرف D به انــدازۀ خودش 
امتداد می‌دهیم تا به نقطۀ E برسیم. 
برای امتداد دادن CD به اندازۀ خودش 
از طــرف D، دو کار می‌توانیــم انجام 

دهیم:
الــف( با خط‌کش طــول CD را اندازه 

بگیریم و به همان اندازه امتداد دهیم.
ب( دهانۀ پرگار را به اندازۀ CD باز کنیم 
)CD با AC هم طول است، پس دهانۀ 
پــرگار به همان انــدازه‌ای که دو دایرۀ 
قبلی را رسم کردیم، خواهد ماند و نیاز 
به تغییر نیســت( و به مرکز D دایره‌ای 
رسم کنیم و بعد CD را امتداد دهیم تا 
دایره را در نقطه‌ای که آن را E می‌نامیم، 

قطع کند.
روش دوم مطلوب‌تر و دقیق‌تر است 
)شکل ۵(. پس از امتداد E ،CD را به 
 EAC وصل می‌کنیم تا زاویۀ قائمۀ A
به دســت آید. EA بر AB در A عمود 

است.

شكل 1

روش دوم: نیم دایره‌ای به قطر دلخواه 
 C رســم می‌کنیم و نقطۀ دلخواه AB
را روی آن در نظــر می‌گیریم. C را به 
نقطه‌های A و B وصل می‌کنیم. زاویۀ 

ACB قائمه است ) شکل ۲(.

شكل 2

 C پرسش: چرا با انتخاب دلخواه نقطۀ
روی محیط نیم‌دایره، زاویۀ تشکیل‌شدۀ 

ACB همیشه قائمه است؟
برای پاســخ به این پرسش نیمۀ دوم 
نیم‌دایره را نیز رســم می‌کنیم تا دایرۀ 
کاملی حاصل شــود )شــکل ۳(. در 
 ACB هــر دایره به زاویه‌هایــی نظیر
کــه رأسشــان روی محیــط دایره و 
اضلاعشان وترهایی از دایره هستند، 
»زاویۀ محاطی« می‌گویند. اندازۀ هر 
زاویۀ محاطی با نصــف اندازۀ کمان 
برابر اســت. چون کمان  روبه‌رویش 
روبــه‌روی زاویۀ محاطــی ACB یک 
نیم‌دایره و نیم‌دایره ۱۸۰ درجه اســت، 
لذا اندازۀ زاویۀ ACB برابر نصف ۱۸۰، 

یعنی ۹۰ درجه خواهد بود.
شكل 3

 AB از پاره‌خط A ۲. چگونه بر نقطــۀ
خطی عمود رســم کنیم، بــدون آنکه 

پاره‌خط را از طرف A امتداد دهیم؟
پاره‌خط AB را در نظر می‌گیریم )شکل 
۴(. می‌خواهیــم در نقطۀ A عمودی 
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شكل 5

۳. چگونه بدانیم زاویۀ رسم‌شــده‌ای 
قائمه است یا نه؟

روش اول: زاویۀ XOY را که می‌خواهیم 
بدانیــم قائمه اســت یا نــه، در نظر 
می‌گیریم. روی ضلع OX، نقطۀ دلخواه 
 O را انتخاب می‌کنیم. به مرکزهای A
و A و با شعاعی بیشتر از نصف طول 
OA، دو کمــان دایره رســم می‌کنیم. 
نقطۀ تقاطع دو کمان در داخل زاویه 
را D می‌نامیم. پاره‌خط AD را از طرف 
D به اندازۀ خودش امتداد می‌دهیم و 

انتهای آن را B می‌نامیم )شکل ۶(.
الف( اگر B روی ضلع OY واقع شود، 

زاویه قائمه است.
ب( اگر B داخل زاویــه بیفتد، زاویۀ 

XOY منفرجه است.
پ( اگر B در خــارج زاویه قرار گیرد، 

زاویه حاده است.

شكل 6

 ،O و از طرف OX روش دوم: روی ضلع
 a سه پاره‌خط مساوی به طول دلخواه
جدا می‌کنیم. برای این کار کافی است 
دهانۀ پرگار را کمی باز کنید )البته در 
ریاضی اینکه من بگویم: »دهانۀ پرگار 
را کمــی باز کنید« صحیح نیســت. 
چون منظور من مشــخص و واضح 
نیست و ابهام دارد. در واقع شما باید 
 OX ســه پاره‌خط هم طول روی ضلع
جدا کنید. پس بایــد دهانۀ پرگار به 
اندازه‌ای باز شــود که سه برابر آن از 
 O بیشتر نشــود( و به مرکز OX خود
کمانی رســم کنیم تا OX را قطع کند. 
دوباره به مرکــز نقطۀ جدید و همان 

تا یکدیگــر را در دو نقطه قطع کنند. 
این دو را به هم وصل می‌کنیم. محل 
 M را AB تقاطع پاره‌خط رسم شده با
می‌نامیم. M وســط AB است )شکل 

.)۹
شكل 9

۵. چگونه مرکز دایرۀ رسم‌شده‌ای را که 
مرکزش نامعلوم است، تعیین کنیم؟

بارها برای خود من اتفاق افتاده است 
که دایره‌ای را روی کاغذ رسم کرده‌ام، 
ولی به دلیل کم‌عمق‌بــودن اثر نوک 
ســوزن پرگار روی کاغذ، نتوانسته‌ام 
مرکز دایره را بیابم. البته ناگفته نماند 
قــوت بینایی نیز در ایــن امر دخیل 
است. در چنین شرایطی به این طریق 

عمل می‌کنیم:
در دایرۀ مفــروض، وتر دلخواه AB را 
رســم می‌کنیم و از نقطــۀ B عمودی 
بر AB خارج می‌کنیم تــا دایره را در 
C قطع کند )روش رســم عمود را در 
شمارۀ ۲ شرح دادیم(. وسط AC مرکز 
دایره است که می‌توان آن را به کمک 
آنچه در شــمارۀ ۴ ذکر شده است، به 

دست آورد )شکل ۱۰(.
 

شكل 10
در پایان امیدوارم ایــن پنج مورد را 
خوب تمرین کنید و در سال تحصیلی 
آینده نیز پیگیر مطالب مجله باشید. 
اگر هم کلاس نهمی هستید، از سال 
آینده علاوه بر دوســت صمیمی‌تان 
مجلۀ برهان متوسطۀ اول، با برهان 
متوسطۀ دوم نیز روابط خوبی برقرار 

کنید. به امید موفقیت شما عزیزان.

شــعاع، کمان دیگری رسم کنیم و بار 
 ،OX سوم نیز این را تکرار کنیم تا روی
سه پاره‌خط هم طول به وجود آیند. 

آخرین نقطه را A می‌نامیم )شــکل 
 O از طرف OY ۷(. ســپس روی ضلع
به همان ترتیبی که گفته شد، این بار 
چهار پاره‌خط مساوی به طول a جدا 
می‌کنیم و آخرین نقطه را B می‌نامیم. 
 AB وصل می‌کنیم. اگر طول B را به A
 XOY ۵ بود، زاویۀa درست مســاوی
قائمه، اگر بیشتر از ۵a بود، منفرجه و 

اگر کمتر بود، حاده است.
شكل 7

آیا متوجــه رابطۀ بین عددهای ۳، ۴ 
و ۵ شدید؟ آیا با رابطۀ فیثاغورس در 
مثلث قائم‌الزاویه آشنا هستید؟ در هر 
مثلث قائم‌الزاویه، مربع طول وتر برابر 
است با مجموع مربعات طول‌های دو 
ضلع قائم. در شکل AC ،۸ وتر مثلث 

قائم‌الزاویۀ ABC است و داریم:
AC۲=AB۲+BC۲

شكل 8

در شــکل ۷ اگر XOY قائمه باشــد، 
مثلث AOB قائم‌الزاویه خواهد بود. در 

نتیجه خواهیم داشت:
AB۲=OA۲+OB۲

اگــر: OA=۳a و: OB=4a، در ایــن 
صــورت می‌توانید حســاب کنید که 

طول AB برابر ۵a خواهد بود.

۴. چگونه یک پاره‌خط را به دو قسمت 
مساوی تقسیم کنیم؟

بــرای نصف کردن پاره‌خــط AB، به 
مرکزهای A و B با شــعاعی بیشتر از 
نصــف طول AB، دو کمــان می‌زنیم 



1. چند سؤال کوتاه:
- از صفر تا صد چند تا ۹ وجود دارد؟ 

- یک پدر و مادر هفت پســر دارند و هر یک از پسران 
یک خواهر دارد. این خانواده چند نفرند؟ 

- مادری ۵ سیب در زنبیل برای 5 بچه‌اش آورد و گفت 
هر کدامتان یک سیب! اما کاری کنید که یک سیب هم 

در زنبیل بماند. چگونه چنين چیزی ممکن است؟

2. شش عدد چوب‌کبریت داریم. چگونه می‌توانید با 
کنار نهادن آن‌ها هشت مثلث متساوی‌الاضلاع و یک 

شش ضلعی منتظم بسازید؟
 

3. شــكل به‌علاوه‌ای روی مقوا بکشید، از نقطۀ A به 
نقطۀ B وصل کنید و ســپس در نقطۀ B خطی عمود بر 
AB بکشــید تا از دو طرف به M و N برسد. اکنون چهار 
قسمت ایجاد شده را ببرید و با کنار هم نهادن آن‌ها یک 

مربع بسازید.

 ریـــاضــی! جـــــــــــــــاهمهجعفر ربانی

ریاضی
و مـسئله
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۴. در ميان شاعران فارســی زبان كسانی را می‌شناسیم 
که در شــعر خود تاریخ تولد خویش یا واقعه‌ای را به شعر 
درآورده‌اند. از آن میان چند نفر را با شعرشان نام می‌بریم. 
این‌ها به جز شــاعرانی هســتند که تاریخ‌ها را به صورت 

حروف ابجد می‌نوشتند.
é فردوسی: سال پایانی سرودن شاهنامه؛

ز هجرت شده پنج هشتاد بار 
که گفتم من این نامه شاهوار )سال 400 هـ. ق(

é سعدی: سال سرودن گلستان؛
در این مدت که ما را وقت خوش بود 

ز هجرت ششصد و پنجاه و شش بود )۶5۶ هـ. ق(
é كسایی مروزی: تاریخ تولد خودش؛

به سيصد و چهل و یک رسید نوبت سال 
چهارشنبه و سه روز باقی از شوال

بیامدم به جهان تا چه گویم و چه کنم؟
سرود گویم و شادی کنم به نعمت و مال

é ناصرخسرو قباديانی: تولد خودش؛
بگذشت ز هجرت پس سیصد نود و چار 

بگذاشت مرا مادر بر مرکز اغبر )سال 394 هـ. ق(
é شیخ محمود شبستری: سرودن مثنوی گلشن راز؛

گذشته هفت و ده با هفتصد سال 
ز هجرت ناگهان در ماه شوال 

رسولی با هزاران لطف و احسان 
رسید از خدمت اهل خراسان )717 هـ. ق(

و بالاخره:
é عبدالرحمن جامی: سال تولد خودش؛

به سال هشتصد و هفده ز هجرت نبوی
که زد ز مکه به یثرب سرادقات جلال 

ز اوج قله پروازگاه عز و قدم 
بدین حضیض هوان سست کرده‌ام پر و بال )۸1۷ هـ. ق(



5. سه چوب‌كبريت را جا‌به‌جا کنید طوری که چهار مربع 
درست شود!

 
 

6. شــما در کتاب تاریخ و بعضی درس‌های دیگر، هم با 
تاریخ هجری قمری ســروکار دارید و هم با تاریخ هجری 
شمســی. مثلاً می‌خوانید که نهضت مشروطیت در سال 
۱۲۸۵ هجری شمســی اتفاق افتاد که برابر اســت با سال 
۱۳2۴ هجری قمــری. آیا می‌دانید چگونــه می‌توان این 

سال‌ها را به یکديگر تبدیل کرد؟
از این راه:

×سال قمری )1(
ـــــ11

365 =A → سال شمسی=A-سال قمری 

×سال شمسی )۲(
ـــــ11

354 =B → سال شمسی-B=سال قمری

برای مثال شــاه عباس صفوی در سال ۱۰۰۵ هجری قمری 
اصفهان را پايتخت خود قرار داد. این ســال برابر چه سال 

شمسی می‌شود؟
طبق رابطۀ )1(: 

۱۰۰۵×
ـــــ11

365 =30/28→ 1005-30/28=974/72

عدد 974/72 نشــان می‌دهد که شاه عباس در سال ۹۷۵ 
هجری شمسی اصفهان را به پايتختی خود انتخاب کرده 

است. )چرا 975؟(

7. آیا می‌توانید اعمال رياضی بين این 6 عدد ۴ را 
طوری به‌كار ببريد که حاصل ۱۰۰ شود؟

4  4  4  4  4  4
)راهنمایی: می‌توانید از +، × و )( استفاده كنيد.(

8. مســافری بــه مهمانخانه رفت و خواســت 
شــب بماند. اما چون پول نقد نداشت با صاحب 
مهمانخانه قرار گذاشت هر شب یک حلقه از دستبند 
نقره‌اش را که هفت حلقه داشت به او بدهد. مسافر 
اما برای اینکه همۀ حلقه‌ها از هم جدا نشوند کاری 
کرد که فقط یکی از آن‌ها از دســتبند جدا شود و به 
این ترتیب 7 شب را به سر آورد. بگویید کدام حلقه 
را جدا کرد و چگونه همۀ حلقه‌ها را به مهماندار داد.

به پايان آمد اين دفتر حكايت همچنان باقی‌است. 
آخرين بخش مجموعۀ »همــه جا رياضی« هم به 

پايان رسيد.
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ریاضی
ومـدرسه
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خطاهای
 فراگير 
در محاسبات
 رياضی
 افشین خاصّه‌خان

عرض ادب و احتــرام خدمت علاقه‌منــدان درمانگاه 
ریاضی. از اینکه در سال تحصیلی 1403- 1402 با ما همراه 
بودید و ما را دنبال کردید، کمال تشکر و قدردانی را دارم. 
در آخرین شمارۀ این سال تحصیلی هم به یک اشتباه 
متداول دیگر می‌پردازم. امیدوارم برای شما مفید واقع 

شده باشد.

اشتباه متداول 8: نشــناختن صحیح ضلع و زاویه در 
شکل‌های هندسی 

از جمله اشــتباه‌های متداول دانش‌آموزان، شــناخت 
نادرست ضلع و زاویه در شکل‌های مثلث، مربع و ... است. 
کم نیستند دانش‌آموزانی که ضلع و زاویه را با هم اشتباه 
می‌گیرند یا رأس زاویه را خود زاویه می‌پندارند. برای مثال، 
زاویه را با دو حرف یا ضلع را با یک حرف و حتی در موارد 

نادری با سه حرف نشان می‌دهند:
     C ضلع         AB زاویۀ  

تشخیص
به نظر می‌رســد علت اصلی چنین خطایی آن است که 
دانش‌آموزان مفهوم‌های ضلع و زاویه را بد فهمیده‌اند و 
در شناخت شهودی آن‌ها ضعف دارند. در واقع بسیاری 
از آن‌ها درک شهودی درستی از ضلع و همچنین سطح 
محصور بین دو ضلع ندارند و برای نمایش یک ضلع فقط 
روی نقطه‌های ابتدا یا انتهای آن تمرکز می‌کنند. یا برای 
نمایش یک زاویه در صفحه، رأس آن یا راستای یک ضلع 
آن زاویه را نشان می‌دهند. به‌ویژه زمانی که زاویه با سه 
حرف نشان داده می‌شود، این مشکل بیشتر بروز می‌کند. 

تجويز و درمان 
برای درمان این مشکل شهودی لازم است فعالیتی شهودی 
طراحی شــود. برای مثال می‌توان از اشیای روزمرۀ موجود 
برای نمایش ضلع و زاویه اســتفاده کرد. اشیایی همچون 
ســطح یک میز یا کاغذ، قیچی و ... وســایلی هستند که 
دانش‌آموز به‌طــور دائم با آن‌ها ســروکار دارد و به‌راحتی 
می‌توان مفهوم‌های شهودی ضلع و زاویه را با این لوازم به 

دانش‌آموز تفهیم کرد. 
ابتدا بهتر است مفهوم نقطۀ رأسی با استفاده از سطح یک 
میز به دانش‌آموز تفهیم شــود. کافی ا‌ســت از او بخواهیم 
نقطه‌های گوشۀ یک میز یا نیمکت خود را مشخص سازد و 
فرق آن نقطه‌ها را با سایر نقطه‌ها بیان کند. سپس از لبه‌های 
میز می‌توان برای تفهیم ضلع استفاده کرد. سپس نوبت زاویه 
و نمایش آن است. سطح میز که بین دو لبه و نقطۀ گوشه 
محصور‌ شده اســت، می‌تواند به‌طور کاملاً شهودی زاویه را 
نمایش دهد. علاوه بر آن، یکی از بهترین ابزارها برای نمایش 
زاویه و تغییرات آن قیچی است. با قیچی می‌توان زاویه‌هایی 

با اندازه‌های متفاوت نمایش داد. 

نسخۀ تکمیلی
بهتر اســت این دانش‌آموزان مفهوم‌هــای زاویه و ضلع را 
از كتاب‌های درســی رياضی به دقت بخوانند، فعالیت‌ها را 
انجام دهند و با توجــه به مثال‌ها، کاردرکلاس‌ها را جواب 
دهند. در پایان هــم تمرین‌های آخر فصل را حل کنند. در 
صورت موفق‌نشــدن در پاسخ‌گویی به بعضی از تمرین‌ها، 
دوباره به متــن کتاب مراجعه کنند و بعد از بازخوانی متن 

کتاب، برای حل آن‌ها چالش‌های جدیدی انجام دهند.



مشاهدۀ  برای   
مراحــل ســاخت، 
پویش  را  رمزینــه 

كنيد. 

برای مشـاهدۀ پاسخ، 
رمزینه را پویش كنيد. 

علیرضا محمدصالحی

در تصوير سايه ای زیر، چند كاشی مثل كاشی مقابل پيدا می كنيد؟  

راهنمايی: می توانيد از صفحۀ شطرنجی زير كمک بگيريد و كاشی ها را با رنگ های متفاوت روی آن مشخص كنيد.
 

﹝ـــــ︺ـــ﹞︀ی
︑︭ــــ﹢﹬︣ی

﹩﹬︀︑︢︾︀﹋

︫﹊﹢﹁ـــــــ﹦ ︎﹠ــ︕ ︎ــــــــ︣
پویش  را  پویش رمزینــه  را  رمزینــه 

كنيد. كنيد. 

︎﹠ــ︕ ︎ــــــــ︣︎﹠ــ︕ ︎ــــــــ︣ ︫﹊﹢﹁ـــــــ﹦︫﹊﹢﹁ـــــــ﹦
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بــرای دیــدن 
پاسخ رمزینه را 

پویش کنید.
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شرح روی جلد

حالا در سه حالت زير كه نفر اول (عددهای قرمز) بايد بازی را ادامه بده، اگر شما جای آن نفر باشيد چگونه امتياز می گيريد؟

اگه من بعد از اون بازی كنم، 
عدد ۶ رو وسط می ذارم. 

۸ ۹

۱ ۷
۴ ۷
۹ ۶ ۵ ۳
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حالا در سه حالت زير كه نفر اول (عددهای قرمز) بايد بازی را ادامه بده، اگر شما جای آن نفر باشيد چگونه امتياز می گيريد؟

اگه من بعد از اون بازی كنم، 
۶عدد ۶عدد ۶ رو وسط می ذارم. 

۸ ۹

۱ ۷
۴ ۷
۹ ۶ ۵ ۳

۱. علی و محمود در اتاق نشسته بودند و به هوای برفی نگاه می كردند. 

۳. علی: بيا يه بازی 
دونفره انجام بدیم. 

۲. حوصلۀ آن ها داشت سر می رفت.

۴. محمود: حالا كه بيرون نمی تونيم 
بريم، خيلی هم خوبه. چه بازی ای بلدی؟

۹. علی ادامه داد ... ۶. يه جدول ۵. علی در حال توضيح بازی بود. 
اين شكلی 
می كشيم.  

۹ تا خونه داره 
و می تونيم 

عددهای ۱ تا ۹ 
را توی اون قرار 

بدیم.  ۷. هر عدد ۱ تا ۹ را هر 
۸. بله، فقط نفر اول كه شروع می كنه، جايی می تونيم بذاريم؟

نمی تونه توی خونۀ وسط عددی بذاره.

۲

۱۰. برای مثال، نفر 
اول عدد ۲ رو قرار 

داده.

۱۱. اگه من بعد از اون بازی کنم، 
عدد ۶ رو وسط می ذارم.

۲
۶

۱۲. فرض كنيم 
نفر اول عدد ۹ را 
اينجا قرار بده. 

۲
۹ ۶

۱۳. خب حالا کی 
برنده می شه؟

۱۴. هر كسی كه يک جمع به صورت افقی، 
عمودی يا مورب درست كنه، امتياز می گيره. 

پس نفر بعد دو جور می تونه امتياز بگيره.
۲
۹ ۶

۸

۲
۹ ۶ ۳

۲+۶=۸

۲
۶

۸
۶

۳+۶=۹

در هر بار بازی كردن 
كسی برنده می شه كه 

جمع بيشتری نسبت به 
نفر مقابلش ساخته.

۱۵. در آخر کی 
برنده می شه؟


