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شروع سال تحصيلى مبارك ؛                             آغاز سفر در مسير رشد، دانستن و فهميدن 

 روش پارامتر نقطة تقارن      تحليل هندسى  شكل بتة مستدير      ماتريس هاى هادامارد     
 چگونه بهترين را انتخاب كنيم؟       واسطه ها چه كار ه اند؟      استدلال بر پايه هيچ    

  14پاييز   ٠٠     1  شمارة

  48 صفحه      دورة سى و يكم
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آلبومِ تاريخ
   رياضيات

احسان يارمحمدی

ابونصر فارابى قطب الدين شيرازى

 تصوير ابونصر فارابى روى اسكناس 200 تنگه اى جمهورى قزاقستان

 تمبر منتشرشده در روسيه
     در سال 1975

 تمبر منتشرشده در جمهورى عربى 
مصر در سال 1975

 تمبر منتشرشده در تركيه 
     در سال 1950

 تمبر منتشرشده در ايران به مناسبت 
      هزارة معلم ثانى ابونصر فارابى

ابونصر فارابى رياضى دان، فيلســوف، كيهان شــناس، پژوهشــگر موسيقى و 
دانشــمند بى بديل ايران زمين بود كه به علت انجام پژوهش هاى ارزشمند دربارة 
آثار ارســطو و نوشتن شــرح هايى ارزنده بر آثار او، لقب «معلم دوم» (ثانى) را 
بعد از ارسطو كه مشهور به «معلم اول» بود، از آن خود كرد. «فصول الحكم» و 

«احصاءالعلوم» دو مورد از آثار او هستند.

تمبر منتشرشده در تركيه تمبر منتشرشده در جمهورى عربى تمبر منتشرشده در روسيه

تأليفات قطب الدين شيرازى:
 ترجمة فارسى «تحرير اصول اقليدس»
تحريــر اصول اقليــدس از نصيرالدين 
طوسی اســت و قطب الدين شيرازی آن 
را به فارسی برگردانده است. اين اثر تنها 
ترجمه نيست، بلکه افزوده ها و تغييراتی 
نســبت به اصل کتاب دارد. اين کتاب در 
سال 681 قمری به امير شاه بن تاج الدين 

معتزبن طاهر تقديم شده است.
***

 رسالئ فی حرکئ الدحرجئ و النسبئ 
بين المستوی و المنحنی

اين رساله دربارة حرکت غلتان و رابطة 
بين خط مستقيم و خميده به زبان عربی 
است. در اين رساله موضوع اينکه يک خط 
راســت واقعاً کوتاه تر از يک قوس است، 

مورد بررسی قرار گرفته است.
***

 نهايئ الادراک فی درايئ الافلاک
مهم ترين اثر قطب الدين در علم هيئت 
اســت. اين اثر به زبان عربی شامل چهار 
مقاله است و در ماه شعبان سال 680 به 
پايان رسيد. آن را به شمس الدين جوينی 

تقديم کرد.
***

 اختيارات مظفرى
موضوع اين کتاب علم هيئت و به زبان 
فارسی است که در آن قطب الدين شيرازی 
نظرات خود را در نجوم بيان کرده اســت. 
به نظر می رســد اين کتاب خلاصه ای از 
کتاب نهايئ الادراک فی درايئ الافلاک است. 
ســاختار چهار مقاله ای دارد و قطب الدين 
شيرازی آن را به مظفرالدين الغ ارسلان، 

تقديم کرده است.
***

 التحفئ الشاهيه
کتابی است در نجوم که آن را چهار سال 
درايئ الافلاک،  فــی  نهايئ الادراک  از  پس 
يعنــی ســال 684 تأليف کرده اســت و 
به کتــاب «تذکره النصيريــه»، به تأليف 
تام  نصيرالدين طوسی، بستگی  استادش 

دارد.
***

قطب الدين حدود سال 660 در مراغه به 
خدمت خواجه نصير طوسی، مشهورترين 
استادش رسيد و نبوغش وی را به سرعت 
به درجة پيشــروترين شــاگردان خواجه 
نصير رساند. او نجوم و فلسفة ابن سينا، به 
ويژه کتاب «اشارات و تنبيهات» ابن سينا 

را نزد خواجه نصير طوسی خواند.

اين دانشمند بزرگ در رصدخانة مراغه 
به فعاليت علمی مشغول بود و در نگارش 
«زيج ايلخانی» دســت داشــت. هرچند 
نامش در مقدمة آن نيامده، ولی به قراين 
در کتاب نهايــئ الادراک فی درايئ الافلاک 

مشخص است.

 منابع ......................................................
1. قربانى، ابوالقاسم (1379). زندگى نامة رياضى دانان 
دورة اســلامى. انتشارات مركز نشــر دانشگاهى. 

تهران. چاپ پنجم.
2. گليپســى، چارلز كلســتون (1395). زندگى نامة 
دانشــمندان اســلامى. ترجمة احمد بيرشــك و 

ديگران. انتشارات علمى فرهنگى. تهران.

محمودبن مسعودبن مصلح، معروف به «قطب الدين شيرازی» يکی از بزرگ ترين دانشمندان ايرانی 
و رياضی دان، منجم، طبيب و فيلسوف بود. وی در ماه صفر سال 634 در شيراز متولد شد و در ماه رمضان ۷۱۰ 

در تبريز فوت کرد.
قطب الدين محمود معلومات طبی را از پدر خود، ضياءالدين مسعود که طبيب بود و نيز از عموی خود کمال الدين ابوالخير 
کازرونی فرا گرفت. اولين آموخته هايش را در طب از پدرش دريافت کرد. وقتی که 14 ســال داشــت، پدرش درگذشت و او تا ۱۰ 

سال در «بيمارستان مظفری» شيراز عهده دار وظايف پزشکی و چشم پزشکی پدرش شد.
قطب الدين شــيرازی بسيار زيرک، تيزهوش و برخوردار از ظرافت طبع بود. مردی آزادمنش، شطرنج بازی ماهر و ساز «رباب» را 

نيکو می نواخت.

آلبوم رياضيات عنواني در مجلة برهان دورة دوم متوسطه است كه به ارائة تصاويرِ تمبرها، سكه ها، اسكناس ها، تنديس ها، 
سرديس ها، نقاشى ها و ... متناظر با رياضى دانان ايران و جهان مى پردازد. هدف ستون آلبوم رياضيات اين است كه دانش پژوهان 
و علاقه مندان با مشاهدة اين موارد، به احترام و اهميتى پى ببرند كه در سراسر جهان براى رياضى دانان و جايگاه آنان قائل اند.



مجلة رشد برهان متوسطه2،
 از همة دبیران ریاضی و دانش آموزان عزیز، در این زمینه ها دعوت به همكاری می کند:

 نگارش مقاله های كمك درسی  )شرح و بسـط و رفع مشکلات دانش آموزان در مباحـث كتاب هـای ریاضـی دورۀ متوسـطه 2 
 طرح مسائل كلیدی به همراه حل آن ها برای دانش آموزان

 طرح مسائل مسابقه ای به همراه حل آن ها برای دانش آموزان
 طرح معماهای ریاضی

 نگارش یا ترجمة مقاله های عمومی ریاضی  مانند تاریخ ریاضیات، زندگی نامة علمی و اجتماعی ریاضی دانان، نکته های تازه و لطیف ریاضیات، آموزش 
رایانه، اخبار ریاضي مربوط به شهر یا مدرسه شما و... .

 مجله در حك، اصلاح، حذف و اضافة مقاله ها آزاد اسـت.
 مقاله هـای دریافتی، بـاید خوانا و تا حدّ امکان، كوتاه باشد.

 استفاده از مطالب مجله در كتاب ها یا مجله های دیگر، با ذكر دقیق مأخذ مانعی ندارد.
 مقالاتی كه از طریق پیام نگار مجله ارسال می نمائید به صورت فایل pdf ارسال كنید.

 در انتهای مقاله های ارســالی شــماره تلفن تماس و نشانی پستی و نشانی الکترونیکی )E-mail( خود را حتماً درج نمایید و در ابتدای مقاله نام و 
نام خانوادگی و نام شهرستان و سمت خود را قید فرمائید.
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مجلة رشد برهان متوسطه2،
 از همة دبیران ریاضی و دانش آموزان عزیز، در این زمینه ها دعوت به همكاری می کند:

1
2 سردبیر حرف اول کتاب درسی، محور اصلی آموزش 

3 حمیدرضا امیری آموزشی مباحثی در احتمال 

5 علیرضا پوئید  روش یافتن عددهای تام 

8 محمدتقی طاهری تنجانی  حل معادلات به روش هندسی 

12 حسین کریمي  واسطه ها چه کاره اند؟ 

16 احسان یارمحمدی  روش پارامتر نقطة تقارن 

چگونه بهترین را انتخاب کنیم؟ 22 محمود داورزنی    علیرضا عزیزی 

ماتریس های هادامارد 26 لطافت امیری  

آموزش ترجمة متون ریاضی 28 حمیدرضا امیری

تحلیل هندسی  شکل بتة مستدیر 32 علیرضا حقی آقكند 

6 غلامرضا یاسی پور ریاضی اندیشیدن استدلال بر پایة هیچ 

11 عباس روح الامینی در باغ تجربه ها چگونه شیفته ریاضیات شدم! 

19 بهنام آیتی پورگفت وگو دستاوردهای آموزش ریاضی 

30 جابر مختاری دهقادیریاضیات کاربردی کاربردهایی از مثلثات 

40   اطلاع رساني خانه ریاضیات چیست؟ 

مسائل برای حل 35  مسائل

41   پاسخ مسائل راهنمای حل مسائل 
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حرف اول

حميدرضا اميرى،سردبير

https://www.roshdmag.ir/u/2s8

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:

كتاب درسى،  محور اصلى آموزش

سلام به همة دانش آموزان و دانش پژوهان بصير و سخت كوش. 

عزيزان، همان طور كه مى دانيد، نظام آموزشــى ما نظامى متمركز اســت و كتاب درسى محور اصلى 

آموزش در سراســر كشــور. براى تأليف كتاب هاى درسى و آموزش آن به معلمان و دبيران محترم 

زحمات فراوانى كشيده شده است و كتاب هاى درسى جزو سرمايه هاى ملى ما به شمار مى روند. همين 

كتاب هاى درسى و مطالب و مباحث موجود در آن ها منابع اصلى امتحانات داخلى و نهايى و در نهايت 

ستند و خواهند بود. 
كنكور سراسرى ه

شده، همواره محور اصلى طرح سؤال از طرف «سازمان 
ل اخير كه كنكور سراسرى برگزار 

در ســه ســا

پژوهش و برنامه ريزى درســى»، صرفاً مطالب، مباحث و هدف هاى كتاب هاى درســى اعلام شــده و 

ســازمان ســنجش و آموزش نيز با پذيرش اين موضوع به طراحى سؤال براى كنكور سراسرى پرداخته 

ســفانه در كنكور سراســرى 1400-1399، تعدادى از ســؤال ها از مباحث خارج از كتاب هاى 
اســت. متأ

درسى (به خصوص در سؤال هاى رياضى هر سه رشتة رياضى، تجربى و انسانى) و نيز خارج از هدف هاى 

ود كه موارد مذكور طى نامه اى اعتراض آميز و مســتند به سازمان 
آموزشــى كتاب هاى درســى رياضى ب

سنجش و آموزش كشور اعلام شدند. خوش بختانه سازمان سنجش نيز درصد قابل توجهى از موارد ذكر 

ى را نيز با امتياز مثبت براى داوطلبان لحاظ 
شده را پذيرفت و تعدادى از سؤال ها را حذف و تعداد

كرد. طرح اين موضوع در اين نوشــته به اين خاطر اســت كه تأكيد بيشترى بر محوريت كتاب  درسى در 

آموزش باشد و اعتبار كتاب درسى حفظ شود. شما عزيزان نيز هشيار باشيد كه مبادا مطالب حاشيه اى 

و مغاير با هدف ها و مطالب كتاب درسى، به بهانة طرح در كنكور سراسرى، در آموزش جاى مطالب 

شما را هدر بدهند. 
اصلى و طرح شده در كتاب هاى درسى را بگيرند و انرژى و وقت با ارزش 

ة ما به شــما عزيزان، مطالعه و فهم عميق مطالب كتاب درســى اســت. نبايد هيچ 
مهم ترين توصي

ى از نظر، نگاه و درك شــما عزيزان 
س و ... موجود در كتاب درســ

مثال، تمرين، فعاليت، كار در كلا

مة تمركز شما در كلاس درس و يادگيرى مطالب، مى بايد روى كتاب  درسى 
ه بماند و همواره ه

پوشيد
متمركز باشد.
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آموزشی
https://www.roshdmag.ir/u/2s9

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:

حمیدرضا امیری

موضــوع »آمــار و احتمال« جــزء موضوع هایی در 
ریاضیات مدرســه ای است كه در نظام آموزشی جدید و 
تقریباً از كلاس سوم دبســتان به صورت جدی در تمام 
كتاب های درســی ریاضــی فصلی یا بخشــی را به آن 
اختصاص داده اند. شــما به خصوص با مبحث احتمال از 
پایة هشتم به بعد به شکلی جدی تر و در واقع با احتمال 
ریاضی )در مقابل احتمال تجربی( آشنا شده اید. در سال 
هشتم برای مشخص كردن احتمال رخداد یك پیشامد 

از رابطة زیر استفاده كردید:

=  احتمال رخداد یك پیشامد
تعداد کل حالت های ممكن
تعداد حالت های مطلوب

در كتــاب ریاضــی نهــم و پــس از آشــنایی با 
»نظریة مجموعه هــا« و تعریف S به عنــوان مجموعة 
همة حالت هــای ممکن )فضای نمونــه( و A به عنوان 
زیرمجموعه ای از S )پیشــامد A در فضای نمونة S(، از 

n(A)P(A) برای محاسبة احتمال رخداد 
n(S)

= فرمول 

پیشــامد A اســتفاده كردید و از این فرمول به عنوان 
فرمــول یا رابطة اصلی در احتمال تا ســال یازدهم )در 

كتاب آمار و احتمال( بهره بردید.
من به عنــوان یکی از اعضای تیم هــای تألیف این 
كتاب های درسی ریاضی و به خصوص تألیف موضوع های 

مباحثی در احتمالمباحثی در احتمال

 P(A) =
n(A)
n(S)

؟!چرا
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مربوط به احتمال، همواره با چند پرســش اساســی از 
طرف شما دانش آموزان مواجه بوده و هستم كه در این 
سلسله مقاله ها تحت عنوان »مباحثی در احتمال« سعی 
در پاسخ گویی به این سؤال ها و آموزش مفاهیم بنیادین 
مبحث احتمال را دارم یکی از این پرسش ها كه معمولاً 
ذهن دانش آموزان كنجکاو را مشغول می كند، این است 
n(A)P(A) اســتفاده می كنیم و 

n(S)
= كه چرا از فرمول 

این فرمول از كجا آمده است؟
شاید بهترین توجیه و پاسخ به این سؤال این است 
كــه آیا عدد حاصل از این رابطه به توقع ما از رخداد آن 
پیشــامد برای به وقوع پیوستن نزدیك است؟ به عبارت 
دیگر، آیا با توجه به شــناختی كه مــا به لحاظ تجربی 
از فضای نمونه و پیشــامد مطلــوب داریم و پیش بینی 
ذهنی ما از شــانس رخداد آن پیشــامد، عدد حاصل از 
n(A) می تواند این شــانس را تا حدی دقیق 

n(S)
كســر 

اندازه گیری كند؟
برای درک بهتر این موضوع به مثال زیر توجه كنید:
فرض كنید در یك جعبه 3 مهرۀ ســفید و 6 مهرۀ 
ســیاه وجود دارد )تعداد مهره های سیاه دو برابر تعداد 

مهره های سفید است(.

اگر بــه تصادف از این جعبه )پس از درهم شــدن 
مهره ها در جعبه( یك مهره خارج كنیم، به لحاظ ذهنی 
چه توقعی داریم؟ آیا شــانس خارج شدن مهرۀ سیاه با 

شانس خارج شدن مهرۀ سفید برابر است؟
مســلماً ذهن شما گواهی می دهد كه بیشتر امکان 
دارد مهرۀ خارج شــده سیاه باشد. به عبارت دیگر، واضح 
است كه شانس خارج شدن مهرۀ سیاه از شانس خارج 

شدن مهرۀ سفید بیشتر است.
از طرف دیگر، چون تعداد مهره های ســیاه دو برابر 
تعداد مهره های سفید است، پیش بینی ذهنی ما این است 
كه شانس خارج شــدن مهرۀ سیاه از این جعبه دو برابر 
شانس خارج شدن مهرۀ سفید است. حال بیایید احتمال 
رخداد هر یك از دو پیشــامد را با فرمول محاسبه كنیم. 
در واقع می خواهیم این شانس ها را اندازه گیری كنیم. اگر 
S را مجموعة همة حالت های ممکن در خارج شدن مهره 
 n(S) = + =3 6 9 از جعبه فرض كنیم، واضح است كه 
 B و A هر یك از این 9 مهره می تواند خارج شود( و اگر(
را به ترتیب مجموعة حالت های مطلوب برای خارج شدن 

مهرۀ سیاه و سفید فرض كنیم، خواهیم داشت:
n(A) n(B)P(A) , P(B)
n(S) n(S)

= = = = = =
6 2 3 1
9 3 9 3

n(A) n(B)P(A) , P(B)
n(S) n(S)

= = = = = =
6 2 3 1
9 3 9 3

و ملاحظه می كنید كه:

.P(A) P(B)= 2 = یا  ×
2 12
3 3

یعنی فرمــول فوق، این دو شــانس را اندازه گیری 
می كند و عددهای حاصل دقیقاً با پیش بینی ما سازگارند 
و بیان می كنند كه احتمال رخداد پیشــامد A )ســیاه 
بودن مهره( دو برابر احتمال رخداد پیشــامد B )سفید 

بودن مهره( است. بله درست است فرمول ما كار كرد!
اگر تعداد مهره ها از دو رنگ سیاه و سفید با هم برابر 
باشد )مثلًا 6 مهرۀ ســفید و 6 مهرۀ سیاه(، پیش بینی 
شما در برداشت تصادفی 1 مهره از این جعبه چیست؟ 
پیش بینی خودتان را با فرمول محاسبة احتمال رخداد 
پیشــامدها محك بزنید. آیا عددهــای حاصل توقع یا 

پیش بینی شما را تأیید می كند؟
حال اگر در جعبه فقط 6 مهرۀ ســیاه وجود داشته 
باشد و یك مهره به تصادف از جعبه خارج كنیم، شانس 
خارج شدن مهرۀ سیاه و شانس خارج شدن مهرۀ سفید 
از این جعبه را چگونه پیش بینی می كنید؟ واضح است 
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آموزشی

كه صددرصد مهرۀ خارج شــده سیاه خواهد بود و سفید 
بــودن این مهره غیرممکن اســت. در این دو حالت و با 
P(A) و  = =

6 1
6

توجه به فرمول احتمــال به دو عدد 
P(B) دست پیدا می كنیم كه اولی )خارج شدن  = =

6




مهرۀ سیاه( را پیشامد حتمی و دومی )خارج شدن مهرۀ 
سفید( را پیشامد غیرممکن یا نشدنی می نامیم. در حالت 
اول A=S است و در دومی B=Ø است بنابراین همواره 

. P( )∅ =  P(S) و  داریم: 1=
حال مثال زیر را یك بار با استفاده از فرمول احتمال 
و یــك بار با توجه به تعداد مهره ها از دو رنگ ســیاه و 
سفید و نسبت بین تعداد آن ها، حل و پاسخ های خود را 

با هم مقایسه می كنیم:
در جعبه ای 4 مهرۀ سفید و 6 مهرۀ سیاه وجود دارد. 
اگر از این جعبــه 1 مهره به تصادف خارج كنیم، چقدر 
احتمال دارد مهرۀ خارج شده سیاه باشد و چقدر احتمال 

دارد مهرۀ خارج شده سفید باشد؟
× =

34 6
2                                            

    می دانیم: 
3 برابر تعداد مهره های 

2
پس تعداد مهر ه های سیاه 

 x سفید اســت لذا اگر شانس خارج شدن مهرۀ سفید را
فرض كنیم و شــانس خارج شدن مهرۀ سیاه را y فرض 

كنیم، خواهیم داشت:
x y× =

3
2

از طرف دیگر، با توجه به فرمول احتمال داریم:

x P( )

y P( )

= = =

= = =

4 2
1 5
6 3
1 5





خارج شدن مهرة سفید 

خارج شدن مهرة سیاه

= پس باز هم فرمول ما كار كرد! ×
3 3 2
5 2 5

و چون 

در قسمت های بعدی به بررسی و تحلیل سؤال های 
دیگری از این دست که در ذهن شما نسبت به مفهوم 

احتمال ایجاد شده اند، خواهیم پرداخت.

می دانیم هر عدد طبیعی كه مساوی مجموع مقسوم علیه های كوچك تر 
از خودش باشد، »تام« است؛ مانند 6 و 28 و 496 و...

اگر عددهای تام را به مبنای 2 تغییر مبنا دهیم، مشاهده می شود كه:
1. تعداد صفرها یك واحد كمتر از تعداد یك ها هستند.

2. تعداد یك ها به ترتیب دنبالة عددهای اول است.
6 = 110
28 = 11100
496 = 111110000
8128 = 1111111000000
2096128 = 111111111110000000000
33550336 = 1111111111111000000000000
8589869056 = 111111111111111110000000000000000

اگــر عددهای فوق را به ترتیــب از مبنای 2 به صورت زیر به مبنای 10 
تغییر دهیم، داریم:

6 = 2×3 = )21()1-22( = جملة اول
28 = 4×7 = )22()1-23( = جملة دوم
496 = 16×31 = )24()1-25( = جملة سوم

عدد )2n-1( اول است                      )2n-1()2n-1( = جملة عمومی
كه در آن n، تعداد یك ها در مبنای 2 است.

.................................................  سؤال:  .................................................

 آیا تمامی عددهای تام به ترتیب با این روش قابل تولید هستند؟
.................................................................................................................

علیرضا پوئید، دبير رياضی ناحيه ٣ شيراز

روش یافتن 
عددهای تام

.................................................................................................................

لطفاً پاسخ خود را به دفتر مجله ارسال فرمایید.
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جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:

شادروان دکتر غلامرضا یاسی پور

اســتدلالی كه در ریاضیات بــه كار می بریم، بر پایة 
فرض اســت. وقتی در حســاب دورۀ ابتدایی می گوییم: 
زمین مستطیل شکلی مثلًا به  طول 20 متر و عرض 15 
متر داریم، منظورمان این است كه فرض می كنیم چنین 
زمینی داریم، یا اگر چنین زمینی داشــته باشیم، در این 
صــورت ...، آن گاه بقیة صورت مســئله را روی این فرض 

مطرح می كنیم.
امــا آیا می توانیم اســتدلالمان را بر پایة فرضی بنا 
كنیــم كه در خارج، مابه ازا ندارد؟ ریاضیات كاربردی بر 
این اســت كه مابه ازای فرضمــان باید در عمل موجود 
باشد، و الا خواســتة بعد از فرض به  درد نمی خورد. اما 
ریاضیات محض به این كاری ندارد كه مابه ازایی هست 
یــا نه. می گوید من این اســتدلال را به پایان می برم و 
كل آن را در گوشــه ای می گذارم تا زمانی كه ریاضیات 

كاربردی به آن نیاز داشته باشد. به عبارت دیگر، موضوع 
را مانند عرفا مطرح می كند كه می گوید:

منتظر بنشسته ام تا در رسد
از پی جان خـواستن پیغام تو2

حال به نکته ای بسیار مهم در صنعت و در ریاضی 
می پردازیم. هم »اختراع« در صنعت، هم »كشف«3 در 
ریاضی به معنی تغییر صورت است. تکه ای استوانه ای 
از آهن داریم. آن را در كوره حرارت می دهیم. ســپس 
با چکش و ســندان به جانــش می افتیم و آن را تغییر 
صورت )در اینجا تغییر فیزیکی( می دهیم و مثلًا آن را 
به شکل شمشیر درمی آوریم و به این ترتیب شمشیر را 
اختراع می كنیم. حال این شمشیر را بار دیگر به كوره 
می بریم، آن را نصف می كنیــم و همان كارهای قبلی 
را در مــورد آن انجام می دهیــم و از روی آن دو عدد 
خنجر می سازیم. یعنی با تغییر صورت شمشیر، خنجر 

را اختراع می كنیم.
در اینجــا به صنعت كاری نداریم و تنها به ریاضی 
خودمان می پردازیم. كشــف در ریاضیات نیز به همین 
صورت است. صورت مثلث را داریم. اندكی آن را تغییر 
می دهیم و یك زاویة آن را قائمه می كنیم. اكنون با این 
تغییر صورت، یك مثلــث قائم الزاویه داریم كه منتظر 

«قضیة فیثاغورس» است.
این نکته كه به طور مختصر به آن اشــاره كردیم، 
گویای این مطلب بســیار مهم است كه برای اختراع یا 
كشف باید ابتدا صورتی داشته باشیم كه بتوانیم آن را 
تغییر شکل دهیم و شیئی را اختراع یا مطلبی را كشف 
كنیم. در صنعت ناگزیریم با در دســت داشتن شیئی 
دنبال اختراع شــیئی دیگر باشــیم. امــا در ریاضیات 
چنین چیزی واجب نیست، و تنها فرض موضوعی برای 
این كار كافی اســت. اما همین موضوع باعث اختلاف 
در فلسفه هاي ریاضیات شــده و مکتب هاي گوناگوني 
مانند افلاطون گرایي و شهودگرایي در فلسفه ریاضیات 

به وجود آورده است.4
به عبارت دیگر، از این بحث نتیجه می گیریم كه:

1. كشف در ریاضیات به معنی یافتن صورتی تازه از 
صورت قدیم است.

2. برای این كار لازم نیست كه حتماً صورت اول را در 
دست داشته باشیم و تنها فرض آن كفایت می كند.

هیچ
لال

تد
اس

بر پایة

نقاش چیره دست است آن ناخدای ترس
عَنقا ندیده صورت عَنقا کند همی1

ریاضی  اندیشیدن
https://www.roshdmag.ir/u/2s6

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:
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در این مورد بد نیست كه با داستان »ساعت  آفتابی 
فركتالی« نیز آشنا شویم. ساعت آفتابی فركتالی تجربة 
فکری جالبی اســت كه توسط کِنِت فالكُنر ریاضی دان 
در سال 1990 مطرح شد. فالکُنر ثابـت كـرد كه به طور 
نظری امکان پذیر است كه یك پیکرۀ فركتالی سه بعدی 
بنا كنیم كه ســایه های تغییركننده ای به شــکل رقم ها 

بیندازد كه زمان را مانند یك ساعت رقمی بیان كند.
نقطة آغاز فالکُنر دنبالة مفروضی از حرف های ضخیم 
یا عددهای رسم شــده در صفحــه، و دنبالة متناظری از 
زاویه هاست. وی نشــان می دهد كه به ازای هر دنباله از 
این نــوع، مجموعه ای فركتالی چنان موجود اســت كه 
وقتی زاویه ای نســبت به خورشید، متناظر با زاویه ای از 
دنبالة مفروض می شود، ســایه ای كه توسط فركتال به 
روی صفحه می افتد، به حرف ها یا عددهای تصویرشــدۀ 

مرتبط با آن زاویه نزدیك است.
اثبــات فالکُنر مفید نیســت، چرا كــه وی ثابت 
می كند وجود این ســاعت آفتابی ممکن اســت، اما 
طریقی برای مشــخص كردن شــکل خود فركتال به 
دســت نمی دهد كه در نتیجة آن یك ساعت آفتابی 

عملی را بنا كند.5
 پی نوشت ها  ....................................................................

1. كلیله ودمنه، باب الاســد و الثور، نصراالله منشی: و نقاش چابك قلم، صورت ها 
بردارد كه در نظر انگیخته نماید و مسطح باشد و مسطح نماید و انگیخته باشد.

2. غزلیات، دیوان عطار
3. »تعمیم« )generalization( و »توســیع« )extension( صورت های دیگری 

از كشف اند.
4. افلاطون گرایی: فلسفه ای از ریاضیات است كه بر این ادعا است كه ریاضیات 
خارج از ذهن بشــر وجود دارد و برای تعلیم اشــخاص روشنفکر واجب است.
شهودگرایی: فلسفه ای از ریاضیات اســت كــه مفاهیم ریاضی را محدود به 

ذهن بشر می داند.
5. Math in Minutes, Paul. Glendinning
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آموزشی

محمدتقی طاهری تنجانی

در كتاب درسی با روش جبری حل برخی از 
معادلات آشنا شده اید. در اینجا می خواهیم 
با روش دیگری از حل معادلات آشــنا شویم 
كــه از برخی لحاظ بر روش جبری ارجحیت 
دارد. در ایــن روش مقــدار تقریبی جواب ها 
و تعداد جواب ها آســان تر مشخص می شود. 
حتی در برخی از موارد كه حل جبری معادله 
امکان پذیر نیست، روش هندسی امکان پذیر 

است.

 f(x)=0 قضیه: ریشــه های معادلــة
برابر اســت با طول های نقاط تلاقی و 
یا تماس نمودار تابع y=f(x) با محور 
طول ها )طول نقطــة تماس نمودار با 
محور xها ریشة با تکرار معادله است(.

برهان:
اگــر x0 نقطة تلاقی یــا تماس نمودار با 
محورxها باشــد، عرض این نقطه صفر است. 
در نتیجه: f(x0) =0 پس x0 ریشه ای از معادلة 
فوق است. برعکس اگر x0 ریشه ای از معادلة 
f(x) =0 باشــد، داریم f(x0) =0 و این نشان 
می دهــد كه نمودار y = f(x) با محور xها در 

نقطة x0 مشترک است.
از این مطلب می تــوان در یافتن تعداد 
و علامت ریشــه های معادله و مقدار تقریبی 

ریشه ها استفاده كرد.

 مثال1.   تعداد و علامت ریشــه های معادلة 
x2-2x-1=0 را بیابید.

 پاسخ: نمــودار تابع f(x) = x2-2x-1 را 

در نظــر می گیریــم. بــا اســتفاده از روش 
نقطه یابی نمودار تابع را رسم می كنیم )یا با 
 f(x) و اینکه y = x2 استفاده از انتقال نمودار

2-2(x-1) = تابع را رسم می كنیم(.
با توجه به شــکل 1، معادله دارای یك 

ریشة منفی و یك ریشة مثبت است.

x

y

y=f(x)

 شكل 1 ...............................................

در  تألیف کتاب های درســی، به ســبب محدودیت های زمانی و محتوایی حاکم بر برنامة درسی، حل معادلات به روش هندسی 
به صورت مختصر مطرح شــده است. از آنجا که اســتفاده از شهود در فهم مسائل و یافتن نتایج بســیار مفید است، در این نوشتار 

کوشیده ایم که ضمن معرفی روش هندسی در حل معادلات همراه با مسائل متنوع، به این نیاز دانش آموزان پاسخ دهیم.

اشاره

حل معادلا

هندسی

ت

به روش

حل معادلا

هندسی

ت

به روش
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 مثال 2.   تعداد و علامت ریشه های معادلة 
x را بیابید. − − =1 2 

 f (x) x= − −1 2  پاسخ: نمودار تابع 
را در نظر گرفته و با اســتفاده از نمودار تابع 
y و انتقال هــای افقــی و عمــودی  x=

نمودار )یك واحد به سمت راست و دو واحد 
به پایین محــور xها( نمودار تابع را رســم 

می كنیم )شکل 2(.
همان طور كه مشــاهده می شود، معادله 

یك جواب مثبت دارد.

x

y

 شكل 2 ..............................................

 f(x)=g(x) قضیه: ریشه های معادلة
برابر اســت با طول هــای نقاط تلاقی 
و یــا تماس نمودار توابــع y=f(x) و 
y=g(x) )طول نقطة تماس دو نمودار 

جواب های با تکرار معادله هستند(.

f(x)=g(x) قضیه: ریشه های معادلة
برابر اســت با طول هــای نقاط تلاقی 
(x)و یــا تماس نمودار توابــع (x)و یــا تماس نمودار توابــع y=f(x) و 

y=g(x) )طول نقطة تماس دو نمودار 

جواب های با تکرار معادله هستند(.

برهان:
اگر x0 نقطة مشــترک دو نمودار باشد، 
آن گاه داریم: y0= f(x0) و y0= g(x0). بنابراین: 

.f(x0) = g(x0)

 f(x)=g(x) ریشة معادله x0 برعکس، اگر
باشد، داریم: f(x0)=g(x0) و این بدان معنی 
 y=f(x) نقطة مشترک دو تابع x0 اســت كه

و y=g(x) است.

 مثال 3.   تعداد و علامت جواب های معادلة 
2x+2=2xرا به روش هندسی به دست آورید.

 y =2x پاسخ: كافــی است نمودار توابع 
و y=2x+2 را رســم كنیــم و محــل تلاقی 

نمودارها را به دســت آوریم. از روی شــکل 
3 واضح اســت كه معادله دارای یك جواب 
بین 1- و صفر و یك جواب مثبت اســت و 
معادله فقــط همین دو جواب را دارد. جواب 
مثبت این معادله 3 است ولی جواب دیگر را 

به صورت دقیق نمی توان به دست آورد.

x

y

y = 2x+2

y = 2x

 شكل 3 ..............................................

 مثال 4.   تـعـداد جــواب هــای معــادلـة
xرا  از طریق روش هندسی بیابید. x

x
+ − =2 12 2x x

x
+ − =2 12 2x x

x
+ − =2 12 2x x

x
+ − =2 12 2

y و 
x

=
1  پاســخ: نمــودار توابــع 

y=x2+2x-2 را رســم می كنیم )شکل 4(. از 
روی شــکل می توان حــدس زد كه یکی از 
 x= 1 جواب ها یك خواهد شد )با جای گذاری
در معادله درستی این حدس تأیید می شود(.
شکل نشــان می دهد معادله دو جواب دیگر 

هم دارد كه هر دو منفی اند.

y =
1
x

x

y = (x + 1)2- 3

1-1

-2

-3

-1

 شكل 4 ..............................................

 مثال 5.   تعداد و علامت جواب های معادلة 
x را به دست آورید. cos x+ = 

 . cos x x= −  پاسخ: می تــوان نوشت:
y را  cos x= حــال نمودار دو تابع y = -x و

رسم می كنیم )شکل 5(.
با توجه به نمــودار معادله دارای یك جواب 

( قرار دارد. ,−π
2
 منفی است كه در بازۀ )

x

y

y = -x

1

π
2

π
2

-

 شكل 5 ..............................................

 مثال 6.   مقدار دقیق و یا تقریبی جواب های 
] را به دست آورید. ]x | x | x− =  معادلة 

. [ ]x | x | x=  پاسخ: می توان نوشت: 
 [ ]y x= حــال نمودار دو تابــع |y = x|x و 
را رسم می كنیم )شــکل 6(. برای رسم تابع
|y = x|x توجه داریم كه دو تابع یکدیگر را در 

چهار نقطه قطع می كنند. مشاهده می كنیم 
كــه x =1 ،x =0 و x = -1 جواب های دقیق 
معادله انــد و معادله یك جواب منفی هم در 

بازۀ )1-,2-( دارد.

x

y

-1
1 2 3

-2

 شكل 6 ..............................................
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قضیة زیر كه به نام كشــیش كاتولیك 
اوایل قرن نوزدهم نام گذاری شده است، شرط 
وجود داشــتن جواب حقیقی برای یك تابع 

پیوسته را در یك بازه مشخص می كند.

بازۀ  در   y=f(x) تابــع  اگر  بولتزانو:  قضیة 
] پیوســته باشــد و داشــته باشیم:  ]a,b
f(a).f(b)<0 )یعنی f(a) و f(b) علامت های 
مختلف داشته باشند(، آن گاه f(x)=0 حداقل 

یك جواب در بازۀ )a,b( دارد.
در اینجا وارد اثبات این قضیه نمی شویم 
)برای مشاهدۀ اثبات آن به كتاب های حساب 
دیفرانســیل و انتگرال مراجعه كنید(. برای 
آنکه درک شــهودی از این قضیه پیدا شود، 

به نمودار شکل 7 دقت كنید.

x

B

b
a

A

C

y

 شكل 7 ..............................................

در این شــکل: f(a) <0 و f(b) >0 و در 
.f(a).f(b) <0 :نتیجه داریم

حــال اگر بخواهیم روی نمــودار تابع از 
 b به نقطــه ای به طول a نقطه ای بــه طول
برویم، باید از نقطة A حركت خود را شــروع 
كنیم و در نقطــة B حركت خود را به پایان 
برسانیم. واضح است كه در طول این حركت 
حتماً جایــی محور xها را قطع خواهیم كرد 
)نقطة C( كه نشــان می دهــد تابع f در بازۀ 
)a,b( ریشه دارد )توجه كنید كه در این امر 
شرط پیوستگی و یکپارچه بودن نمودار تابع 

لازم است(.
نمودار شکل 8 را ببینید كه در آن داریم: 
f(a) < 0 و f (b) >0. ولی چون تابع پیوسته 
نیســت، محور xها را در جایی قطع نکرده و 

تابع ریشة حقیقی ندارد.

x

y

a

A

c
b

B

 شكل 8 ..............................................

همچنین واضح اســت كه تابع پیوسته 
] كه: f(a)f(b)<0 ممکن است  ]a,b در بازۀ 
بیش از یك ریشــه داشته باشد. در شکل 9 

] سه ریشه دارد. ]a,b تابع f در بازۀ 

x

A

B

y

 شكل 9 ..............................................

 مثال 7.   ریشــة معادلــه x3+x-1=0 را تا 
یك رقم اعشار به دست آورید.

 پاسخ: فرض كنیم: f(x)=x3+x-1. چون 
f یك چندجمله ای است، پس در R پیوسته 
f پس تابع .f(1)=1 و f(0)=-1 :است و داریم

در بازۀ )0,1( یك ریشــه دارد )طبق قضیة 
بولتزانو(. برای مثال وســط بازۀ )0,1(، یعنی 

0/5 را امتحان می كنیم:
f(0/5)=(0/5)3+(0/5)-1=-0/375

از طرف دیگر، چون: f(1)=1، پس تابع 
در بازۀ )0/5,1( یك ریشــه دارد. حال وسط 
ایــن بازه، یعنی نقطــة x=0/75 را آزمایش 

می كنیم:
f(0/75)=(0/75)3+(0/75)-1>0

و چــون: f(0/5)<0 پس تابــع در بازۀ 
)0/5,0/75( یك ریشــه دارد. حال اگر نقطة 
وسط بازۀ اخیر، یعنی x=0/625 را آزمایش 

كنیم، داریم:
f(0/625)<0
و چــون: f(0/75)>0، پس تابع در بازۀ 
)0/625,0/75( یك ریشه دارد. حال دوباره 
وســط بازۀ اخیر را در نظر می گیریم. داریم: 

.f(0/6875)>0
پس تابع در بازۀ )0/625,0/6875( یك 
جواب دارد. واضح است كه با یك رقم اعشار 
جواب x=0/6 جواب تقریبی از معادله است.

حالا شــما می توانید با استفاده از قضیة 
بولتزانو جواب های تقریبی را كه در مثال های 
گذشــته از وجود آن ها مطمئن شده اید، به 

دست آورید.

تمرين

x را به  x x+ − = +21 2 1 1. معادلة 
روش هندسی و جبری حل كنید و 
جواب های به دست آمده را مقایسه 

كنید.

معـادلـــة جـواب هـــای  تعــداد   .2
x را مشخص كنید. sin x− =2 1

3. به روش هندسی نشان دهید، معادلة 
x جواب حقیقی ندارد. x= +1

4. با اســتفاده از قضیة بولتزانو نشان 
دهید: هر چند جملــه ای با درجة 
فرد حداقل یك ریشة حقیقی دارد.

 منابع ...........................................................
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جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:

سيرجانعباس روح الامینی، سيرجانسيرجانعباس روح الامینی، سيرجانعباس روح الامینی، عباس روح الامینی، سيرجانسيرجانعباس روح الامینی، سيرجان

ســال اول دبیرســتان تازه با درس جبــر و اتحادهای جبری 
آشنا شــده بودم و برای تجزیة عبارت های جبری به كمك اتحادها 
شگردهایی را یاد گرفته بودم. تا اینکه یك روز از كتابخانة دبیرستان 
نمونه در سیرجان كتاب با ارزشی به نام »سرگرمی های جبر« ترجمة 
پرویز شــهریاری به دســتم رســید. این كتاب در واقع اولین و 

اثرگذارترین منبع ریاضی در علاقه مند شدن من به ریاضیات بود.
در بخش سوم این كتاب با عنوان »به كمك حساب«، در صفحة 
128 مطلبی بســیار زیبا با عنوان »قضیة سوفی ژرمن« آمده است. 

.)a≠1( .همواره عددی غیر اول است a4+4 طبق این قضیه، عبارت
من كه تازه با اتحاد مزدوج آشــنا شده بودم و شاید قدری غرور 
داشــتم و خودم را در امر تجزیــة عبارت های جبری خوب راه افتاده 
و خبره می دانســتم، با مشــاهدۀ عبارت a4+4 حس انتقادكردنم گل 
كرد. فکر می كردم كه این عبارت اساســاً یك اشتباه چاپی است. زیرا 
می دانســتم كه بین دو عدد یا متغیر مجذور شده، باید علامت منها 

باشد تا بتوان با اتحاد مزدوج آن را تجزیه كرد. 
یعنی فکر می كردم اصل عبارت می باید به صورت a4-4 باشــد تا 

من بتوانم بلافاصله به تجزیه اش بپردازم:
a4-4=(a2)2 - 22 = (a2+2)(a2-2)

اما وقتی در سطرهای بعدی كتاب سرگرمی های جبر راه حل واقعی 
و روش تجزیة درست این عبارت عجیب را خواندم كه البته در آن هم 
از اتحاد مزدوج استفاده می شود، تازه آن وقت بود كه به سهل اندیشی 
و ظاهر بینی خودم خنده ام گرفت. تازه فهمیدم كه اصلاً این دانشمند و 
نویسندۀ محترم كتاب باید به خاطر نقصان دانش ریاضی من و قضاوت 

عجولانه ام از من انتقاد كند! بهتر اســت حل زیبای این مسئله، یعنی 
قضیة سوفی ژرمن را در اینجا عیناً  از كتاب مذكور نقل كنم:

a4+4=a4+4a2+4-4a2=(a2+2)2-(2a)2

            =(a2-2a+2) (a2+2a+2)
بله، عبارت a4+4 به این صورت جالب تجزیه می شود. من وقتی 
این مطلب مهم را خواندم و خوب یاد گرفتم، از همان موقع شــیفتة 
ریاضیات شــدم. بعد به فکر افتادم عبارت های دیگری هم پیدا كنم 
:a4+324 كه همین جور حالت عجیبی در ظاهر آن ها باشــد؛ مثلًا
a4+324 = a4+36a2+324-36a2 = (a2+18)2- (6a)2

                   =(a2-6a+18)(a2+6a+18)
حتی می توانید تعمیم كلی این عبارت های مشابه را بیابید. عبارت 

a4+4b4 را به عنوان تمرین خودتان تجزیه بفرمایید. 

با همین ترفند عبارت های سه جمله ای زیر را هم تجزیه كنید تا 
از شورانگیزی ریاضیات سرمست شوید:

 x4+x2+25   و   x4+x2+625
x4+x2+169   و   x4+x2+1 

و باز با روشــی شــبیه همین اضافه و كم كردن های جمله های 
جدید می توان عبارت زیر را هم تجزیه كرد:

A=27x9+9x3+1
به این ترتیب تجزیه می شود:

A=27x9+27x6+9x3+1-27x6 

⇒A=(3x3+1)3-(3x2)3

كه با اتحاد a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2) قابل تجزیه است.

چگونه 
شیفته ریاضیات شدم!
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در باغ تجربه ها 
https://www.roshdmag.ir/u/2s7

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:
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آموزشی

حسین كریمي

بحثي در باب میانگین ها (واسطه ها)
فــرض كنیم a و b دو عدد حقیقي مثبت باشــند. در این صورت،   

H و یــا همــان 

a b

=
+

2
1 1 abH )معــادل بــا 

a b
=

+
2  ، a bA +

=
2

a را به ترتیب میانگین ها  bS +
=

2 2

2
G و a.b=  ،)

H a b
= +

2 1 1

یا واسطه هاي حسابي، توافقي )همساز، هارمونیك(، هندسي و مربعي بین 
دو عدد a و b مي نامیم.

 مثال 1.    با فرض a=6 و b=6 میانگین هاي حسابي، توافقي، 
هندسي و مربعي بین آن دو را به دست آورید.

a bA +
=

2
6= میانگین حسابي 

abH
a b

=
+

2 6= میانگین توافقي 

G a.b= 6= میانگین هندسي 

a bS +
=

2 2

2
6= میانگین مربعي 

 مثال 2.    با فـــرض a=24 و b=6 میانگین هـــاي حسابي، 
توافقي، هندسي و مربعي بین آن دو عدد را به دست آورید.

a bA +
= ⇒

2
15= میانگین حسابي 

abH
a b

= ⇒
+

2 9/6 = میانگین توافقي 

G a.b= ⇒ 12= میانگین هندسي 

a bS +
= ⇒

2 2

2
3≈/ = میانگین مربعي 6 17 5

با استفاده از اتحادهاي جبري و به سادگي مي توان نشان داد:
ab a b a b(H ) (G a.b) (A ) (S )

a b
+ +

= < = < = < =
+

2 22
2 2

میانگین هاي فوق براي هر n عدد مثبت a1,a2,...,an به صورت زیر 
تعریف مي شود:

na = میانگین حسابي a ... a
A

n
+ + +

= 1 2

 = میانگین توافقي

n

nH
...

a a a

=
+ + +

1 2

1 1 1  

n

n ...
H a a a
= + + +

1 2

1 1 1 یا                                                 

n = میانگین هندسي                                        
nG a a ... a= × × ×1 2

na = میانگین مربعي a ...a
S

n
+ +

=
2 2 2
1 2

كه با توجه به: H≤G≤A≤S براي سه عدد مثبت b ،a و c داریم:

a b c a b ca.b.c

a b c

+ + + +
≤ ≤ ≤

+ +

2 2 2
33

1 1 1 3 3

و تساوي برقرار است اگر و فقط اگر a=b=c باشد.

واسطه ها 
چه کاره انــــد

واسطه هاواسطه ها
چه کاره انــــدچه کاره انــــد

بحثي در باب میانگین ها (واسطه ها)

واسطه ها
 ؟چه کاره انــــدچه کاره انــــد
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 مثال 3.   در حیـاط خانـه اي دو درخـت سـیب داریم كـه بـار یکي 
از آن ها a=253 و بار دیگري b=181 ســیب است. بار میانگین  دو 

درخت چند سیب است؟

a b+ +
= =

253 181 217
2 2

  پاسخ:                                          

 مثال 4.    در یـــك ذوزنقه به قاعده هاي AB=b و CD=a، خطي 
 N و M یعني نقطه هاي ،DA و BC رســم كرده ایم كه وسط دو ساق
را به هم وصل كرده است )شکل 1(. طول پاره خطMN  چقدر است؟

C

BA

D

MN
K

b

a

 شكل 1 ..............................................................................

AN BM AB || MN || CD
ND MC

bABD(NK || AB,AN ND) NK

aBCD(KM || CD, BM MC) MK

b a a bMN NK KM MN

= = ⇒

∆ = ⇒ =

∆ = ⇒ =

+
⇒ = + = + ⇒ =

1

2

2

2 2 2

  پاسخ:            

نتیجه: در هر ذوزنقه اندازۀ پاره خطي كه نقطه هاي وسط دو ساق را 
به هم وصل مي كند، واسطة حسابي است بین اندازۀ دو قاعده.

 مثال 5.    هواپیمایي از شــهر A تا شــهر B را با ســرعت متوسط 
V1=600 كیلومتر در ســاعت طي مي كند و همان مسیر را با سرعت 
متوســط V2=400 كیلومتر در ســاعت برمي گردد. سرعت متوسط 

(V) آن هواپیما در دو مسیر رفت و برگشت چقدر بوده است؟

 پاسخ: فرض كنیم طول یك مسیر برابر با d و t1 مدت زمان رفت 
و t2 مدت زمان برگشت باشد:

dd V .t t

dd V .t t

= ⇒ =

= ⇒ =

1 1 1

2 2 2

6

4

 

 

ســرعت متوسط براي مسیر رفت و برگشت به طول 2d در زمان 
(V) كه در آن: t=t1+t2 برابر است با 

کیلومتر در ساعت

dd V(t t ) t t
V

d d d
V

V
V

= + ⇒ = +

⇒ = +

⇒ = + ⇒ =

1 2 1 2
22

2
6 4

2 1 1 48
6 4

   



   

 نتیجه: مشــاهده مي كنیم كه ســرعت متوســط براي دو مسیر 
هم طول، واسطة توافقي است بین دو سرعت متوسط در هر مسیر.

 مثال 6.   در ذوزنقـــه اي به قـاعده هاي AB=b و CD=a، از مـحل 
تلاقي دو قطر خطي به موازات دو قاعده رســم كرده ایم تا ساق ها را 
در نقطه هاي M و N قطع كند )شــکل 2(. طول پاره خط MN را به 

دست آورید.
A

N

D C

M

b

a

O

B

 شكل 2 ..............................................................................

OB OA bOAB ~ OCD K
OD OC a

ON OD bABD : ON
AB DB K

b a.bON ON
b a b
a

a.bMN NO
a b MN a b

∆ ∆ ⇒ = = =

∆ = ⇒ =
+

⇒ = ⇒ =
++

= = ⇒ = +
+

1

1

2 2 1 12

  پاسخ:                

نتیجه: در هــر ذوزنقه اندازۀ پاره خطي كه از نقطة تلاقي دو قطر به 
موازات دو قاعده رســم مي شود، میانگین توافقي بین اندازۀ دو قاعده 

است.
نصف انــدازۀ میانگین توافقي دو عدد مثبت a و b نیز از اهمیت 
بالایي برخوردار است. عدد c را نصف میانگین توافقي دو عدد مثبت 
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 باشد كه چند نمونة كاربردي از آن 
c a b
= +

1 1 1 a و b گوييم. هرگاه 
را در ادامه مي‌بينيد.

 نمونة 1.    از دو مقاومــت R1 و R2 واحدي در يك مدار به‌صورت 
موازي اســتفاده كرده‌ايم. مقاومت معادل برابر با R است که از رابطة 

زیر به‌دست می‌آید:

R R R
= +

1 2

1 1 1  

R2

R1

 شكل 3 ..............................................................................

 نمونة 2.   يك عدســي محدب به كانون F و جســم AB به فاصلة 
p از وســط عدســي و تصوير آن 'A'B، به فاصلة q از وســط عدسي 
مفروض‌اند. اگر فاصلة كانون تا وسط عدسي را با f نشان دهيم، داريم: 

f p q
= +

1 1 1

A
B

F

a

f
p

f
q

a

A
F

B

 شكل 4 ..............................................................................

 نمونة 3.    وقتي شــير A به تنهايي باز باشد، يك استخر را در 80 
ساعت پر مي‌كند. وقتي شير B به تنهايي باز باشد، همان استخر را در 
20 ساعت پر مي‌كند. اگر هر دو شير را با هم باز كنيم، مدت‌زمان لازم 

. = +
1 1 1
16 8 2 

براي پر كردن استخر 16 ساعت خواهد بود؛ زيرا: 

 مثال 7.    ثابت كنيد اندازة ارتفاع وارد بر وتر، واسطة هندسي است 
بين دو پاره‌خطي كه توسط ارتفاع روي وتر پديد مي‌آيد )شكل 5(.

ˆ ˆA B A BH A C H
BH AH
AH CH
AH BM.CH

∆ ∆
= ⇒ ≈

⇒ =

⇒ =

1

2

A C

B
H

1

 شكل 5 ..............................................................................

 .R=4/2 :در نمونة 1، داريم R2=14 و R1=6 مثال 8.    با فــرض 
 R ،كم كنيم R2 و R1 را از R نشــان دهيد كــه اگر مقاومت معــادل

واسطة هندسي بين دو مقاومت باقي‌مانده خواهد بود.

 پاسخ: 

(R R) (R R) / / ( / ) R− × − = × = =2 2
1 2 1 8 9 8 4 2

 مثال 9.    در نمونة 2 ديديم كه اگر وســط عدســي را مبدأ اختيار 
.
f p q
= +

1 1 1 كنيم داريم: 

ثابت كنيد اگر مبدأ را روي كانون عدسي در نظر بگيريم، فاصلة 
عدســي تا كانون واسطة هندسي است بين فواصل جسم و تصوير تا 

كانون.

 پاسخ:      
f a .a

f p q f f a f a
′= + ⇒ = + ⇒ =

′+ +
21 1 1 1 1 1    

 مثال 10.    در نمونه 3 ديديم كه اگر هر دو شــير آب باز باشند در 
مدت 16 ساعت استخر پر خواهد شد. حال براي هر شير يك استخر 
در نظر مي‌گيريم )هر دو اســتخر كيسان هستند(، بعد از گذشت 16 
ساعت كه هر دو شــير باز بودند، نشان دهيد كه واسطة هندسي دو 
مدت‌زمان باقي‌مانده براي پر شدن هر دو استخر همان عدد 16 است.

 پاسخ:                             
)80-16(*)20-16(=64*4=)16(2          

 مثال 11.   در مثلث ABC، اندازة ميانة وارد بر ضلع AB نســبت به 

. نشان دهيد اندازة ضلع AB واسطة  3
2

اندازة ضلع AB برابر است با 

مربعي است بين اندازة دو ضلع ديگر.
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 پاسخ:   

c cCM AB m c m c

a ba b c c c

a bc

= ⇒ = ⇒ =

+
⇒ + − = ⇒ =

+
⇒ =

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

2 2

3 3 32
2 4 2

1 3
2 2 2

2

      

 مثال 12.   پاره خط MN متکي به دو ساق و مـــوازي بـا دو قاعدۀ 
ذوزنقه ABCD به قاعده هاي a و b چنان رســم شــده كه مساحت 
ذوزنقه به دو قســمت مساوي تقسیم شده است )شــکل 6(. اندازۀ 

پاره خط MN را بر حسب اندازۀ دو قاعده به دست آورید.

A b

a

c

D

N M

B

C
h1

h - h1

2
1 SABCD

2
1 SABCD

 شكل 6 ..............................................................................

b c a c a b(h h ) .h .h

b c ah .h
(b c)

a b a c b c ah h
(b c)

(a b)(b c) (a c)(b c a)

a ba b c c

+ + +
− = =

+ −
⇒ =

+
+ + + −

⇒ = ×
+

⇒ + + = + + −

+
⇒ + = ⇒ =

1 1

1

2 2
2 2 2

2 2 4
2

2
2

4 2 2
2

2
2

نتیجه: در هر ذوزنقه اندازۀ پاره خط موازي دو قاعده و متکي به دو 
ساق كه مســاحت ذوزنقه را به دو قسمت مساوي تقسیم كند، برابر 

است با میانگین مربعي اندازۀ دو قاعده.
بعد از مثال 2 اشاره شد كه مي توان با استفاده از اتحادهاي جبري 

به سادگي نشان داد:

ab a b a b(H ) (G a b) (A ) (S )
a b

+ +
= ≤ = − ≤ = ≤ =

+

2 22
2 2

اكنون به عنوان آخرین مطلب، اثبات درستي نامساوي فوق را به 
روش هندسي بیان مي كنیم.1

A

S

P
H

Q M

G

a +b
2

a +b
a +b2

a1 + b2

2

a  -b

 شكل 7 ..............................................................................

 QM و پاره خط a را به طول PM پاره خط .a >b >0 :فرض كنیم

را به اندازۀ b رسم مي كنیم )شــکل Q .)7 روي PM است. اكنون به 

قطر PQ دایره اي رسم مي كنیم. اگر A مركز دایره باشد، آن گاه داریم: 

. حال اگر ممــاس MG را بر دایره  a bPA −
=

2
a و  bAM +

=
2

. همچنین اگر H پاي عمودي باشد  GM a.b= رسم كنیم، داریم: 

. abHM
a b

=
+

2 كه از G بر AM رسم شده است، آن گاه داریم: 

یــا   GM2=MA.HM  ، AGM قائم الزاویــة مثلــث  در  زیــرا 

. اگر از A خطي عمود بر AM رسم كنیم تا دایره را  a bab .HM+
=

2
 a b a bSM ( ) ( )+ −

= +2 2 2

2 2
در نقطة S قطع كند، خواهیم داشت: 

 . a bSM +
=

2 2

2
یا 

اكنون با توجه به نامساوي ها در مثلث قائم الزاویه داریم:

ab a bb (HM ) (GM a.b) (AM )
a b

a b(SM ) a

+
< = < = < =

+

+
< = <

2 2

2
2

2

واضح است كه تساوي در تمام نامساوي هاي فوق برقرار است؛ اگر 
و فقط اگر a=b باشد.

......................................................................................... پی نوشت ها   
1. به نقل از كتاب: هندسة 2 سال دوم دبیرستان )معادل دهم فعلي(، سال 1372. خسروي، امیر؛ 

نصیري، محمود؛ دارابي، ابراهیم.



 برهان دورۀ متوسطه2   دورۀ سی ویکم  شمارۀ 1  پاییز 161400

آموزشی
https://www.roshdmag.ir/u/2sc

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:

روش ابتکاری حل معادلة درجة دوم

روش پارامتر نقطة تقارن

احسان یارمحمدی

می دانیم كه هــر معادله به شــکل ax2+bx+c=0 را كه در آن 
داشــته باشــیم: a∈R-{0} و b,c∈R، یــك معادلة درجة دوم1 
می نامیم. روش عمومی برای تعیین تعداد ریشــه های معادلة مزبور 
 (∆=b2-4ac) اســتفاده از »رابطة درجة دوم«2 یا همان رابطة دِلتا
اســت؛ به گونه ای كه اگر این معادله دارای دو ریشــة متمایز حقیقی

x1 و x2 باشد، آن گاه این دو مقدار عبارت اند از:

bx , x
a

− ± ∆
=1 2 2

)1(

 اشارة 1.  چنانچه در معادلة ax2+bx+c=0 كه در آن a∈R-{0}  و 
b,c∈R است، داشته باشیم:

الف( 0< ∆، آن گـاه معـــادلة درجة دوم مزبور دو ریشة متمایز 
حقیقی x1 و x2 دارد و نگارۀ هندسی آن به صورت زیر است:

 a < 0 a > 0                         نمودار 2   نمودار 1 

ب( 0=∆، آن گاه معادلة درجة دوم مزبور دارای ریشــة مضاعف 
حقیقی x1=x2 و نگارۀ هندسی آن به صورت زیر است:

 a < 0 a > 0                         نمودار 4   نمودار 3 

پ( 0>∆، آن گاه معادلة درجة دوم مزبور دارای ریشــة حقیقی 
نیست و نگارۀ هندسی آن به صورت زیر است:

 a < 0 a > 0                         نمودار 6   نمودار 5 
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اکنون با توجه به موارد اشاره شدة بالا، ملاحظه میک‌نیم که نگارة 
هندســی متناظر با معادلة درجة دوم مزبور در هر یک از نمودارهای 
bx متقارن است. بنابراین 

a
= −

2
x b

2a= 1، 2، 3، 4، 5 و 6 نســبت به خط 
با اســتفاده از این ویژگی‌ در نمودار تابع درجة دوم به ارائة یک روش 
 و رابطــة جدید برای تعیین ریشــة )ریشــه‌های( معادلة درجة دوم 
)در صــورت وجــود( می‌پردازیم. اما برای درک بهتــر رابطة مذکور 
نیازمند انجام تغییراتی روی معادلة درجة دوم پیش‌فرض هستیم که 

این موضوع را در ادامه پی می‌گیریم.
 ،ax2+ bx + c = 0 همان‌گونــه که می‌دانیم، هر معادله به شــکل
که در آن داشته باشیم: a∈R-{0} و b,c∈R یک معادلة درجة دوم 
است. اگر طرفین این معادله را بر a≠0 تقسیم کنیم، خواهیم داشت:

a b cax bx c x x ( )
a a

≠+ + = → + + =2 2 2

  )2(
در ضمن بنابر رابطة )1( می‌دانیم که اگر x1 و x2 دو ریشة متمایز 

حقیقی معادلة )2( باشند،‌ آن‌گاه داریم:
    bx x S

a
+ = − =1 2

)3(
و

cx x P
a

= =1 2  )4(

بنابراین معادلة )2( به معادلة زیر تبدیل می‌شود.

)5(x Sx P− + =2


اکنون فرض میک‌نیــم که معادلة )5( دارای دو ریشــة متمایز 

حقیقی x1 و x2 باشد. با توجه به اینکه می‌دانیم این دو ریشة متمایز 

 قرینه‌اند، در حالت کلی 
b Sm

M a
= − =

2 2


حقیقی نسبت به نقطة  

برای این دو ریشة متمایز حقیقی داریم:

MK K

 نمودار 7  نگارة هندســی معادلة X2 - Sx + P = 0  هنگامی که دارای دو 
ریشة متمایز حقیقی است.                    

،
b Sm

M a
= − =

2 2


نقطــة  می‌دانیــم،  کــه   همان‌گونــه 

 نقطة میانی3 خط واصل بین دو ریشــة متمایز حقیقی معادلة )5( 

اســت و ملاحظه میک‌نیم که اندازة فاصلة هر یک از  این دو ریشه تا 
، یکسان و برابر با مقدار ثابت k است. بنابراین داریم: b sm

a
= − =

2 2
x m k

( )
x m k

= +
 = −

1

2
6 )6(

از ضرب طرفین رابطة )6( داریم:

x x P

x x (m k)(m k) x x m k

P m k k m P

k m P k m P

=

= − + ⇒ = −

⇒ = − ⇒ = −

⇒ = ± − = −

1 2

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2

2 2

)7(

  یا

بنابراین رابطة )6( به رابطة زیر تبدیل می‌شود.

x m m P
( )

x m m P

 = + −

 = − −

2
1

2
2

8
)8(

  اشارة 2.  چنـانـــچه در معـادلـــة ax2+ bx + c = 0 کــه در آن
cP است، داشته باشیم:

a
= bm و 

a
= −

2
 ،b   c∈R ،‌a∈R-{0} 

، آن‌گاه معادلة درجة دوم مزبور  m P m P− > ⇔ >2 2
 الف( 

دو ریشة متمایز حقیقی x1 و x2 دارد.
، آن‌گاه معادلــة درجة دوم مزبور  m P m P− = ⇔ =2 2

 ب( 
دارای ریشة مضاعف حقیقی x1 =x2 است.

، آن‌گاه معادلــة درجة دوم مزبور  m P m P− < ⇔ <2 2
 پ( 

دارای ریشة حقیقی نیست.
از آنجــا که در ایــن روش جدید، مفهوم تقــارن در قالب نقطة 

 و همچنیــن پارامتــر )مقدار ثابــت( k نقش 
b Sm

M a
= − =

2 2


محوری دارند و با توجه به آن‌ها، رابطه‌های )6( و )8( حاصل می‌شوند، 
بنابراین روش مزبور را »روش پارامتر نقطة تقارن«4 می‌نامیم.

 مثال1.   ریشة )ریشه‌های( معادلة درجة دوم زیر را )در صورت 
وجود( با استفاده از روش پارامتر نقطة تقارن تعیین کنید:
x x− + + =26 12 21 

x بر 6-  x− + + =26 12 21   پاسخ: از تقسیم طرفین معادلة 
داریم:

( )x x x x÷ −− + + = → − − =62 26 12 21 2 35  

بنابراین:

P

b sm m
a

k m P k k
=−

 = − = ⇒ =

 = − ⇒ = ⇒ =

35
2

1
2 2

36 6

و
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پس بنابر رابطة )6( خواهیم داشت:

x m k x x
x m k x x

= + = + = ⇒ ⇒  = − = − = − 

1 1 1

2 2 2

1 6 7
1 6 5

 مثال2.   ریشة )ریشه های( معادلة درجة دوم زیر را )در صورت 
وجود( با استفاده از روش پارامتر نقطة تقارن تعیین کنید:

x x+ − =25 3 455 

x بر 5  x+ − =25 3 455   پاسخ: از تقسیم طرفیــن معادلة 
داریم:

( )x x x x÷+ − = → + − =52 25 3 455 6 91  

بنابراین:

P

b Sm m
a

k m P k k=−

 = − = ⇒ = −

 = − → = → =

912

3
2 2

1 1  

پس بنابر رابطة )6( خواهیم داشت:
x m k x x
x m k x x

= + = − + = ⇒ ⇒  = − = − − = − 

1 1 1

2 2 2

3 1 7
3 1 13





 مثال3.  ریشة )ریشه های( معادلة درجة دوم زیر را )در صورت 

وجود( با استفاده از روش پارامتر نقطة تقارن تعیین کنید:

x x− + =236 6 25 

x بر 36  x− + =236 6 25 

 پاسخ: از تقسیم طرفین معادلة 
داریم:

( )x x x x÷− + = → − + =362 2 5 2536 6 25
3 36

  

بنابراین: 

P

b sm m
a

k m P k ( ) k
=

 = − = ⇒ =

 = − → = − ⇒ =

25
2 236

5
2 2 6

5 25
6 36



پس بنابر رابطة )6( خواهیم داشت:

x xx m k
x x

x m k x x

 = + = = +  ⇒ ⇒ ⇒ = =  = −  = − =
  

1 1
1

1 2
2

1 2

5 5
56 6

5 5 6
6 6





 مثال4.  ریشة )ریشه های( معادلة درجة دوم زیر را )در صورت 
وجود( با استفاده از روش پارامتر نقطة تقارن تعیین کنید:

x x− + − =2 4 5 0

x بر 1- داریم: x− + − =2 4 5 
 پاسخ: از تقسیم طرفین معادلة 

( )x x x x÷ −− + − = → − + =12 24 5 4 5 

بنابراین:

P

b Sm m
a

k m P k
=

 = − = ⇒ =

 = − ⇒ = −

5
2

2
2 2

1 غیر قابل قبول

پس معادلة درجة دوم مزبور دارای ریشة حقیقی نیست.

تمرين

ریشــة )ریشــه های( هر یك از معادله های درجــة دوم زیر را 
)در صورت وجود( با استفاده از روش پارامتر نقطة تقارن تعیین كنید:

x x+ − =26 18 168  الف(                  
x x− + − =227 351 81            )ب

x x+ + =29 1 8 324  پ(    
x x+ + =28 16 11  ت(        
x x+ − =215 6 18   ث(                   

x x+ + =25 4 35  ج(     
x x− + − =216 352 1936  چ(     

x x− + =27 56 19                    )ح
         x x+ − =24 12 16  خ(          

x x− + − =225 15 225  د(     
x x− − + =22 12 54  ذ(     

x x+ + =211 7 18  ر(                   

......................................................................................... پی نوشت ها   
1. Quadratic Equation
2. Quadratic Formula
3. Midpoint
4. Symmetry Point Parameter Method

................................................................................................ منابع   
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تهران.
2. یارمحمدی، احســان )1398(. »روش ابتکاری حل معادلة درجــة دوم: روش تقارن«. ماهنامة 
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جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید: گفت وگو

بهنام آیتی پور

 استاد خسروتاش لطفاً خودتان را معرفی فرمایید.
وارد  دیپلم  از  پس  هستم.  خسروتاش  مسعود  سلام. 
رشتة  در  تحصیل  به  شروع  و  شدم  امیركبیر  دانشگاه 
مهندسی پزشکی كردم. بعد از چند سال فارغ التحصیلی، 
دوباره در كنکور شركت كردم و وارد دانشگاه پیام نور در 
رشتة ریاضیات كاربردی در دورۀ لیسانس شدم. بعد از آن 
رتبة یك ارشد را كسب كردم و در دانشگاه صنعتی شریف 
در دورۀ ارشد ریاضی كاربردی تحصیل كردم. سپس در 
همین رشته، یعنی ریاضیات كاربردی، با زمینة تخصصی 

معادلات دیفرانسیل تصادفی،  دورۀ دكترا را گذراندم.
از سال سوم دبیرستان مشغول تدریس ریاضیات و 
رایانه شــدم. در طول این سال ها كارهای متفاوتی انجام 
دادم كه به طور خلاصه به آن ها اشاره می كنم. پس از ورود 
به دانشگاه سعی كردم با آموزشگاه ها و مدرسه ها همکاری 
كنم كه بســیار سخت بود، زیرا بســیار جوان بودم و به 
زبان ساده قبولم نداشتند. اما ناامید نشدم و به كار كردن 
با انتشارات كمك درسی در زمینة ویراستاری كتاب های 
كمك آموزشی پرداختم. سال های بسیار سختی بود، اما 
هرگز نامید نشــدم. در شــهرهای دور و مناطق محروم 
تدریس كردم. به طور خلاصه از سال 1374 تا به امروز بالغ 
بر 43 عنوان كتاب تألیف كردم كه برخی كمك آموزشی، 
چند عنوان ترجمه، چند كتاب به زبان انگلیسی در زمینة 

معادلات دیفرانسیل تصادفی هستند.
بــا توجه به علاقه ام به آمــوزش ریاضی و پژوهش 
در این زمینه همیشه ســعی كرده ام در كنفرانس های 
آموزشی شركت كنم. حتی امسال به عنوان داور مقالات 
نیز حضور داشــتم. بالغ بر 22 عنوان مقاله در راستای 
آمــوزش ریاضی و تعــدادی هم در زمینــة معادلات 

دیفرانسیل تصادفی نوشته ام.

اولین ملاقات ما با استاد خســروتاش  در همایش «ریاضیات و کاربردهای آن» در کرمانشاه بود. در آن همایش مقالة بسیار 
زیبایی ارائه کرده بودند که در مورد ریاضیات و کاربردهای آن در فیزیك بود. پس از آن ارتباط علمی ما با این اســتاد فرهیخته 
شــروع شد. ایشان مطالعات فراوانی در زمینه های علمی داشــتند. در این مصاحبه  از ایشان دربارة روش های مطالعة سودمند 

ریاضی و دستاوردِ مطالعة ریاضی پرسیده ایم که حاصل آن در ادامه آمده است.

اشاره

دستاوردهای آموزش ریاضی

در زمینـة کاربردهـای ریاضیـات مثال هایـی برای 
دانش آمـوزان  بفرماییـد.

مـن علاقـة وافـری به پیونـد دادن ریاضی بـه زندگی و 
كاربردهای متفاوت آن داشـته ام. برای مثـال، ایده اولیة 
سـاخت »مـدار اینورتر« بـرای موتورهای آسـنکرون در 
تونل هـا و معدن هـا كار بنـده بـود. همچنیـن اختراعی 
در زمینـة بتن هـای الیافـی بـا توجه به تحریم هـا كردم 
كـه البتـه بخـش ریاضیـات و مدل سـازی آن بـا مـن 
بـود و كارهـای فنـی توسـط یك تیـم متشـکل از انواع 

تخصص هـا انجـام گرفت.
در خلال ســال ها با علاقة شــدیدم به آموزش و 
آینده پژوهی كه علوم رایانه به من داد، از ســال 1380 
شروع به ســاخت انواع محتوای مکمل آموزشی كردم 
كه آن ها را در سایت شخصی ام منتشر می كردم. امروزه 
»mathgifs.ir« نام این سایت را از اسم شــخصی به
تغییر داده ام و به عنــوان بزرگ ترین تولیدگر محتوای 
آموزشی كار می كنم. برای مثال، بالغ بر 5300 عنوان 
فیلم و انیمیشن آموزشی ساخته ام. سایت ما بدون هیچ 
حمایتی، در رتبه بندی )رنکینگ( شــمارۀ یك گوگل 

شده است.

استاد در حـال حـاضر، کجا مشـغول به کار هستید؟
در حال حــاضر دبیر رسـمی موظف منطقـة 14تهران 
هسـتم. همچنیـن عضـو اتـاق فکـر در وزارتخانـه، و 
وزارت  در  تیمـز  رتبـة  بهبـود  پـروژۀ  سرپــرستان  از 
آمـوزش وپــرورش محسـوب می شـوم. ایـن پـروژه در 
قالب برنامة تلویزیونی »خــشت اول« ارائــه می شــود. 
همــچنین این جانـب مدیـر كانـال رسـمی و كشـوری 

خشـت اول در »سـامانة شـاد« هسـتم.

https://www.roshdmag.ir/u/2sa

جهت استفاده از محتوای افزوده 
روی لینك زیر کلیك کنید:
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در مـورد مطالعة ریاضیـات چـه توصیه‌هایی برای 
دارید؟ دانش‌آمـوزان 

ناامید  ویژگی  مهم‌ترین  ریاضی  رشتة  خواندن  مورد  در 
در  دانـش‌آموزان  است.  تسلیم‌ناپذیری  روحیة  و  نشدن 
ایـن رشته متأسفانه اکثراً با عشق وارد نشده‌اند و لطمه 
می‌خورند. اما اگر کاربردهای ریاضی را بشناسند، عاشق آن 
خواهند شد و کسی که با عشق کار کند قطعاً موفق می‌شود.

به دو دستة  را  فراگیری ریاضیات  اگر مشکلات  ما 
بیرون از ریاضیات و درون‌ساختاری ریاضیات تقسیم 
کنیم، چند مورد از موارد بااهمیت درونی را ذکر کنید.

زمان کم اختصاص‌یافته به درس ریاضیات در دورة اول 
متوسطه بیشترین ضربه را وارد میک‌ند. زیرا معلم فقط 
باید سریع درس بدهد و متأسفانه حتی اگر بخواهد، زمانی 
برای تمرین مهارت یا نشان دادن کاربردها ندارد. مسئلة 
دوم ساختاری حذف فعالیت‌های دست‌ورزی، مثل ترسیم 
از کتاب‌هاست که لطمة آن‌ سال‌ها بعد دیده می‌شود. 
مسئلة سوم نبود آزمایشگاه ریاضی در مدرسه‌ها و بدتر 
از آن حتی در دانشگاه است. ما حتی موزة ریاضی نداریم.

چند نمونه مسئله‌های برون‌ساختاری را ذکر بفرمایید.
مسـئلة برون‌سـاختاری خیلی زیـاد داریم،‌ امـا مهم‌ترین 
دلیل افت رشـتة ریاضی در جامعه، متأسـفانه این دیدگاه 
اسـت کـه رشـتة ریاضی فقـط بـه معلمی ختم می‌شـود 
و معیشـت معلمـان در سـال‌های اخیـر باعـث شـده کـه 
ایـن فرهنـگ نازيبـا بیـن خانواده‌هـا رواج پیـدا کنـد که:

»ریاضی بخونی که آخرش چی بشه؟« 
»رشتة نون و آب‌دار بخون ...« 

و این قبیل فرهنگ‌ها در جامعه. در حالی که رشــتة 
ریاضی در جوامع پیشرفته صدها جایگاه شغلی دارد که 

یکی از آن‌ها معلمی است.

لطفاً چند نمونه از کاربـرد ریـاضیات را در زنـدگی 
روزمره، ذکر بفرمایید.

برای هر  در زمینة کاربرد ریاضی سال‌ها کار کرده‌ام و 
قسمت از ریاضی، کاربردهایی را پیدا کرده‌ام و سال‌هاست 
در این زمینه فیلم کوتاه می‌سازم. یکی از موارد ساده و مهم 
در ریاضی بحث مختصات است که شاید کمتر به آن توجه 
شده، اما من در سه برنامة تلویزیونی در مورد کاربردهای 
مختصات به‌صورت عینی صحبت کرده‌ام. مثلًا مکان‌یابی 
هواپیما،  خودکار  خلبان  هواپیما،  ناوبری  سیستم‌های 
کامیون‌های  آینده  در  راننده،  بدون  ماشین‌های  امروزه 
معدن بدون راننده که بهترین سرعت و کمترین مصرف 
سوخت و ایمنی بالا را به‌وسیلة الگوریتم‌های ریاضی پیاده 
میک‌نند. البته همین الان دو شرکت بزرگ »اسکانیا« و 
»ولوو« نمونه‌های اولیة این کامیون‌ها را ساخته‌اند. برای 
مثال فرمان دادن به ربات‌ها که همه‌جای صنعت هستند، 
عملًا با دستورهای مختصاتی انجام می‌شود و موقعیت‌های 
واقعی دارند. دوم اینکه تعداد مهارت‌های داده‌شده در آن‌ها 
)برخلاف تصور عمومی( بیشتر است. برای مثال، کتاب 
پایة ششم ژاپن مهارت‌هایی دارد که بچه‌های ما در پایة 
هشتم یاد می‌گیرند. اما نکته اینجاست که آن‌ها درس 
ریاضی را با ساعات بیشتر دارند و اینجا ساعت ارائه‌شده 

حتی از آنچه در سرفصل برنامه‌ها آمده هم کمتر است.
سوم اینکه اســتفاده از دانش و نه حفظ کردن آن 
اســت. مثلاً دانش‌آموزان در کشــورهای دیگر ضرب‌ها 
را حفظ نمیک‌نند، بلکه جاهایی ســراغ ماشین‌حساب 
می‌روند. در عوض یاد می‌گیرند مدل‌سازی کنند که این 

مورد در ایران بسیار ضعیف است.

به‌ نظر شما ریاضیات بر تفکر افراد جامعه چه تأثیراتی 
دارد؟

ریاضی با توجه به مهارت‌های لازمه‌اش می‌تواند خلاقیت، 
تفکر واگرا، تفکر هم‌گرا، همچنین تفکر انتقادی و حتی تفکر 
الگوریتمیک را با خودش به‌صورت غیرمستقیم پس از سال‌ها 
وارد ذهن دانش‌آموزان کند، به‌صورتی که در مواجهه با زندگی، 
حساب و کتابی از مسائل پیش رو داشته باشد. شاید این 
مهم‌ترین دستاورد مطالعة ریاضی باشد. به فرمایش سعدی:

به احوال آن بنده باید گریست
که دخلش بود نوزده خرج بیست

نقش جامعه در پیشبرد آموزش ریاضی چیست؟
نقش جامعه در زمینة تشویق یا عدم تشویق به خواندن 
ریاضی بسیار زیاد است. زیرا مردم ما ترجیح می‌دهند 
به‌جای مطالعه در مورد یک چیز، در مورد آن سؤال کنند 
و چه‌بسا افرادی جواب سؤال را می‌دهند که در ‌آن مورد 
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تاریخ ریاضی 
متأسفانه کم‌اهمیت 

جلوه داده شده است و 
الان چون نسل جدید 

زیاد اهل مطالعه 
نیست، باید دنبال 

راه‌حل جایگزین بود. 
مثلاً ساخت فیلم‌های 

کوتاه که جذاب 
باشند، می‌توانند 

بسیار مؤثرتر باشند

اطلاعات درستی ندارند. در این سال‌ها من بسیار دیده‌ام 
که مشاوران مدارس بچه‌ها را به بیراهه هدایت کرده‌اند. 
بدون تعارف، کسی که در دبیرستان رشتة انسانی بوده و 
بعداً رشتة مشاورة آموزشی خوانده است، قطعاً راهنمای 
مناسبی برای رشتة ریاضی نیست. چون معمولاً خودشان 
در ریاضی موفق نبوده‌اند که به سراغ رشتة انسانی رفته‌اند 
و حالا از همان نگاه می‌خواهند بچه‌های مردم را به سمت 
رشته‌ها هدایت کنند. در جامعه وضع به مراتب بدتر است، 
زیرا در فرهنگ ایرانی گفتن نمی‌دانم کار سختی است و 
هر کسی در مورد هر چیزی نظر می‌دهد؛ بدون اینکه 

تخصص آن موضوع را داشته باشد.

تغییری در کتاب درسی  بودید، چه  اگر شما مؤلف 
ایجاد می‌کردید؟

اگر من مؤلف بودم قطعاً تصویرهای کاربردی به کتاب 
متناسب  را  تمرین  و  فعالیت  حجم  میک‌ردم.  اضافه 
میک‌ردم؛ یعنی کمتر. سعی میک‌ردم این موضوع را جا 
بیندازم که همة تمرین‌ها برای همه نیست، بلکه تمام 
تمرین‌ها مال دانش‌آموز خوب است. طبقه‌بندی میک‌ردم 
که دانش‌آموز ضعیف تا شمارة فلان، دانش‌آموز متوسط تا 
شمارة فلان و دانش‌آموز قوی تا آخر تمرین‌ها را حل کند. 
ترسیم‌ها را برمی‌گردانم و تا می‌توانستم دست‌ورزی و در 

جاهایی اوریگامی به کتاب اضافه میک‌ردم.

نقش تاریخ ریاضیات را در بهبود آموزش ریاضیات 
چگونه می‌بینید؟

تاریخ ریاضی خیلی در مورد تدریس ریاضی مهم است، 
چون انگیزة ابتدایی یا کاربرد مسائل را نشان می‌دهد. 
متأسفانه امروزه مورد غفلت واقع شده است. کتاب‌های 
تاریخ ریاضی خیلی مفصل هستند. اما می‌شود، از بخشی 
از آن‌ها که مناسب درس مورد نظر هستند، بهره گرفت. 
متأسفانه به‌دلیل ضعف سیستم چاپ در ایران و همچنین 
گرانی کاغذ، این کتاب‌ها خیلی در هم و شلوغ نوشته 
می‌شوند. در حالی که نمونه‌های خارجی بسیار شکیل 

هستند و حتی ورق‌زدن آن‌ها هم لذت‌بخش است.
تاریخ ریاضی متأسفانه کم‌اهمیت جلوه داده شده است 
و الان چون نســل جدید زیاد اهل مطالعه نیســت، باید 
دنبال راه‌حل جایگزین بود. مثلًا ساخت فیلم و انیمه‌های 

کوتاه که جذاب باشند، می‌تواند بسیار مؤثرتر باشد.
باید قبول کنیم دنیا با ســرعت در حال تغییر است. 
مثلًا هندوســتان دو ســال پیش مبحث لگاریتم را از 
مدارس حذف کرد که کار بســیار شــجاعانه‌ای بود. در 
عوض بــه مهارت‌هــای دیگر پرداختنــد. دلیل حذف 
لگاریتم آمدن رایانه‌ها و ماشین‌حساب‌های چندمنظوره 

بود. دلیل پیدایش لگاریتم در گذشــته، نبود وســایل 
محاسباتی قوی بوده است.

ریاضیات فراگیری  در  تخصصی  زبان   اهمیت 
را تا چه حد می‌دانید؟

زبان تخصصی در ریاضی هم ساده است و هم کارامد. 
خیلی  ریاضیات  در  استفاده  مورد  لغت‌های  تعداد  زیرا 
زیاد نیست و با حدود 80 لغت می‌شود اکثر ریاضیات 
را به زبان انگلیسی فهمید. مورد پراهمیت‌تر برای امروز 
استفاده از موتورهای جست‌وجوست که به کلمات کلیدی 
احتیاج دارد. بنده خودم در این زمینه هم کار کرده‌ام 
و کتابی هم دارم که کلمات مورد استفاده در رشته یا 
مجموعه را جمع‌آوری کرده‌ام؛ مثلًا کلمات پرکاربرد در 
هندسه یا جبر که برای دانش‌آموزان بسیار خوب است. 
چون می‌توانند با جست‌وجو، مطالب خوب کم‌کدرسی 
پیدا کنند و شکل‌ها و تصورهای خودشان را کامل کنند. 
متأسفانه در فارسی کار چندانی نشده است. مثلاً حتی 
صفحه‌های خوبی در »ویکی‌پدیا« وجود دارند که ترجمه 
نشده‌اند یا خیلی کم و ناقص به فارسی ترجمه شده‌اند. 
من در سال‌های اخیر در صفحات ویکی‌پدیا انیمیشن‌هایی 
را اضافه میک‌ردم تا در فهم مطالب به دانش‌آموزان کمک 

کند. اما باید سربازانی مانند من در این راه زیاد باشند.

آموزش ریاضیات در شرایط کرونا با چه ویژگی‌هایی 
توأم شده است؟

البته که فرصتش  تهدید.  و هم  بود  کرونا هم فرصت 
فردی  توسعة  به  واداشت  را  ما  معلمان  چون  بیشتر، 
بپردازند و از فناوری آموزشی روز استفاده کنند. به همین 
سبب کارهای خوبی در همة زمینه‌ها انجام شده‌اند. اما 
نبوده، خیلی موازیک‌اری شده است.  برنامه‌ریزی  چون 
مثلاً همة دبیرها وقتشان را برای تولید محتوا گذاشته‌اند، 
در حالیک‌‌ه فقط چند محتوای استاندارد می‌توانست باشد 
و سایرین می‌توانستند مطالب فرعی را به آن‌ها اضافه 
کنند. در این صورت صرفه‌جویی عظیم در نفر ساعت 

و زمان، اینترنت، نیروی انسانی، برق و ... انجام می‌شد.
اگر کرونا ریشــهک‌ن شــود، به گذشته برنخواهیم 
گشت. قطعاً دیگر خیلی‌چیزها مثل قبل نخواهد شد و 
باید از تولید محتوا حمایت شــود. زیرا بعد از کرونا نیاز 
به مکمل‌های آموزشی نه‌تنها کم نمی‌شود، بلکه بیش 
از گذشــته خواهد بود. مهم‌ترین دلیل آن جبران افت 
تحصیلی ناشی از دورة کروناست که واقعاً به‌وجود آمده.

با سپـاس از شمـا استاد عزیز که در این مصاحبه 
شرکت فرمودید.
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آموزشی

محمود داورزنی و علیرضا عزیزی
(دبيرستان شهيد بهشتی ناحيه يک شهرری)

قبل از پرداختن به مســائل مربوط به بهینه سازی، 
چگونگی یافتن نقطه های اكســترمم مطلق یك تابع را 
شــرح می دهیم. وجود نقطه های اكسترمم مطلق یك 
تابع پیوســته در یك بازۀ بســته، از قضیة زیر تضمین 

می شود:

 قضیه: اگر تابع f در بازۀ ]b و a[ پیوسته باشد، در 
این صورت تابع f در این بازه هم ماكزیمم مطلق و 

هم مینیمم مطلق دارد.
برای یافتن نقطه های اكسترمم مطلق تابع f در بازۀ

]b و a[، مراحل زیر انجام می شوند:
1.  مشــتق تابع را می یابیــم و نقطه های بحرانی را 

به دست می آوریم.

2. مقــدار تابــع را در نقطه های بحرانی محاســبه 
می كنیم.

3. در مرحلة قبل، بیشــترین مقدار به دست آمده 
همان ماكزیمم مطلق f و كمترین مقدار حاصل 

شده همان مینیمم مطلق f است.
یادآوری: نقطه ای به  طول x=c از دامنة تابع f را یك 
 f (c)′ f یا  (c)′ =0 نقطــة بحرانی می گوییــم، هرگاه 

موجود نباشد.

 مثال1.   نقطـه هـــای اكـسترمـــم مطلق تـابـــع 
و 2-[   1[ بــازۀ  در  را   f (x) x x x= − − +3 22 3 12 1

به دست آورید.

چگونه بهترین را انتخاب کنیم؟

در انجام یك پروژه، مانند کشیدن کابل برق از یك ایستگاه به یك روستا، چگونه می توان کمترین هزینه را پرداخت؟ چگونه می توان از 
کمترین مصالح استفاده کرد؟ و یا چطور می توان سریع تر به نتیجه رسید؟

این سؤال ها و سؤال های مشابه، مربوط به بخشی خاص در ریاضیات، به نام «بهینه سازی» است. در حقیقت، یكی از نتایج مشتق، یافتن 
نقطه های اکسترمم مطلق و یكی از کاربردهای اساسی نقطه های اکسترمم مطلق نیز در مسائل بهینه سازی است.

اشاره
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، نقطه‌های بحرانی را پیدا میک‌نیم: f ′  پاسخ: با محاسبة
f (x) x x′ = − −26 6 12

f در هـر نقـطه،  (x)′ با تـوجه بـــه موجود بـودن
نقطه‌های بحرانی از ریشه‌های آن به‌دست می‌آیند.

[ ]
[ ]

f (x) x x

x x

x ,
(x ) (x )

x ,

×

′ = ⇒ − − =

→ − − =

 = ∉ −⇒ − + = ⇒  = − ∈ −

2

1
26

6 6 12

2
2 2 1

2 1
1 2 1

 





پس: x=-1 و همچنین نقطه‌های ابتدا و انتهای بازة 
]1 و 2-[، یعنــی ‌x=-2 و x=1 طول نقطه‌های بحرانی 
هســتند. اکنون مقدار تابــع f را در نقطه‌های بحرانی 

به‌دست می‌آوریم و آن‌ها را مقایسه میک‌نیم.

1-2-1x

-12-38f(x)

=
⇒  = −

8
12

ماکزیمم مطلق
مینیمم مطلق

برای حل مســائل بهینه‌ســازی، مقداری را که قرار 
اســت ماکزیمم یا مینیمم آن را به‌دســت آوریم )مانند 
مساحت، محیط، حجم، زمان، هزینه و ...(، به‌عنوان یک 
تابع در نظر می‌گیریم. ســپس ســعی میک‌نیم در این 
تابع فقط یک متغیر وجود داشــته باشــد. برای این کار 
باید همة متغیرهای داده شــده را برحســب یک متغیر 
بنویسیم. دامنة متغیر تابع حاصل شده را تعیین میک‌نیم 
و به کمک مشتق، ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق آن 

را به‌دست می‌آوریم.

 مثال2.   دو عدد حقیقی مثبت پیدا کنید که مجموع 
آن‌ها 12 باشــد و حاصل‌ضرب آن‌ها بیشــترین مقدار 

ممکن شود.
 پاسخ: اگر دو عدد مثبت را x و y در نظر بگیریم، داریم:

x y ( )
max(xy) ?
+ =

 =

12 1

بــا توجه بــه رابطــة y=12-x ،1 ، با قــرار دادن 
پــس:  ، xy x( x)= −12 داریــم:  x جــای  بــه   y

. از رابطــة 1 و با توجه  f (x) x( x) x x= − = − 212 12
. [ ]x ,∈ 12  :y و x به مثبت بودن

نقطه‌های بحرانی f را به‌دست می‌آوریم:
f (x) x x x′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =12 2 2 12 6 

، پس: x=6 و همچنین، x=0 و  [ ],∈6 12 چــون: 
x=12 طول نقطه‌های بحرانی تابع f هستند.

اکنون مقدار تابع f را در نقطه‌های بحرانی به‌دست 
می‌آوریم:

1260x

0360f(x)

با توجه به جدول، ماکزیمم مطلق f، 36 است که به 
ازای x=6 به‌دست می‌آید. اگر x=6، از رابطة 1 به‌دست 

.y=6 :می‌آوریم

 مثال3.   دو عدد حقیقی پیدا کنید که تفاضل آن‌ها 
10 باشد و حاصل ضربشان کمترین مقدار ممکن شود.

 پاسخ: اگر دو عدد حقیقی را x و y در نظر بگیریم، 
داریم:

)1(x y ( )
min (xy) ?
− =

 =

1 1

از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: y=x-10. با قرار دادن 
معادل y داریم: xy=x(x-10). پس:

f (x) x(x ) x x; x ( , )= − = − ∈ −∞ +∞21 1 

نقطة بحرانی تابع f را به‌دست می‌آوریم:
f (x) x x x ( , )′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ∈ −∞ +∞2 1 2 1 5   

بــا توجه به اینکه x=5 تنهــا نقطة بحرانی تابع در 
) است، برای تشــخیص نوع این نقطه  , )−∞ +∞ بازة 
 f ماکزیمــم یا مینیمم( می‌توانیم جدول تغییرات تابع(

را رسم کنیم:

+∞-∞x

+-f ʹ (x) = 2x-10

+∞+∞f (x) -25

5

بــا توجه به جدول، مینیمم مطلــق f برابر با 25- 
است که به ازای x=5 به‌دست آمده است.

 اگــر x=5 باشــد، از رابطــة 1 به‌دســت می‌آید:
.y=x-10=5-10=-5 

 مثال4.   اگر h ارتفاع و L قاعـــدة یـک مثـلث باشد، 
به‌طوری که: h+2L=5، بیشترین مقدار برای مساحت 

این مثلث چقدر است؟

چگونه بهترین را انتخاب کنیم؟
یکی از نتایج مشتق، 

یافتن نقطه‌های 
اکسترمم مطلق و 

یکی از کاربردهای 
اساسی نقطه‌های 
اکسترمم مطلق در 

مسائل بهینه‌سازی 
است
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  پاســخ: اگر h ارتفاع و L قـــاعدة مثلث باشد، 
داریم: 

)1(h L ( )
m ax(S) ?
+ =

 =

2 5 1

L

h

 شكل 1 .............................................................

از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: h=5-2L. داریم: 

S h.L ( L).L L L

S(L) L L

= = − = −

⇒ = −

2

2

1 1 55 2
2 2 2

5
2

L )که از h≥0 به‌دست  , ∈   

5
2



از رابطة 1 داریم: 

آمده اســت(. اکنــون نقطة بحرانی تابع S را به‌دســت 
می‌آوریم: 

S (L) L L L , ′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ∈   

5 5 5 52 2
2 2 4 2

  

L=0 ، را در نقطه‌های بحرانــی، یعنی S مقادیــر

L به‌دست می‌آوریم: =
5
2

L و  =
5
4

5
2

5
40L

025
160S(L)

با توجه به جدول، ماکزیمم مطلق مساحت )S( برابر 

L به‌دست آمده است. =
5
4

25 است که به‌ازای 
16

با 

 مثال5.   محیط یک مســتطیل 16 سانتی‌متر است. 
طول و عرض این مســتطیل را به‌گونه‌ای پیدا کنید که 

مساحت آن بیشترین مقدار ممکن شود.
 پاسخ: فرض کنیم ابعاد مســتطیل x و l باشند. 
 اگــر P محیط و S مســاحت این مســتطیل باشــد،

 داریم:
p (x l) x l ( )
max(S) ?
= ⇒ + = ⇒ + =

 =

16 2 16 8 1

l

X

 شكل 3 ............................................................
 S و قرار اســت ماکزیمم S=x.l بــا توجه به اینکه
 را محاســبه کنیم، متغیر l را برحســب x می‌نویسیم.

 S را در فرمول l مقدار ،l=8-x ،1 با اســتفاده از رابطــة
قرار می‌دهیم:

S x.l x( x) x x S(x) x x= = − = − ⇒ = −2 28 8 8
. اکنــون باید  [ ]x ,∈ 8 چــون: x+l=8، پــس: 
ماکزیمم مطلق تابع S(x) را در این بازه به‌دست آوریم. 

ابتدا نقطه‌های بحرانی تابع S را پیدا میک‌نیم:
[ ]S (x) x x ,′ = ⇒ − = ⇒ = ∈8 2 4 8  

پس: x=4. همچنین، x=0 و x=8 طول نقطه‌های 
بحرانی تابع S هستند.

اکنون مقادیر S را در این نقطه‌ها پیدا میک‌نیم:

840x

0160f(x)

با توجه به جدول، بیشترین مقدار مساحت برابر با 
16 سانتی‌متر مربع است که در x=4 به‌دست آمده است.

 مثال6.   می‌خواهیم یک مزرعة کوچک به مســاحت 
100 متر مربع را دیوارکشی کنیم. اگر هزینة دیوارکشی 
برای دیوارهای افقی و عمودی به ترتیب 2 و 8 میلیون 
تومان باشد، ابعاد مزرعه چقدر باشد تا هزینة دیوارکشی 

به حداقل مقدار ممکن برسد؟
  پاســخ: اگــر x و y طول و عرض دیــوار مزرعه

)بر حسب متر( باشند، داریم:
S xy ( )

: x( ) y( ) x y
= =

 + = +

1 1
2 2 2 8 4 16

 

هزینة دیوارکشی )میلیون تومان(
S xy ( )

: x( ) y( ) x y
= =

 + = +

100 1
2 2 2 8 4 16

x

y

 شكل 3 ............................................................
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 . y
x

=
1  از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: 

هزینة دیوارکشی به‌صورت زیر در می‌آید:

x y x ( )
x

x f (x) x
x x

+ = +

= + ⇒ = +

14 16 4 16

16 164 4

 

   

. اکنون  x ( , )∈ +∞ بــا توجه به رابطة 1 داریــم: 
نقطة بحرانی تابع f را به‌دست می‌آوریم:

xf (x)
x x

x x x ( , )

−′ = ⇒ − = ⇒ =

⇒ − = ⇒ = ⇒ = ∈ +∞

2

2 2

2 2

16 4 164

4 16 4 2

   

  

      

پس x=20 نقطة بحرانی تابع f است. دقت کنید که 
f موجود نیست و x=0 نقطة بحرانی تابع f نمی‌تواند  ʹ(0)

باشد، زیرا: 

( , )∉ +∞ 

چون x=20 تنها نقطة بحرانی تابع f اســت، برای 
تعیین نــوع این نقطه )ماکزیمم یــا مینیمم( از جدول 

تغییرات تابع کمک می‌گیریم:

+∞0x

+-4x2 -1600
x2 f ' (x) =

+∞+∞1600
x f (x) = 4x +

160

20

بــا توجه به جدول، مینیمم مطلــق تابع f )حداقل 
هزینه( برابر با 160 میلیون تومان است.

 مثال7.   اگر بخواهیم یک قوطی فلزی استوانه‌ای‌شکل 
π64 سانتی‌متر مکعب  و درباز بسازیم که گنجـایـش آن 
باشد، ابعاد قوطی چقدر باشد تا مقدار فلز بهک‌ار رفته در 

تولید آن مینیمم شود؟
 پاسخ: اگر حجم مکعب را با V نشان دهیم، پس: 
. مقدار فلز بهک‌ار رفته مربوط به مساحت است  V = π64
و با توجه به در باز بودن قوطی فلزی، مساحت فلز بهک‌ار 
رفته، مجموع مســاحت جانبی و مساحت قاعده است؛ 

. S r rh= π + π2 2 یعنی: 

h

r

 شكل 4 ............................................................

V r h r h ( )
min(S) ?

 = π⇒ π = π⇒ =


=

2 264 64 64 1

. پس: h
r

= 2
64 از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: 

S(r) r r( ) r
rr
π

= π + π = π +2 2
2

64 1282

. اکنون  r ( , )∈ +∞
بــا توجه به رابطــة 1، داریم: 

نقطه‌های بحرانی تابع S(r) را پیدا میک‌نیم:

rS (r) r
r r

r (r )

r r r ( , )

π π − π′ = ⇒ π − = ⇒ =

⇒ π − π = ⇒ π − =

⇒ − = ⇒ = ⇒ = ∈ +∞

3

2 2

3 3

3 3

128 2 1282

2 128 2 64
64 64 4

  

 

 

 ( , )+∞
چون r=4 تنها نقطة بحرانی تابع S در بازة 

است، برای تعیین نوع این نقطه )ماکزیمم یا مینیمم( از 
جدول تغییرات کمک می‌گیریم. با توجه به اینکه:

(r ) (r )(r r )S (r)
r r

π − π − + +′ = =
3 2

2 2
2 64 2 4 4 16

پس جدول تغییرات تابع S(r) به‌صورت زیر است:

+∞0r

+-Sʹ (r)

+∞+∞S (r) 48π

4

بـا توجـه به جـدول، مینیمم مطلق تابع S(r) برابر 
با 48π است که در r=4 به‌دست آمده است.
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آموزشی

لطافت امیری
دانشجوي دوره دكتري ریاضي دانشگاه تربیت مدرس

ماتریس های 
هـادامـارد

قبل از تعریــف ماتریــس هادامارد، به 
تعریف ترانهادۀ یك ماتریس نیاز داریم:

 تعریف.  اگر A ماتریســی m×n باشــد، 
ترانهادۀ ماتریس A را با At نمایش می دهیم. 
At ماتریسی اســت n×m كه از تعویض هر 

ســطر ماتریس A با ستون نظیرش به دست 
می آید. )ســتون اول ماتریس At، سطر اول 
 ،At ام ماتریسm و ... و ســتون A ماتریس

سطر mام ماتریس A است.(

ویژگی‌های‌عمل‌ترانهاده:
1. اگــر A یك ماتریس قطری باشــد، 

.At =A :آن گاه داریم
2. اگر A ماتریسی دلخواه باشد، داریم: 

.(At)t =A
3. اگر A ماتریســی دلخواه و k عددی 
حقیقی باشــد، در این صورت داریم: 

.(kA)t = kAt

4. اگر A و B ماتریس های m×n باشند، در 
.(A±B)t =At ±Bt :این صورت داریم
5. اگر A یك ماتریس n×n باشد، آن گاه: 

.det(A) = det(At)
6. اگر A یــك ماتریس m×p و B یك 
ماتریس p×n باشــد، در این صورت 

.(A×B)t=Bt×At :داریم

 تعریف. یك ماتریــس H از اندازۀ n×n كه 
در ایه های آن از عددهای 1 و 1- تشکیل شده 
است به طوری كه HHt=nI را ماتریس هادامارد 

گویند.
كه Ht ماتریس ترانهاده H است و I نیز 

همان ماتریس همانی است.
اگر هر ســطر ماتریس هادامــارد را یك 
بــردار در نظر بگیریــم، آن گاه اولین خاصیت 
ماتریس های هادامارد این است كه ضرب داخلی 

هر دو سطر متفاوت آن برابر با صفر است.
خاصیت دوم ماتریس هادامارد این است 
كه ضرب داخلی هر سطر در خودش برابر با 

مرتبة ماتریس، یعنی n خواهد شد.
خاصیت سوم ماتریس های هادامارد نیز 
این است كه: HHt=HtH=nI. یعنی ترانهادۀ 

هر ماتریس هادامارد، هادامارد است.

 مثال3.   چند ماتریس هادامارد با اندازه های 
متفاوت:

[ ]H H× ×
 

= =  − 
1 1 2 2

1 1
1

1 1

H ×

 
 − − =
 − −
 

− − 

4 4

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

برای H2×2 داریم:

tHH I     
= = =     − −     

1 1 1 1 2
2

1 1 1 1 2




برای H4×4 داریم:

tHH

I

   
   − − − −   =
   − − − −
   

− − − −   
 
 
 = =
 
 
 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

4 0 0 0
0 4 0 0

4
0 0 4 0
0 0 0 4

tHH

I

   
   − − − −   =
   − − − −
   

− − − −   
 
 
 = =
 
 
 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

4
4

4
4

4

  

  

  

  

tHH

I

   
   − − − −   =
   − − − −
   

− − − −   
 
 
 = =
 
 
 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

4
4

4
4

4

  

  

  

  

 مثال 1.   

tA A

 
   −   = → =   −
 − −   

 

1 3 4
1 5 2 6

5 0 1
3 0 1 3

2 1 1
4 1 1 0

6 3 0

t

t t

B B

(B ) B

   
   = → =   
      

 
 → = = 
  

1 2 3 1 4 7
4 5 6 2 5 8
7 8 9 3 6 9

1 2 3
4 5 6
7 8 9

t

t t

B B

(B ) B

   
   = → =   
      

 
 → = = 
  

1 2 3 1 4 7
4 5 6 2 5 8
7 8 9 3 6 9

1 2 3
4 5 6
7 8 9

t

t t

B B

(B ) B

   
   = → =   
      

 
 → = = 
  

1 2 3 1 4 7
4 5 6 2 5 8
7 8 9 3 6 9

1 2 3
4 5 6
7 8 9

t

t t

B B

(B ) B

   
   = → =   
      

 
 → = = 
  

1 2 3 1 4 7
4 5 6 2 5 8
7 8 9 3 6 9

1 2 3
4 5 6
7 8 9

تعریف ضرب داخلی دو بردار:
V2=(x2,y2,z2) و V1=(x1,y1,z1) اگــر

دو بردار باشــند، آن گاه ضرب داخلی این دو 
بردار به صورت زیر تعریف می شود:

V1.V2=x1x2+y1y2+z1z2

 
مثال2.   در فصل آخر كتاب درسی هندسة 3
به طور كامل با تعریــف و ویژگی های ضرب 

داخلی آشنا خواهید شد.
V1(1,2,-1) , V2=(-1,1,-2) 
V1.V2=1×(-1)+2×1+(-1)×(-2)=3
حال به تعریف ماتریس هادامارد می پردازیم:

در دنیای ریاضیات ماتریس های مختلفی با کاربردهای متفاوت در صنعت وجود دارند. 
از جملة این ماتریس ها ماتریس های «هادامارد» هستند که در ساختن کدها در ارتباطات 
ماهواره ای کاربرد دارند. اگر بر اثر اختلالات جوی اشتباهی رخ داده باشد، با استفاده از 

ماتریس های هادامارد می  توان تا اندازه ای آن را مشخص کرد.

اشاره
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مشاهده می كنید كه ضرب داخلی هر دو 
ســطر دلخواه از این ماتریس ها برابر با صفر 
است. برای مثال سطر اول و چهارم ماتریس 

H4×4 را در نظر بگیرید. داریم: 

)1*1( + )1*)-1(( + )1*)-1(( + )1*1( =0
و ضرب داخلی هر سطر در خودش برابر 
با مرتبة ماتریس اســت. مثلًا برای سطر دوم 

ماتریس H2×2 داریم:
)1*1( + ))-1( * )-1(( =2

و برای سطر سوم ماتریس H4×4 داریم:
)1 *1( + )1 *1( + ))-1( * )-1(( + ))-1( *)-1(( =4

قضیه: اگر یــك ماتریس هادامارد از 
مرتبة n وجود داشــته باشــد، آن گاه 

.n=1,2 یا n=4t :داریم

اگر یــك ماتریس هادامارد از  قضیه:
nمرتبة nمرتبة n وجود داشــته باشــد، آن گاه 

.n=1,2 یا n=4t :داریمt :داریمt

برهان...........................................................
از مرتبه هــای 1 و 2 ماتریــس هادامارد 
وجــود دارد )در مثال قبــل دیدید( پس باید 
ثابت كنیم، جز ایــن مرتبه ها مرتبة ماتریس  
هادامارد باید مضربی از 4 باشد. یك ماتریس 
هادامــارد از مرتبة n ≥3 در نظــر بگیرید و 
فرض كنید y ،x و z سه سطر متفاوت در این 
ماتریس باشند. حال (x+z) و (x+y) را در هم 

ضرب داخلی می كنیم. داریم: 
(x+y).(x+z)=|x|2+(x.z)+(y.z)+(y.x)

اما طبق خواص ماتریس  هادامارد، ضرب 
داخلی هر دو سطر دلخواه برابر با صفر خواهد 

(x+y).(x+z) =|x|2         :بود و لذا داریم
و باز هم طبق خواص ماتریس  هادامارد، 
ضرب داخلی هر ســطر در خــودش برابر با 

 |x|2=n :مرتبه ماتریس است؛ یعنی

 y و x حال بــا توجه به اینکه مؤلفه های
هركدام 1 و 1- هســتند، اگر این دو سطر را 
با هــم جمع كنیم، مؤلفه های x+y هر كدام 
مضربــی از 2 خواهند بود و به همین ترتیب 
مؤلفه هــای z و x نیز از مضرب 2 هســتند. 
بنابراین: (x+z).(x+y) مضربی از 4 اســت. 

.(x+y).(x+z )=1×12= n =4t :پس
.n = 4t :و در نتیجه

 سؤال.  آیا برای هر عدد n=4t یك ماتریس 
هادامارد از مرتبة n وجود دارد؟

جواب ســؤال فوق هنوز كاملًا مشخص 
نیســت، ولی تاكنون برای هیچ عدد مضرب 
4 عدم وجود ماتریس  هادامارد اثبات نشــده 
است. در سال 2005 یك ماتریس هادامارد از 
مرتبة 428 توسط آقای دكتر هادی خرقانی 

و دكتر بهروز طایفه رضایی ساخته شد. 

محـاسبــة‌وارون‌و‌دتـرمینـان‌
ماتریس‌های‌هادامارد

فــرض كنید H یك ماتریــس هادامارد 
باشد. در این صورت H وارون پذیر است:

tH H
n

− =1 1

زیرا با استفاده از رابطة HHt=nI داریم:
tH( H ) I

n
=

1

t tH H ( H )H (H H)
n n

− = =1 1 1

t tH H ( H )H (H H) (nI) I
n n n

− = = = =1 1 1 1

تمرین : با اســتفاده از رابطــة HHt=nI و 
ویژگی 5 عمــل ترانهاده، دترمینان ماتریس  

هادامارد H را حساب كنید.

 حل: از طرفین رابطة HHt=nI دترمینان 
می گیریم. داریم:

det(HHt)=det(nI)
⇒det(H)det(Ht)=det(nI)

چون: detH=detHt و با توجه به اینکه: 
(detH) 2=nn :داریم det(nI)=nn

n

det H n= 2 پس:
نام گــذاری این ماتریس ها بــه نام خالق 
آن ها، یعنی ژاك هادامارد اســت. هادامارد 
ریاضی دانی فرانسوی بود كه در سال 1865 در 
»ورسای« فرانسه متولد شد و در سال 1963 در 
پاریس درگذشت. او در زمینه های نظریة اعداد، 
آنالیز مختلط، هندسة دیفرانسیل و .... تحقیق 
و پژوهش می كرد. فرضیه های زیادی را اثبات 
كرد و فرضیه های جدیدی را مطرح ســاخت. 
هادامــارد جوایز و افتخارات زیــادی دارد، از 
جمله جایزۀ بزرگ علوم ریاضی در سال 1892 
را بــرای مقالة »تابع زتا ریمان« كســب كرد.

او هنگام كار برای یافتن كران بالا برای دترمینان 
ماتریس ها، ماتریس هادامارد را كشف كرد.

 منابع ...........................................................
1. R. craigen, Hadamard matrics and designs, in CRC 

Handbook of Combinatorial Designs, C.J. Colbourn 
and J.H.Dinitz, eds. CRC Press, 1996

2. Kharaghanin, H. and Tayfeh-Rezaie, B.A Hadamard 
matrics of order 428.J.Combin.

ژاك هادامارد
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آموزشی

حمیدرضا امیری

آموزش ترجمة متـون
ریاضی

مجموعة A »زیرمجموعة« مجموعة B است هرگاه هر عضو A، عضوی از B باشد 
{ , , , ,...}− − − −1 2 3 4 . برای مثال، مجموعة عددهای صحیح منفی A B⊆ و می نویسیم: 

} )عددهای طبیعی(  , , , ,...}1 2 3 4 یك زیرمجموعه از مجموعة عددهای صحیح است. مجموعة عددهای صحیح مثبت
نیز یك زیرمجموعه از مجموعة عددهای صحیح است.

سؤال:‌آیا‌مجموعة‌عددهای‌صحیح‌یك‌زیرمجموعه‌از‌«عددهای‌گویا»‌است؟
مجموعة تهی یا مجموعة پوچ مجموعه ای است كه شامل هیچ عضوی نباشد. نماد Ø برای نمایش مجموعة تهی 

به كار می رود. مجموعة آدم هایی كه می توانند یك مایل را در 2 دقیقه بدوند، مجموعه ای تهی است.
}. این یك مثال از »مجموعة متناهی«  , , , , }1 2 3 4 5 مجموعة عددهای طبیعی كوچك تر از 6 عبارت اســت از: 
است. همة اعضای این مجموعه را می توان شمرد. مجموعة عددهای طبیعی یك مثال از »مجموعة نامتناهی« است. 

بزرگ ترین عدد طبیعی وجود ندارد، همچنین همة اعضای مجموعة عددهای طبیعی را نمی توان نوشت.
مجموعه ها با نماد »مجموعه ساز« نوشته می شوند. نماد »مجموعه ساز« معمولاً برای توصیف هر مجموعه ای به كار 
 { n | n∈2 می رود، ولی به خصوص برای نوشتن مجموعه های نامتناهی مفید است. برای مثال، مجموعة {عددهای طبیعی 

خوانده می شود: »مجموعة اعضایی چون 2n به طوری كه n عددی طبیعی است«.
با جای گذاری هر عدد طبیعی به جای n در مجموعه ساز فوق، »مجموعة عددهای زوج مثبت« حاصل می شود:

{ , , , ,...}2 4 6 8
مجموعة عددهای حقیقی بزرگ تر از 2 به صورت {عددهای حقیقی ∋x و x|x>2} نوشــته می شــود و خوانده 

می شود: »مجموعة xهایی كه x بزرگ تر از 2 و x عضوی از مجموعة عددهای حقیقی است.«
در بیشــتر كارهایی كه ما در این متن انجام می دهیم، از عددهای حقیقی اســتفاده می كنیم. با در نظر داشتن 
این موضوع، ما مثلًا برای خلاصه نویســی، به جای {عددهای حقیقی ∋x و x|x>2} می نویسیم: {x|x>2} و فرض 

می كنیم x عددی حقیقی است.

 لغت ها و اصطلاحات مهم                                                                                                         
1.         Subset ........................................................................................................................................................... زیرمجموعه
2. Element .................................................................................................................................................................. عضو
3.       Negative integers ..................................................................................................................... عددهای صحیح  منفی
4.     Natural numbers .............................................................................................................................. عددهای طبیعی
5.   Rational numbers ................................................................................................................................ عددهای گویا
6.  Empty set........................................................................................................................................ مجموعة تهــی
7.   Null set ....................................................................................................................................................... مجموعة پوچ
8.    Finite set ............................................................................................................................................... مجموعة متناهی
9.      Infinite set ......................................................................................................................................... مجموعة نامتناهی
10. Positive even integers .............................................................................................. عددهای صحیح مثبتِ زوج
11. For instance .............................................................................................................................................. برای مثال
12. Assume .................................................................................................................................................... فرض کردن
13. Shortended......................................................................................................................... خلاصه شده، کوتاه شده
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 شما ترجمه کنید:                                                                                                                      

Use Set-Builder Notation
List the four smallest elements in {n3|n∈  natural numbers}.
Solution
 Because we want the four smallest elements, we choose the four smallest natural
 numbers. Thus n= 1, 2, 3 and 4. Therefore, the four smallest elements of the set
{n3|n ∈  natural numbers} are 1, 8, 27, and 64.

Union and Intersection of Sets
Just as operations such as addition and multiplication are performed on real num-
 bers, operations are performed on sets. Two operations performed on sets are union
 and intersection. The union of two sets A and B is the set of elements that belong to A or to
B, or to both A and B.

Set A is a subste of set B if every element of A is also an element of B, and 
we  write A⊆B. For instance, the set of negative integers {-1,-2,-3,-4,.....} is a 
subset of the set of integers. The set of positive integers {1,2,3,4,.....} (the natural 
numbers) is also a subset of the set of integers.

Question: Are the integers a subset of the rational numbers?
The empty st, or null set, is the set that contains no elements. The symbol ∅ is used to 

represent the empty set. The set of people who have run a 2-minute mile is the empty set.
The set of natural number less than 6 is {1,2,3,4,5}. This is an example of a finite set; 

all the elements of the set can be listed. The set of all natural number is an example of an 
infinite set. There is no largest natural number, so all the elements of the set of natural 
numbers cannot be listed.

Sets are often written using set-builder notation. Set-builder notation can be used to 
describe almost any set, but it is especially useful when writing infinite sets. For instance, 
the set.

{2n|n ∈ natural numbers}
is read as "the set of elements 2n suchthat n is a natural number." By replacing n with 

each of the natural numbers, this becomes the set of positive enven integers: {2,4,6,8,....}.
The set of real numbers greater than 2 is written

{x|x > 2,x ∈ real numbers}
and is read "the set of x such that x is greater than 2 and x is an element of the real 

mumbers."
Much of the work we do in this text uses the real numbers. Whith ths in mind, we will 

frequently write, for instance, {x|x > 2, x ∈ real numbers} in a shortened form as {x|x > 2},
where we assume that x is a real number.
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ریاضیات کاربردی

کاربردهایی از
جابر مختاری دهقادی
دبیر دبیرستان علامه دهخدا منطقه 14 تهران

مقدمه
دانش آموزان عزیز برای مطالعة این مقاله لازم است 
اطلاعاتی دربارۀ مثلث در ســطح هندسة دبیرستان و 
مبحث مقدماتی مثلثات داشته باشید تا مطالب مطرح 
شده را بهتر درک كنید. در این مقاله با طرح چند مثال 
ساده، روشن می شود كه مبحث مثلثات یکی از مباحث 

شیرین و كاربردی ریاضیات دورۀ دبیرستان است.

یافتن‌ارتفاع‌نقطه‌ای‌كه‌در‌دسترس‌نیست
اگــر نقطة مورد نظر با دو نقطــة A و B روی یك 
صفحة قائم واقع باشــد، مسئله آسان است و نمونة آن 
را در مثلث قائم الزاویه دیده ایم. اینك همین مســئله را 
دوباره بررســی می كنیم و بــرای آن فرمولی می یابیم. 
ســپس مســئله را در حالت كلی حل می كنیم. فرض 
می كنیم A و B كه در ســطح افقی قرار دارند، با نقطة 
غیرقابل دســترس P در یك صفحه باشند و زاویة فراز 
قائــم P از A و B به ترتیب α و β باشــد )شــکل 1(. 
می خواهیم در مثلث PCB، ارتفاع نقطة P را محاســبه 
كنیم. AB=a قابل اندازه گیری اســت و فرض می كنیم 

 .BC=y و PC=x كه

α β
CB

A

P

a

x

y

α
β-

 شكل 1 .............................................................

در مثلث PBC داریم:
PC x PBsin= = β

واضح اســت كــه در مثلث APB بــه كمك قضیة 
سینوس ها می توان به صورت زیر فاصلة PC را محاسبه كرد:

a sin sinPC x
sin( )

α β
= =

β−α
    )چرا؟(                

 مثال1.   روی یك ســطح افقــی، نقطه های A و B به 
فاصلة یك كیلومتر از هم قرار دارند. زاویة فراز قلة كوهی 
به نــام C كه با A و B در یك صفحة قائم قرار دارد،  از 
این دو نقطه به ترتیب 25 و 40 درجه است. ارتفاع كوه 

را حساب كنید.

a sin sin sin sinx
sin( ) sin

α β ° °
= =

β−α °
1 4 25

15
   

 حل: با توجه به اینکه داریم:
sin / , sin / ,
sin /

° = ° =
° =

40 6428 25 4226
15 2588

 



در نتیجه:
/ /x m
/

× ×
= =

1 6428 4226 1 5
2588

    

 



اگــر A و B با نقطة غیرقابل دســترس P در یك 
BAP و  = β  ،AB=a صفحة قائم نباشــند، با داشتن
 B و A( را محاسبه كرد PC می توان ارتفاع ABP = γ

در صفحة افقی قرار دارند(. شکل 2 را در نظر می گیریم. 
در مثلث APB داریم:

یكی از مبحث های مطرح شده در ریاضیات دبیرستان «مثلثات» است که 
بعضی از دانش آموزان این سؤال را مطرح می کنند که به چه درد می خورد و چه 
کاربردی دارد. در این مقاله برخی کاربردهای عملی مثلثات مطرح شده است. 
مثلاً نشان داده ایم چگونه می توان ارتفاع یك کوه را اندازه گرفت یا فاصلة دو 
نقطه را که در دسترس نیستند، محاسبه کرد. همچنین نشان داده ایم، بدون 

گذر از رودخانه می توان عرض رودخانه را اندازه گرفت.

اشاره
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CA

P

B

γ

α

β

 شكل 2 .............................................................

AP a
sin sin( )

=
γ β + γ )چرا؟(               

)توجه كنید كه چون زاویة ســوم این مثلث مکمل 
)sin نوشته ایم.( )β+ γ است،  سینوس آن را

a sinAP
sin( )

γ
=

β + γ

چون در مثلث قائم الزاویه PAC داریم:
PC APsin= α  

نتیجه می شود كه:
a sin sinPC
sin( )

γ α
=

β+ γ

در اینجــا فرض كرده ایم كــه زاویه های مذكور را با 
دوربین »تئودولیت« كه در نقشــه برداری به كار می رود، 
اندازه گیری كرده ایم. همچنین فرض كرده ایم كه فاصلة 
 A را می توانیم مستقیماً اندازه گیری كنیم. اگر میان AB
و B مانعی باشــد كه نتوانیم این كار را بکنیم )مثلًا در 
شــکل 3، رودی عمیق و پهن میــان A و B قرار دارد(، 
 AC را طوری انتخاب می كنیم كه بتوان C نقطه ای مانند
را اندازه گیــری كرد )AC=b(. زاویه های A و C از مثلث 

ABC را با تئودولیت اندازه گیری می كنیم. با استفاده از 

AB b
sin C sinB

= فرمول سینوس ها داریم:   

ˆ ˆB̂ (A C)= °− +18  با در نظر گرفتن اینکه:       

bsin CAB
sin(A C)

=
+

داریم:                                

A
C

B

 شكل 3 ............................................................

محاسبة‌فاصلة‌دو‌نقطه‌كه‌در‌دسترس‌نیستند
فــرض می كنیم كه نقطه های P و Q در یك طرف 
رودخانه ای قرار دارند كه ما در طرف دیگر آن ایستاده ایم 
و عبور از رودخانه برایمان ممکن نیســت. دو نقطة A و 
B را در طرفی كه ایستاده ایم، چنان اختیار می كنیم كه

 P ، B ، A و Q در یك صفحه قرار داشته باشند.
می تــوان تئودولیــت  بــا  كــه  اســت  واضــح 
 PAQγ = QABα و  =  ، PBAβ =  ، PBQδ =  

را دقیقاً معین كرد.

δ
βα

γ δ
βα

γ

BA

QP

 شكل 4 ............................................................

از مثلث PAB می توان نتیجه گرفت كه:
a sinPA

sin( )
β

=
α + γ +β

 

از مثلث QAB نیز می توان نتیجه گرفت كه: 
a sin( )QA

sin( )
β+ δ

=
α +β+ δ

حــال در مثلث PAQ دو ضلــع PA و QA معلوم 
هستند. بنابراین می توان زاویه γ و مقدار PQ را حساب 

كرد.

تمرین: ارتفاع ساختمان دبیرستانتان را حساب كنید.
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آموزشی

تحلیل هندسی
شـکل بتة 

مستدیر

علیرضا حقی آقكند
دانشجوی كارشناسی مهندسی شیمی، دانشگاه قم

مقدمه
بته جقه یا به اختصار بته، ریشــه ای طولانی در 
تاریخ هنر ایران و سایر كشورهای اسلامی دارد. این 
نماد در ســاخت قالی و گلیم، ترمه، سفال، ظرف و 
لباس به كار رفته است. امروزه این نماد به كشورهای 
 »Buta« ،»Boteh« غربــی هم راه یافته و به نام های
و »Paisley« شناخته می شود. طبق برخی نظرات، 
بته نماد سرو خمیده اســت كه به تواضع و فروتنی 
اشاره دارد. همچنین آن را به كاج، نخل، بادام، گلابی 
و حتی به محل تجمــع آب رودخانه ای در هند نیز 
تشبیه كرده اند ]1[. علامه دهخدا بته جقه را نمادی 
از پر پرندگان می داند كه بر بالای كلاه پادشاهان ایران 
نصب می شده است ]2[. برخی خاستگاه بته را هند 
و برخــی آن را نمادی متعلق به تمدن های آشــور و 
ایلام می دانند. ســیر تحول بته فرایندی است بسیار 
طولانی و متعلق به پیش از اسلام كه پس از اسلام نیز 

به عنوان تزئین در هنرها به كار رفته است.
بتــه انــواع متفاوتــی دارد و می تــوان آن را 
به صورت های مختلفی ترسیم كرد. در این مقاله به 
نوع خاصی از بته پرداخته شــده كه اصطلاحاً آن را 
»بتة مســتدیر« می نامیم؛ چرا كه اساس رسم آن 
دایره اســت. پس از توصیف نحوۀ رسم نیز برخی از 
پارامترهای هندسی آن مورد بررسی قرار می گیرند.

تعریف‌و‌نحوة‌رسم
بتة مستدير حاصل ترسيم دو نيم دايره درون يک 

دايرة بزرگ تر به نحوی است که:
1. مرکــز دو نيم دايره روی يک قطــر دايره قرار 

داشته باشند؛
2. دو نيم دايره بر يکديگر و دايرة بزرگ تر مماس 

باشند.
با انجام اين مراحل، دايرة بزرگ به دو بتة مکمل 
تقسيم می شود. به بيان ديگر، با رسم دو نيم دايرة محاط 
بر دايــره و واقع روی قطر (و يا حتی وتر) آن می توان 
آن را به دو بتة مستدير تقسيم کرد. بدين ترتيب با در 
دســت داشتن يک پرگار و يک خط کش، می توان بتة 
مستدير را ترسيم کرد. شرح تصويری و دقيق تر نحوة 
رسم بتة مستدير در جدولی که در ادامه آمده، نمايش 

داده است.

بته جقه یكی از معروف ترین و پرکاربردترین نقش های مورد استفاده در صنایع 
دستی و هنری جوامع شرقی اســت و از زمان های دور در کشورهای بسیاری 
به کار می رفته است. در دوران حاضر نیز نه تنها استفاده از این نماد تقلیل نیافته، 
بلكه گسترة کاربرد آن جهانی شده و به صنعت مد و لباس کشورهای غربی نیز 
راه پیدا کرده اســت. ترسیم و چاپ بته در گذشته به دست هنرمندان و امروزه 
نیز به وسیلة رایانه انجام می شود، اما هنوز هم این کار به صورت قاعده مند و در 
چارچوب هندسی انجام نمی پذیرد. لذا در این مقاله تلاش شده است که ترسیم 
بته به کمك ابزارهای هندسی )مثل گونیا و خط کش( تشریح شود. ضمن آنكه 
برخی پارامترهای هندسی بته، همچون محیط و مساحت آن نیز مورد بررسی 
قرار گرفتند. امید اســت که این مقالــه گام کوچكی در جهت ترویج نمادهای 

ایرانی ـ اسلامی و فرهنگ غنی آن باشد.

اشاره
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بدين ترتيب به کمک خط کش و پرگار می توان يک بتة مستدير را رسم کرد.

بررسی پارامترهای هندسی
در این بخش تعدادی از روابط هندسی مربوط به بته را به دست می آوریم. ابتدا به محاسبة محیط بته می پردازیم، 

اما پیش از آن لازم است رابطة بین شعاع دایرۀ بزرگ و شعاع های دو نیم دایره را معلوم كنیم:

می دانیم كه قطر دایرۀ بزرگ با مجموع قطرهای دو نیم دایره برابر است. پس:٧

d d d r r r r r r= + ⇒ = + ⇒ = +1 2 1 2 1 22 2 2r2

d1

d2

حال می توانیم محیط بته را حســاب كنیم. بدین منظور، محیط ســه نیم دایرۀ تشکیل دهندۀ بته را محاسبه و با 
یکدیگر جمع می كنیم.

٨P rP rπ
= = = π

2
2 2
دایره ابتدا محیط نیم دایرۀ بزرگ را به دست می آوریم:                               

از قسمت قبل دانستیم كه r برابر با مجموع r1 و r2 است، پس:

P (r r ) P r r= π + ⇒ = π + π1 2 1 2           

A

B
r2

حال محیط نیم دایرۀ بالایی را حساب می كنیم:٩
r

P P r
π′ ′= ⇒ = π1

1
2
2

A

B
r2

و در نهایت محیط نیم دایرۀ پایین:10
r

P P r
π′′ ′′= ⇒ = π2

2
2
2

A

B

r1

r2

ابتدا دایره ای به شــعاع دلخواه r رسم و 1
یك قطر آن را مشخص می كنیم.

نقطة دلخواهــی روی قطر دایره 2
انتخاب می كنیــم و فاصلة آن تا 

محیط دایره را r1 می نامیم.

r1A

سپس نیم دایره ای به شعاع r1 و به مركز 3
A )نقطة روی قطر( رسم می كنیم.

A4 اختلاف قطــر دایرۀ بزرگ و قطر
نیم دایــرۀ بالا را به دو قســمت 

مساوی تقسیم می كنیم.

r1A

B
r2

نیم دایرۀ دیگری به شعاع r2 و به مركز 5
B رسم می كنیم.

A

B
r2

بــا حذف بخش هــای اضافی بته 6
نمایان می شود.

A

B
r2

بته جقه ریشه ای 
طولانی در تاریخ 
هنر ایران و سایر 
کشورهای اسلامی 
دارد. این نماد در 

ساخت قالی و گلیم، 
ترمه، سفال، ظرف 

و لباس به کار رفته 
است. علامه دهخدا 

بته جقه را نمادی از 
پر پرندگان می داند

r
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با جمع کردن این سه مقدار محیط کل بته به‌دست می‌آید:
P P P P ( r r ) r r r r

P (r r )

′ ′′= + + = π + π + π + π = π + π

⇒ = π +
1 2 1 2 1 2

1 2

2 2

2
بته

بته

r همان r است، پس: r+1 2 از قبل به خاطر داریم که 

P (r r ) r P= π + = π =1 22 بته2 دایره

فرمول بالا نشان می‌دهد که محیط بتة مستدیر با محیط دایرة اولیه برابر است.

اینک نوبت به محاسبة مساحت بته می‌رسد. مساحت بته نیز طی سه مرحله به‌دست می‌آید:

11S rS rπ π
= = =

2
2

2 2 2
دایره

ابتدا مساحت نیم‌دایرة بزرگ را می‌یابیم:                                          

S (r r ) S (r r r r )π π
= + ⇒ = + +2 2 2

1 2 1 2 1 22
2 2

، پس:                  r r r= +1 2 می‌دانیم که 

A

B
r2

سپس مساحت نیم‌دایرة بالایی:12

r
S S r

π π′ ′= ⇒ =
2

21
12 2

A

B
r2

و در ادامه مساحت نیم‌دایرة زیرین:13

r
S S r

π π′′ ′′= ⇒ =
2

22
22 2

A

B
r2

با کم کردن مساحت نیم‌دایرة بالایی از مساحت نیم‌دایرة بزرگ و افزودن مساحت نیم‌دایرة پایینی به آن، مساحت کل بته به‌دست 
خواهد آمد:

بته

S S S S (r r r r ) r r r r r r r r

S r r r S r r r

π π π π  ′ ′′= − + = + + − + = + + − + 

π  = + ⇒ = π + π 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 2 1 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
2

S S S S (r r r r ) r r r r r r r r

S r r r S r r r

π π π π  ′ ′′= − + = + + − + = + + − + 

π  = + ⇒ = π + π 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 2 1 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
2

بته

بته

طبق رابطه‌های )2( و )3( می‌توان مساحت بته را به‌صورت زیر نیز بازنویسی کرد:
Sبته S S S′ ′′ ′′= × +2 2

نتیجه‌گیری
همان‌طور که در متن مقاله مشــاهده کردید، امکان ترســیم بته با استفاده از شکل‌های هندسی همچون دایره 
باعث راحتی رســم می‌شــود و محاسبة محیط و مساحت آن را نیز تسهیل میک‌ند. ممکن است ترسیم بته و دیگر 
نقش‌های هندسی با استفاده از سایر شکل‌های هندسی نیز قابل اجرا باشد که انجام تحقیق‌های بیشتری را می‌طلبد.

 منابع .............................................................................................................................................................................
1. https://seemorgh.com/culture/traditional-arts/145753-145753/
2. https://blog.robinava.com/19673/bote-jegheh/

با در دست داشتن 
یک پرگار و یک 

خط‌کش، می‌توان 
بتة مستدیر را 

ترسیم کرد

)1(

)2(

)3(
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مسائل

مسائل‌ریاضی‌1
)پایة‌دهم‌رشتة‌ریاضی‌و‌تجربی(

فرخ فرشیان

1. اگر داشته باشیم:
A={x∈R|3x+1<2m} و mB {x R | x m }−

= ∈ − >
13

2

A ، در این صورت بـزرگ تـــرین عدد صـــحیح m را  B=∅ و
به دست آورید.

2. عددهــای طبیعــی را طوری دســته بندی می كنیم كــه تعداد 
جمله هــای هر دســته برابر شــمارۀ آن دســته باشــد؛ یعنی: 
....,{4,5,6},{2,3},{1} . در این صورت عددهای واقع در دستة 

بیستم را به دست آورید.

برقرار اســت. a1400 را به دســت  n

n

a n n
a
+

= +
2

3. در دنباله رابطة 1

.)an≠1 و n>1 آورید )برای

4. جمله های اول، هفتم و پانزدهم یك دنبالة حســابی با قدر نسبت 
غیرصفــر )d≠0( به ترتیب ســه جملة اول یك دنبالة هندســی 

d را به دست آورید.
a

هستند. در دنبالة حسابی

5. عددهای y ،x و z جمله های متوالی یك دنبالة هندســی هستند، 
 7
12

به طوری كه مجمــوع آن ها برابر 21 و مجموع معکوس آن ها
است. عدد بزرگ این دنباله را به دست آورید.

. b c S+ =2 2 4 2 6. در مثلث ABC، زاویة A برابر ْ  45 است و داریم: 
زاویة C چند درجه اســت؟ )S مســاحت مثلث AB=c ،ABC و 

)AC=b

Cos را ثابت كنید x Sin x Cos x Cos x
Sin x

+ =
+

3

1
7. درستی تساوی

8. با توجه به رابطة زیر مقدار Sin4x+Cos4x را به دست آورید.
( )Sin x ( )Cos x+ + − =2 21 2 1 2 2

مسائل‌هندسة‌1
)پایة‌دهم‌رشتة‌ریاضی(

جلال سرحدی

1. ســه نقطة B ،A و C داده شــده اند. مثلثی رسم كنید كه این سه 
نقطه نقطه های وسط ضلع های آن باشند.

2. مثلث ABC و نقطة P درون آن داده شده است. ثابت كنید:
AB AC BCPA PB PC + +

+ + >
2

3. یك لوزی با محیط 20 و مساحت 24 رسم كنید.
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 ∠COB و ∠AOC بــه ترتیب نیم‌ســاز OF و OE 1 4. در شــکل
هستند. مقدار x را به‌دست آورید.

40

1 4
32

F

B

C

A O B

x

E

 شكل‌1  

5. نشان دهید در هر مثلث نسبت طول دو ضلع با عکس نسبت طول 
ارتفاع‌های وارد بر آن دو ضلع برابر است.

AE2=AC×AF :ثابت کنید .EB||FD و CB||ED :6. در شکل 2 داریم

F

BC

A

DE

 شكل‌2  

7. ثابت کنید نقطه‌های وســط ضلع‌های یــک چهارضلعی دلخواه 
رأس‌های یک متوازی‌الاضلاع هستند.

 .PA=PB :واقع است )شکل 3( و O روی نیم‌ســاز زاویة P 8. نقطه
مساحت چهارضلعی APBO را به‌دست آورید.

B

O

P

A 5 3

5

 شكل‌3  

مسائل حسابان 1
)پاية یازدهم رشتة ریاضی(

محمد‌تقی طاهری تنجانی

n است. 
n( n )S −

=
8 3
5

1. مجموع n جملة اول یک دنبالة حسابی 

سه جملة اول و جملة بیستم این دنباله را به‌دست آورید. 

 را به‌دست آورید. 
تا یک


n
A ... ...= + + + +1 11 111 111 2. حاصل عبارت1

y رسم شده است.  f (x)= 3. در شکل1 نمودار تابع درجة دوم

2

-1

-1

y

x

 شكل‌1  

f را مشخص کنید.  (x) الف( ضابطة تابع 
را حل کنید. f (x) f (x)− − =2 6 5  ب( معادلة

x را حل کنید.  x+ + − =4 441 41 4 4. معادلة

5. نقاطی را روی محور xها تعیین کنید که مجموع فاصله‌های آن‌ها 
از دو نقطه به طول‌های 2 و 1- روی محور‌ها برابر 4 شود. 

y را به‌دست آورید.  x x= − 22 1 6. دامنه و برد تابع

رسم کنید.  [ ], π2 ] را در بازة  ]y cos x= 7. نمودار تابع 

به‌صورت زیـر تـعریف شده است. جواب‌های  f : + →  8. تابع
را به‌دست آورید.  f (x) =  معادلة‌

xx f ( ) f (x)
x x

+ =
+

2 12
1
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مسائل هندسة 2
)پاية یازدهم رشتة ریاضی(

جلال سرحدی

1. در شکل 1 داریم:ْ O=60 و شعاع برابر با 1 است. محیط و مساحت 
ناحیه سایه‌زده را به‌دست آورید.

600

B

O

A

1

 شكل‌1  

2. در شــکل 2 داریــم: AD||EC و BD در نقطة C بر دایره مماس 
AB2=BC×BD :است. ثابت کنید

A

B

E

C D

F

 شكل‌2  

3. دو دایره به شــعاع‌های r=2 و R=6 را با نخ مطابق شکل 3 به هم 
بسته‌ایم. طول نخ را به‌دست آورید.

6

2

 شكل‌3  

 A اگر شــعاع دایرة محاطی خارجی نظیر رأس ،ABC 4. در مثلث
برابر با 5 و طول AIa )فاصلة A از مرکز دایرة محاطی خارج( برابر 

با 13 باشد، محیط مثلث ABC را به‌دست آورید.

5. از نقطة A خارج دایرة C(O,R)، مماســی بر آن رســم کرده‌ایم. 
طریقة رسم با خطک‌ش و پرگار را توضیح دهید.

6. در شکل 4 مساحت دایرة کوچ‌کتر با مساحت ناحیة هاشورخورده 
برابر است. طول شعاع دو دایره را به‌دست آورید.

B

A

O

AB = 2

 شكل‌4  

7. دایــرة C و یکی از قطرهای آن ماننــد AB را در نظر می‌گیریم 
)شکل 5(. اگر O مرکز دایره باشد و دو نقطة C و D طوری روی 
AB انتخاب شده باشند که: OC=OD و از C و D دو خط موازی 
رســم شده باشد، ثابت کنید چهارنقطه‌ای که از برخورد خط‌‌های 

موازی و دایره ایجاد می شوند، رأس‌های یک مستطیل هستند.

O DC
A B

 شكل‌5  

8. نیم‌دایره‌ای به قطر AB داریم )شکل 6(. در نقاط A و B دو عمود 
بر AB رســم میک‌نیم. در نقطة دلخواه M از نیم‌دایره، مماســی 

رسم میک‌نیم تا دو عمود رسم شده را در C و D قطع کنند.
AC+BD=CD :الف. ثابت کنید

 M و همچنین از ،D و C به O مرکز نیم‌دایره باشد، از O ب. اگر
به A و B وصل میک‌نیم. نشــان دهید چهارضلعی که از برخورد 

این پاره‌خط‌ها با هم به‌دست می‌آید، مستطیل است.

A

C

M

B

D

 شكل‌6  
C
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مسائل آمار و احتمال
)پاية یازدهم رشتة ریاضی(

محمود داورزنی

1. کدام یک از جمله‌های زیر گزاره نیست؟ چرا؟
الف( هر معادلة درجة دوم حداقل یک جواب دارد.

3x+2=0 )ب
پ( صدمین رقم اعشاری π برابر 5 است.

2. کدام یک از عبارت‌های زیر گزاره‌نما نیست؟چرا؟
x2≥5 )ب               x2-2x-3=0 )الف

x + >2 1  پ( 

 D=[1,+∞] مجموعة ،x2-6x-7<03. اگر دامنة متغیر گزاره‌نمــای
باشد، مجموعه جواب آن را به‌دست آورید.

4. اگر p⇒q دارای ارزش نادرست و q⇒r دارای ارزش درست باشد، 
گزارة r⇒(p∧q) چه ارزشی دارد؟

.∼(p⇒q)≡p∧∼q  :5. با استفاده از جدول ارزش‌ها نشان دهید که

6. ارزش گزاره‌های سوری زیر و نقیض هر یک را بنویسید.
xx R;

xx x
∀ ∈ =

++2
1
1

الف( 
nn N; P∃ ∈ − ∉2 1 ب(  

7. الف( مثالی از مجموعه‌های B ،A و C ارائه کنید که برای آن‌ها 
.A∈B و A∈C ،A⊆C :حکم مقابل درست باشد

.A⊆B' :نشان دهید که ،A∩B=Ø ب( اگر

8. به کمک جبر مجموعه‌ها نشان دهید که: 
[ ]A (A B) (A B) U′− − ∪ ∩ =

9. برای مجموعه‌های D ،C ،B ،A، نمودار A×B به شکل دو پاره‌خط 
افقی و نمودار C×D به شــکل دو پاره‌خط عمودی است. نمودار 

A×D به چه شکلی است؟

10. یک تاکسی 4 نفر ظرفیت مسافر دارد. اگر در مسیر رفت مجبور 
باشد که حداقل یک مســافر داشته باشد، فضای نمونه در مسیر 

رفت و برگشت، چند عضو دارد؟ توضیح دهید.

11. عددی به تصادف از عددهای 1 تا 100 انتخاب میک‌نیم. احتمال 
آنکه این عدد نه بر 3 بخش‌پذیر باشد و نه بر 5، چقدر است؟

مسائل هندسه 3
)پاية دوازدهم رشتة ریاضی(

اسحاق اسفندیار

 ماتریس اسکالر و
a b c

A d e f
g h

 
 =  
  2

1.   اگر 

ماتریس قطری و ماتریس
m

B
n k

− 
 =  
 + 

2 2
1

1 2



 

 

         

 همانی باشد، حاصل  ABC را بیابید؟
x b c

C d y f
g h z

 
 =  
  

 

B دو ماتریس باشند، نشان   
=  − 

1 2 3
1 1

A و
 
 = − 
  

2 3
4 1
2 1

2. اگر

A برابر صفر است. B× دهید دترمینان ماتریس 

ax by c
a x b y c

+ =
 ′ ′ ′+ =

3.  روش کرامر برای حل دستگاه معادلات خطی 

اســت کــه در آن ماتریس‌ها  | A |y
| A |
′′

= | و  A |x
| A |
′

= به‌صورت 

a هستند. c
A

a c
 ′′ =  ′ ′ 

c و  b
A

c b
 ′ =  ′ ′ 

   ، a b
A

a b
 

=  ′ ′ 

دستگاه معادلات خطی زیر را به کمک شیوة کرامر حل کنید.

x y
x y

= +
 + − =

3 7 8
2 8 

، ثابت کنید.  K ≠ A و 1− A=2  4. اگر در ماتریس داشته باشیم: 

KI اســت. ســپس  A
K

−
+1

I ماتریس  KA+ وارون ماتریس 

را بیابید.  I A− 3 وارون ماتریس 
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 خطوطی هستند که از مبدأ می‌گذرند. 
   

ax by
a x b y

+ =
 ′ ′+ =





5. دستگاه 

اگر این دو خط متمایز باشــند، مســئله فقط یــک جواب دارد: 
x و اگر دو خط یکی باشــند، دســتگاه بی‌شمار جواب  y= = 

دارد. به این گونه دســتگاه‌ها، دســتگاه همگن می‌گوییم. شرط 
وجود جواب غیر صفر در دســتگاه همگن کدام اســت؟ به کمک 
آن مشخص کنید دســتگاه روبه‌رو، به‌ازای کدام مقدارm جواب 

غیر صفر دارد. 

(m )x y
x my
+ + =

 + =

1 



A وارون‌پذیر A I=22و  6. اگــر برای ماتریس A داشــته باشــیم،
کدام است؟  A I+4 3 باشد، وارون ماتریس 

، | A |  بـاشد و 
| A | | A |

A
| A |

− 
 =  
 − 

1
2 1 1
1 1

 7. اگـر 

A−12 کدام است؟   آنگاه دترمینان 

cos را در نظــر بگیریــد.  sin
R

sin cosθ
θ − θ 

=  θ θ 
8. ماتریــس دوران 

و ماتریس دوران I ( I)−و به ترتیب برابر با π2 و  π ماتریس دوران 

R است.  π

 
− 

 =
 
 
 

6

3 1
2 2
1 3
2 2

π به‌صورت 
6

β دو زاویة حاده باشند، داریم:  αو  الف( ثابت کنید. اگر 

 R R Rα β α+β× =

 را به‌دست 
 

− 
 
 
 
 

600
3 1
2 2
1 3
2 2

ب( به کمک ماتریس دوران، حاصل
آورید. 

مسائل ریاضیات گسسته
)پاية دوازدهم رشتة ریاضی(

اسماعیل شعبانی

m .1 و n عددهای طبیعی و c ،b ،a و d عددهای صحیح هستند، اگر: 

.
(m,n)

a c≡ و 1=(b,n). ثابت کنید: 
n

b d≡ ،
m

ab cd≡

2. برای n≥1 ثابت کنید !n+....+!3+!2+!1 مربع کامل است، هرگاه: 
.n=3 یا n=1

3. برای هر عدد صحیح n ثابت کنید: n5-5n3+4n مضرب 12 است.

x را بیابید. xs {x | Z}
x
− +

= ∈Ζ ∈
+

3 3 2
2 1

4. عضوهای مجموعة

. x ≡
7
x و 3 ≡

11
9  ، x ≡

5
5. یک عدد صحیح مانند x چنان بیابید که: 1

6. تمام عددهای صحیح a و b را به‌گونه‌ای بیابید که a4+4b4 اول باشد.

مسائل ریاضی 3
)پاية دوازدهم رشتة تجربی(

اصلان صفوی

y از روی نمــودار تابع  x= − −1 2 1. برای رســم نمودار تابــع 
، چه مراحلی باید طی شود؟ y x=

y متناظر با چه نقطه‌ای  f ( x)= + −1 2 1 2. نقطة (2-,3) روی تابع 
y است؟ f (x)= روی تابع 

f اکیداً نزولی اســت،  (x) x x= − + −2 3 3. در بازه‌ای که تابع 
g(x) در چند نقطه  x x= − −22 1 نمودار آن با نمــودار تابع 

مشترک هستند؟

x ی‌کبه‌یک  ; x
f (x)

ax ; x
− ≤

=  + >

3 1 1
4 1

4. حــدود a را برای آنکه تابع 
باشد، بیابید.

f را بیابید. ( x )+2 1 f باشد، ضابطة  (x ) x x− = − +23 4 5 5. اگر 

f را بیابید. ( )5 x باشد،  xf ( )
x x

=
+ +

2

2 41 1
6. اگر 

f باشد، ضابطة تابع وارون را بنویسید. (x) x= − −2 1 7. اگر 
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y باشــد،  a sin ( bx) c= π − +
1
2

8. اگر نمودار زیر مربوط به تابع 
مقادیر مجهول را بیابید.

y

x
2

3

-6

مسائل‌حسابان‌2
)پایة‌دوازدهم‌رشتة‌ریاضی(

اصلان صفوی

 y = x2+6x+1 1. به ترتیب با چــه انتقال هایی نمودار تابع با ضابطة
به روی نمودار تابع با ضابطة y = x2-4x+3 منطبق می شود؟

2. اگر دامنة تابع y1= 2-f (1-3x) به صورت (2,3-] باشد،  دامنة تابع 
y2= 3f(2x+5) -2 را بیابید.

3. اگر تابــع f(x)=-x2+(a+1)x در بازۀ [3,6-] اكیداً یکنوا باشــد، 
حدود a را بیابید.

f(x)=x5+2x4-5x3+x خارج قسمت تقسیم چندجمله ای q(x) 4. اگر
بر x-2 باشد، باقی ماندۀ تقسیم q(x) را بر x+1 بیابید.

5. اگر f تابعی متناوب با دوره تناوب 4 باشــد و ضابطة تابع در بازۀ 
xf باشد، مقدار )f)27 را بیابید. (x) −

=
2 4

3
(1,3-] به صورت 

6. دورۀ تناوب تابع y = Sin3 x.Cos x-Cos3 x.Sin x را بیابید.

7. شکل زیر قســمتی از نمودار تابع y= a+Sin(bπx) است. مقادیر 
a و b چقدر است؟

4 8

 [0,π] دربازۀ Sin2x + 2Cos2x = 0 8. مجموع جواب های معادلــة
چقدر است؟

خـانه   ریاضــــــیات چـیست؟
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خـانه   ریاضــــــیات چـیست؟

هدف از ایجاد خانه ریاضیات، به وجود آوردن مرکزی علمی برای شناسایی و بررسی مسائل آموزشی، شناساندن جایگاه واقعی 
علوم ریاضی، آمار وکامپیوتر در توسعه پایدار کشور، ارائه الگوهای مناسب آموزش ضمنی دانش آموزان، آماده سازی دبیران و 
آموزگاران برای تدریس درست ریاضی برای درك مفاهیم به جای حفظ کردن، آموزش کارگروهی و استفاده از ریاضیات در زندگی 
روزمره و درك مفاهیم ریاضی با استفاده از ابزارهای آموزشی و یادگیری روش های حل مسئله، ایجاد روحیة کار تیمی در بین 
دانش آموزان و تقویت چهره های با استعداد، با روش های گوناگون از جمله مسابقات، ادامه شكستن دیوار بین معلمان و اساتید 

دانشگاه ها، تقویت پژوهش بین معلمان، ایجاد روحیه کارآفرینی و تقویت پژوهش های بین رشته ای در بین دانشجویان است.
خانه ریاضیات محملی است برای ترویج علوم ریاضی بین دانش آموزان، دانشجویان و شهروندان دیگر و شناساندن توانمندی 
جوانان به جامعه، ایجاد ارتباطات بین المللی به منظور شناسایی تاریخ تمدن ایرانی ـ اسلامی از یك سو و فراهم آوردن امكان 
مسافرت دانشمندان ایرانی غیرمقیم و ریاضی دانان دیگر به ایران، جهت بهره گیری دانشگاهیان و معلمان از آنان و تبادل علمی و 

انجام تحقیقات بین المللی برای شناسایی توانمندی ها و معرفی تمدن ایرانی ـ اسلامی در سطح جهان.
خانه های ریاضیات به صورت نهادهای غیردولتی و غیرانتفاعی تلاش می کنند کمبودهای آموزش و پرورش 
و آموزش عالی کشور را شناسایی و با ارائه الگوهای مناسب برای رفع آنها، موجبات ترویج علم و توسعه 

علوم ریاضی را همراه با آموزش زندگی به نوجوانان، جوانان و معلمان این کمبودها را رفع کنند.
خانه های ریاضیات کشور تحت نظارت یك انجمن علمی تحت نام «شورای خانه های ریاضیات ایران» 

زیر نظر وزارت علوم، تحقیقات و فناوری فعالیت می نمایند.
برای اطلاعات بیشتر به سایت https://mathhouses.ir  مراجعه شود.

 https://mathhouses.ir

اطلاع رساني
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پاسخ مسائل 

پاسخ‌مسائل‌ریاضی‌1
1. ابتدا هر یك از نامعادلات A و B را بر حسب 

x حل می كنیم. بنابراین خواهیم داشت: 
mx −

<
2 1

3
:A در نامعادلة

mx +
>

1
6

:B و در نامعادلة

چون طبق فرض مسئله داریم:
 A B=∅ 

m m− +
≤

2 1 1
3 6

پس: 

زیرا اگر غیرنامعادله بالا باشد، نامعادله های 
 

6
m +1

3
2m - 1

A و B روی محور به صورت 

A در تناقض  B=∅ خواهند بود كه با فــرض

m كه با حل  m− +
≤

2 1 1
3 6

اســت. در نتیجــه:
نامعادله m ≤ 1 اســت و m =1 بزرگ ترین عدد 

صحیح m است.

2. چون تعداد جمله های هر دسته برابر شمارۀ 
كه 

a aa

{ },{ , },{ , , },...
↓ ↓↓
2 31

1 2 3 4 5 6 آن دسته است، پس:

تشکیل دنبالة مثلثی ...و10و6و3و1 را می دهد كه 
است.  n

n(n )a +
=

1
2

جملة عمومی آن به صورت
]همان طــور كه دیده می شــود جملة دوم عدد 
بزرگ تر مجموعه یعنی 3 است و به همین ترتیب 
a3=6 و...[. بنابراین جملة آخر دستة 19 و 20 را 
 a ×

= =19
19 2 19

2



به دست می آوریم؛ یعنی: 

a در نتیجه دستة بیستم  ×
= =2

2 21 21
2




و 

به صورت {210,...,191,192,193} و تعداد آن 
برابر 20 است.

3. از طرفین و وســطین كــردن رابطه داریم: 
. در نتیجه: n na n (n )a+ = +2 1

 n n n n

n

n

a a (n ) n (a )(a n)
a
a n

− + + = ⇒ − − =

=
⇒  =

2 1 1
1

 

غ ق ق

.a1400=1400 :پس .an= n :كه در این صورت

a , a7, a15 .4 ســه جملة متوالی دنبالة هندسی 
 a15 و a7 ،a1و چون a a a= ×2

7 15 هستند، پس: 
خود دنبالة حسابی است، در نتیجه:

(a d) a(a d) a ad d a ad

d d
d (d )

d( d a)
a d

+ = + ⇒ + + = +

⇒ − =

= ≠
⇒ − =

=

2 2 2 2

2

6 14 12 36 14
36 20 0

0 0
2 18 0

18

(a d) a(a d) a ad d a ad

d d
d (d )

d( d a)
a d

+ = + ⇒ + + = +

⇒ − =

= ≠
⇒ − =

=

2 2 2 2

2

6 14 12 36 14
36 20 0

0 0
2 18 0

18

(a d) a(a d) a ad d a ad

d a d
d (d )

d( d a)
a d

+ = + ⇒ + + = +

⇒ − =

= ≠
⇒ − =

=

2 2 2 2

2

6 14 12 36 14
36 2

2 18
18



 



غ ق ق چون

d d
a d
= =

1
18 18

پس: 

  a+ar+ar2=21:پــس ،x+y+z=21 :5. داریــم
كه:a(1+r+r2)=21  رابطة )1(  و به همین ترتیب:

 رابطه را ساده می كنیم:
a ar ar
+ + =2

1 1 1 7
12

r r
ar
+ +

=
2

2
1 7

12
رابطة )1( را در رابطة به دســت آمده ضرب 

می كنیم:

 

(r r ) (r r )a( r r )
ar r

r r r r( ) ( )
r r

r r r r r

r
( r )(r )

r

+ + + +
+ + = × ⇒ =

+ + + +
⇒ = ⇒ =

⇒ + + = ⇒ − + =

= +
⇒ − − =

=

2 2 2
2

2 2

2 2
2 2

2 2

1 7 1 491 21
12 4

1 7 1 7
2 2

2 2 2 7 2 5 2
1

2 1 2 2
2





(r r ) (r r )a( r r )
ar r

r r r r( ) ( )
r r

r r r r r

r
( r )(r )

r

+ + + +
+ + = × ⇒ =

+ + + +
⇒ = ⇒ =

⇒ + + = ⇒ − + =

= +
⇒ − − =

=

2 2 2
2

2 2

2 2
2 2

2 2

1 7 1 491 21
12 4

1 7 1 7
2 2

2 2 2 7 2 5 2 0
1

2 1 2 0 2
2

(r r ) (r r )a( r r )
ar r

r r r r( ) ( )
r r

r r r r r

r
( r )(r )

r

+ + + +
+ + = × ⇒ =

+ + + +
⇒ = ⇒ =

⇒ + + = ⇒ − + =

= +
⇒ − − =

=

2 2 2
2

2 2

2 2
2 2

2 2

1 7 1 491 21
12 4

1 7 1 7
2 2

2 2 2 7 2 5 2 0
1

2 1 2 0 2
2

r=2 را در رابطة )1( جای گذاری می كنیم:
7a=21⇒a=3 در نتیجــه 12، 6 و3 به دســت 

می آید كه بزرگ ترین آن ها 12 است.

6. با توجه به شــکل مقابل 
مساحت مثلث برابر است با: 

ˆS bc Sin A=
1
2

CB

A

bc

a

با توجه به مفروضات مسئله داریم:

S bcSin bc bc S bc= = × = ⇒ =
1 1 2 2 245
2 2 2 4 4



از طرف دیگر:

b c S b c bc

b c bc b c bc
ˆˆ(b c) b c B C

+ = ⇒ + = ×

⇒ + = ⇒ + − =

⇒ − = ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2

24 2 4 2
4

2 2 



یعنــی مثلــث متساوی الســاقین اســت 
و در نتیجه:

ÂˆB̂ C /− −
= = = =

18 18 45 67 5
2 2
 

 .7Cos x Sin x Cos x
Sin x

Cos x Sin x Cos x Sin x Cos x
Sin x

Cos x(Cos x Sin x Sin x)
Sin x

Cos x( Sin x) Cos x
Sin x

+
+

+ +
=

+
+ +

=
+

+
= =

+

3

3 2

2 2

1

1

1
1

1

8. می دانیم Cos2x=1-Sin2x در نتیجه:
( )Sin x ( )( Sin x)

( )Sin x ( )Sin x

Sin x Sin x

Sin x

+ + − − =

⇒ + + − − − =

+
⇒ = + ⇒ = ×

+
⇒ =

2 2

2 2

2 2

2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 2

1 2 22 2 1 2
22 2

2 2
4

از طرف دیگر:

Cos x Sin x Cos x

Cos x

+
= − ⇒ = −

−
⇒ =

2 2 2

2

2 21 1
4

2 2
4

بنابراین:

Sin x Cos x ( ) ( )+ −
+ = +

+ + −
= = =

4 4 2 22 2 2 2
4 4

6 4 2 6 4 2 12 3
16 16 4
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پاسخ‌مسائل‌هندسه‌1
1. نقطه های A و B و C مثلثی تشکیل می دهند. 
از هر یك از این سه نقطه، خطی موازی با ضلع 
روبه رویش رسم می كنیم. از برخورد این خط ها 
∆EFP به دست می آید كه مطلوب  مثلثی مانند

مسئله است.

P

B C

A

F

E

2. طبق نامساوی مثلثی داریم:

PA PB AB
PA PC AC
PB PC BC

(PA PB PC) AB BC AC

+ >
 + >
 + >
⇒ + + > + +2

P
B C

A

3. ابتدا مســتطیلی به ابعاد 6 و 8 می كشــیم. 
سپس وسط ضلع های آن را به هم وصل می كنیم.

4

4

4

3 355

553

.4ˆ ˆAOC COB
ˆ ˆO O

ˆ ˆO O
x

+ = °

+ = °

+ = °

⇒ = − = °

2 3

2 3

18
2 2 18

9
9 4 5







  

40

1 4
32

F

B

C

A O B

x

E

.5

CB

A

D

H

ABC

ABC

S AH BC

S BD AC

AH BC BD AC
BC BD
AC AH

= ×

= ×

⇒ × = ×

⇒ =

1
2
1
2

6. طبق قضیة تالس داریم:

PAPBAB
PAPCAC(PAPBPC)ABBCAC
PBPCBC

+> 
+>⇒++>++ 
+> 

2
AC ABCB ED AC AEAE AD AE AC AF
AE AB AE AFEB FD
AF AD

⇒ =
⇒ = ⇒ = ×

⇒ =

2




AC ABCB ED AC AEAE AD AE AC AF
AE AB AE AFEB FD
AF AD

⇒ =
⇒ = ⇒ = ×

⇒ =

2




F

BC

A

DE

 
.7AE EB

EN BD
AN ND

EN MF
CF FB

MF BD
CM MD

=
⇒ =

=
⇒ =







تالس

تالس

F

B

C

A

D

E N

M

. پس  EF MN به طــور مشــابه داریــم
EFMN متوازی الاضلاع است.

8. از P بر اضلاع زاویه عمود رسم می كنیم.

 .PH=PH' :است و O نیمساز OP

پس:

APBO OAP OPB

H PO OPH OH OH ( )
PH PH

PAH PBH
PB PA

AH BH x
( ) x x x

PH PH

S S S

′ ′∆ ≅ ∆ ⇒ =
′= ′→∆ ≅ ∆ =

′→ = =
→ + = − → =

′→ = = − =

→ = + = × × + × × =

2 2

1

1 3 5 1

5 4 3
1 13 5 3 3 12
2 2

وتر و یك ضلع

B

O

P

A

H

H

5
3

5

پاسخ‌مسائل‌حسابان‌1

S1  .1 جملة اول دنباله و S2 مجموع جملة اول و 
دوم دنباله است. بنابراین:

قدر نسبت

( )a S

( )a a S

a a

d a a

a a d ( )

a a d ( )

× −
= = =

−
+ = = =

⇒ + = ⇒ =

= = − = − =

= + = + =

= + = + =

1 1

1 2 2

2 2

2 1

3 1

2 1

1 8 3 1
5
2 16 3 26

5 5
26 211
5 5

21 161
5 5

16 372 1 2
5 5

37 7 819 1 19
5 5



2. مجموع عبارت فوق را با Sn نمایش می دهیم. 
با استفاده از مجموع جمله های دنبالة هندسی، 

هر یك از جمله ها را به صورت زیر می نویسیم:

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

10 11
9

10 111 1 10
9

10 1111 1 10 100
9

10 1111 1 1 10 100 10
9

10 1 10 1 10 1 10 1
9 9 9 9

1 10 10 10 10
9
1 10 1
9 9



n)−
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تا

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

n
n

n
n

n

n

n

.............................................

..... .....

S ....

( .... n)

(

−

+

−
=

−
= + =

−
= + + =

−
= + + + + =

− − − −
= + + + +

= + + + + −

−
=

2

3

1

2 3

2 3

1

1 11
9

1 111 1 1
9

1 1111 1 1 1
9

1 1111 1 1 1 1 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1 1 1
9
1 1 1
9 9









  



   

   

   





n)−

f(x)=ax2+bx+c :3. الف( فرض كنیم
x y c

bx b a
a

(x , y ) a b c

a , b

f (x) x x

= ⇒ = ⇒ =
 − = = − ⇒ = − ⇒ =


= − = − ⇒ − = − +
⇒ = =

= + +2

2 2

1 1 2
2

1 1 1
3 6
3 6 2



طول نقطة مینیمم

ب(
f (x)

f (x) f (x)
f (x)

f (x) x x

x x x x

(x ) x

f (x) x x

x x x x

x

= −
− − = ⇒  =

= − ⇒ + + = −

⇒ + + = ⇒ + + =

⇒ + = ⇒ = −

= ⇒ + + =

⇒ + − = ⇒ + − =

− ±
⇒ = = − ±

2

2

2 2

2

2

2 2

1
6 5

5

1 3 6 2 1
3 6 3 2 1

1 1
5 3 6 2 5

3 6 3 2 1
2 2 2 1 2

2



 



 

 x b− =4 41 x و  a+ =4 41 4. فرض كنیم: 
در نتیجه:

a b

a b

((a b) ab) a b

a b ab (ab) (ab)
ab
ab

+ =


+ =

→ + − − =

− + = ⇒ − + =

=
⇒  =

4 4

2 2 2 2

2 2 2

4
82

2 2 82
32 87 32 87

29
3

 

a b

a b

((a b) ab) a b

a b ab (ab) (ab)
ab
ab

+ =


+ =

→ + − − =

− + = ⇒ − + =

=
⇒  =

4 4

2 2 2 2

2 2 2

4
82

2 2 82
32 87 0 32 87 0

29
3

a b

a b

((a b) ab) a b

a b ab (ab) (ab)
ab
ab

+ =


+ =

→ + − − =

− + = ⇒ − + =

=
⇒  =

4 4

2 2 2 2

2 2 2

4
82

2 2 82
32 87 32 87

29
3

 

اكنــون دو معادله به صورت یك دســتگاه 
معادلات به صورت زیر داریم:

a b
.

ab
+ =

 =

4
1

29
a  و  b

.
ab
+ =

 =

4
2

3

 .a2-4a+29=0 :از حل دســتگاه 1 داریــم
چون 0>∆ جواب حقیقی ندارد.

از حل دســتگاه 2 داریم: a2-2a+3=0 و از آنجا: 
a=1 یا a=3 و در نتیجه:

(a=1,b=3) یا (a=3,b=1)

اكنون x را به دست می آوریم.
x x

x x

x x

x x

 + = ⇒ =


− = ⇒ =
 + = ⇒ = −


− = ⇒ = −

4

4

4

4

41 3 4
41 1 4

41 1 4
41 3 4









.x=-40 و x=40 :بنابراین معادله دو جواب دارد

x x+ + − =1 2 4 5. داریم:                        

از حل معادله قدرمطلقــی فوق نقطه های 
مورد نظر را می یابیم:

x x x x

x x x x

≥ ⇒ + + − = ⇒ =

−
≤ − ⇒ − − − + = ⇒ =

52 1 2 4
2

31 1 2 4
2

 ( , )−
3
2


) و  , )5
2


نقطه هــای مورد نظــر 
هستند.

6. برای تعیین دامنة تابع باید داشــته باشــیم: 
 [ ]yD ,= −11 x2≥0-1 و از آنجا: x≤1≥1-؛ پس: 
بــرای تعیین بــرد تابع چــون: x≤1≥1-؛ پس 
x و در نتیجه  s in= α می تــوان فرض كــرد: 

داریم:

y s in sin sin cos
sin cos sin

= α − α = α α

= ± α α = ± α

22 1 2
2 2

پس: y≤1≥1- و بنابرایــن برد تابع [1,1-] 
است.

7. برای رســم نمــودار توابعی كــه به صورت 
] هســتند، ابتــدا نمــودار تابــع ]y g(x)=

y را رســم می كنیم. ســپس به ازای  g(x)=

، نمودار  k y k≤ < +1 هر عدد صحیــح k كه 
y را بــر خط y=k تصویر می كنیم. در  g(x)=

اینجا داریم:

2
π

2
3π 2π

1

-1

π

y = Cos x

2
π

2
3π 2π

1

-1
[ ]y Cos x=

8. در معادلة تابعی داده شــده، به جای x مقدار 

 را قرار می دهیم و دستگاه متشکل از معادلة 
x
1

اولیه و معادلة ساخته شده را حل می كنیم:

xx f ( ) f (x)
x x

xf (x) f ( )
x xx

x

 + = +

 + = =
 ++

2

2

12
1

1
2 1 1

1 11

طرفیــن معادلــة دوم را در 2x2 ضــرب 
می كنیم:

xx f ( ) f (x)
x x

xf (x) x f ( )
x x

 + = +

 + = +

2

2
2

12
1

1 24 2
1

طرفین دو معادله را از هم كم می كنیم:

x xf (x) f (x)
x x

x x x( x)f (x) f (x)
x (x )

x
f (x)

x

− = −
+ +

− −
− = ⇒ =

+ − +

=
= ⇒ 

=

2

2

24
1 1

2 1 23
1 3 1

1
2





با توجه به دامنة تابع غیرقابل قبول

قابل قبول

پاسخ‌مسائل‌هندسه‌2
1. مثلث OAB متساوی الاضلاع است. 

AB    پس: 1=

600

B

O

A

1
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r AB π
= π × + = +

62 1
36 3




محیط

sin( )r

π
α α π

= − = − = −2

3
33 2

2 2 2 2 6 4
مساحت

                         .2



    



AC FC AC AE ECD A− −
= = = = 1

2 2 2
ˆ ˆA D

ABD ABC
B̂

 = ⇒ ∆ ∆


1


مشترك

AB BC AB BC BD
BD AB

= ⇒ = ×2

 AD || EC AE FC⇒ =

A

B

E

C D

F
1





O

O

 ′ =


′ =

1

2

3

6









                                        
.3

( ) π
= × + π+ π = +

2 282 4 3 12 8 3
3 3

طول نخ

TA⇒ = × π× = π
1 22 2
6 3

طول







O

O

SB


=


=


⇒ = π× = π


2

1

6

12
1 2 6 4
3







طول

B A

T

S

O

H

26
2

4
2

2

2

11
O

34

aATI داریم:  4. در مثلث قائم الزاویه 

A

B
S

TC

E

E

13
l a

AT = − =2 213 5 12

(ABC) AC AB BC
AC AB CE EB
AC AB CT BS
AT AS

∆
= + +
= + + +
= + + +
= + = × =2 12 24

محیط

5. دایره ای به قطرOA ترسیم می كنیم تا دایرۀ C را 
 T بر A قطع كند. خطی كه از T در نقطه ای مانند
می گذرد جواب مسئله است )بر دایره مماس است(. 

OA

T

6.  اگر شــعاع دایــرۀ كوچك را با r و شــعاع 
دایرۀ بزرک را با R نشــان دهیم، آنگاه نسبت 

. پس:  R( )
r

2 مساحت ها برابر است با: 

rR( ) R r AB ( )
r

AB ( )r r

R r

= ⇒ = ⇒ = −

= ⇒ − = ⇒ =
−

= = × =
− −

2 2 2 2 1

22 2 1 2
2 1

2 2 22 2
2 1 2 1

B

A

O

AB = 2

 EP رسم می كنیم تا EF خطی موازی O 7.  از
را در H قطع كنــد. داریم: OP=OE=R. پس 

OH عمود منصف EP است. پس:
  H P E= °⇒ = = °9 9 

به طور مشابه ثابت می شود: 
 Q F= = °9 

O
D

CA B

H
E

P

F

Q

8. الف( 
CM AC

AC DB CD
DM DB

=
⇒ + = =

. همچنیــن از همنهشــتی  M = 9 


ب(

 OD OC و  مثـلث هـــا نتیجــه مـی شـــود
هســتند. پــس چهار  MB و AM عمود منصف
زاویــة ایــن چهارضلعی قائمه اســت. بنابراین 

چهارضلعی مستطیل است.

A

C

M

B

D

O

پاسخ‌مسائل‌آمار‌و‌احتمال

1. »الف« گزاره اســت. »ب« گزاره نیست، زیرا 
x ارزش درســت و بــه ازای  = −

2
3

بــه ازای 
ارزش نادرست دارد. »پ« گزاره است.  x = 2

گزاره نمــا نیســت، زیرا  x + >2 1 2. عبارت
برای هر عدد حقیقیx، این گزاره همواره ارزش 

درستی دارد. 

 .3

 

p x x (x )(x ) x ( , )= − − < → − + < → ∈ −2 6 7 7 1 1 7 

p x x (x )(x ) x ( , )= − − < → − + < → ∈ −2 6 7 0 7 1 0 1 7

[ ]S ( , ) , [ , )= − ∩ ∞ =1 7 1 1 (مجموعه جواب)7

 .4

 

q:

p q : p : q
(p q) r :

q r : r :

⇒ → ⇒ ∧ ⇒
⇒ →



نادرست
درست

q:

p q : p : q
(p q) r :

q r : r :

⇒ → ⇒ ∧ ⇒
⇒ →



q:

pq:p:q
(pq)r:

qr:r:

⇒→ ⇒∧⇒ 
⇒→ 

 نادرست یا درست

نادرست نادرست
نادرست

درست
درست q:

p q : p : q
(p q) r :

q r : r :

⇒ → ⇒ ∧ ⇒
⇒ →

q:

p q : p : q
(p q) r :

q r : r :

⇒ → ⇒ ∧ ⇒
⇒ →



 .5

p q∧ q(p q)⇒p q⇒qp

دددننن

دننددد

نددننن

نندندن

(p q) p q⇒ ⇒ ≡ ∧ 

C
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 ، x =  6. «الف» نادرســت است، زيرا به ازاى
تساوى درست نيست. نقيض آن عبارت است از: 

xx ;
x x x

∃ ∈ ≠
+ +2

1
1



داريم،  n = 4 «ب» درست است، زيرا به ازاى
. نقيض آن عبارت است از:  n p− = ∉2 1 15

nn ; p∀ ∈ − ∈2 1

 { } { }{ } { }{ }A ,B ,C ,= = =1 1 1 1 7. الف)       

ب)
A B( x A x B x B ) A B∩ =∅ ′ ′∀ ∈ → ∉ ⇒ ∈ ⇒ ⊆

 .8

[ ] [ ]
[ ]

A (A B) (A B) A (A B ) (A B )

A (A B ) (A B )

′ ′ ′ ′− − ∪ ∩ = − ∩ ∪ ∪

′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∪ ∪[ ] [ ]
[ ]

A (A B) (A B) A (A B ) (A B )

A (A B ) (A B )

′ ′ ′ ′− − ∪ ∩ = − ∩ ∪ ∪

′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∪ ∪

[ ] [ ]
[ ]

A (A B) (A B) A (A B ) (A B )

A (A B ) (A B )

′ ′ ′ ′− − ∪ ∩ = − ∩ ∪ ∪

′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∪ ∪

[ ]A (A B) (A B )

(A A ) (A B) (A B )

(A B) (A B )
(A B) (A B) U

′ ′ ′= ∩ ∪ ∪ ∪

 
′ ′ ′ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∪

  
′ ′= ∩ ∪ ∪

′= ∩ ∪ ∩ =



 .9

⇒:A × Dشكل مستطيل دارد

دو پاره خط افقی

مجموعة دو عضوى

يك بازهمجموعة دو عضوى

دو پاره خط عمودیيك بازه

A × B:
C × D:












⇒

⇒
B:A:

D:C:
,

,

1٠. در مسير رفت، حداقل1 و حداكثر 4 مسافر
و در مســير برگشــت حداقــل٠ و حداكثــر

4 مسافر داريم. پس طبق اصل ضرب فضاى نمونه 
عضو دارد.  × =4 5 2 

.11
{ }

{ }

{ }

{ }
[ ]

S , ,..., n(s)

A , , ,..., n(A)

B , , ,..., n(B)

A B , , , , , n(A B)

P(A B ) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

= → =

−
= → = + =

−
= → = + =

∩ = → ∩ =

′ ′∩ = − ∪ = − + − ∩

 = − + − = − =  

1 2 1 1
99 33 6 9 99 1 33

3
1 55 1 15 1 1 2

5
15 3 45 6 75 9 6

1 1
33 2 6 47 531 1
1 1 1 1 1

   

 

   

  



         

{ }

{ }

{ }

{ }
[ ]

S , ,..., n(s)

A , , ,..., n(A)

B , , ,..., n(B)

A B , , , , , n(A B)

P(A B ) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

= → =

−
= → = + =

−
= → = + =

∩ = → ∩ =

′ ′∩ = − ∪ = − + − ∩

 = − + − = − =  

1 2 1 1
99 33 6 9 99 1 33

3
1 55 1 15 1 1 2

5
15 3 45 6 75 9 6

1 1
33 2 6 47 531 1
1 1 1 1 1

   

 

   

  



         

{ }

{ }

{ }

{ }
[ ]

S , ,..., n(s)

A , , ,..., n(A)

B , , ,..., n(B)

A B , , , , , n(A B)

P(A B ) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

= → =

−
= → = + =

−
= → = + =

∩ = → ∩ =

′ ′∩ = − ∪ = − + − ∩

 = − + − = − =  

1 2 1 1
99 33 6 9 99 1 33

3
1 55 1 15 1 1 2

5
15 3 45 6 75 9 6

1 1
33 2 6 47 531 1
1 1 1 1 1

   

 

   

  



         

{ }

{ }

{ }

{ }
[ ]

S , ,..., n(s)

A , , ,..., n(A)

B , , ,..., n(B)

A B , , , , , n(A B)

P(A B ) P(A B) P(A) P(B) P(A B)

= → =

−
= → = + =

−
= → = + =

∩ = → ∩ =

′ ′∩ = − ∪ = − + − ∩

 = − + − = − =  

1 2 1 1
99 33 6 9 99 1 33

3
1 55 1 15 1 1 2

5
15 3 45 6 75 9 6

1 1
33 2 6 47 531 1
1 1 1 1 1

   

 

   

  



         

حل مسائل هندسه 3
1. ماتريس اســكالر يك ماتريس قطرى اســت 
كــه درايه هاى درونى قطر اصلــى با هم برابر و 

درايه هاى خارج قطر اصلى صفر هستند. 

Aيعنی: I
 
 = = 
  

2
2 2

2

 

 

 

     b c d f g h,a e= = = = = = = = 2

ماتريس قطرى يك ماتريس مربعى است كه 
درايه هاى خارج قطر اصلى همگى صفر هستند. 

m m
n n

k k

− = = 
 + = ⇒ = − 
 = = 

2 2
1 1





 

B
 
 =  
  

2
1

2

 

 

 

پس ماتريس

و ماتريس همانى يك ماتريس اســكالر است 
كــه درايه هــاى روى قطر اصلــى همگى يك 

x y z= = هستند. 1=

C I
 
 = = 
  

1
1

1

 

 

 

ABC ( I)(BI) B
 
 = = =  
  

4
2 2 2

4

 

 

 

.2

A B
−   

    × = − =    −       

2 3 1 4 9
1 2 3

4 1 5 8 11
1 1

2 1 1 4 7


| A B | ( ) ( ) ( )× = − − + =112 4 24 9 12 

n باشد، به طورى كه:  mB × m و  nA × نكته: اگر 
| AB |=  ، آنگاه: n m<

3. ماتريس ها عبارت اند از: 

A ,A
− −   ′ = =   − − −   

8 7 3 7
8 1 2 1

، آنگاه داريم:  A  ′′ =  − 

3 8
2 8

و   

| A | ,| A | ,| A |′ ′′= = − = −11 64 4 

| A | | A |x , y
| A | | A |
′ ′′− −

= = = =
64 4
11 11



4. مى دانيــم وارون هــر ماتريــس ضرب خود 
ماتريــس برابــر ماتريس همانى اســت؛ يعنى: 

AA I− =1

K K K(I KA)(I A) I A KA A
K K K

KA K A KA K AI
K

I

+ − = − + −
+ + +

− + + −
= +

+
=

2
2 2

2 2
1 1 1

1
K K K(I KA)(I A) I A KA A

K K K
KA K A KA K AI

K
I

+ − = − + −
+ + +

− + + −
= +

+
=

2
2 2

2 2
1 1 1

1

داريم:  K = −3 I و با فرض  A− 3 وارون 

I A I A−
− = −
− +

3 3
3 1 2

a است  b
A

a b
 

=  ′ ′ 
ماتريس ضرايب دســتگاه    .5

اگر  اســت.  | A | ab a b′ ′= − دترمينــان آن  و 
x y= =  | باشد، دستگاه فقط جواب  A |≠ 

| باشد، دستگاه  A | ab a b′ ′= − =  دارد. اما اگر
جواب غيرصفر نيز دارد. 

بنابرايــن شــرط وجود جــواب غيرصفر در 
دستگاه همگن، دترمينان ضرايب دستگاه صفر 

است: 
m

A | A | m(m )
m

m m m

+ 
= ⇒ = + − = 
 

− ±
+ − = ⇒ =2

1 1
1 1

1

1 51
2





.6
IA I A I× −= → = →8 92 22 16 8

IA I A I A I I× −= → = → − = −8 92 2 22 16 8 16 9

( A I)( A I) I ( A I)( A I) I− + = − ⇒ − − + =4 3 4 3 4 3 4 3

( A I)( A I) I ( A I)( A I) I− + = − ⇒ − − + =4 3 4 3 4 3 4 3

ماتريس  A I+4 3 ماتريس وارون  بنابرايــن 
) است. A A)− −4 3

 
.7

|A|| A | | A | | A | >±
− − = ⇒ = →12 1 51

2


| A | +
=

1 5
2

| A | | A | (| A | ) ( | A | ) | A | ( )= + + − + −1 1 2 1 3
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| A |
| A |

− = × = × =
+ +

1 3 1 1 162 2 8
1 5 1 5

2

8. الف.
cos sin cos sin

R R
sin cos sin cos

cos cos sin sin cos sin sin cos
sin cos cos sin sin sin cos cos

cos( ) sin( )
R

sin( ) cos( )

α β

α+β

α − α β − β   
× =    α α β β   

α β− α β − α β− α β 
= → α β+ α β − α β+ α β 

α +β − α +β 
= = α +β α +β 

n
n(R ) Rθ θ= نكته: مى توان ثابت كرد:          

ب.

(R ) R R R Iπ π π π
×

 
− 

  = = = = =
 
 
 

6

6
1 26

6 6

3 1
2 2
1 3
2 2









(R ) R R R Iπ π π π
×

 
− 

  = = = = =
 
 
 

6

6
1 26

6 6

3 1
2 2
1 3
2 2









پاسخ  رياضيات گسسته

 ، (m,n) | n  , (m,n) | m 1. مى دانيم: 
پس:  

(m,n) (m,n) (m,n)
cab cd , b d bc dc×≡ ≡ → ≡ →

(m,n) (m,n)
ab cd bc≡ ≡

 . (b, (m,n)) =1 ،پس: (b, n) =1 از طرفى چون:
    در نتيجه: 

(m,n) (m,n)
ab bc a c≡ → ≡

مربع كامل است. !=1 1 ، آنگاه n 2. اگر: 1=
مربع كامل  ! ! !+ + =1 2 3 9 آنگاه   ، n = 3 اگر:

است.
! !+ =1 2 3 n داريم:  = 2 براى 

كه  ! ! ! !+ + + =1 2 3 4 33 داريم:  n = 4 و براى 
داريم: n ≥ 5 مربع كامل نيستند. براى

n!≡
1


پس!n داراى عوامل2و 5 است. 
if n ! ! ! ! ! ... n!≥ ⇒ + + + + + + ≡ + ≡ ≡

1 1 1
5 1 2 3 4 5 33 33 3

  







if n ! ! ! ! ! ... n!≥ ⇒ + + + + + + ≡ + ≡ ≡
1 1 1

5 1 2 3 4 5 33 33 3
  







از طرف ديگر، باقى ماندة تمام عددهاى مربع 
كامل بر 1٠ عبارت اند از: 1,4,9,6,5,٠

n نمى تواند  ≥ 5 بــراى  ! ! ... n!+ + +1 2 پس
مربــع كامل باشــد، زيرا باقى مانــده اش بر 1٠ 

عبارت  است از 3.

.3

ضرب پنج عدد متوالى مضرب !5 است

n n n n(n n )

n(n )(n )
n(n )(n )(n )(n ) k k

− + = − +

= − −
′= − + − + = =

5 3 4 2

2 2

5 4 5 4
1 4

1 1 2 3 120 12


 .4

{ }
{ }

x x x xZ Z
x x

x x Z | x
x

x , , ,

x , , , , , , ,

− + − +
∈ ⇒ ∈ ⇒

+ +

− − + ∈ ⇒ +
+

→ + ∈ ± ± ± ±

→ ∈ − − − −

3 3

2

3 2 8 24 16
2 1 2 1

274 2 1 27 2 1
2 1

2 1 1 3 9 27
14 5 2 10 1 4 13{ }

{ }

x x x xZ Z
x x

x x Z | x
x

x , , ,

x , , , , , , ,

− + − +
∈ ⇒ ∈ ⇒

+ +

− − + ∈ ⇒ +
+

→ + ∈ ± ± ± ±

→ ∈ − − − −

3 3

2

3 2 8 24 16
2 1 2 1

274 2 1 27 2 1
2 1

2 1 1 3 9 27
14 5 2 1 1 4 13

{ }
{ }

x x x xZ Z
x x

x x Z | x
x

x , , ,

x , , , , , , ,

− + − +
∈ ⇒ ∈ ⇒

+ +

− − + ∈ ⇒ +
+

→ + ∈ ± ± ± ±

→ ∈ − − − −

3 3

2

3 2 8 24 16
2 1 2 1

274 2 1 27 2 1
2 1

2 1 1 3 9 27
14 5 2 10 1 4 13

, را چنــان در نظــر  , , Zγ γ γ ∈1 2 3 5. ابتــدا
مى گيريم كه: 

, ,

, , ,

, ,

γ ≡ γ ≡ γ ≡

γ ≡ γ ≡ γ ≡ → γ = − γ = −

γ ≡ γ ≡ γ ≡

7 11 5
1 1 1

11 7 5
2 2 2 1 2

5 7 11
3 3 3

1 1

1 55 154

1 1



 



حل  را،  y x+ =1 111 35 1 معـادلـه  γ2 بـراى
مى كنيم. طبق الگوريتم اقليدس داريم: 

( )
( )

x

= × +
= × +
= − × = − × − ×
γ = − = −

≡− → = γ − γ + γ =

3
11

1 2 3

35 3 11 2
11 5 2 1
1 11 5 2 11 5 35 3 11

5 35 175

9 2 3 2 31

يك جواب مى تواند 31 باشد. 

.6

a b a b a b a b

(a b ) a b (a b ab)(a b ab)

(a b) b (a ) b

+ = + + − =

+ − = + + + −

   = + + − +   

4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4
2 4 2 2 2 2

2

a b a b a b a b

(a b ) a b (a b ab)(a b ab)

(a b) b (a ) b

+ = + + − =

+ − = + + + −

   = + + − +   

4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4
2 4 2 2 2 2

2

a b a b a b a b

(a b ) a b (a b ab)(a b ab)

(a b) b (a ) b

+ = + + − =

+ − = + + + −

   = + + − +   

4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4
2 4 2 2 2 2

2
a b a b a b a b

(a b ) a b (a b ab)(a b ab)

(a b) b (a ) b

+ = + + − =

+ − = + + + −

   = + + − +   

4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4
2 4 2 2 2 2

2

a b a b a b a b

(a b ) a b (a b ab)(a b ab)

(a b) b (a ) b

+ = + + − =

+ − = + + + −

   = + + − +   

4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4
2 4 2 2 2 2

2

a مى تواند  b+4 44 ، پس (a ) b+ + >2 22 1 چون:
، (a ) b− + =2 22 1 عـدد اول بـاشـد، فقط اگر: 

. a b= پس: 1=

پاسخ  مسائل رياضى 3
.1

y x y x

y x y x

y x

= → = + →

= − → = − − →

= − −

2

2 2
1 2

دو واحد به چپ قرينه نسبت به

 قرينه نسبت به
محورyها

محورxها

y x y x

y x y x

y x

= → = + →

= − → = − − →

= − −

2

2 2
1 2

y x y x

y x y x

y x

= → = + →

= − → = − − →

= − −

2

2 2
1 2

يك واحد بالا

x روى f(x) باشد، آنگاه در تابع 
A |

y
2. اگر نقطة

 تبديل 
x

A
y

−
′

−

1
2
1

به نقطــة   y f ( x)= + −1 2 1

مى شود. 

بنابراين:
x x

A A |
y y

−
= → =

′ ⇒
−− = − → = −

1 73 7
2 11 2 1

: f 3. با توجه به نمودار

32

)[ اكيداً نزولى است.  ,−∞ 2 تابع f در بازة
x f (x) (x ) (x ) x

g(x) f (x) x x x
x /

x x
x

≤ ⇒ = − − − − = − +

= ⇒ − − = − +

= >
+ − = ⇒ ∆ = ⇒  = −

2

2

2 2 3 2 5
2 1 2 5

2 5 2
2 15 121

3





غ ق ق

در يك نقطة مشترك هستند. 

4. بهتر اســت نمودار تابع را رسم كنيم. چون 
ضابطة اول صعودى است، پس ضابطة دوم هم 
. برُد دو ضابطه  a >  بايد صعودى باشد؛ يعنى: 

نبايد اشتراك بيش از يك نقطه داشته باشند: 

2

1

a + 4

y = 3x-1
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5. ابتــدا تابــع اول را به‌صــورت مربــع ناقص 
می‌نویسیم: 

x را قرار دهیم +2 4 عبارت

 xکافی‌است به جای
f (x ) (x )

f (( x ) ) ( x )

f ( x ) ( x )

− = − +

+ − = + − +

+ = + +

2

2

2

3 2 1
2 4 3 2 4 2 1
2 1 2 2 1

f (x ) (x )

f (( x ) ) ( x )

f ( x ) ( x )

− = − + →

+ − = + − +

+ = + +

2

2

2

3 2 1

2 4 3 2 4 2 1
2 1 2 2 1

f (x ) (x )

f (( x ) ) ( x )

f ( x ) ( x )

− = − + →

+ − = + − +

+ = + +

2

2

2

3 2 1

2 4 3 2 4 2 1
2 1 2 2 1
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x xf ( )

x x
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 .7

f

f (x) x y x
R : y

y x

(y ) x x y y

f (x) x x ; x−

= − − ⇒ = − −
≤

− = − −

− = − ⇒ = − +

= − + ≤

2 2

1 2

2 1 2 1
2

2 1
2 1 4 5

4 5 2

8. ابتدا ضابطة تابع را مرتب میک‌نیم: 

y aSin( b x) Cπ
= − π +

2
y aCos(b x) C= π +

Min روی محــور xهــا  Max و   فاصلــة
است. 

 
T
2  

برابر

2

3

-6 ←→

2
T

T T= ⇒ =2 4
2

T b
| b | | b |
π

= = = ⇒ = ±
π

2 2 14
2

Max | a | c
c c

min | a | c
= + =  −

⇒ = − ⇒ == − + = − 

3 32 3
6 2

| a |= 9
2

a چــون max تابع روی محور yها  = 9
2

a = 9
2

T b
| b | | b |
π

= = = ⇒ = ±
π

2 2 14
2

 

| a |= 9
2

| a |= 9
2
قرار دارد، پس:

پاسخ مسائل حسابان 2
1. ابتدا هر دو ضابطه را مرتب میک‌نیم و به‌شکل 

مربع ناقص می‌نویسیم:

برای اینکه از تابع )1( به تابع )2( برسیم،

 y (x )= + −23 8                                   )1(    
y (x )= − −22 1                                                       )2(      

 )x-5( ها عبارتx ابتدا به جای )در تابــع)1
را قرار می‌دهیم. ســپس 7 واحد به تابع اضافه 

میک‌نیم. 
بنابراین: تابع )1(، 5 واحد به راست و 7 واحد 
 به بالا منتقل می‌شــود تا بــر تابع )2( منطبق 

شود. 

را بیابیم:  f (x) 2. ابتدا باید دامنة

f (x)

y f ( x)
x
x

x D ( , ]

= − −

− ≤ <
≥ − > −
≥ − > − → = −

1 2 1 3
2 3

6 3 9
7 1 3 8 8 7

را در بــازة فوق قرار  ( x )+2 5 حال عبــارت
می‌د‌هیــم و حــدود x را برای تابــع y1 پیدا 

میک‌نیم: 
x

x x

− < + ≤
−

− < ≤ → < ≤

8 2 5 7
1313 2 2 1
2

توجه: تغییرات عددی بیرون پرانتز f تأثیری در 
دامنة توابع ندارد. 
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3. همان طــور كه می دانیم، ســهمی در بازه ای 
غیریکنوا اســت كه رأس سهمی درون آن بازه 

باشد. 
پس بــرای یکنوا بودن نباید رأس ســهمی 

] باشد.  ],−3 6 درون بازۀ 

رأس سهمی ax ( , )

a a

a a

+
= ∉ −

+ < − → < −⇒  + > → >


1 3 6
2

1 3 7
2

1 6 11
2

x −2 را بر  f (x) 4. ابتــدا باقی ماندۀ تقســیم  
محاسبه می كنیم: 

R f ( )= = + − + =2 32 32 4 2 26

: f (x) (x ).q(x)= − +2 رابطة  تقسیم26

باقی مانــدۀ تقســیم q(x) بــر (x+1) برابر 
  x پس در رابطــه فوق به جای . q( )−1 اســت با:

مقدار1- را قرار می دهیم:
f ( ) ( )q( )

( )q( )
( )q( ) q( )

− = − − − +
= − − + →

− = − − → − =

1 1 2 1 26
5 3 1 26
21 3 1 1 7

5. بــا توجه به اینکه طول بازه برابر دورۀ تناوب 
است، پس: 

f (x) f (x k)= ± 4

f ( ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

= + × =
− −

= − + = − = = −

27 3 4 6 3
2 41 4 1 2
3

6. تا حد امکان تابع زیر را ساده می كنیم: 
f (x) Sinx.Cosx(Sin x Cos x)= −2 2

Sin x ( Cos x)

Sin x Cos x

Sin x

f (x) Sin x T
| b |

= × −

−
= ×

−
= ×

− π π π
⇒ = ⇒ = = =

1 2 2
2
1 2 2
2
1 1 4
2 2

1 2 24
4 4 2

7. همان طور كه می دانیم، در توابع سینوســی 
متوالی  min max و و كسینوســی فاصلة افقی 

T است. 
2

برابر 

2
T

4 8

←→ ←→←→←→←→←→←→←→←→

T T= ⇒ =4 8
2

T
| b | | b |

| b | b

π
= = =

π

⇒ = → = ±

2 2 8

1 1
4 4

b است.  −
=

1
4

با توجه به نمودار 

 . f ( ) =4  از طرف دیگر داریم: 

پس: 
f ( ) a Sin( )

a sin a

−
= ⇒ + π× =

− π = ⇒ =

14 4
4

 

 

.8

[ ]

Sin x Cos x

Sinx.Cosx Cos x
Cosx(Sinx Cosx)

Cosx x k x
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احسان يارمحمدی

ابونصر فارابى قطب الدين شيرازى

 تصوير ابونصر فارابى روى اسكناس 200 تنگه اى جمهورى قزاقستان

 تمبر منتشرشده در روسيه
     در سال 1975

 تمبر منتشرشده در جمهورى عربى 
مصر در سال 1975

 تمبر منتشرشده در تركيه 
     در سال 1950

 تمبر منتشرشده در ايران به مناسبت 
      هزارة معلم ثانى ابونصر فارابى

ابونصر فارابى رياضى دان، فيلســوف، كيهان شــناس، پژوهشــگر موسيقى و 
دانشــمند بى بديل ايران زمين بود كه به علت انجام پژوهش هاى ارزشمند دربارة 
آثار ارســطو و نوشتن شــرح هايى ارزنده بر آثار او، لقب «معلم دوم» (ثانى) را 
بعد از ارسطو كه مشهور به «معلم اول» بود، از آن خود كرد. «فصول الحكم» و 

«احصاءالعلوم» دو مورد از آثار او هستند.

تمبر منتشرشده در تركيه تمبر منتشرشده در جمهورى عربى تمبر منتشرشده در روسيه

تأليفات قطب الدين شيرازى:
 ترجمة فارسى «تحرير اصول اقليدس»
تحريــر اصول اقليــدس از نصيرالدين 
طوسی اســت و قطب الدين شيرازی آن 
را به فارسی برگردانده است. اين اثر تنها 
ترجمه نيست، بلکه افزوده ها و تغييراتی 
نســبت به اصل کتاب دارد. اين کتاب در 
سال 681 قمری به امير شاه بن تاج الدين 

معتزبن طاهر تقديم شده است.
***

 رسالئ فی حرکئ الدحرجئ و النسبئ 
بين المستوی و المنحنی

اين رساله دربارة حرکت غلتان و رابطة 
بين خط مستقيم و خميده به زبان عربی 
است. در اين رساله موضوع اينکه يک خط 
راســت واقعاً کوتاه تر از يک قوس است، 

مورد بررسی قرار گرفته است.
***

 نهايئ الادراک فی درايئ الافلاک
مهم ترين اثر قطب الدين در علم هيئت 
اســت. اين اثر به زبان عربی شامل چهار 
مقاله است و در ماه شعبان سال 680 به 
پايان رسيد. آن را به شمس الدين جوينی 

تقديم کرد.
***

 اختيارات مظفرى
موضوع اين کتاب علم هيئت و به زبان 
فارسی است که در آن قطب الدين شيرازی 
نظرات خود را در نجوم بيان کرده اســت. 
به نظر می رســد اين کتاب خلاصه ای از 
کتاب نهايئ الادراک فی درايئ الافلاک است. 
ســاختار چهار مقاله ای دارد و قطب الدين 
شيرازی آن را به مظفرالدين الغ ارسلان، 

تقديم کرده است.
***

 التحفئ الشاهيه
کتابی است در نجوم که آن را چهار سال 
درايئ الافلاک،  فــی  نهايئ الادراک  از  پس 
يعنــی ســال 684 تأليف کرده اســت و 
به کتــاب «تذکره النصيريــه»، به تأليف 
تام  نصيرالدين طوسی، بستگی  استادش 

دارد.
***

قطب الدين حدود سال 660 در مراغه به 
خدمت خواجه نصير طوسی، مشهورترين 
استادش رسيد و نبوغش وی را به سرعت 
به درجة پيشــروترين شــاگردان خواجه 
نصير رساند. او نجوم و فلسفة ابن سينا، به 
ويژه کتاب «اشارات و تنبيهات» ابن سينا 

را نزد خواجه نصير طوسی خواند.

اين دانشمند بزرگ در رصدخانة مراغه 
به فعاليت علمی مشغول بود و در نگارش 
«زيج ايلخانی» دســت داشــت. هرچند 
نامش در مقدمة آن نيامده، ولی به قراين 
در کتاب نهايــئ الادراک فی درايئ الافلاک 

مشخص است.
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محمودبن مسعودبن مصلح، معروف به «قطب الدين شيرازی» يکی از بزرگ ترين دانشمندان ايرانی 
و رياضی دان، منجم، طبيب و فيلسوف بود. وی در ماه صفر سال 634 در شيراز متولد شد و در ماه رمضان ۷۱۰ 

در تبريز فوت کرد.
قطب الدين محمود معلومات طبی را از پدر خود، ضياءالدين مسعود که طبيب بود و نيز از عموی خود کمال الدين ابوالخير 
کازرونی فرا گرفت. اولين آموخته هايش را در طب از پدرش دريافت کرد. وقتی که 14 ســال داشــت، پدرش درگذشت و او تا ۱۰ 

سال در «بيمارستان مظفری» شيراز عهده دار وظايف پزشکی و چشم پزشکی پدرش شد.
قطب الدين شــيرازی بسيار زيرک، تيزهوش و برخوردار از ظرافت طبع بود. مردی آزادمنش، شطرنج بازی ماهر و ساز «رباب» را 

نيکو می نواخت.

آلبوم رياضيات عنواني در مجلة برهان دورة دوم متوسطه است كه به ارائة تصاويرِ تمبرها، سكه ها، اسكناس ها، تنديس ها، 
سرديس ها، نقاشى ها و ... متناظر با رياضى دانان ايران و جهان مى پردازد. هدف ستون آلبوم رياضيات اين است كه دانش پژوهان 
و علاقه مندان با مشاهدة اين موارد، به احترام و اهميتى پى ببرند كه در سراسر جهان براى رياضى دانان و جايگاه آنان قائل اند.
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