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• دسترسی به آخرین مجلات منتشر شده

• مشاهده آرشیو هر مجله به صورت دسته بندی شده
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رياضی شــاد يا رياضی دلپذير شــامل مجموعه مباحثی است که با افزودن آن ها به مطالب رياضی، فضايی مفرح و 
دلنشــين برای يادگيری مطالب جدی رياضی فراهم شــده و در نتيجه آموزش آن بخصوص برای دانش آموزان آسان تر 
و لطيف تر خواهد شــد. بعضی از عناوين رياضی شاد عبارت اند از: معماهای زيبای رياضی و منطقی، لطيفه های آميخته 
با مفاهيم رياضی ، روايت ها و فکاهيات شــنيدنی از زندگی رياضی دانان و تاريخ رياضی، تردســتی ها و شعبده بازی های 
خيره کننده با پس زمينه رياضی، سودوکو ها و مربع های جادويی و بازی ها و سرگرمی هايی با زمينه رياضی، شگفتانه های 
عددی، پارادوکس ها و سفسطه های شيرين رياضی و حتی کاريکاريکاتورهايی با استفاده از مضامين رياضی. همة اين ها 
به مثابه دورچين ها و چاشــنی هايی لذيذ برای صرف راحت تر و دلنشين تر غذايی دلچسب به نام «رياضيات» هستند که 
متأسفانه در نظر بسياری، چندان دلنشين نيست، حال آن که از نظر بسياری ديگر که طعم دلنشين آن را چشيده اند، چنان 
است که کسی که يک بار مزة آن را احساس کند، ديگر نمی تواند از آن چشم پوشی کند! معلمان، دبيران و استادان رشتة 
رياضی بايد به نقش پر رنگ اين چاشنی ها در لذيذ کردن طعم رياضيات واقف شده و جابه جا از آن ها استفاده کنند و به 
اهميت سخن رياضی دان بزرگ انگليسی، جان ليتلوود پی ببرند که گفت: يک لطيفة خوب رياضی به مراتب بهتر از يک 

دوجين نوشته بی ارزش است!
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 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و در صورت امکان تایپ شود. شکل قرار گرفتن جدول ها، نمودارها و تصاویر، پیوست و در حاشیة مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، روان و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و در انتخاب واژه های علمی و فنی دقت شود. برای ترجمة مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، به همراه ترجمة یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال 
شود تا مورد بررسی هیئت تحریریه قرار گیرد و پس از تصویب مقاله و ترجمة ارائه شده، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده خواهد شد.  در غیر این صورت، مجله می تواند سفارش ترجمة مقاله را به مترجم دیگری 
بدهد. در متن های ارسالی تا حد امکان از معادل های فارسی واژه ها و اصطلاحات استفاده شود. پی نوشت ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شمارة صفحة مورد 

استفاده باشد. چکیده ای از اثر و مقالة ارسال شده در حداکثر 250 کلمه، همراه مطلب ارسال شود.
 در مقاله های تحقیقی یا توصیفی، واژه های کلیدی در انتهای چکیده، ذکر شود. هم چنین: مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله های رسیده مجاز است. مطالب مندرج در مجله، الزاماً مبین نظر دفتر 

انتشارات و فناوري آموزشی نیست و مسئولیت پاسخ گویی به پرسش های خوانندگان، با خود نویسنده یا  مترجم است. مقاله های دریافتی در صورت پذیرش یا رد، بازگشت داده نمی شود.
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در آســتانة ورود جهان به سومين سال تحصيلی از زمان 
شــروع دوران همه گيری كوویدـ19 هســتيم. در این دوران 
جوامعی از نظر آموزشی موفق تر بوده اند، كه معلمان توانمندتری 
در اختيار داشته اند. در واقع، یکی از اركان مهم و بلکه مهم ترین 
ركن هر نظام آموزشی، معلمان آن نظام هستند كه می توانند 
كيفيت یادگيری دانش آموزان را ارتقا بخشند. در كشور عزیز ما 
هفته ای برای بزرگداشت مقام معلم در اواسط بهار پيش بينی 
شده كه مصادف با سالروز شهادت استاد مرتضی مطهری است. 
به این بهانه، این هفته را به تمامی معلمان و اســاتيد بزرگوار 

تبریک عرض كرده و نکاتی در این مورد ذكر می شود. 
در كتاب ارزشمند »معلمان بزرگ ما«1، زندگی نامة مختصر 
حدود ۴۰ نفر از معلمان سرآمد و معاصر كشورمان آمده است. 
نکته جالب آن است كه سهم معلمان ریاضی در این فهرست، 
نسبتاً چشمگير اســت. صرف نظر از ساحت ها و وجوه تربيتی 
دبيران ریاضی كه در جای خود باید به آن پرداخته شود، حتی 
اگر فقط از منظر برنامه درسی و شيوه تدریس به موضوع بنگریم، 
دبير ریاضی نباید تنها »مجری برنامه درسی قصد شده« تلقی 
شود. بلکه لازم است آزادی عمل برای جرح و تعدیل برنامه را 
داشته و مهم تر اینکه، توانایی این كار را داشته باشد؛ چنان كه 
در سند تحول بنيادین آموزش وپرورش و چرخش های زیرنظام 
تربيت معلم و تأمين منابع انســانی نيز پيش بينی شده است. 
وقتی گفته می شود معلم باید »برای فردا« تربيت شود، به این 
معناست كه شأن و جایگاه او بسيار بالاتر و والاتر از آن است كه 
تنها، مجری تصميمات سياســت گذاران آموزشی باشد. دوران 
همه گيری اخير تأیيدی بر این سخن بود. معلمان ما نه چنين 
شــرایطی را تجربه كرده بودند و نه برای مواجهه با آن آموزش 
دیده بودند. آنان در دوران تحصيل خود نمی توانستند روزی را 
تصور كنند كه آموزش به كل به فضاهای مجازی محول شود. 

چه بســا آنان در آغاز ســال تحصيلی با دانش آموزانی روبه رو 
شده اند كه آن ها را اصلًا ندیده اند و در تمام طول سال تحصيلی 
هم این شانس برایشان ایجاد نشده كه چهره دانش آموزان خود 

را رودررو ببينند. 
به هــر حال در طول ســال تحصيلی جاری و گذشــته، 
معلمان عزیز مــا با فراز و فرودهای فراوان، عمدتاً با امکانات و 
تجهيزات شخصی، خانة خود را به كلاس درس تبدیل كردند 
و متعهدانه از عهدة آموزش آینده ســازان كشــور برآمدند كه 
البته آسيب شناســی این جریان هــم در جای خود باید انجام 
شود. شرایط جاری، یک ویژگی بنيادین را برای حرفه معلمی 
آشکار ساخت كه عبارت بود از داشتن توانایی تطابق با شرایط، 
انعطاف پذیری و ایجاد نوآوری های آموزشــی. آن ها باید بتواند 
با توجه بــه موقعيت، در لحظه تصميم گيری كنند، شــرایط 
یادگيرندگان را درک نموده و برای هر شرایطی آماده باشند؛ از 

جمله برای »دوران پس از كرونا«. 
اختلال ناشــی از همه گيری جاری، تنها اختلال آموزشی 
نيست؛ بلکه اختلالات عاطفی را نيز شامل می شود. اگر بپذیریم 
كه در این پاندمی دانش آموزان دچار مشکلات روانی و اختلالات 
رفتاری مانند نگرانی و افسردگی شده اند، باز هم نهادی كه در 
صف مقدم برای كاهش و رفع این مشکلات قرار دارد، مدرسه 
و به ویژه، معلم خواهد بود. به عنوان یک مثال آموزشی، سخن 
آقای جایمی ســاودرا، مدیر آمــوزش بانک جهانی در اجلاس 
مجازی وزرای آموزش كشورهای عضو یونسکو )نهم فروردین 
1۴۰۰( هشداردهنده است: »باید بدانيم 53 درصد كودكان زیر 
1۰ سال ما در جهان قادر به خواندن یک متن و فهم آن نبوده اند 
كه ما پيش از این نيــز آن را »فقر یادگيری« ناميده ایم و این 
درصد در حال افزایش است؛ این همه گيری، بحران در بحران 
اســت«. از طرفی می توان گفت بر اســاس نتایج TIMSS در 



پینوشتها
۱. ربّانی، جعفر. )۱۳۹8(. معلمان بزرگ ما. انتشارات اطلاعات.

2 Wyse, D., Hayward, L., & Pandya, J. (Eds.). (2016). The SAGE 
handbook of curriculum, pedagogy and assessment. Sage. 

توجه به معلمان و اولویت دادن به 
واكسیناسیون آن ها باید مد نظر 

متولیان بهداشت جامعه باشد
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سال 2۰19، كه پيش از دوران همه گيری و در شرایط آموزش 
حضوری انجام شده است، در حدود 61 درصد از دانش آموزان 
پایه چهارم كشور ما به اســتاندارد مقدماتی یادگيری ریاضی 
دســت پيدا نمی كنند و حتی 32 درصــد از دانش آموزان پایه 
چهارم به كمترین اســتانداردهای یادگيری ریاضی نيز دست 
پيدا نمی كردند و این نسبت در ميان دانش آموزان پایه هشتم 
نيز به ترتيب، 63 و 32 درصد است و صرف نظر از وجود نتایج 
تقریباً مشــابه در درس علوم تيمز و خواندن پرلز، شواهد اوليه 
حاكی از عميق تر شدن این شکاف در دوران همه گيری است. 
بــرای گذر از چنين بحران هایی، باید توجه كنيم كه كليد 
بهبود آموزش در دســت معلمان است؛ تا جایی كه معلمان را 
»باارزش ترین و مهم ترین منبع بــرای بهبود كارایی و عدالت 
آموزشی« دانسته اند. پس از رفع بحران بهداشتی فعلی، زمانی 
كه درصدد ارائه آموزش های جبرانی باشيم، باز هم تکيه اصلی 
بر معلمان خواهد بود. بنابراین توانمندســازی معلمان نکته ای 
نيست كه غفلت از آن بخشودنی باشد. بی توجهی به این موضوع 
به نسل ها صدمه خواهد زد و حتی ممکن است فاجعه نسلی به 
بار آورد. بنابراین اگر تداوم یادگيری برای كشوری مهم باشد، 
توجــه به معلمان و اولویت دادن به واكسيناســيون آن ها باید 
مدنظر متوليان بهداشــت جامعه بوده و نظام آموزشی كشور 
بایــد معلمان را برای مواجهه با دوران پس از كرونا آماده كرده 
و مورد حمایت قرار دهد: حمایت های صنفی و معيشتی مانند 
نظام پرداخت مناسب و جبران خدمات در كنار پشتيبانی های 

حرفه ای و آموزشی.
از ســویی قابل ذكر اســت كه برخی نظام های آموزشــی 
پيشــرفته، پيش تر برای برقراری عدالت آموزشی و »آموزش 
باكيفيت برای همه« از طریق ارتقای شایستگی های چندبعدی 
و تركيبی معلمان، تلاش های فراوانی كرده و به جایی رســيده 
بودند كه كمتر از 1۰ درصد واریانس كيفيت یادگيری توسط 
تفاوت در كيفيت معلم و مدرســه قابل تبيين بود. گرچه این 
نظام های آموزشــی تلاش كرده اند فراتــر از دانش، كاركرد و 
عمل حرفه ای و مشــاركت معلمان، ارتباط وثيق بين كيفيت 
و شایستگی ها را از طریق توجه به هویت معلمی در سه حوزه 
تجربيات شخصی، بافت تدریس و زمينه های سياسی و فرهنگی 
پوشش دهند، لکن پيش از دوران همه گيری كوویدـ19، درحال 
عبور از این دوران و ورود به عصر پسااستانداردســازی بوده اند. 
آن ها اهميت مســائل دیگری از قبيــل جوامع خرد یادگيری 

حرفه ای معلمی را به خوبی نهادینه كرده بودند.2
اگر بپذیریم كه حرفه معلمی نيازمند یادگيری مادام العمر 
و تأمــل مداوم بر عمل و یادگيری خود اســت، نمی توان تنها 
به آموزش پيش از خدمت برای این حرفه بســنده كرد و لازم 
اســت معلم همواره مورد حمایت باشــد. با این وجود، شواهد 
نشان می دهد در بيشتر مواقع، معلمان با استفاده از مطالعات 
شخصی، آزمون و خطا و بعضاً از طریق اشتباهات خود، معلمی 
را یاد می گيرند و كمتر با یکدیگر تعامل دارند. در شرایط فعلی 
مایه حسرت اســت كه تجربيات متنوع دبيران در سينه آن ها 
باقی بماند و با دیگران در ميان گذاشــته نشود. در این زمينه 
در شــماره قبل از معلمان و آموزش گران ریاضی خواستيم كه 
تجربيات خود را در این زمينه مســتند نمــوده و برای مجله 
ارســال كنند، تا با اشــتراک گذاری این تجربيات از آزمون و 

خطا های بعدی كاسته شود. 
به عــلاوه، جای افســوس خواهــد بود اگر دبيران ســرآمد 
ریاضی به جامعه آموزشــی كشور معرفی نشوند. مراجعی مانند 
»دبيرخانــه راهبردی ریاضی« یا هر بخــش مرتبط دیگری در 
 نظام آموزشــی كشــور، می توانند متولی این كار باشــند تا با 
ساز و كار مناســبی، هر استان حداقل سه نفر از دبيران ریاضی 
مبــرز خود را فارغ از تجربه و پيش كســوتی، با معيارهایی ناظر 
به كارآمــدی آن هــا در دوران همه گيــری كووید-19معرفی 
كــرده و تجربيات آنــان را در اختيار دیگران قــرار دهند. بهتر 
اســت پيشــنهاد اخير با آسيب شناســی طرح هــای قبلی، از 
روزمر گــی و تبدیل شــدن به كاری ظاهــری و نمادین فاصله 
بگيــرد. اميدواریــم در ســال تحصيلی پيــش رو، كلاس های 
 حضوری و بدون مخاطره برای دانش آموزان عزیز تشــکيل شود. 
به هر حــال این دوران، درس مهمی نيز بــرای جامعه در خود 
داشت، كه بدانيم مدرسه و معلم جایگزینی ندارند و در واقع هيچ 

صفحه نمایشی نمی تواند جایگزین معلم و یا دانش آموز شود. 
آموزگار، گرچه خداوندگار نيست

بعد از خدای، برتر از آموزگار نيست 



سعید انواری
دانشيار دانشگاه علامه طباطبائی و مؤلف كتاب منطق پایة دهم

اشاره
دانش آموزان در كتاب های »ریاضی و  آمار )2(« رشــتة علوم انسانی و »آمار و احتمال« رشتة ریاضی و فيزیک پایة 
یازدهم با منطق ریاضی آشنا می شوند كه به »منطق جدید« شهرت دارد. از طرف دیگر، دانش آموزان رشتة علوم انسانی 

در درس منطق پایة دهم، منطق ارسطویی را می آموزند كه »منطق قدیم« ناميده می شود.
دو منطق قدیم و جدید با وجود مشــابهت های بسياری كه دارند، دارای اختلافاتی نيز هستند. این موارد تحت عنوان 
»منطق تطبيقی« مورد بررسی قرار می گيرند. از آنجا كه اطلاع دبيران منطق و ریاضی از نحوة ارتباط ميان این درس ها، به 
تدریس هر یک از موارد )خصوصاً برای دانش آموزان علوم انسانی( كمک می كند، در این مقاله بخش های مشترک این دو درس 
مقایسه می شوند و به نکاتی اشاره می كنيم كه توجه به آن ها باعث فهم بهتر نحوة ارتباط ميان منطق قدیم و جدید می شود.

كلیدواژه ها: منطق، منطق ریاضی،  منطق جدید، منطق قدیم، منطق تطبيقی، مغالطات

مقدمه
فصل اول كتاب »ریاضی و آمار )2(« علوم انسانی با عنوان 
»آشنایی با منطق و استدلال ریاضی« و درس اول كتاب »آمار و 
احتمال« رشتة ریاضی و فيزیک پایة یازدهم با عنوان »آشنایی با 
منطق ریاضی«، به بخشی از مباحث منطق ریاضی پرداخته اند. 
منطق ریاضی در رشــتة فلســفه به منطق جدید شهرت دارد. 
منطق جدید كوشيده است، قواعد منطق سنتی )منطق قدیم( 
را در قالب فرمول ها و قواعــد ریاضی ارائه كند تا از این طریق 
دقت استدلال ها افزایش یابد و از كج تابی های زبانی و اشتباهات 
و مغالطات ناشــی از زبان طبيعی جلوگيری شــود. از این پس 
در ایــن مقاله از مباحث كتاب منطق پایة دهم علوم انســانی، 
بــا عنوان »منطق قدیم« و از مباحــث منطق ریاضی با عنوان 

»منطق جدید« یاد می شود.

نگاهی مختصر به

ارتباط میان منطق ریاضی و منطق ارسطویی در کتاب های درسی دبیرستان
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»گزاره« در منطق جدید )منطق ریاضی(، معادل »قضيه« 
در منطق قدیم اســت. به منطق قضایای شرطی و قياس ناشی 
از آن ها )قياس استثنایی( »منطق گزاره ها« و به منطق قضایای 
حملی و قياس ناشی از آن ها )قياس اقترانی( »منطق محمولات« 
گفته می شود. در منطق جدید از پنج علامت زیر برای نوشتن 

عبارت ها به زبان منطق ریاضی استفاده می شود:

می شود. اما باید توجه داشت كه تركيب فصلی در منطق جدید، 
تنها معادل قضية شــرطی انفصالی مانعئ الرفع ) مانعئالخلو( در 

منطق قدیم است.
P∨Q شرطی مانعئ الرفع

2. منفصلة مانعئالجمع:برای نوشــتن قضایای شرطی 
انفصالــی مانعئ الجمع به زبان منطق جدیــد، می توان قضایای 
مانعئ الجمع را به مانعئ الرفع تبدیل و با نماد »∨« فرمول بندی 
كــرد. در كتاب های منطق قدیــم، روش تبدیل قضية منفصل 
مانعئ الجمع و مانعئ الرفع به یکدیگر به صورت زیر بيان شــده 

است:2
غيرالف یا غير ب )مانعئ الرفع(  ≡ الف یا ب )مانعئ الجمع(

به عبارت دیگر، اگر »الف یا ب« مانعئ الجمع باشــد، »غير 
الف یا غيــر ب« مانعئ الرفع خواهد بــود. بدین ترتيب قضایای 
مانعئ الجمــع را می توان به قضایای مانعئ الرفع تبدیل و آن ها را 
نمادگذاری كرد. لذا در منطق جدید اگر P و Q اجزای یک قضية 
 »∼P∨∼Q« مانعئ الجمع باشند، این قضيه معادل قضية مانعئ الرفع
است. بر این اساس، در منطق جدید نيازی به نمادگذاری ویژه 
برای شــرطی منفصل مانعئ الجمع وجود نــدارد. این مطلب را 
براساس قواعد منطق جدید نيز به صورت زیر می توان بيان كرد:

شرطی مانعئ الجمع به این معناست كه اجزای این شرطی 
∼ )P∧Q( هم زمان صادق نخواهند بود. لذا می توان آن را به صورت 

نوشــت. حال براســاس »قوانين دمورگان«، این گزاره معادل 
»P∨∼Q∽« خواهد بود كه همان نتيجة ذكرشده در منطق قدیم 

را در پی دارد.

3. منفصلة حقیقی: از آنجا كه شــرطی منفصل حقيقی 
معادل دو قضية مانعئ الرفع و  مانعئ الجمع است، در منطق جدید 
نيــازی به نمادگذاری ویژه برای آن وجود ندارد و می توان آن را 
با تركيب عطفی دو قضية مانعئ الجمع و  مانعئ الرفع نمادگذاری 

كرد:
)منفصل  مانعئ الجمع+ منفصل مانعئ الرفع= منفصل حقيقی(

(P∨Q) ∧∼ (P∧Q)=(P∨Q)∧(∼P∨∼Q)

قانون دمورگان
قانون دمورگان در منطق جدید بيان می كند كه:

∼ (P∨Q) ≡ ∼P∧∼Q
محتوای این قاعده در منطق قدیم در بحث نقيض قضایای 
شرطی منفصل مورد اســتفاده قرار گرفته، گرچه برای آن نام 
خاصی وضع نشده است.3 بر این اساس، نقيض شرطی منفصل 
 مانعئالرفــع »الف یا ب« به صورت »غيرالــف و غيرب« خواهد 
بود. چنان كه ذكر شــد، سایر شرطی های منفصل ) مانعئالجمع 

مثالنامعلامتردیف
نحوة بيان در منطق 

قدیم

غير الفp∽نقيض∽1

الف و بP∧Qعاطف∧2

الف یا بP∨Qفاصل∨3

اگر الف آنگاه بP⇒Qشرطی⇒۴

5⇔
دو 

P⇔Qشرطی1
اگر و تنهــا اگر الف 

آنگاه ب

6≡
هــم 
الف معادل ب استP≡Qارزی

همچنين در منطق جدید »صدق« )درســت( را با »د« یا 
»T« و »كذب« )نادرست( را با »ن« یا »F« نشان می دهند.

تركیب عطفی
رابطة عطفی در منطــق ریاضی )منطق جدید( كه با نماد 
»∧« نشــان داده می شود، یک گزارة مركب را می سازد، مانند: 
»P∧Q« كه یک گزارة مركب است و صدق و كذب آن به صدق 
و كذب گزاره های اتمی تشکيل دهندة آن )یعنی P و Q( وابسته 

است.
امــا در منطق قدیم، در صورت وجود رابطة عطفی، معمولاً 
آن را به دو قضية بســيط تبدیل می كنند. مانند »دانش آموزان 
پســر آمدند و دانش آموزان دختر آمدند« كه دو قضية مستقل 
از یکدیگر به شمار می آیند. لذا در منطق قدیم، به ادات عطف و 

قضية مركب عطفی كمتر توجه شده است.

تركیب فصلی
در منطق قدیم، سه نوع قضية شرطی منفصل وجود دارد كه 
عبارت اند از: منفصلة مانعئ الرفع؛ منفصلة مانعئ الجمع و منفصلة 
حقيقی. اما در منطق جدید تنها یک نماد برای تركيب فصلی در 
نظر گرفته شده است. لذا لازم است تا رابطة ميان منطق قدیم و 

جدید در این مبحث مشخص شود.

1. منفصلــة مانعئالرفع: تركيب فصلی در منطق جدید 
معادل »یا« در زبان طبيعی است كه با علامت »∨« نمادگذاری 
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و حقيقيه( را نخســت به مانعئ الرفع تبدیل می كنيم و سپس از 
طریق این قانون، نقيض آن ها را مشخص می سازیم.

تركیب شرطی
قضية شــرطی متصل )اگر الف آن گاه ب( در منطق قدیم، 
به صورت »P⇒Q« نمادگذاری می شــود كه جدول ارزش آن 

براساس ارزش هر یک از مقدم و تالی به صورت زیر است:

تركیب دو شرطی
تركيب دو شرطی، از تركيب عطفی دو گزارة شرطی به دست 
می آید. لذا همان طور كه گفته شد، از آنجا كه در منطق قدیم، 
تركيب عطفی به صورت مســتقل مورد توجه نبوده، تركيب دو 

شرطی نيز مورد توجه قرار نگرفته است.
)اگر ب آن گاه الف( و )اگر الف آن گاه ب(= الف دو شرطی ب

 P⇔Q≡(P⇒Q)∧(Q⇒P)

P⇔QQP

ددد

دنن
ندن
نند

P⇒QQP

ددد

دنن
ندد
نند

چنان كه از جدول ارزش شرطی متصل به دست می آید، در 
صورتی كه مقدم شــرطی كاذب )نادرست( باشد، گزارة شرطی 
در منطق جدید، حتماً صادق )درســت( خواهد بود. در كتاب 
»ریاضی و آمار )2(« این مطلب به صورت زیر بيان شــده است: 
»وقتی كه ارزش مقدم گزارة شــرطی یعنی P، نادرست باشد، 
همواره »P⇒Q« دارای ارزش درست است و درست یا نادرست 
بــودن Q تأثيری در ارزش گــزارة »P⇒Q« ندارد. بنابراین در 
هر یک از دو حالت مذكور، گزارة شرطی به انتفای مقدم دارای 

ارزش درست است.«
ایــن امر نشــان می دهد كــه می توان در منطــق جدید، 
گزاره هایی بيان كرد كه ميان مقدم و تالی آن ها ارتباطی وجود 
نداشــته باشد، اما به دليل كاذب بودن مقدم، كل گزارة شرطی 
صادق باشد! این مطلب را به عنوان یکی از اشکالات منطق جدید 
مطرح كرده اند و برای رفع آن پيشــنهاداتی ارائه شده است كه 
یکی از آن ها توجه به منطق مکملی به نام »منطق ربط« است. 
از آنجا كه پرداختن به این بحث دامنه دار است، در اینجا از بيان 

آن صرف نظر می كنيم.

عکس نقیض قضیة شرطی متصل
در منطق قدیم، در صورتی كه مقدم و تالی قضية شــرطی 
متصــل را نقيض و جای آن هــا را با هم عوض كنيم، به عکس 

نقيض قضية نخست می رسيم كه معادل قضية نخست است:
اگر الف آن گاه ب= اگر غير ب آن گاه غيرالف

این مطلب به دليل حجم زیاد كتاب درسی، در كتاب منطق 
پایة دهم دبيرستان ذكر نشده است، اما فرمول بندی ریاضی آن 
در كتاب »ریاضی و آمار )2(« علوم انســانی به صورت زیر بيان 

شده است:
P⇒Q ≡∼Q⇒∼P )قاعدة عکس نقيض(

همانگونه كه در جدول ارزش تركيب دوشــرطی مشاهده 
می شــود، با وضع هر یک از طرفين دو شــرطی می توان طرف 
دیگر را به دســت آورد و با رفع هر یک از طرفين، به رفع طرف 

دیگر دست یافت.

قاعدة استلزام
محتوای این قاعده كه در منطق ریاضی »قاعدة اســتلزام« 
ناميده می شود، در كتاب »ریاضی و آمار )2(« ذكر شده، اما به 
نام آن اشاره نشده است. این قاعده در منطق جدید بيان می كند 

P⇒Q ≡∼P∨Q :كه
در منطق قدیم و در بحث تبدیل قضية شــرطی متصل به 
شــرطی منفصل و برعکس، از محتوای این قاعده استفاده شده 
اســت،  اما آن را نام گذاری نکرده اند.۴ این قاعده بيان می كند كه 
قضية منفصل  مانعئ الرفعی كه از نقيض مقدم و عين تالی یک قضية 
شرطی متصل پدید آمده باشد، با آن قضية شرطی متصل معادل 
است. از این نکته در كتاب درسی منطق قدیم پایة دهم استفاده 

شده است. در مثال ابتدای درس نهم آن كتاب آمده است: 
اگر باران نبارد، آن گاه خشک سالی می شود.

یا باران می بارد یا خشک سالی می شود.
ملاحظه می شــود كه این دو قضيه از طریق قاعدة استلزام 
معادل یکدیگر هســتند. البته در سطح كتاب دبيرستان به این 

مطلب اشاره نشده است.

قیاس استثنایی
در كتــاب »ریاضی و آمار )2(« علوم انســانی پایة یازدهم، 

قاعدة وضع مقدم به زبان منطق جدید بيان شده است:
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ــــــــــــــــــــــــــ

اگر الف آن گاه ب
الف

∴ ب
P Q
P

Q

⇒

∴
     

بر این اســاس قاعدة رفع تالی در منطق قدیم نيز به صورت 
زیر در منطق جدید نمادگذاری می شود:

ــــــــــــــــــــــــــ

اگر الف، آن گاه ب
غير ب

∴ غيرالف
P Q

Q
P

⇒

∴




چنان كــه می دانيم، دو حالت باقی مانده، یعنی وضع تالی و 
رفع مقدم، مغالطه به شمار می آیند.

همچنين قياس اســتثنایی منفصــل مانعئ الرفع در كتاب 
درسی،  به زبان ریاضی به صورت زیر نوشته می شود كه آن را در 

منطق جدید، »قاعدة قياس انفصالی« می نامند:

P∨Q
     ∼P
ـــــــــــــــ
∴Q

سورها و نقیض  آن ها
بحث سورهای ریاضی در كتاب »ریاضی و آمار )2(« رشتة 
انسانی مطرح نشده است و تنها در كتاب »آمار و احتمال« رشتة 
ریاضی و فيزیک آمده است. با وجود این، مقایسة كوتاهی ميان 
ایــن مبحث و منطق قدیم )كه در كتاب منطق علوم انســانی 

مطرح شده است( خالی از فایده نيست.
در منطــق ریاضی، عبارت »به  ازای هر« یا »به ازای جميع 
مقادیر« را با نماد »∀« نشان می دهند و سور عمومی می نامند. 
در مقابــل، عبارت »به ازای بعضی مقادیر« یا »وجود دارد« را با 
نماد »∃« نشــان می دهند و سور وجودی می نامند. همچنين 
در روابط ریاضی، ســور عمومی و سور وجودی نقيض یکدیگر 

به شمار می آیند: ∃≡∀∽ و ∃∽≡∀.
در منطق قدیم نيز از سور كلی »هر« )برای قضایای موجبه( 
و »هيچ« )برای قضایای سالبه( و سور جزئی »بعضی« استفاده 
می شــود و در حالت تناقض، سورهای كلی و جزئی به یکدیگر 

تبدیل می شوند.

قضایای حملی
ساختار قضایای حملی محصورة چهارگانه به زبان نمادین 
منطــق جدید در جدول زیر ذكر شــده اســت. در صورتی كه 

مثالنامعلامتردیف

'Aمتمم مجموعه'1
A∩Bاشتراک∩2
A∪Bاجتماع∪3
A⊃Bزیرمجموعه⊂۴
∅مجموعة تهی∅5

منطق قدیم
منطق جدید

دامنة مقيددامنة غيرمقيد5

x; (Ax⇒Bx)∀x; (Bx)∀هر الف ب است
x; (Ax⇒∼Bx)∀x; (∼Bx)∀هيچ الف ب نيست
x; (Ax∧Bx)∃x; (Bx)∃بعضی الف ب است
x; (Ax∧∼Bx)∃x; (∼Bx)∃بعضی الف ب نيست

موضوع قضيه مشخص باشد )یعنی فرض كنيم كه Ax مشخص 
باشــد( كه آن را »دامنة مقيد« می نامند، می توان فرمول بندی 
منطق جدید برای قضایای محصوره را به صورت ســتون سمت 
چپ )دامنة مقيد( تلخيص كرد. در سطح دبيرستان و در كتاب 
»آمار و احتمال« رشتة ریاضی و فيزیک، از دامنة مقيد استفاده 

شده است.

برای مثال رابطة تناقض ميان سالبة كليه و موجبة جزئيه 
به صورت زیر نمایش داده می شود:

∼∃x;(Bx)  ≡ ∀x;(∼Bx)

نظریة مجموعه ها

الف( نسبت های چهارگانه: به كمک نظریة مجموعه ها، 
می توان نسبت های ميان مصادیق دو مفهوم كلی در منطق قدیم 

A
B

AB

A
B

AB C

7 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 3 / بهار 1400



را به صورت زیر نشان داد:

رابطة »تساوی« در منطق قدیم: 
(A B) (A B) A B∩ ∧ ∪ = =

رابطة تساوی را به صورت این رابطه نيز می توان نوشت:
 (A B) (B A)⊂ ∧ ⊂

A B∩ = φ رابطة »تباین« در منطق قدیم: 
رابطة »عموم و خصوص مطلق« )A>B( در منطق قدیم:

و  عمــوم  رابطــة   [ ] [ ](A B) B (A B) A∩ = ∧ ∪ =

خصــوص مطلــق )A>B( در حقيقت رابطة یــک مجموعه با 
(B⊃A) :زیرمجموعة غيرتهی كوچک تر از خودش است

A∩B=C :رابطة »عموم و خصوص من وجه« در منطق قدیم

رابطة ميان دو مفهوم كلی و یا نقيض یکی از آن ها در منطق 
قدیــم را می توان به كمک هاشــور زدن نمودارهای ونِ و اویلر 
به راحتی مشــخص كرد. مثلًا، رابطة ميان انسان و غيرحيوان 

براساس شکل بالا تباین است.
ب( قضایای محصوره: براساس نظریة مجموعه ها می توان 

ج( قیاس اقترانی: از نظریة مجموعه ها برای بررســی 
نتيجــة قياس اقترانی نيز اســتفاده می شــود. از آنجا كه در 
مبحث نظریة مجموعه ها در كتاب ریاضی دبيرســتان اشاره 
مختصری به نمودارها شده است، در اینجا تنها به یک مثال از 

نمایش نموداری قياس اقترانی اكتفا می شود:7

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1. هر حيوانی جان دار است
2. بعضی حيوان ها آبزی هستند.

∴ برخی جان داران آبزی هستند.

قضایای محصوره در منطق قدیــم را نمایش داد.6 لازم به ذكر 
است كه در كتاب های منطق ریاضی،  اشتراک دو مجموعه را با 
هاشور نمایش می دهند، ولی در كتاب های منطق جدید، معمولاً 
قسمت غيرمشترک، هاشــور زده می شود. همچنين یک عضو 

فرضی با علامت ضربدر مشخص می شود.

حیوان

انسان

ب

+ + +

++ +

هیچ الف ب نیستهر الف ب است

برخی الف ب نیست برخی الف ب است

الف

الف

الف

الف
ب

ب

ب

+

جان دارآبزی

حیوان

پی نوشت ها
1. در برخی از كتاب های منطق جدید، علامت دو شرطی و هم ارزی 

یکسان است.
2. خواجه نصير می نویسد: »چه عکس نقيض آنچه مانع جمع باشد، 
مانع خلو بود و عکس نقيض آنچه مانع خلو باشــد، مانع جمع بود.« 

]طوسی، 1375: 137[.
می كنــد: بيــان  كــه  دمــورگان  قانــون  دیگــر  حالــت   .3 

  P∨∼Q∽≡(P∧Q) ∽ نيز در منطق قدیم در بحث موجهات مركبه 
مورد استفاده قرار گرفته است، اما به عنوان قانونی مستقل شناسایی 

و نام گذاری نشده است. ]فلاحی، 1395: 38[.
۴. در كتــاب منطق  مظفر آمده اســت: »منفصلــة  مانعئ الخلو: این 
منفصله فقط مستلزم دو متصلة اخير است كه مقدم هر یک از آن ها 
نقيض یکی از دو طرف و تالی آن عين طرف دیگر است« )ص 276(.
5. نگارش قضایای محصوره به صورت ذكر شده در دامنة غيرمقيد، 
بحث عدم »پيش فرض وجودی« در قضایای كليه را در منطق جدید 
مطرح می كند كه به دليل عدم ذكر دامنة غيرمقيد در كتاب درسی 

و طولانی بودن این بحث، در این مقاله به آن پرداخته نشده است.
6. برای مطالعة بيشتر، نک نبوی، 1389: 1۰۴- 1۰۰.

7. برای مطالعة بيشتر، نک حيدری، 1389: 289ـ 276.

منابع
1. آمار و احتمال، )1398(، كتاب درســی دبيرستان، پایة یازدهم، 

رشتة ریاضی و فيزیک.
2. تيدمن، پل و هاوارد كهين )1383(. منطق محمول ها )درآمدی 
نو به منطق نمادین(. ترجمة رضا اكبری. انتشــارات دانشــگاه امام 
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3. حيدری، داود )1389(. منطق استدلال )منطق حملی(. دانشگاه 
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اشاره
در این نوشتار دربارة »قضية لژاندر« در خصوص تجزیة عددهای فاكتوریلی صحبت می كنيم. با وجود بزرگ بودن 
فاكتوریل ها، روش منسوب به لژُاندر روشی كارآمد و سریع برای به دست آوردن نمای عوامل اول در تجزیة آن ها ارائه 
می كند. این روش با تلفيق ملاحظاتی كه اشاره خواهد شد، به مراتب بسيار سریع تر قابل اجراست. ضمن آنکه همين 

ملاحظات كمک خواهند كرد كه نگاهی عميق تر به توزیع نمای عددهای اول در تجزیة فاكتوریل ها داشته باشيم.

مقدمه
یکی از مواردی كه در عمل تجزیه به عوامل اول را می توان 
 n∈N اجرا كرد، تجزیة فاكتوریل هاســت. طبق معمول، برای

می نویسيم:
n!=1*2*...*n,

و قــرار می دهيم: 1=!۰. به این ترتيــب، اگر p عددی اول 
p | n!/ باشــد و p≤n، آن گاه: !p|n. همچنين، اگر: p>n آن گاه: 

. لذا وقتــی !n را به عوامل اول تجزیه می كنيم، تمام عددهای 
اول نابيشــتر از n و فقط همين عددها در تجزیه ظاهر خواهند 
شد. قضيه ای منسوب به ریاضی دان فرانسوی، آدرین ـ ماری 
لژاندر، توان دقيق این عوامل اول را با حجم پایينی از محاسبات 

تعيين می كند. برای اثبات قضيه به لم زیر نياز داریم:
لم 1. تعداد مضارب: فرض كنيد a,b∈N. تعداد مضارب 

a است. 
b
 
  

مثبت b كه نابيشتر از a هستند، برابر 
اثبات: فرض كنيد تعداد مضارب مذكور q باشــد. در این 

صورت داریم:
1b,2b,3b,...,qb≤a ,(q+1)b>a.

. این نتيجه  aq q
b

≤ < لذا: qb≤a<)q+1(b و در نتيجه: 1+

a و اثبات كامل است. q
b
  =  

می دهد: 

قضیة 2. قضیة لژاندر: اگر υp(n!) نشــانگر بزرگ ترین 
توان عدد اول p در تجزیة !n به عوامل اول باشد، آن گاه داریم:

p
n(n!)

p

∞

α
α=

 
υ =  

 
∑

1

 n برابر حاصل جمع تعداد مضارب نابيشتر از υp(n!) :اثبات
عددهای ... ,p1,p2,p3 است كه با استفاده از لم مضارب )لم بالا( 

برابر جمع داده شده در صورت قضيه است.
مثال 3. برای درک محتوای اثبات بالا، بهتر است مثالی 
عددی را بررســی كنيم. فرض كنيــد می خواهيم υ2(2۰!) را 

به دست آوریم. داریم:
!= × × × × × × × × × ×

× × × × × × × × ×
20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19 20
ــــــ

ــ

زیر مضــارب 21 یک خط، زیر مضــارب 22 دو خط، زیر 
مضارب 23 ســه خط و زیر مضارب 2۴ چهار خط كشيده ایم. 
این هــا تمام مضارب موجــود و ممکن از همــة توان های 2 
هستند، و جمعشان برابر است با: 18=1+2+5+1۰. لذا داریم: 
υ2(2۰!)=18، و با ادامة روند برای سایر عوامل نتيجه می شود:

! ( )( )( )( )( )( )( )( )=
=

18 8 4 2 1 1 1 120 2 3 5 7 11 13 17 19
2432902008176640000

مهدی حسنی
دانشيار گروه ریاضی دانشگاه زنجان
mehdi.hassani@znu.ac.ir
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از قضية لژاندر می توان نتایج خوبی در خصوص توان های 
عددهای اول در تجزیة فاكتوریل ها گرفت. برای استنتاج این 

نتایج لازم  است قدری دربارة تابع جزء صحيح صحبت شود.

ملاحظاتی دربارة تابع جزء صحیح و قضیة 
لژُاندر

یکی از مفاهيم مفيدی كــه عددهای حقيقی و عددهای 
صحيح را به هم مربوط می كند، تابع جزء صحيح است. از این 
تابع در لم مضارب و قضية لژاندر استفاده كردیم. حال تعریف 

و برخی خواص آن را مرور می كنيم.
تعریف 4: جزء صحيح عدد x∈R را با نماد ]x[ نشــان 

می دهيم و به صورت زیر تعریف می كنيم:
[ ] { }x max k Z : k x= ∈ ≤

[ ]aa
n n

   =      
 .2

اثبات:
1. می نویسيم:

[ ] [ ] { } [ ] { }
[ ] [ ] { } { }

a b a a b b
a b a b .
 + = + + + 

= + + +  

، { } { }a b+ ≥   0 ، لــذا:  { } { }a b≤ + <0 2  اما چــون: 
و حکم به دســت می آید. درواقع، این اثبــات نتيجه می دهد: 
. [ ] [ ]a a≤ − ≤0 2 2 ، به خصوص:1 [ ] [ ] [ ]a b a b≤ + − − ≤0 1

2. روش اول: فرض كنيد k عددی صحيح، دلخواه و ثابت 

kn نتيجه می شود: a (k )n≤ < +1 باشــد. با اختيار كردن: 
. چون  [ ]a

k
n

 
= 

 
a و k

n
  =  

، و لــذا:  [ ]kn a (k )n≤ < +1

k دلخواه است، حکم برای تمام مقادیر a نيز برقرار است.
روش دوم: می نویسيم:

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

a a aa n n
n n n

a aa n n n n
n n

a a n
n n n
a a n
n n n

a n
n n

   = + θ⇒ = + θ      
    ⇒ = + θ = + θ        
 ⇒ = + θ  

    ⇒ = + θ       
   = + θ      

1

1

1

حال توجه می كنيم كه:
[ ]

[ ] [ ]

n n n n

n n ,
n n

≤ θ < ⇒ ≤ θ < ⇒ ≤ θ <
 ⇒ ≤ θ < ⇒ θ =  

0 1 0 0
1 10 1 0

و حکم به دست می آید.
با استفاده از خواص فوق برای تابع جزء صحيح می توانيم 
به مشــاهداتی دربارة محتوای قضية لژُاندر دســت یابيم كه 
اســتفادة عملی از این قضيه را به مراتب سریع تر می كند. این 

مشاهدات را در نتيجه زیر گردآوری می كنيم:
همچنين قرار دهيد P نشانگر مجموعه اعداد اول باشد.

.n≥2 :نتیجة 6. فرض كنيد
1. در تجزیة استاندارد !n به عوامل اول، توان ها سير نزولی 

دارند.
. p

n(n!)
p
 

υ =  
 

n داریم:  p n< ≤ 2. برای p∈P و 

[x] x0
1



 



فرض كنيد محــور عددهای حقيقــی را اندكی به صورت 
صعودی مایل كرده ایم، به طوری كه به شکل یک سطح شيب دار 
درآمده است )شکل 1(. همچنين در موضع مربوط به عددهای 
صحيح چاله هایی كنده ایم. اگر در موضع x∈R گویی قرار دهيم، 
این گوی روی ســطح حركت می كند و در اولين چالة واقع در 
سمت چپش می افتد. همين چاله موضع ]x[ است. اگر گوی از 
همان ابتدا در چاله ای قرار داشــته باشد )x∈Z(، آن گاه حركتی 
 .x = ]x[  :انجام نمی شــود و گوی در همان چاله می ماند؛ یعنی
به همين ترتيب از تعریف فوق و تعبير شــهودی آن در شکل 1 

خواص ابتدایی، اما كليدی زیر حاصل می شوند:

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

x R : x x x,
x x x Z,

x R, k Z : x k x k,
x R (x)s.t.x x , .

∀ ∈ − < ≤
= ⇔ ∈

∀ ∈ ∀ ∈ + = +
∀ ∈ ∃θ = θ = + θ ≤ θ <

1

0 1

در خاصيت آخــر، θ را جزء كســری x می ناميم و آن  را 
با {x} نشــان می دهيم )البته مراقبيم كه این نماد مرســوم 
را بــا مجموعة تک عضوی شــامل x اشــتباه نگيریــم(. لذا: 
}. خواص نابدیهی تر زیر را در اســتنتاج نتایج  } [ ]x x x= −

مورد نظر از قضية لژاندر احتياج خواهيم داشت.

گزارة 5. فرض كنيد: b∈R و a و n∈N. داریم:

، [ ] [ ]a a≤ − ≤0 2 2 ، و 1 [ ] [ ] [ ]a b a b+ ≤ +  .1

شکل 1. تعبیر شهودی جزء صحیح
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. p (n!)υ =1 n داریم:  p n< ≤
2

3. برای p∈P و 

. (n!)υ5 ۴. تعداد صفرهای انتهایی !n برابر است با: 

اثبات:
. در این صورت برای  p q n< ≤ 1. فرض كنيد: p,q∈P و 

α∈N داریم:

p q

n n n np q
p q p q

(n!) (n!).

α α
α α α α

   
< ⇒ > ⇒ ≥   

   
⇒ υ ≥ υ

. n
p

< <20 1 ، داریــم: p2>n و لــذا  p n>  2. چــون 

. همچنين با اســتفاده از بند 2 از گزارة  n
p

 
= 

 
2  در نتيجه: 0

α داریم: ≥ 3 5، برای 

nn
pn p

p p p pα α− α− α−

             = = = =              

22

2 2 2
0 0

. p
n(n!)
p
 

υ =  
 

در نتيجه: 

3. داریم: 
n n np n

p p
 

< ≤ ⇔ ≤ < ⇔ = 
 

1 2 1
2

α نتيجه  ≥ با اســتفادة مجدد از بند 2 گــزارة 5، برای 2
می شود:

nn
pn p

p p p pα α− α− α−

   
         = = = =             

1 1 1
1 0

. p (n!)υ =1 لذا: 
۴. هر صفر انتهایی به معنای یک عامل 5×2=1۰ است. اما 
، لذا برای توليد عامل 1۰ به مقدار كافی  (n!) (n!)υ ≥ υ2 5 چون: 
υ5(!n) است و همين مقدار  2 داریم. پس تعداد عوامل 1۰ برابر 

صفرهای انتهایی نيز وجود دارد. اثبات كامل است.
در عمل با در نظر گرفتن بندهای 2 و 3 نتيجة 6 می توان 
فرایند تجزیة !n را سرعت بخشيد. برای توضيح بيشتر، !1۰۰ 
را بــه حاصل ضرب عوامــل اول تجزیه می كنيــم. در تجزیة 
!1۰۰ تمــام عددهای اول نابيشــتر از 1۰۰ حضور دارند. این 
عددها را توســط »غربال اراتستن« به دســت  می آوریم و در 
، عددهای اول  ( p n )< ≤1 سه دستة عددهای اول كوچک 

 n( p n)< ≤
2

)n و عددهای اول بزرگ  n p )< ≤
2

متوسط 
تقسيم بندی  می كنيم:

, , , ( p )

, , , , , , , , , , ( p )

, , , , , , , , , ( p )

< ≤

< ≤

< ≤

2 3 5 7 1 100
1001113 17 19 23 29 31 37 41 43 47 100
2

10053 59 61 67 71 73 79 83 89 97 100
2

بنابر بند 3 از نتيجة 6 توان های عددهای اول بزرگ مندرج 
در ســطر ســوم در بالا در تجزیه به عوامل اول همگی برابر 1 

، بنا به  p< ≤
100100
2

هستند. برای عوامل متوسط p كه: 

بند 2 از نتيجة 6 داریم:

p ( !)
p

 
υ =  

 

100100

پس: 
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) ,
( !) , ( !) , ( !)

υ = υ =
υ = υ =
υ = υ =
υ = υ =
υ = υ = υ =

11 13

17 19

23 29

31 37

41 43 47

100 9 100 7
100 5 100 5
100 4 100 3
100 3 100 2
100 2 100 2 100 2

درواقع وزن اصلی محاسبات روی عددهای اول به اصطلاح 
كوچک اســت؛ یعنی pهایی كه دارای این شــرط هســتند: 
. این عددها عبارت انــد از: 7، 5، 3 و 2.  p< ≤ =1 10 100
هرچند تعدادشان كم است، ولی از مجموع تمام توان ها سهم 

زیادی دارند. با این حال با در نظر گرفتن اینکه:

nn
pn p ,

p pp

αα

α+

            = =            

1

p را برای این عددهای اول با  (n!)υ می توان جمع  وندهای 
یک فرایند كاهشی و با تقسيمات متوالی بر p، آسان تر محاسبه 

) داریم: !)υ2 100 كرد. برای مثال، در محاسبة 

( !)

...

... .

∞

α
α=

 υ =   
       = + + +              
     + + + +          

= + + + + + + + =

∑2
1

100100
2

100 100 100 100
2 4 8 16

100 100 100
32 64 128

50 25 12 6 3 1 0 97

 ( !)υ2 100 توضيح اینکه در محاسبة جمع وندها در محاسبة 
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این گونه عمل كردیم:

.

     = → = → =          
       → = → = → = → =              

100 50 2550 25 12
2 2 2
12 6 3 16 3 1 0
2 2 2 2

این زنجيره حتماً به صفر منتهی می شود و در عمل تعداد 
جمع وندها متناهی است )تبصرة بعد را ببينيد(. همچنين، با 
بزرگ تر شــدن پایه، طول زنجيره كوتاه تر می شود و سریع تر 
) زنجيرة  !)υ3 100 خاتمــه می پذیــرد. مثــلًا در محاســبة 

جمع وندها عبارت است از:

.

     = → = → =          
   → = → =      

100 33 1133 11 3
3 3 3

3 11 0
3 3

. همچنين، زنجيرة  ( !)υ = + + + =3 100 33 11 3 1 48 لذا: 
) عبارت است از: !)υ5 100 جمع وندها در محاسبة 

.     = → = → =          

100 20 420 4 0
5 5 5

) كه برابر تعداد صفرهای  !)υ = + =5 100 20 4 بنابراین: 24
انتهایی !1۰۰ نيز هســت. در نهایت زنجيــرة جمع وندها در 

) عبارت است از: !)υ7 100 محاسبة 

.     = → = → =          

100 14 214 2 0
7 7 7

. با جمع بندی اطلاعات  ( !)υ = + =7 100 14 2 16 بنابراین: 
به دست آمده نتيجه می گيریم:

! ( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( ).

= 97 48 24 16 9 7 5

5 4 3 3 2 2

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

100 2 3 5 7 11 13 17
19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67
71 73 79 83 89 97

به كمک رایانه مشاهده می شود:
!

,

=100 9332621544394415268169923885626670
049071596826438162146859296389521
759999322991560894146397615651828
625369792082722375825118521091686
4000000000000000000000000

كه عددی است با 158 رقم. اما با روش لژُاندر و ملاحظات بيان 
شده، به راحتی و با محاسبات ساده ای به عوامل اول تجزیه شد.

رفتار حدی توان های اعداد اول در تجزیة 
فاكتوریل ها

با استفاده از قضية لژُاندر می توان اطلاعات مفيدی دربارة 
p كه نشــانگر توان عدد اول p در تجزیة !n به عوامل  (n!)υ

اول اســت، به دســت آورد. یکی از این اطلاعات نامساوی زیر 
p است. (n!)υ برای 

قضیة 7. برای هر n∈N و هر عدد اول p كه: p≤n، داریم:

p
n p ln n n(n!) ( )
p ln p p
− −

− < υ ≤
− −

1 1
1 1

اثبات: قضية 2 بيان می كند كه:
m

p
n ln n(n!) , m

ln ppαα=

   
υ = =   

  
∑

1

 [ ]x x x− < ≤1 بر همين اساس و با استفاده از نامساوی 
نتيجه می شود:

m m

pk k
k k

n m (n!) n .
p p= =

− < υ ≤∑ ∑
1 1

1 1

با توجه به اینکه:
m

k m
k

( )
pp p=

= −
−∑

1

1 1 11
1

نتيجه می گيریم:

pm m
n n( ) m (n!) ( ).

p pp p
− − < υ ≤ −

− −
1 11 1

1 1

ln حکم  n ln nm
ln p ln p

− < ≤1 با تلفيــق این نامســاوی با 
به دست می آید.

نتیجة 8. برای هر n∈N و هر عدد اول p كه: p≤n، داریم:

p
n ln n(n!)

p ln p
< − υ <

−
0

1

تبصره 9. نتيجة بالا نشان می دهد كه:
p

n

(n!)
lim

n p→∞

υ
=

−
1
1

از این رابطه حدی نتيجه می شود:
n n(n!) n, (n!) , (n!) .υ ≈ υ ≈ υ ≈2 3 52 4

درستی این روابط را در نمونه های عددی محاسبه شده در 
بالا می توان مشاهده كرد.

پی نوشت 
1. Adrien-Marie Legendre

برای مشاهدة منابع كيوـ آر ـ كد را اسکن 
كنيد
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نرگس یافتیان
استادیار گروه ریاضی دانشگاه تربيت دبير شهيد رجایی
حدیث عبدی
كارشناس ارشد آموزش ریاضی و دبير ریاضی استان تهران

اشاره
آموزش و یادگيری ریاضی، همواره دانش آموزان و معلمان را با چالش های فراوانی نظير نداشــتن انگيزه و مضطرب شــدن 
روبه رو كرده است كه افت تحصيلی روزافزون دانش آموزان را به دنبال دارد. این موضوع نشان دهندة لزوم تغيير در وضعيت فعلی 
آموزش ریاضی كشور و سوق دادن آن به سمت روش های نوین است. در عصر پيشرفت های روزافزون علم و فناوری و با توجه به 
تحولات سریع در شيوه های آموزش، نياز به استفاده از روش های جدید، بيشتر احساس می شود و دیگر نمی توان دانش آموزان 

امروز را با شيوه های مرسوم آموزش داد.
یکی از روش های جدید، آموزش به كمک »بازی وارسازی« )گيميفيکيشن( است. در این شيوه، به كمک بازی های آموزشی و 
به كارگيری ویژگی های بازی در تدریس، دانش آموزان از آنچه انجام می دهند، یاد می گيرند و در فرایند یاددهی و یادگيری، فعال 
و پرتلاش اند. نتایج پژوهش ها نشــان می دهد كه به كارگيری روش تدریس مبتنی بر بازی وارسازی در آموزش ریاضی، با ایجاد 
انگيزه و جذابيت در فرایند یادگيری و كاهش اضطراب ریاضی، تأثير مثبتی بر عملکرد ریاضی به جا می گذارد و ســبب كاهش 
مشــکلات و چالش های دانش آموزان در یادگيری ریاضی می شود. دبيران، مؤلفان كتاب های درسی، برنامه ریزان و متخصصان 
فناوری آموزشــی می توانند برای بهبود روش های آموزشــی، از نتایج پژوهش هایی كه از این شيوه های نوین در آموزش ریاضی 

استفاده كرده اند، بهره ببرند.

كلیدواژه ها: آموزش ریاضی، بازی، بازی وارسازی، روش تدریس، فناوری آموزشی

مقدمه
یکی از ضروریات زندگی در عصــر حاضر، بهره مندبودن از 
دانش ریاضی و قابليت تفکر و اســتدلال، و به صورت ریاضی وار 
عمل كردن اســت. اهميت دانش ریاضی تا حدی اســت كه از 
همان سال های اول آموزش رسمی در مدرسه، ساعات زیادی از 
برنامه های درسی به آن اختصاص یافته است ]جعفری، 139۴[. 
شــاید ســاده ترین توضيح دربارة ضرورت یادگيری ریاضی آن 
باشد كه ریاضيات با زندگی ما و جهان پيرامون ما عجين شده و 
به دست آوردن مهارت های آن در بعضی سطوح، اجتناب ناپذیرتر 

از هميشــه شده اســت. از طرف دیگر، امروزه سطوح موفقيت 
ریاضــی به عنوان یکــی از كليدهای اصلی بــرای موفقيت در 
 .]Ali & Hassan, 2019[ انتخاب شــغل شــناخته می شــود 
بنابراین می توان فراگيری ریاضيات را یک نياز بســيار ضروری 

دانست.
روش های مرسوم تدریس ریاضی با وجود اجرا در ساليان 
متمادی نتوانسته اند وظيفة یادگيری و آموزش ریاضی را برای 
عموم دانش آموزان به نحو مطلوبی انجام دهد. محققان همواره 
به دنبال یافتن راه حل هایی برای پركردن این خلأ در آموزش 

13 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 3 / بهار 1400



و یادگيری ریاضی بوده اند و بيشــتر راه هایی را جســت وجو 
كرده اند كــه تمرینات روزمره و كســالت بار را به تجربه های 
لذت بخــش و تعاملی تغييــر دهند. بنابرایــن بهره گيری از 
راهبردهای مناسب و شيوه های نوین و فعال تدریس، به ویژه 
به كارگيری فناوری در عرصة آموزش، می تواند تا حدود زیادی 
به بهبود شرایط و یادگيری دانش آموزان كمک كند ]یاوری، 

یاریاری و رستگارپور، 1385[.
هر پيشــرفتی كــه در هر حــوزه ای از علــم و فناوری 
صــورت می گيرد، ضمن اینکه آن بخــش را تحت تأثير قرار 
می دهد، می تواند به تغيير و پيشــرفت در ســایر حوزه ها نيز 
بينجامد. آموزش وپرورش به عنوان نهادی اجتماعی نمی تواند 
خــود را مانند یک جزیــره از دنيایی كه با تمام ســرعت به 
ســمت فناوری های نویــن دیجيتالی حركــت می كند، جدا 
بدانــد و ناگزیر به ایجاد تحولات اساســی در حوزة آموزش و 
شيوه های تدریس اســت ]بهزادفر، 1393[. در پی پيشرفت 
فناوری و عمومی شــدن ابزارهای الکترونيکی و رســانه های 
دیجيتــال، ماننــد رایانه و بازی هــای رایانه ای، كشــش و 
جاذبــة فراوانی ميــان مخاطبان آن ها، از جملــه كودكان و 
نوجوانــان، به وجود آمده اســت. لذا اســتفاده از بازی ها در 
 بهبود روش های آموزشــی می تواند نتایج خوبی داشته باشد

.]Cheng, et al, 2019[

بازی ها
شروع بازی ها را می توان به گذشته های دور، حتی به بدو 
پيدایش انســان نسبت داد. در حقيقت بازی جزئی از زندگی 
فرد از بدو تولد تا زمان مرگ است. انسان از نظر فيزیولوژیکی 
به جنبش و تحرک و برای رشد ذهنی و اجتماعی، به تفکر نياز 
 دارد كه بازی جزء مهم جنبش و تحرک و خميرمایة تفکر است

]Dignan, 2011[. بــازی فعاليتی قاعده مند، خودخواســته 
و داوطلبانه اســت كه در آن بازیکنان برای رســيدن به یک 
 Marlow, Salas,[ هدف و در چارچوب قواعد تلاش می كنند
Landon & Presnell, 2016[. در مطالعات انجام شــده، بازی 
به وســيلة قوانين، رقابت، هدف و خروجی قابل اندازه گيری و 
مشخص تعریف می شود ]Deterding, et al., 2011[. به عقيدة 

مایر1 )2۰1۴(، بازی ها از پنج ویژگی اساسی برخوردارند:
1. قانونمند هستند.

2. بازخورددهنده اند و سریع و واضح به اقدامات بازیکنان 
پاسخ می دهند.

3. چالش برانگيزند.
۴. فعاليت های گذشــته بازیکنان را نشان می دهند و به 
آن ها اجازه می دهند پيشرفت خود را به سوی هدف ها ارزیابی 

كنند.
5. ترغيب كننده هســتند. درواقع به دليل سرگرم كننده 
و جذاب بــودن آن ها، بازیکنان برای ادامة بــازی انگيزه پيدا 

می كنند.
بازی از جمله امکاناتی است كه می توان به منظور آموزش 
و ایجاد انگيــزه در دانش آموزان از آن بهــره گرفت. به علاوه 
به عنوان یکــی از مهم ترین عوامل پيشــرفت و یادگيری در 
كودكان شــناخته می شود كه نقش ها و هنجارهای اجتماعی 
و نيز مهارت های حل مســئله، مهارت های زبانی و فيزیکی، 
ســازگاری با جامعه و غيره را به آنان می آموزد. بازی می تواند 
نقش تعيين كننده ای در یادگيری كودكان و حتی بزرگ سالان 
 Anderson-McNamee & Bailey, 2010;[ داشــته باشــد

.]Moon & Ke, 2020

بازی های آموزشی
آموزش بازی محور یکی از رویکردهای نوینی است كه در 
آن، بازی به عنوان ابزاری برای آموزش و یادگيری به كار می رود. 
درواقع بازی در فضای یادگيری به معنای غنی تركردن محيط 
برای حمایت از ميل ایجادشده به انجام بازی است تا فرد طی 
فرایند یادگيری فعال باقی بماند. در این شرایط فرد به لحاظ 
 روانی تا جایی برانگيخته می شــود كه دست به عمل می زند
]An, Haynes, D’Alba & Chumney, 2016[. یادگيــری 
مبتنی بــر بازی ارتباط بين یک بازی و آموزش اســت و در 
شرایط و محيط های آموزشی مرسوم، ادغام بازی ها با آموزش 
نتایج سودمندی دارد. مؤثربودن به كارگيری این شيوه بدین 

سبب است كه:
1. بازی ها باعث افزایش درگيری یادگيرندگان می شوند.

2. بازی ها فرایند یادگيری تعاملی را به كار می برند.
3. روش های متنوعی برای همراه كردن بازی ها و یادگيری 

وجود دارد ]نوروزی و دهقان زاده، 1391[.
بازی های آموزشــی بازی هایی هســتند كه یا صراحتاً با 
هدف های آموزشــی طراحی شده اند و یا ارزش و هدف ثانویة 
آن ها، آموزشی است ]Hwang, et al, 2012[. این گونه بازی ها 
به منظور ارائة یک موضوع درســی مشخص طراحی شده اند 
و هدف های خاصی را دنبــال می كنند. در واقع هدف چنين 
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بازی هایی صرفاً سرگرمی نيســت. دانش آموزان در بازی های 
آموزشــی از آنچه انجام می دهند یاد می گيرند و هنگام بازی، 
فعال و پرتلاش اند. تعامل و غوطه وری در یادگيری در شــيوة 
آموزش مبتنی بر بازی، بســيار بالاتر از محيط های مرســوم 
اســت؛ به طوری كه دانش آموزان برای رســيدن به هدف های 
تعيين شــده و غلبه بر دوستانشــان تمام تلاش خود را به كار 
Hamari, 2015; Cóndor-Herrera, Acosta-Ro- ]می گيرند 

.]das & Ramos-Galarza, 2021
نتایــج پژوهش ها نشــان می دهد كــه به كارگيری روش 
تدریس مبتنی بر بــازی در آموزش ریاضيات، با ایجاد انگيزه 
و جذابيت در فرایند یادگيری و به وجود آوردن محيط شــاد و 
كاهش اضطراب، تأثير مثبتی بر عملکرد ریاضی به جا گذاشته 
و سبب كاهش مشــکلات و چالش های ریاضی دانش آموزان 
 Jagušt, Botički & So, 2018;شــده است ]زاده دباغ، 1389؛ 
 Moon & Ke, 2020; Hung, Huang & Hwang, 2014;
 Molina-Villarroel, Guevara & Suarez-Abrahante,

.]2021

بازی های رایانه ای
در ســال های اخيــر رایانه ها به طور فزاینــده ای در حال 
تبدیل شدن به بخش قابل توجهی از زندگی انسان ها هستند و 
بازی های دیجيتال با شــتاب فراوانی به بخش جدایی ناپذیری 
از جامعه تبدیل شده اند. رســانه های دیجيتال انواع متفاوتی 
دارند كه بازی های رایانه ای به عنوان تعاملی ترین آن ها شناخته 
می شــوند. برخی از محققان معتقدند پرداختن به بازی های 
رایانه ای چالش را ميان بازیکن و نرم افزار برمی انگيزد و این امر 
به افزایش رشــد ذهنی و تعامل اجتماعی فرد كمک می كند. 
همچنين انجــام این بازی هــا، محيطی آرمانی برای رشــد 
توانایی هــا، خودمختاری و ارتقای وضعيــت بازیکن را فراهم 

می آورد ]آتشک، برادران و احمدوند، 1392[.
رواج بازی هــای دیجيتال، دگرگونی هــای فراوانی را در 
شــکل گيری یادگيــری دیجيتالی و رایانــه ای ایجاد كرده و 
پژوهشــگران را به فکر واداشته اســت تا از ظرفيت به وجود 
 Cheng, et[ آمده، برای هدف های آموزشــی اســتفاده كنند
al., 2019[ بازی های دیجيتال از جمله ابزارهایی هســتند كه 
مفاهيم درســی را به صورت عينی، جذاب و سرگرم كننده به 
دانش آموزان ارائه می دهند. همچنيــن آن ها می توانند باعث 
تسهيل یادگيری، افزایش ســرعت و ایجاد شرایط مطلوب و 

مناسب تر برای یادگيری شــوند ]Papp, 2017[. ویژگی های 
انگيزشــی و درگيرســازی دانش آموزان با بازی های رایانه ای 
به طور گســترده در ادبيات بازی های رایانه ای آموزشی مورد 
توجه قرار گرفته است. به كارگيری این بازی ها موجب افزایش 
انگيزه می شود، ایجاد نگرش مثبت را در پی دارد و در نهایت 
 An, Haynes, D’Alba[ موجب پيشــرفت تحصيلی می شود
& Chumney, 2016;Tuparova, Tuparov, Velova & Ni-

.]colova, 2018
منطق تأثيرگذاری آموزش از این طریق چنين است كه در 
این گونه بازی ها وقتی اطلاعات از طریق شنيداری و دیداری 
وارد حافظه می شــود، از بيشــترین ظرفيت حافظه استفاده 
می كنــد و در پایان اطلاعات واردشــده از طریق كانال های 
متفاوت با دانش پيشين تركيب می شود و به ساخت اطلاعات 

.]Mayer, 2014[ جدید و پایدار كمک می كند
در بازی های رایانه ای آموزشــی، كنترل فرایند یادگيری 
توســط كاربر و به صورت تعاملی انجــام می گيرد. تحقيقات 
نشــان داده است كه اســتفاده از بازی های رایانه ای آموزشی 
تعاملی، باعث فعال ترشدن امر یاددهی و یادگيری و بهبود آن 
می شود. چنين بازی هایی با ویژگی های همچون فراهم آوردن 
امکان مرور مجدد مفاهيم آموزشی، استفاده از حواس بيشتر 
برای یادگيری و ارائة تمرین، به افزایش یادگيری دانش آموزان 

.]Moon & Ke, 2020[ منجر می شود
نتایج پژوهش ها نشــان دهنده آن اســت كه اســتفاده از 
بازی های رایانه ای آموزشی در تدریس ریاضيات، باعث می شود 
دانش آموزان به صورت خلاقانه و رقابتی به مسائل پاسخ دهند، از 
انجام فعاليت های ریاضی احساس لذت كنند و با انگيزة بيشتری 
 .[ES-Sajjade & Pass, 2020] در كلاس ریاضی حاضر شوند
همچنين به كارگيری این گونه بازی ها سبب ایجاد نگرش مثبت 
نسبت به درس ریاضی شــده و عملکرد دانش آموزان را بهبود 
می بخشــد و در نهایت موجب پيشرفت ریاضی آن ها می گردد 
.]Li & Ma, 2010; Evans, et al., 2015; Moon & Ke, 2020[

بازی وارسازی
یکی از شيوه های آموزشی نوین و فعال كه ریشه در صنعت 
رســانه های دیجيتال دارد، آموزش به كمک بازی وارســازی 
اســت ]Hutari & Hamari, 2017[. بازی وارســازی شامل 
تركيب عناصر تشکيل دهندة بازی با حوزه هایی مانند آموزش 
 Su[ اســت كه به طور معمول و مرســوم با بازی ارائه نمی شوند
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Cheng, 2015; Hutari & Hamari, 2017 &[. ایــدة اصلــی 
بازی وارســازی این است كه با به كارگيری عناصر سادة بازی ها، 
مانند امتياز، مدال، زمان و غيره، می توان یک كار كسالت آور را به 
فعاليتی جذاب تبدیل كرد و با توجه به اهميت مسائل انگيزشی 
در یادگيری دانش آموزان، استفاده از آن نقش مهمی در فرایند 
Araya, Ortiz, Bottan & Cris- ]آموزش و یادگيری ایفا می كند 
ta, 2019[. نیک پلینگ2، برنامه نویس رایانه و مخترع بریتانيایی، 
اولين بار در سال 2۰۰2 اصطلاح »گيميفيکيشن« را ابداع كرد 
]Marczewski, 2012[. كلمات متفاوتی برای معادل فارسی این 
اصطلاح به كار رفته اســت. عده ای آن را »بازی كاری« یا »بازی  
رفتاری« و عده ای دیگر آن را »بازی ســازی« یا »بازی وارسازی« 

ترجمه كرده اند ]زیانی، 1395[.
بازی وارســازی ســعی در بيشــينه كردن یادگيــری و 
درگيرساختن یادگيرنده با مفهوم مورد نظر دارد. همچنين از 
آن می تــوان برای ایجاد انگيزه در یادگيری، انجام فرایندهای 
تکراری و كارهای غيرجذاب اســتفاده كرد ]فتوحی، 139۴[. 
همچنين، ســازوكاری را برای تحریک انگيزه و مشاركت در 
آمــوزش ارائه می كند تا منجر به پيامد رفتاری خاصی گردد، 
یا به عبارت دیگر، بازی وارســازی ابزاری برای ایجاد انگيزش 
 در افراد به منظور دســتيابی به اهداف مشــخص شده است

]Werbach & Hunter, 2012[ و از آن می توان برای تشویق 
افــراد، به گرفتن تصميمات خوب و مناســب اســتفاده كرد 

.]Hamari, 2015[
اســاس پيدایش بازی وارســازی آن است كه هر چه یک 
فعاليت یا تکليف لذت بخش تر و هيجان انگيزتر ارائه شود، فرد 
را از لحاظ شناختی و عاطفی بيشتر تحت تأثير قرار می دهد و 
موجب درگيری بيشتر او با فعاليت و ایجاد پيامدهای رفتاری 
می شود ]Hamari, 2015[. خلاصه ای از این روند در نمودار 1 

نشان داده شده است.

Dignan, 2011; Cón- ]در فعاليت های آموزشی بهبود بخشد 
 .]dor-Herrera, Acosta-Rodas & Ramos-Galarza, 2021
بازی وارسازی صرفاً برای سرگرمی مخاطب ابداع نشده است، 
بلکه به كارگيری آن می تواند فرد را به انجام كاری كه ممکن 
است دوست نداشته باشــد، به صورت داوطلبانه تشویق كند 
]Hutari & Hamari, 2012[. همچنيــن می تواند ســازوكار 
خوب فکركردن را از طریق توانایی به دســت آوردن مدال ها، 
مجموعه امتيازات، رفتن به مراحل بالاتر یا برنده شدن جوایز 
در ابتدا فعال كند و ســپس در سطوح پيشــرفته تر از بنياد 
ارتباطی مانند به اشــتراک گذاری وظایف، تبادل ایده و بيان 

.]Nicholson, 2015[ نظرات بهره ببرد
سه جنبة مهم برای اجرای شایسته و صحيح بازی وارسازی 

عبارت اند از:
1. مخاطب، هدف را درک كند.

2. تعيين آنکه این بازیکن چه كاری را باید انجام دهد.
3. از عناصر بازی مناسب جهت انگيزه دادن به بازیکنان 

.]Chevtchenko, 2013[ استفاده كند
 هدف بازی وارسازی آن است كه در اعمال، رفتار و احساسات 
افراد تغييراتی ایجاد كند ]Hutari & Hamari, 2012[. به دليل 
ارتباط آشکاری كه مدل رفتاری فوگ3 )2۰۰9( با بازی وارسازی 
دارد، مدل مزبور پایه ای نظری در این زمينه را تشکيل داده است. 
این مدل بررسی می كند كه یک رفتار جدید چطور از قوه به فعل 
درمی آید. هدف مدل آن است كه به طراحان بازی وارسازی نشان 
دهــد چه عواملی افراد را از انجــام رفتار مطلوب باز می دارد. در 
مدل فوگ سه عامل انگيزه، توانایی و محرک ها، عوامل لازم برای 
تغييرات رفتاری هستند. این مدل در نمودار 2 نمایش داده شده 

.]Hagglund, 2012[ است
 بــا توجه به نمــودار 2 انگيزه وجهی از این مدل اســت 
كه نشــان دهندة ميزان تمایل یک شــخص برای انجام یک 
فعاليت خاص اســت. اصلی ترین نقطة قوت بازی وارســازی 
توانایی اثرگذاری آن بر شــيوة انگيزه دادن به بازیکن اســت. 
همچنين فرد برای ارائة عملکرد مطلوب به توانایی نياز دارد. 
بــه عقيدة فوگ، طراحان بازی ها گاهی توانایی هایی را انتظار 
دارند كه افراد فاقدشــان هستند. او معتقد است برای افزایش 
توانایی هــا دو راه وجــود دارد: یکی آمــوزش افراد و دیگری 
راحت تركردن طریقة انجام یــک عمل. این محقق از توانایی 
به عنوان ســاده كنندة رفتار یاد می كند. درواقع توانایی ميزان 
مقاومتی اســت كه فرد هنگام تلاش برای انجام كاری با آن 
مواجه می شــود. حتی اگر توانایی و انگيزه كافی برای انجام 

نمودار 1. خلاصه ای از روند تأثیرگذاری بازی وارسازی بر رفتار
]Hamari, 2015[ 

محرک انگیزشیپیامدهای رفتاری پیامدهای روان شناختی

 بازی وارسازی می تواند فاصله و مرز بين بازی ها و آموزش 
را بــه مرور از ميان بــردارد و با تغيير حالات روحی و رفتاری 
 Hutari[ دانش آموزان موجب تحقق یافتن اهداف آموزشی شود
Hamari, 2012 &[. این روش می تواند تقریباً هر نوع فعاليتی 
را مهيج تر كند و فرایند یادگيری را از طریق به كارگيری بازی 
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شکل 1. بازی مختصات )طراحی شده با استفاده از نرم افزار جئوجبرا(

]Hagglund, 2012[ نمودار 2. مدل رفتاری فوگ
توانایی                         رفتار مشکل
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رفتار جدیدی وجود داشــته باشند، بدون وجود محرک رفتار 
خاصی ایجاد نمی شود ]زیانی، 1395[.

نتایــج پژوهش های انجام شــده در كشــورمان ]عبدی، 
1399؛ كاویانی فــر، ســالاری و برغمــدی، 1397؛ آرخی، 
خانجانــی و حبيبی برازنده، 1397؛ زیانــی، 1395؛ امينی و 
بنيادی نائينــی، 1395[ و مطالعات صورت گرفته در خارج از 
 Banifield & Wilkerson, 2014; Judkins, 2018;[ كشــور
Jagušt, Botički & So, 2018; chang, et al, 2019; In-
 cikabi, Kepceoglu & Pektas, 2020; Sailer & Sailer,
2021; Molina-Villarroel, Guevara & Suarez-Abra-
hante, 2021; Cóndor-Herrera, Acosta-Rodas & Ra-

mos, 2021[ نشــان دهندة آن اســت كه آمــوزش به كمک 
بازی وارسازی در درس های متفاوت از جمله ریاضی، بر عوامل 
انگيزشــی نظير علاقه، انگيزه، اضطراب و همچنين عملکرد و 
پيشرفت تحصيلی یادگيرندگان تأثيرات مثبتی داشته است. 
برای مثال، عبدی )1399( در پژوهشــی با هدف بررســی 
اثربخشــی آموزش مفاهيم ریاضی به كمک بازی وارسازی بر 
اضطراب ریاضی و انگيزة ریاضی دانش آموزان پایة نهم به این 
نتيجه دست یافت كه آموزش به كمک بازی وارسازی اضطراب 
ریاضی دانش آموزان را كاهش و انگيزة یادگيری ریاضی آن ها 
را افزایش می دهد. در واقع، یافته های پژوهش وی مشــخص 
كرد: آموزش با این شيوه از ميزان اضطراب و فشارهای روانی 
دانش آمــوزان در درس ریاضی می كاهد و آموزش و یادگيری 

این درس را جذاب تر و لذت بخش تر می كند.
در ادامــه به نمونه هایــی از بازی وارســازی هایی كه در 
پژوهش فوق برای آمــوزش مفاهيم معادله خط در پایه نهم 
مورد اســتفاده قرار گرفت اشاره می شود. نحوة اجرای آن در 
كلاس به این صورت بوده است كه دانش آموزان در گروه های 
دو نفره به هر ســؤال پاســخ می دادند. آن هــا باید در زمان 

تعيين شــده، تلاش خود را برای حل سؤال انجام می دادند و 
پس از اتمام زمان و نمایش پاســخ ها، با توجه به ميزان پاسخ 

درستی كه به سؤالات داده بودند، امتياز دریافت می كردند.
1. بازی مختصات: بازی مختصات، یک بازی محقق ساخته 
است كه طراحی آن به كمک نرم افزار جئوجبرا صورت گرفته و 
متناسب با نيازهای دانش آموزان پایه نهم برای یادآوری مفهوم 
مختصاتِ نقاط طراحی شده اســت. روش بازی این گونه است 
كــه ابتدا مختصات نقطه ای به تصادف نمایش داده می شــود و 
دانش آموز باید محل قرارگيری نقطه را در دستگاه مختصات بيابد 

و آن را به مکان مورد نظر منتقل كند )شکل 1(.

مطابق شــکل 1، اگــر دانش آموز جواب درســت را پيدا 
كرده باشــد، پيامی به صورت »آفرین، پاسخ صحيح بود« در 
صفحه ظاهر می شــود و دانش آموز امتيــاز كامل را دریافت 
می كنــد. در غير این صورت این پيــام نمایش داده نخواهد 
شد و دانش آموز امتيازی به دست نمی آورد. این بازی در عين 
ســادگی، برای یادگيری و تثبيت مفهوم پيداكردن نقاط در 
دســتگاه مختصات كارایی فراوانی دارد. برای اجرای بازی در 
كلاس، ابتدا طریقة پيداكردن نقاط در دستگاه مختصات برای 
دانش آموزان یادآوری و تأكيد شد این مطالب را باید به عنوان 

قوانين بازی در ذهن داشته باشند.
موش  )بازی  مختصات  محور  موقعیت یابی  بازی   .2
كور(: در این بازی محل قرارگيری موش كور در دســتگاه 

مختصات با چهار گزینه مشخص شده است )شکل 2(.
با توجه به شکل 2، دانش آموزان باید با كليک كردن روی دكمة 
سياه رنگ كنار مختصات صحيح، آن را شکار كنند. از ویژگی های 
این بازی دقت و ســرعت عمل اســت. با ظاهر شدن موش كور 
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شکل 3. نمونه ای از بازی وارســازی های آموزشی )طراحی شده با 
استفاده از نرم افزار پاورپوینت(

شکل 2. بازی موقعیت یابی محور مختصات )برگرفته از سایت مدادآنلاین، 1397(

آموزشی كسل كننده، دانش آموزان را از خلاقيت و شکوفایی به 
ســمت تکرار و تمرین هدایت می كنند. این در حالی است كه 
آموزش فرایندی فعال است و برای شــروع، ماندگاری و تداوم، 
توجه به عوامل انگيزشی بسيار اهميت دارد. با توجه به اهميت در 
نظرگرفتن ویژگی های عاطفی، هيجانی و برانگيختگی های روانی 
دانش آموزان، نظير اضطراب و انگيزه در درس ریاضی، به كاربردن 
شيوه های مناسب و نوین تدریس، می تواند نقش مهمی در بهبود 

عملکرد و لذت بخش تر شدن فراگيری ریاضيات داشته باشد.
از جملــة  این گونــه روش های نوین و فعــال می توان به 
اســتفاده از بازی وارســازی و بازی های آموزشــی اشاره كرد 
Molina-Villarroel, Guevara & Su- 139۴؛   ]حبيبــی،

arez-Abrahante, 2021[. افزودن بازی وارســازی به فرهنگ 
ساختاری آموزش، انگيزة فراگيرندگان را برای انجام رفتارهای 
بهره ور و مولد تداوم می بخشــد و بر ميزان مشــاركت آن ها 
Cóndor-Her- 1396؛  تأثيرگذار خواهد بود ]زیانی و تاج فر،

rera, Acosta-Rodas & Ramos, 2021[. لــذا به كارگيــری 
آن در تدریس، می تواند چشــم انداز جدیــدی را برای بهبود 

روش های آموزشی ایجاد كند.
در مجموع، با وجود مشــکلات كشور در زمينة آموزش و 
یادگيری ریاضی، با به كارگيری بازی ها و ویژگی های آن ها در 
آموزش، می توان گامی در جهت بهبود كيفيت آموزش ریاضی 
و ســوق دادن معلمان به ســمت یافته های جدید برداشــت. 
آشنایی بيشــتر با بازی وارسازی ممکن است بتواند مشوق یا 
مرجعی برای متخصصان فناوری آموزشــی شود تا با طراحی 
بازی وارســازی  های فعــال و تعاملی، فرصت هــای یادگيری 
غنی تری را در كلاس های درسی به ویژه برای درس هایی مثل 
ریاضی كه پرچالش ترین مواد درسی به شمار می آیند، فراهم 
كنند. همچنين، برنامه ریزان درســی نيز می توانند با تکيه بر 
نتایج تحقيقات آموزشی در ارتباط با بازی وارسازی و تحقيقات 
مشابه، روش های پيشرفته تر و فعال تری را در تدوین محتوا و 

تنظيم برنامه های درسی اتخاذ كنند.

پی نوشت ها
1. Mayer
2. Pelling
3. Fogg

دانش آموز 6 ثانيه زمان دارد تا آن را شکار كند. در غير این صورت 
مختصات جدید ظاهر می شود و او یک فرصت امتيازگيری را از 
دســت می دهد. اگر دانش آموز در مدت تعيين شده بتواند موش 
كور را شــکار كند، 1۰۰ امتياز به امتيازاتش اضافه می شود و به 

ازای هر پاسخ اشتباه، 5۰ امتياز از او كسر خواهد شد.
3. بازی وارســازی های آموزشــی طراحی شده با 
نرم افزار پاورپوینت: این بازی وارسازی  ها به گونه ای ساخته 
شــده اند كه در آن ها بخشی از ســؤال ها و پاسخ های مربوط 
بــه فعاليت ها، كار در كلاس ها و تمرینات كتاب درســی در 
مبحث معادلة خط قرار داده شده است. هر سؤال دارای امتياز 
مشــخص و زمان معينی برای پاســخ گویی بود. در شکل 3 

نمونه ای از این بازی وارساز ی ها نمایش داده شده است.
 

بحث و نتیجه گیری
با توجه به تحولات سریع در شيوه های آموزش و فناوری، نياز 
به استفاده از روش های جدید بيشتر احساس می شود و نمی توان 
دانش آموزان را با شــيوه های مرســوم آموزش داد. محيط های 

 برای مشــاهدة منابــع كيوآركد را 
اسکن كنيد
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روش های تدریس ریاضی:

امروزه از روش های تدریس متفاوتی با توجه به موضوع، مخاطب، امکانات و هدف های آموزشی در تدریس درس های 
ریاضی در مدارس اســتفاده می شود. بنا داریم در هر شمارة نشریه، به طور ساده و مختصر یک روش تدریس ریاضی را 
معرفی كنيم و براســاس آن یک نمونه تدریس برای یکی از مفاهيم ریاضی ارائه دهيم. در این شــماره، روش تدریس 
پيش سازمان دهنده را شرح می دهيم و یک نمونه تدریس برای مفهوم »مشتق« بر اساس این روش پيشنهاد می كنيم.

پيوند و ارتباطات ریاضی1 به عنوان یکی از اســتانداردهای فرایندی آموزش ریاضيات مدرسه ای با ایجاد ارتباط بين 
مفاهيــم و ایده های جدید ریاضــی با ایده ها و دانش قبلی دانش آموزان به آن ها كمــک می كند تا ریاضيات را به جای 
گردایــه ای از مفاهيم، رویه ها و فرایندهای پيچيده و جداگانه، به عنوان مجموعه ای مرتبط و منســجم از دانش ببينند 
)انجمن معلمان ریاضی2، 2۰۰۰(. اســتفاده از پيوند و ارتباطات ریاضی به دانش آموزان كمک می كند كه دانش جدید 
آن هــا بــر پایه دانش قدیم و به طرح واره های قبلی متصل شــود و در نتيجه یادگيری برای آن ها آســان تر، عميق تر و 
ماندگارتر شود. از این رو معلمان ریاضی علاوه بر اطلاع و آگاهی از ارتباطات بين مفاهيم و موضوعات ریاضی باید بدانند 
كه چگونه به كمک برقراری این پيوندها و ارتباطات، دانش آموزان به درک بهتری از مفاهيم منسجم و یکپارچة ریاضی 
برسند )سند برنامه درسی ریاضی، 1395، ص 153(. این دیدگاه می تواند اساس روش تدریس پيش سازمان دهنده3 باشد 

كه با استفاده از پيوند و ارتباطات، دانش جدید و دانش قبلی دانش آموز را به هم متصل می كند.

بنا به نظر آزوبل۴ )1968(، پيش سازمان دهنده موضوع یا 
مفهومی است كه مبحث جدید تدریس را به مطالب و مباحثی 
كه دانش آموز می داند، مربوط می سازد و باعث ماندگاری بيشتر 
مطالب جدید در حافظه می شود. پيش سازمان دهنده می تواند 
به عنوان مطلب كوتاهی در قالب راهنمایی های سازمان یافته و 
ابزاری برای اتصال ناشناخته ها در ابتدای درس به دانش آموزان 
ارائه شــود و آن ها را قادر ســازد ایده ها و یا اطلاعات جدید را 
بياموزند. توجه داشــته باشيد مرور مطالب جلسات قبل، بيان 
مطالب آینــده و حتی هدف های درس پيش ســازمان دهنده 

نيستند. دو نوع پيش سازمان دهنده وجود دارد:
نوع  ایــن  توضیحی:  پیش ســازمان دهندة  الــف. 
پيش ســازمان دهنده زمانی به كار می رود كه دانش آموز دربارة 

مفهوم یک درس هيچ گونه اطلاعی ندارد. پيش سازمان دهنده 
توضيحی می تواند تشــریح، توضيح و یا مقدمه ای برای مطلب 
جدید باشــد كه هدف آن ارائة یک مرور كلی به دانش آموزان، 
اتصال مفاهيم جدید به دانش قبلی و سازمان دهی آن هاست. 
برای مثــال، قبل از بيان حالت های ابهام در محاســبة حد و 
یا حالت های ناپيوســتگی یک تابع، در مورد دلایل ابهام و یا 
ناپيوســتگی بحث كنيد. پيش ســازمان دهنده، توضيحی در 
صورت ارائه درست و مناسب می تواند برای درک بهتر بسياری 
از مفاهيم ریاضی مانند دنباله های عددی، اكسترمم های نسبی 

و مطلق و همچنين مشتق استفاده شود.
ب. پیـش سـازمـان دهنـــدة مقـایســـه ای: از 
پيش ســازمان دهندة مقایسه ای موقعی اســتفاده می شود كه 

حمیدرضا كاشفی
استادیار دانشگاه فرهنگيان اصفهان
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دانش آموز با مطالب به نســبت آشناست. پيش سازمان دهندة 
مقایســه ای، با اســتفاده از مقایســة مفاهيم قدیم و جدید و 
آشــکار كردن تمایز بين آن ها، به كاوش و درک بهتر مفاهيم 
جدید كمک می كند. مثــلًا دانش آموزان برای یادگيری عمل 
تفریق می توانند از مقایســة آن با عمل جمع اســتفاده كنند. 
یا دانش آموزان روابط بين اجزا، محيط و مســاحت یک شکل 
هندسی مانند مربع را با استفاده از نقاط اشتراک و تضاد با یک 
شکل هندسی دیگر مانند مستطيل بيان كنند. در حقيقت از 
خواص و روابط یک شکل هندسی مانند مستطيل برای آموزش 
شکل هندسی دیگر مانند مربع اســتفاده كنند. در ریاضيات 
متوســطه، دانش آموزان می توانند مفهوم دنباله  هندسی را با 
مقایسه شــباهت ها و تفاوت های آن با دنبالة حسابی كه قبلًا 

آموخته اند، بهتر درک كنند.
روش تدریس پيش ســازمان دهنده بر سه نکته تأكيد دارد: 
1. چگونگی سازمان دهی دانش؛ 2. نحوة كار ذهن برای پردازش 
اطلاعات جدید؛ 3. چگونگی ارائة این ایده ها در برنامة درســی 
و یادگيری توســط معلــم، هنگام تدریس مطالــب جدید به 
دانش آموزان ]كاپری، 2۰17[. براســاس نظر بروس و مارسا 
)199۰( و صدیقــی و خان )1991( فراینــد اجرای روش 
تدریس پيش سازمان دهنده شامل سه مرحله به شرح ذیل است:
1. ارائة پیش سازمان دهنده: در این مرحله، شفاف سازی 
هدف هــای درس یکی از راه های جلب توجــه دانش آموزان و 
جهت گيری آن ها به ســوی هدف های یادگيری است كه برای 
تسهيل یادگيری ضروری هســتند. پس از مقدمه و هدف ها، 
پيش ســازمان دهنده عرضه می شــود. در ارائة سازمان دهنده، 
آگاهــی از دانش و تجربة قبلی دانش آموز و ایجاد پل ارتباطی 
بين آن ها و مطلب جدید به منظور زمينه سازی درک و دریافت 
بهتر اطلاعات جدید توسط دانش آموزان بسيار اهميت دارد. در 

این مرحله توجه به نکات زیر سودمند است:
é بيان واضح هدف درسی

é ارائه سازمان دهنده
é مشخص كردن ویژگی های 

é ارائة مثال یا تصویر در صورت لزوم
é فراهم كردن زمينه برای بيان مطلب جدید

é تکرار مطالب
é آگاهی سریع از دانش  و تجربة مرتبط با موضوع دانش آموز

é ارتباط سازمان دهنده به دانش فراگيران
é ارتقاء آگاهی از دانش مربوطه

2. ارائة مطالب و مفاهیم درس جدید: در این مرحله، 
به دنبال ارائة پيش سازمان دهنده، مطالب جدید به طور منطقی 
و جذاب تدوین و با توجه به شرایط كلاس به شکل سخنرانی، 
بحث، فيلم و یا آزمایش ارائه می شــود. به علاوه، می كوشــيم 

توجــه و انگيــزة دانش آموزان را حفظ كنيم و ســازمان دهی 
منطقی مطالب درسی را برای دانش آموزان صریح و واضح جلوه 
دهيم تا آن ها بتوانند مطالب ارائه شده را پيگيری كنند. لذا در 

این مرحله باید موارد ذیل مورد توجه قرار بگيرد؛
é سازمان دهی واضح و منطقی مطالب جدید یادگيری 

é پيوند مطالب به سازمان دهنده
é ارائة مطالب و درگير كردن دانش آموزان در فعاليت های 

یادگيری
3. تقویت پیش سازمان دهنده: در این مرحله، با فعال 
كردن دانش آموز و تعاملی كردن كلاس تلاش می كنيم مفاهيم 
جدید در ذهن دانش آموزان تثبيت شود. كسب موفقيت برای 
یادگيری یک مطلب به تمایــل دانش آموزان برای ادغام آن با 
دانش قبلی و همچنين ارائة مناســب مطالب و ســازمان دهی 
آن ها توســط معلمان بســتگی دارد. برای این منظور، در این 

مرحله باید موارد ذیل را در نظر داشت:
é ارتباط اطلاعات جدید به پيش سازمان دهنده 
é بحث كلاسی با رویکرد انتقادی دربارة موضوع

é اعمال ایده ها به طور شفاف و فعال )مانند آزمایش آن ها(.

تدریس مشتق بر اساس روش تدریس 
پیش سازمان دهنده

در ادامه روش پيشــنهادی برای تدریس مفهوم »مشتق« 
براساس مراحل روش تدریس پيش سازمان دهنده ارائه می شود.

1. ارائة پیش سازمان دهنده
é یادآوری

در ابتدای تدریس، به منظــور یادآوری اطلاعات موردنياز، 
حالت های نوشتن یک معادلة خط بيان می كنيم:

الف( اگر شيب m و عرض از مبدأ h را داشته باشيم، معادلة 
y=mx+h :خط برابر است با

ب( اگر شيب m و نقطة A(x1,y1) را داشته باشيم، معادلة 
y-y1=m(x-x1) :خط برابر است با

پ( اگر دو نقطه A(x1,y1) و B(x2,y2) را داشــته باشــيم، 
y كه  y

y y (x x )
x x

−
− = −

−
2 1

1 1
2 1

معادلــه خط برابر اســت با: 

y شيب خط  گذرا از دو نقطه است. y
m

x x
−

=
−

2 1

2 1

é هدف
هدف نوشــتن معادله خط مماس بر نمودار تابع f(x) در 
نقطة به طول a است. لذا در راستای رسيدن به این هدف سؤال 

ذیل از دانش آموزان پرسيده می شود:
معادله خط مماس بر نمودار f(x) در نقطه به طول x=2 را 

به دست آورید )نمودار 1(
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a

f(a)
 A(a,f(a))

f(x)

L

f(a)

f(b)

f(x)

 A(a,f(a))

 B(b,f(b))

L

L1

a b

بیان پیش سازمان دهنده
برای راهنمایی بيشتر دانش آموزان و درک بهتر مسئله، از 

دانش آموزان می پرسيم: این مسئله چه چيزی را می خواهد؟
پاسخ احتمالی بيشتر آن ها معادلة خط است )در غير این 
صورت توسط معلم راهنمایی می شوند كه به این پاسخ برسند(.
مجدداً از دانش آموزان می پرســيم: در این مســئله برای 

نوشتن معادلة خط چه اطلاعاتی داده شده است؟
پاســخ دانش آموزان )در صورت نياز بــا راهنمایی معلم( 
چنين خواهد بود: فقــط یک نقطه A(a,f(a)) كه با قرار دادن 

x=a در تابع f(x) به دست آمده است.
و ســؤال دیگر اینکه: با اطلاعاتی كه مسئله داده است، بر 
اســاس كدام حالت روش های نوشتن معادلة خط در یادآوری 

ابتدای تدریس، می توان معادلة خط را نوشت؟
پس از بحث با دانش آموزان به این نتيجه باید رســيد كه 
چون شيب و عرض از مبدأ را نداریم، از حالت )الف( نمی توان 
اســتفاده كرد. با توجه به اینکه فقط یــک نقطه A(a,f(a)) را 

داریم، به نظر می رسد حالت )ب( مناسب تر است:
y-f(a)=mL(x-a)    )*(

اما در این حالت نيز، mL یعنی شــيب خط گذرا از نقطة 
A(a,f(a)) را نداریم!

 f(x) لذا مسئله از پيدا كردن معادله خط گذرا از نمودار تابع
در نقطة A(a,f(a)) روی منحنی به پيدا كردن شيب خط گذرا از 
نمودار تابع f(x) در نقطة A(a,f(a)) روی منحنی تغيير می كند. به 
همين دليل پس از این، روی پيدا كردن شيب خط مماس تمركز 
می كنيم، چرا كه با به دســت آوردن شيب mL و جای گذاری آن 

در فرمول )*(، معادلة خط مماس به دست می آید.

2. ارائة مطالب و مفاهیم درس جدید
é سازمان دهی مطالب و پيوند آن ها به پيش  سازمان دهنده

در اینجا برای به دست آوردن شيب خط، طبق حالت )پ( 

یــادآوری، به دو نقطه نياز داریم. اما در این مســئله فقط یک 
نقطه داریم! لذا به نظر می رســد به دست آوردن mL از فرمول 

L ذكر شده در حالت )پ( ممکن نيست.
y y

m
x x

−
=

−
2 1

2 پيشــنهاد كنيد كه با در نظر گرفتن خطی مانند L1 كه از 1
نقطة A(a,f(a)) گذشــته و منحنــی را در نقطة دیگری مانند 
B(b,f(b)) قطع كرده اســت و رفتاری شــبيه خــط L دارد 
)نمودار2(، طبق فرمول شــيب خط گذرا از دو نقطة ذكر شده 
در حالت )پ( یادآوری، شيب آن را به صورت زیر محاسبه كنند:

L
f (b) f (a)m

b a
−

=
−1

         )1(

شــيب به دست آمده شيب خطی نزدیک به خط L است و 
لذا می توان آن را تقریبی برای شيب خط L به حساب آورد. از 
این رو با محاســبة آن و جای گذاری آن در فرمول )*(، معادلة 
تقریبــی خط مماس بر منحنی تابــع f در نقطة A(a,f(a)) به 

دست می آید.
توضيح دهيد چون شــيب به دست آمده تقریبی است، لذا 
 L كه به L2 می توان با به دســت آوردن شــيب خطی ماننــد
 C(c,f(c)) و A(a,f(a)) نزدیک تر است و از نقاط L1 نســبت به
می گذرد، تقریب بهتری برای شيب خط L به دست آورد. لازم 
به تذكر اســت كه نقطة C(c,f(c)) از نزدیک تر در نظر گرفتن 
c به a نســبت به b روی محور xها به دست می آید )نمودار3(. 
شيب خط گذرا از دو نقطة ذكر شده طبق فرمول ذكر شده در 

حالت )پ( یادآوری به صورت زیر به دست می آید:

L
f (c) f (a)m

c a
−

=
−2

   )2(

 L3 به همين ترتيب با به دســت آوردن شيب خطی مانند
كه به L نســبت به L2 نزدیک تر اســت و از نقاط A(a,f(a)) و 

a در نقطه به طول f(x) نمودار 1. معادلة خط مماس بر نمودار تابع

نمودار 2. خط گذارا از دو نقطه روی نمودار
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D(d,f(d)) می گذرد، می توان تقریب بهتری برای شــيب خط 
L به دســت آورد. لازم به تذكر اســت كه نقطة D(d,f(d)) از 
نزدیک تــر در نظر گرفتن d به a نســبت به c روی محور xها 
به دســت می آید )نمودار3(. شيب خط گذرا از دو نقطة مزبور 

طبق حالت )پ( یادآوری به صورت زیر به دست می آید:

 L
f (c) f (a)m

c a
−

=
−3

  )3(

3. تقویت پیش سازمان دهنده
به منظور روشن كردن مفهوم و برای دانش آموزان و ارتباط 
اطلاعات جدید با پيش سازمان دهنده، در فعاليت های یادگيری 

سؤال زیر از دانش آموزان پرسيده می شود:
ـ معادلــة خط مماس بر منحنی تابع f(x)=x2 را در نقطة 

x=3 را به دست آورید.
é تعاملی كردن كلاس و درگير كردن دانش آموزان جهت 

تثبيت و تقویت مطالب
همچنيــن در قالب یــک تکليف گروهــی در كلاس از 
دانش آموزان دليل معادل بودن فرمول زیر را با فرمول تعریف 

مشتق )فرمول ۴( پرسيده می شود:

h

f (a h) f (a)f '(a) lim
h→

+ −
=

0

f(a)

f(d)

f(c)

f(b)

f(x)
L2

L3

L

L1

 B(b,f(b))

dcba

 C(c,f(c))

 D(d,f(d))

 A(a,f(a))

نمودار 3. حد شیب خطوط

با توجه به نمودار 3 و شيب های به دست آمده از فرمول های 
)1(، )2( و )3( متوجه می شویم با نزدیک تر شدن c ،b و d به 
سمت a، خط های L2 ،L1 و L3 به خط L نزدیک تر می شوند و 
مقدار تقریبی شيب این خط ها به شيب خط L نزدیک می شود. 
لذا با درنظر گرفتن متغير x كه به ســمت a ميل می كند، این 
خطوط به خط L نزدیک و نزدیک تر می شوند و حد شيب این 

خطوط برابر شيب خط L می شود و در نتيجه داریم:

L x a

f (x) f (a)m lim
x a→

−
=

−

با به دست آمدن شــيب خط مماس و جای گذاری آن در 
فرمول )*(، معادلة خط مماس بر منحنی تابع f در نقطه ای به 

طول x=a به دست می آید.
شــيب خط مماس بر منحنی تابع f در نقطه ای به طول 

x=a را مشتق تابع f می نامند و به صورت زیر تعریف می شود:

x a

f (x) f (a)f '(a) lim
x a→

−
=

−
         )۴(
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اشاره
} پيوسته است. ولی بعد از آن مکرر  }R − 0 } صحبت می شود، می گویند تابع در  }f (x) : R R

x
= − →

1 0 وقتی از تابعی مثل 
اتفاق می افتد كه این بيان نقض می شــود؛ بدین صورت كه گفته می شــود: »تابع f در صفر ناپيوسته است«. در صورتی كه صحبت 
از پيوســتگی یا ناپيوستگی یک تابع در خارج از دامنة آن نادرست است. در این مقاله به این گفتة تناقض آميز می پردازیم و نشان 
می دهيم دليلی كاملًا ریاضی پشت این نوع بيان وجود دارد. برای بررسی این مشکل قضایایی را بيان خواهيم كرد كه بر مبنای آن ها 

می توان برخی از توابع ناپيوسته را به توابعی پيوسته گسترش داد.

كلیدواژه ها: پيوستگی، نقطة چسبيدگی، ناپيوستگی رفع شدنی، مجموعة بسته

مقدمه
f نگاه كنيد. آیا این تابع پيوسته است؟ (x)

x
=

1 به نمودار تابع 

2

4

6

2 4 6
0
0-2-4-6

-2

-4

} برابر  x∈Df اســت. بنابر  }fD R= − 0 دامنــة f برابــر
تعریف پيوستگی، در هر x∈Df تابع f پيوسته است. اما شهود 
دانش آموزان و حتی ما نمی تواند بپذیرد كه این تابعی پيوسته 
باشــد. چون در اطراف صفر یک ســر تابع به ∞+ و یک ســر 
دیگر آن به ∞- می رود؛ پيوســتگی ای كه هيچ كدام از ما آن را 
باور نمی كند، چه رسد به دانش آموزان. بنابراین گفته می شود 
كه تابع در نقطة صفر ناپيوســته است. درواقع اشتباهی رایج 
اتفاق می افتد و ما به یک باره صفر را جزو دامنة تابع به حساب 
می آوریم. اما چرا این اشتباه بسيار شایع است؟ دليلش آن است 

} چسبيده  }fD R= − 0 f به حساب نمی آوریم؛ زیرا نقطة صفر را به  (x)
x

=
1 كه ما به طور شهودی نقطة صفر را خارج از دامنة 

می بينيم. از لحاظ ریاضی هم این درک كاملًا درســت اســت. در ادامه خواهيم گفت كه نقطة صفر یک نقطه چسبيدگی )حدی( 
} است.1 }fD R= − 0

 گسترش 
{ }x R ,

f (x) x
x

∈ −
= 
 =

1 0

0 0
 f با تعریف  : R R→ } را می توان به صورت زیر به تابع  }f (x) : R R

x
= − →

1 0 تابع 

ابوالحسن فریدونی
استادیار دانشگاه ایلام
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f روی R پيوسته نيست. این ناپيوستگی با شهود ما سازگار است. داد. می بينيم كه 

ff پيوسته است، اگر در هر نقطه از دامنة آن پيوسته باشد. : D R→ تعریف 1. تابع 
} كه  }n fx D⊂ ff در نقطه x∈Df دارای ناپيوســتگی رفع شــدنی اســت،  اگر بــرای هر دنبالة  : D R→ تعریف 2. تابع 

 موجود باشد.
n

n nx x
lim f (x ), x x
→

→

تعریــف 3. زیــر مجموعة A از R را در نظر بگيرید. نقطة x∈R را یک نقطة چســبيدگی )حــدی( A گویيم اگر یک دنبالة 
A نشان می دهيم. nx مجموعة نقاط حدی A را با  x→ } موجود باشد كه  }nx A⊂

[ ](a, b) a, b= Q و  R= مثلًا 
ff را در نظر بگيرید. مجموعة D را به صورت زیر تعریف می كنيم: : D R→ تعریف 4. تابع 

}موجود است }
n

f n f n nx x
D x D x D , x x : lim f (x ) ,

→

 
= ∈ ∀ ⊂ → 
 

f را به این صورت معرفی می كنيم: و تابع

{ }
n

n n fx x

f : D R

f (x) lim f (x ), x D ,
→

 →
 = ⊂

 موجود است؛ یعنی ناپيوســتگی رفع شدنی است. اگر 
n

nx x
lim f (x )
→

fx باشــد. پس  D D∈ ∩ fD اگر  D⊂ پيداســت كه 
 موجود نيست و ناپيوستگی رفع شدنی است.

n
nx x

lim f (x )
→

، fx D D∈ −

D

Df

Df

} در تعریف D صدق  }ny } و  }nx x و دنبالة  D∈ f خوش تعریف است. بدین معنی كه اگر  اكنون نشان می دهيم، تعریف
كند و:

n nn n a
t lim f (x ), w lim f (y )

→∞ →
= =

آن گاه t=w. اگر بنا به فرض خلف برابر نباشند، تعریف كنيد:
n

n
n

x
z

y


= 


,n زوج

,n فرد

. پس فرض خلف باطل اســت و  x D∉ nn موجود نيســت، پس:
lim f (z )
→∞

، ولی  nz x→ ، پس: ny x→ nx و  x→ چون 
t=w. به عبارت دیگر:

n n
n nx x y x

f (x) lim f (x ) lim f (y ).
→ →

= =

به مثال زیر توجه كنيد: 
، { }f : R R− →0 مثال: تعریف كنيد: 

f (x) 
= −

1
1

,x  گویا

x۰  اصم

همچنين قرار دهيد:
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n nx y
n n

   = =   
    

1 1

، ولی: ny nx و 0→ پيداست كه: 0→

n nn n
lim f (x ) lim f (y ).
→∞ →∞

= ≠ − =1 1

نشان می دهيم: D∌۰. در تعریف D، هر دنباله كه به x همگراست، باید بررسی شود، اگر تعریف كنيم:

n
nz

n


= 



1

1 ,n زوج

,n فرد

f قابل تعریف نيست. ( )0 nn موجود نيست. پس x=۰∉D و 
lim f (z )
→∞

، ولی  nz آن گاه: 0→
مثال اخير نمی تواند مثال نقضی برای خوش تعریفی تعریف D باشد.

.Df⊃D :رفع شدنی است، اگر و تنها اگر f را در نظر بگيرید. همة نقاط ناپيوستگی ff : D R→ قضیة 1. تابع 
 

n
nx x

lim f (x )
→

} كه ،  }n fx D⊂ برهان: فرض كنيد همة نقاط ناپيوستگی fرفع شدنی است. برای هر x∈Df و برای هر دنبالة 
. x D∈ nx موجود است. پس:  x→

برعکس، فرض كنيد Df⊃D، طبق تعریف f ،D در همة نقاط Df دارای حد است. پس نقاط ناپيوستگی آن رفع شدنی است. 
.Df⊄D :دارای ناپيوستگی رفع نشدنی است، اگر و تنها اگر ff : D R→ نتیجه: تابع

] را در نظر بگيرید. داریم: ]f (x) x : R R= → مثال 2: تابع 
f fD R, D R Z D D.= = − ⇒ ⊄

. fD R D= ≠ ] رفع شدنی نيست. به علاوه:  ]f (x) x : R R= → بنا به نتيجة قبل، نقاط ناپيوستگی 

] داریم: ]f (x) x : R Z R= − → مثال 3. برای تابع 
f fD R Z, D R Z D D.= − = − ⇒ =

fD و: R D= ≠ f در همه جا روی D=R-Z پيوسته است. همچنين: 
f f : R Z R= − →

: را با تعریف f : R R→ مثال 4. تابع 

R Z
x x Z,

f (x) xX (x)
x Z,−
∉

= =  ∈0
در نظر بگيرید. داریم:

f fD R, D R D D.= = ⇒ =

. fD R D= = . درا ین حالت:  f (x) x : R R= → پس نقاط ناپيوستگی f رفع شدنی است و: 

-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

3

-1

-2

-3

-4
0

-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

3

-1

-2

-3

0
0

و
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. f (x) x : R Z R= − → مثال 5. برای تابع 
f fD R Z, D R D D= − = ⇒ ⊂

fD و: R D= = f پيوسته است. به علاوه :  : R Z R− →

f (x) x : R R= →

0
0-1-2-4 1 2

-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

-1

-2

-3

0
0-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

-1

-2

-3

0
0

گسترش پیوستة توابع
تعریف كنيد:

{ }
{ }

Z ,, , , , , , , , , , , ,

Z , , , , , , , , , , .

= − −

+ = − −

2 4 2 0 2 4 6
2 1 3 11 3

لذا:

R Z,
Z Z ( Z ), R Z

R ( Z ).
−

= ∪ + − ⊂  − +

2
2 2 1

2 1

f با ضابطة : R ( Z ) R− + →2 1 مثال 6. تابع 

(tan( x)) x R Z,
f (x)

x Z

 ∈ −

 ∈ 1 2

روی R-Z پيوسته است. پيداست:
f fD R ( Z ), D R ( Z ) D D ,= − + = − + ⇒ =2 1 2 1

f گســترش داد. اما ما از لحاظ شهودی نمی توانيم  : R ( Z ) R− + →2 1 . می توان پيوســتگی f را به شکل  fD R D= ≠ و 
f پيوسته است، چون تابع در هر نقطة 2Z+1 ناپيوسته است. اما چرا نمی توانيم از لحاظ شهودی نقاط 2Z+1 را نادیده  بپذیریم كه 
Z )به شکل  R ( Z )+ ⊂ − +2 1 2 1 fD چسبيده اند، یعنی:  R ( Z )= − +2 1 بگيریم؟ جواب این اســت كه نقاط 2Z+1 به مجموعة 

.) R ( Z ) R− + =2 1 دقيق تر 
fD در مثال هــای ۴ و 5 نيز اتفاق افتاد، ولی در مثال هــای 2، 3 و 6 صادق نبود. این مثال ها بيان می كنند كه  D= تســاوی 
 D را از f اتفاق بيفتد. در این صورت می توانيم دامنة پيوستگی fD D= پيوستگی زمانی از لحاظ شهودی مقبول است كه تساوی 

fD گسترش دهيم. به یک مثال دیگر توجه كنيد. به 

مثال 7. برای تابع
x x ( , ),f (x)

x ( , ),
 − ∈ −= 

∉ −

21 11
تعریف نشده11
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داریم: 
[ ]ffD ( , ), D D D ,= − = = = −11 11

fD است.  D= . به طور شهودی تابع f را می توانيم به عنوان تابع پيوسته بپذیریم. دليل این امر برآورده شدن رابطة fD D= پس:
در ادامه اثبات می كنيم این نتيجه ای خاص نيست.

fD این نيســت كه تابع صادق در این رابطه پيوستگی شــهودی قابل قبولی دارد. كار مهم تری كه  D= اما تنها مزیت رابطة
 . fD می توانيم انجام دهيم، این است كه چنين توابعی را می توانيم به توابع پيوسته ای روی كل R گسترش دهيم؛ خيلی بيشتر از

f ربط دهيم: : R R→ ( را به تابع پيوستة f مثلًا در مورد مثال 7 می توانيم f )و یا

[ ]
( )

x x , ,
f (x)

x , ,

 − ∈ −= 
∉ −

21 11
0 11

fD صدق می كنند، بررسی می كنيم. D= حال برمی گردیم و مثال هایی را كه در شرط 
fD لذا  R D= = . در مثــال 5 داریم:  f (x) f (x) x= = . پس قــرار می دهيــم: fD R D= = در مثــال ۴ می بينيــم كه:

. f (x) f (x) x= =

 )برای x∈D( مشــکل را حل كردیم. اما 
nx x

f (x) f (x) lim f (x)
→

= = fD نقاط تنها بودند كه با تعریف  D− در ایــن مثال ها 
حالت هایی دیگر اتفاق می افتند و مشکل فقط در نقاط تنها نيست.

مثال 8. تعریف كنيد:

n Z

(x ( n )) x ( n, n ), n Z
f (x) x ( n, n )

∈

 − − + ∈ + ∈=  ∉ ∪ +

21 4 1 4 4 2
4 4 تعریف نشده2

10 2 3 4 5 6-1-2-3-4

1

0

0
00/5 1 1/5-1/5 -1 0/5

0/5

-1-2-3-4 1 2 3 4 5 6
0

0

1

-1

در این مثال:
[ ]ff n Z f n ZD ( n, n ),D D D n, n .∈ ∈= ∪ + ⊂ = = ∪ +4 4 2 4 4 2

f را به طور پيوسته گسترش دهيم:  : R R→ ff به  : D R→ از شکل پيداست می توانيم 

[ ]
[ ]n Z

(x ( n )) x n, n , n Z
f (x)

x n, n .∈

 − − + ∈ + ∈= 
∉∪ +

21 4 1 4 4 2
0 4 4 2

f نيز مشتق پذیر باشد. F را طوری انتخاب كنيم كه  : R R→ به علاوه چون f در Df مشتق پذیر است، می توانيم 
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a x b

f(a)

f(b)

Df

a bx

Df

a x b

R

صدق می كنند، اجرا كرد؟ در ادامه نشان می دهيم  fD D= سؤال اینجاست كه آیا می شود این ایده را برای سایر توابع كه در شرط
كه این امر ممکن است.

) می توان انتخاب كرد كه:  )a,b ، آن گاه یک بــازه  fx R D∈ − نکته: شــکل قبل را می توان این طور تفســير كرد كه اگر: 
. ( ) fa, b R D⊂ − ) و  )x a,b∈

، آن گاه می توان تابع f را به یک تابع پيوسته روی كل R گسترش داد. fD D= قضیة 3. اگر 
 . ( ) fa, b R D⊂ − ) و  )x a,b∈ ) می توان انتخاب كرد كه  )a,b fx یک بازه  R D∈ − برهــان: بنا به نکتة قبل برای هر 
 f (b) f و (a) fD تعریف شده، D= f روی  . از آنجا كه  fa, b D∈ ) بزرگ ترین بازه با این خاصيت باشند. لذا:  )a,b فرض كنيد 

موجود است. تابع خطی 
f (b) f (a)L(x) (x a) f (a),

b a
−

= − +
−

] پيوسته است، زیرا: ]a,b ) تعریف كنيد. به راحتی می توان بررسی كرد كه L روی  )a,b را روی 
L(a) f (a), L(b) f (b)= =

 L(x) به صورت اجتماعی از بازه های باز و مجزاست، روی هر كدام از این بازه ها می توانيم تابع خطی شبيه fR D− از آنجا كه 
fD به تابع پيوسته ای روی كل R بسط دهيم. f را از  تعریف كنيم. یعنی می توانيم 

پی نوشت 
.« متفاوت است. 1. در این فونت عدد صفر به صورت »۰« نمایش داده می شود و با نقطه »

منابع
1. گروه مؤلفان )139۰(، حسابان

2. گروه مؤلفان )1387(، حساب دیفرانسيل و انتگرال
3. ميرزا وزیری، مجيد. صال مصلحيان، محمد )1388(. فضاهای متریک با طعم توپولوژی، دانشگاه فردوسی، مشهد.

٭ همه اشکال توسط نرم افزار جئوجبرا GeoGebra رسم شده اند.
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از طریق ایجاد تغییرات کوچک در مسائل
 کتاب های درسی ریاضی مدرسه ای

چکیده
هدف اصلی مقالة حاضر كه در ادامة مقالة »راهبردهایی برای استفاده از رویکرد آموزش ریاضی واقعيت مدار در كلاس درس« )چاپ شده 
در شمارة 136 مجلة رشد آموزش ریاضی، پایيز 1399( آمده است، بهره گيری از مسائل مدل سازی و كاربردها در شرایط موجود كلاس های 
درس ریاضی اســت. در این مقاله، مثال های بيشــتری برای رویکرد دوم، یعنی »ایجاد تغييرات كوچک در مسائل كتاب های درسی ریاضی 
مدرسه ای«، ارائه می شود. مثال های مطرح شده در این مقاله، همگی مربوط به دورة اول متوسطه هستند، ولی می توان از راهبرد ایجاد تغييرات 
كوچک در مســائل كتاب های درسی ریاضی مدرســه ای در سایر دوره های تحصيلی نيز استفاده كرد. برای درک بهتر راهبرد ایجاد تغييرات 
كوچک در مســائل كتاب های درســی ریاضی، تصویر مسئلة مطرح شده در كتاب درسی، به همراه مسئلة تغييرشکل یافته نگاشته شده اند تا 
نشــان دهند، چگونه می توان با ایجاد یک تغيير كوچک در متن مسائل كتاب های درسی ریاضی مدرسه ای، یک مسئلة اصيل و باورپذیر در 

دنيای واقعی، ایجاد كرد.

كلیدواژه ها: مدل سازی و كاربرد، آموزش ریاضی واقعيت مدار، كتاب درسی ریاضی

مقدمه
در مقالة رفیع پور )1399( با عنوان »راهبردهایی برای استفاده 
از رویکرد آموزش ریاضی واقعيت مدار در كلاس درس« كه در شمارة 
136 مجله رشــد آموزش ریاضی چاپ شد، سه راهبرد زیر معرفی 

شدند.
 راهبرد اول: محيط اطراف خود را با دقت مشاهده كنيد.

 راهبرد دوم: در مســائل كتاب های درسی، تغيير كوچکی 
ایجاد كنيد.

 راهبرد ســوم: از روش هــای متفاوت برای طرح مســئله 
استفاده كنيد.

مقالة حاضــر روی راهبرد دوم متمركز اســت و در آن تلاش 
می شــود، از طریق بيان مثال های بيشتر، یک راهنمای عملی برای 
تدریس آموزش ریاضی واقعيت مدار فراهم شود. قبل از ورود به بحث 
اصلی، لازم اســت توضيح داده شود كه چرا در این مقاله، به دنبال 
ایجاد تغيير كوچک در مســائل كتاب های درسی ریاضی مدرسه ای 
هســتيم تا آن ها را به مسائل واقعيت مدار تبدیل كنيم. پيش از آن 
لازم است توضيح داده شود كه اصولاً چرا مطالعة كتاب های درسی 

ریاضی مهم هستند.
در نظام های آموزشی متمركز، مانند نظام آموزش وپرورش ایران، 
كتاب های درســی نقش مهمی دارند؛ چــرا كه یکی از منابع اصلی 
معلمان در تدریس محســوب می شوند. نتایج حاصل از پرسش نامة 
معلمان ریاضی نشــان می دهد كه 68 درصد معلمان ریاضی ایرانی 
شــركت كننده در »مطالعــة تيمــز 2۰۰3« و 1۰۰ درصد معلمان 
ریاضی ایرانی شــركت كننده در »مطالعة تيمــز 2۰۰7«، از كتاب 

]Mollis, et al, 2008[ درسی برای تدریسشان استفاده می كنند
در مقدمــة كتاب های درســی ریاضی اعلام شــده اســت كه 
كتاب های درسی با توجه به سند برنامة درسی ملی نگاشته شده اند. 
برای مثال، بخش سخنی با معلم كتاب درسی ریاضی سوم ابتدایی 
]داودی، رســتگار، عالميــان، 1399[ را ببينيــد. در صفحة ۴1 از 
ســند برنامة درسی ملی، توانایی به كارگيری ریاضی در حل مسائل 
روزمره از اهداف آموزش ریاضی دانســته شــده است. این در حالی 
اســت كه پژوهش های مبتنی بر تحليل محتوای كتاب های درسی 
ریاضی مدرسه ای نشان می دهند كه مسائل مدل سازی در كتاب های 

ایوبتوکلی
دبیر ریاضی استان یزد، دانشجوی کارشناسی ارشد آموزش ریاضی دانشگاه شهید باهنر کرمان
ابوالفضلرفیعپور
عضو هیئت علمی بخش آموزش ریاضی، دانشکده ریاضی و کامپیوتر، دانشگاه شهید باهنر کرمان
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درســی ریاضی غایب هســتند ]رفيع پور، 1391؛ خانی و رفيع پور، 
139۴[. اما برای نزدیک شــدن به اهداف سند برنامة درسی ملی، 
می توان با ایجاد تغييراتی كوچک در متن مسائل كتاب های درسی 
ریاضی، آن ها را باورپذیرتر كرد. در ادامه نحوة ایجاد این تغييرات در 

مثال های متفاوت نشان داده خواهد شد.

مسائلریاضیواقعیتمدار
در این بخش شش مثال بيان شده اند كه همگی براساس ایجاد 
تغيير كوچک در مسائل كتاب های درسی ریاضی دورة اول متوسطه 

طراحی شده اند.
مثال اول )رحل قرآن( : در شــکل 1 مســئله ای در مورد 
رحل های قرآنی آمده اســت. این مســئله كه در صفحة ۴5 كتاب 
ریاضی نهــم ]اميری و دیگران، 1398 ب[ آمده اســت، در زمينة 
دنيــای واقعی مطرح شــده و دانش آمــوز نوعی ایرانــی، با رحل 
قرآن آشناســت. ولی چون فرایند صورت بندی و تفســير و حتی 
به كارگيری ریاضی، توســط خود كتاب انجام گرفته و كار كمی به 
عهدة دانش آموز گذاشته شده است، لذا دانش آموز با مسئله درگير 
نمی شود. با ایجاد تغيير كوچکی می توان این مسئله را به یک مسئلة 

ریاضی واقعيت مدار تبدیل كرد.

صورت ســؤال مطابق كتاب درســی: با رحل های قرآنی 
حتماً آشنایی دارید. در نمونه ای از آن ها، دو لایة چوبی آن از وسط 
یکدیگر گذشــته اند. می خواهيم نشان دهيم كه این تکيه گاه در هر 
وضعيتی كه باشد، مطابق شــکل، همواره فاصلة دو لبة كناری آن 
در دو طرف با هم برابر اســت. به زبان ریاضی، یعنی در شکل زیر، 

CA

BD

O
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شکل 1. صفحة 45 از كتاب درسی ریاضی پایة نهم

شکل 2. صفحة 49 از كتاب درسی ریاضی پایة نهم

تغییریافتة مسئله: علی و محمد دانش آموزان كلاس نهم 
»مدرسة شهيد صدوقی« شهرستان یزد هستند. آن ها در ماه مبارک 
رمضان به مســجد می روند و در برنامة هم خوانی دسته جمعی قرآن 
شــركت می كنند. یک روز بعد از تمام شــدن قرآن، علی به محمد 
گفت: »به نظر تو، تکيه گاه رحل هر جا باشــد، فاصلة دو لبة كناری 
آن با هم برابرند؟« محمد پاسخ داد: »بله. تازه می شود دليل ریاضی 

هم آورد. نظر شما چيست؟«
مثال دوم )فاصلة بین دو روستا(: در شکل 2 مسئله ای در 
مورد راه ســازی آمده اســت. در این مسئله كه در صفحة ۴9 كتاب 
ریاضــی نهم ]اميری و دیگران، 1398 ب[ آمده اســت، می توان از 
طریق ایجاد تغيير در ظاهر ســؤال و استفاده از نام های آشنا برای 

دانش آموزان، موقعيت مسئله را باورپذیرتر كرد.

صورت ســؤال مطابق كتاب درسی: دو روستای A و B با 
یک جادة خاكی مســتقيم به هم وصل هستند. در آن منطقه یک 
جادة آسفالتة مستقيم ساخته شد كه دو روستا در دو طرف آن واقع 
شدند و جادة آسفالته درست از وسط جادة خاكی عبور می كرد. ادارة 
راه ســازی تصميم گرفته است كه از هر روستا، یک جادة آسفالته با 
 A كوتاه ترین فاصلة ممکن تا جادة اصلی بسازد. بنابراین از روستای
یک جادة مستقيم، عمود بر این جادة اصلی و به طول چهار كيلومتر 
ساخته شــد. برای برآورد هزینه های ساخت جادة دیگر از روستای 
B، مهندســان پيش بينی كرده اند كه فاصلة روستای B از جاده نيز 

.AH=BH' همين مقدار است؛ یعنی

فرض مسئله این است: OA=OB و OC=OD )چرا؟( و حکم این 
 OAD برابرند )چرا؟(، پس مثلث های Ô2 Ô1 و   .AD=BC :است
و OBC هم نهشت هستند و از آنجا درستی حکم به دست می آید؛ 

یعنی:
OA OB
OC OD OBC OAD AD BC
ˆ ˆO O

∆ ∆
=


= ⇒ ≅ ⇒ =
= 1 2

مسئلة تغییریافته: روستاهای »حسن آباد« و »محمدآباد« در 
فاصلــة 1۰ كيلومتری از هم قرار دارند. این دو روســتا با یک جادة 
خاكی به هم مرتبط هستند. ادارة راه تصميم گرفته است، آزادراهی 
بين این دو روســتا بگذراند. اهالی این دو روســتا هر كدام اعتراض 
كردند و گفتند: »باید فاصلة روســتای ما تــا این بزرگراه نزدیک تر 
باشــد«. ادارة راه برای جلوگيری از دعوای این دو روســتا تصميم 
گرفته اســت، به گونه ای آزادراه را بسازد كه فاصلة هر دو روستا تا 
آزادراه احداثی یکســان باشد. لازم به ذكر است، این آزادراه از وسط 
جادة خاكی بين دو روستا عبور می كند. با توجه به شکل 2، ادعای 
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ادارة راه را بررسی كنيد.
مثال سوم )نقشه خوانی(: در شــکل 3، مسئله ای در مورد 
نقشــه خوانی و جهت یابی آمده است. این مسئله كه در صفحة 5۴ 
كتــاب ریاضی نهم ]اميری و دیگران، 1398 ب[ آمده اســت، یک 
فعاليت معتبــر در زمينة آموزش ریاضيات واقعيت مدار محســوب 
می شود، اما دو اشکال اساسی دارد: اشکال اول این است كه تصویر 
درج شده، كيفيت مطلوبی ندارد. اشکال دوم این است كه این تصویر 

برای دانش آموزان غيرتهرانی دور از ذهن است.
صورت سؤال مطابق كتاب درسی:

در شکل 3، نقشة قســمتی از شهر تهران را می بينيد. مقياس 
نقشه 1 به 1۰۰۰۰۰ اســت؛ یعنی هر یک سانتی متر روی نقشه با 
1۰۰۰۰۰ ســانتی متر واقعی برابر اســت. فاصلة دو ميدان انقلاب و 

آزادی را پيدا كنيد.

شکل 3. صفحة 54 از كتاب درسی ریاضی پایة نهم

وجود دارد، جزو مسائل كاربرد استاندارد1 طبقه بندی می شود.

شکل 4. منطقه ای از شهر یزد

به گفتة فرودنتال )1991(، شــرط آنکه مســئله ای از ارزش 
انسانی برخوردار باشد، این است كه ضمن واقعی بودن، به تجربه های 
دانش آموزان نزدیک باشد. لذا با توجه به اینکه كتاب درسی ریاضی 
به صورت متمركز چاپ می شــود و بومی نيســت، معلم می تواند با 
جایگزین كردن نقشة محل زندگی دانش آموزان، مسئله را واقعی تر 
كند. به این ترتيب، مسئله برای دانش آموزان ملموس تر خواهد شد.

مسئلة تغییریافته: معلم می تواند با استفاده از »گوگل مپ«، 
در شــکل ۴ نقشــة مکان زندگی دانش آموزان را جایگزین نقشــة 
شــهر تهران كند. به این ترتيب، مسئلة كتاب درسی جرح و تعدیل 
می شود و برای دانش آموزان غيرتهرانی معنادار خواهد بود. در شکل 
۴ نقشة قسمتی از شهر یزد آمده است. این نقشه برای دانش آموزان 
یزدی آشناســت و می توان از دانش آموزان خواست تا فاصلة ميدان 
شهيد بهشتی تا ميدان تاریخی اميرچخماق را محاسبه كنند. البته 
در این مســئله باید به مقياس نقشه توجه شود. در شکل ۴ مقياس 

1 به 15۰۰۰ سانتی متر است.
مثال چهارم )هزینة اشتراک اینترنت(: در شکل 5 مسئله ای 
در مورد هزینة اشتراک اینترنت تلفن همراه آمده است. این مسئله 
كه در صفحة 1۰8 كتاب ریاضی نهم ]اميری و دیگران، 1398 ب[ 
آمده است، با تجربة دانش آموزان سازگار است و زمينة واقعی دارد. 
اما با توجه به اینکه یک راه حل ریاضی مشــخص برای حل مسئله 

شکل 5. صفحة 108 از كتاب 
درسی ریاضی پایة نهم

صورت سؤال مطابق كتاب درســی: هزینــة اشتراک یک 
خــط اینترنت روی تلفن همــراه 3۰۰۰ تومان مبلغ ثابت و 2۰۰۰ 
تومان برای هر ساعت استفاده است. هزینة كلی x ساعت استفاده از 

اینترنت را با y نشان دهيد و رابطه ای بين y و x بنویسيد.
یک نوع دیگر از اشــتراک اینترنت بدون مبلغ ثابت است؛ ولی 
برای هر ســاعت اســتفاده، 3۰۰۰ تومان هزینه دارد. رابطه ای بين 
هزینة اشــتراک y و x ســاعت اســتفاده از اینترنت در این حالت 

بنویسيد.
دو خط به معادله های فوق را در دستگاه مختصات مقابل رسم 
كنيــد. محل برخــورد این دو خط چه ویژگــی ای دارد؟ برای 1/5 
ساعت استفاده، كدام نوع اشــتراک بهتر است؟ بعد از چند ساعت 

استفاده از اینترنت، اشتراک نوع اول به صرفه خواهد بود؟

x

y

تغییریافتة مثال چهارم: نوع دیگری از مسائل وجود دارند 
كه در دنيای واقعی مطرح می شوند و از یک بيان غيرریاضی، باید 
یک مسئله ریاضی صورت بندی شود. این مسائل را »مدل سازی« 
می گویند. در واقع زمينة واقعيت مدار در این مســائل وجود دارد، 
ولی برای حل مســئله مدل ریاضی در اختيــار دانش آموزان قرار 
ندارد. بــرای مثال، در مقالــة احمدی و رفیع پور )1393(، یک 
مســئلة مدل سازی با زمينة مرتبط با تلفن همراه، بيان شده است 

)شکل 6 را ببينيد(.
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پی نوشت ها
1. Standard Application
2. Context-separable problems

در مســئلة مطرح شده در شــکل 6، ابتدا باید مجموعه قوانين 
اپراتورهای تلفن همراه، برای تعيين نرخ مکالمه، بررسی شود. سپس 
با ساختاربندی و خلاصه كردن قوانين اپراتورهای تلفن همراه، یک 
مدل ریاضی اســتخراج خواهد شــد. به عبارت دیگر، دانش آموزان 
برای حل این مســئله به هيچ مدل ریاضی از پيش طراحی شده ای 
دسترسی ندارد و مدل ریاضی از درون جستار پيرامون مسئله ظهور 
می كند. این گونه مسائل )مسائل مدل سازی( از ارزش ریاضی بالایی 
برخوردار هستند و باعث می شــوند، دانش آموز در مورد این سؤال 

هميشگی شان كه ریاضی به چه درد می خورد، تجدیدنظر كنند.
مثال 5 )گردش در جنگل(: در شکل 7 مسئله ای از ریاضی 
نهــم ]اميری و دیگران، 1398 ب[ آمده اســت كه در زمينة دنيای 
واقعی مطرح شده است. اما در حل این مسئله، زمينه هيچ دخالتی 
ندارد و صرفاً با یک جمع و تقسيم، مسئله حل می شود و دانش آموز 
بــدون درک مفاهيم انرژی و كالری می تواند مســئله را حل كند. 
به این دســته از مسائل كه در زمينة دنيای واقعی مطرح می شوند 
ولی زمينة مطرح شــده نقش خاصی در حل مسئله ندارد، »مسائل 
مســتقل از زمينه«2 می گویند. با ایجاد تغيير كوچکی در مســئلة 
مطرح شده در شکل 7 می توان یک مسئلة مدل سازی به وجود آورد.

غذایشــان، مســيرهای متفاوتی را طی كنند، یکی از ویژگی های 
مســائل زمينه دار در دنيای واقعی است. در این زمينه مسکوویچ 
)2۰۰2( معتقد اســت كه مسائل دنيای واقعی به مسائل بازپاسخ و 

مسائل با راه حل های چندگانه مرتبط هستند.
مثال 6 )كلاه جشن تولد(: شکل 8 مسئله ای را نشان می دهد 
كه در صفحة 87 از كتاب درسی ریاضی پایة هشتم ]اميری و همکاران، 
1398 الف[ آمده اســت. با وجود اینکه زمينة این مسئله واقعی است 
و دانش آموزان با شکل مخروط كه شبيه كلاه جشن تولد است، آشنا 
هستند، ولی بسياری از آن ها در حل این مسئله عملکرد مناسبی ندارند.

1. علی با قسمتی از دایره ای به شعاع 10 سانتی متر، مخروطی به قطر 
قاعدة 12 سانتی متر ساخته است. ارتفاع این مخروط چقدر است؟

شکل 6، مسئلة مدل سازی با زمینة مرتبط با تلفن 
همراه، برگرفته از: احمدی و رفیع پور )1393(

شکل 7. صفحة 94 از كتاب درسی ریاضی پایة نهم

شکل8. كار در كلاس صفحه 87 از 
كتاب درسی ریاضی پایه هشتم

کار در کلاس

دو نفر با وزن های 85 و 65 كيلوگرم به جنگلی رفتند. آن ها 
در این جنگل به منابع غذایی دسترسی ندارند. برای همين همراه 
خود مواد غذایی ای برده اند كه ۴5۰۰ كيلو كالری انرژی دارد. اگر 
فرض كنيم هر انســان روزانه حداقل به اندازة سه برابر وزن خود 
انرژی نيــاز دارد، آن ها حداكثر چند روز می توانند با مواد غذایی 

خود در جنگل دوام بياورند؟

12cm

مســئلة مکالمه با تلفن همــراه: نرخ مکالمه با تلفن های 
همراه، چــه رابطه ای با عادت های مکالمــة افراد دارد؟ 
مجموعــة مقرراتی تدوین كنید تا بــه افراد در انتخاب 

اپراتور تلفن همراه كمک كند.

تغییریافتة مثال پنجم: علی و حسن در تعطيلات عيد نوروز به 
جنگل رفته اند. آن ها 3 كيلوگرم برنج، 3۰۰ گرم نمک، 1/5 ليتر روغن 
و ۴ عــدد تخم مرغ به همراه دارند. اگر آن ها روزانه ۴5۰۰ كيلو كالری 
انرژی مصرف كنند، محاسبه كنيد چند روز می توانند در جنگل بمانند؟
برای حل این مســئله، دانش آموز ابتدا باید بررسی كند، برنج، 
نمک، روغن و تخم مرغ به چه انــدازه كالری انرژی توليد می كنند 
كه معمولاً روی جلد این محصولات نوشــته شده است یا می تواند 
از اینترنت جســت وجو كند. سپس بررســی كند كه علی و حسن 
با این مواد چه غذاهایی می توانند درســت كننــد و ميزان كالری 
غذای توليدشده چقدر است. در نهایت هم بگوید چند روز می توانند 
در جنــگل بمانند. اینکه امکان دارد علی و حســن، با توجه به نوع 

تغییریافتة مثال ششم: گاهی لازم است شرایطی فراهم شود 
كه دانش آموز راحت تر و بهتر بتواند صورت مسئله را درک كند. در 
مســئلة یافتن ارتفاع مخروط )شــکل 8(، اگر معلم از دانش آموزان 
بخواهد با كاغذ قســمتی از دایره را به شکل سمت چپ توليد كنند 
و ســپس با نزدیک كردن دو ســر كمان دایره به یکدیگر، مخروط 

بسازند، آن گاه دانش آموزان درک بهتری از مسئله خواهند داشت.

سخنپایانی
مثال های مطرح شده در این مقاله نشان دادند كه از طریق ایجاد 
تغييرات كوچک در متن مســائل كتاب های درسی ریاضی، می توان 
آمــوزش ریاضی واقعيت مــدار را در ســطح كلاس درس پياده كرد. 
پژوهش توكلی و رفيع پور )1398( نشان داد كه معلمان ریاضی، برای 
ترویج آموزش ریاضيات واقعيت مدار، از آمادگی و علاقه كافی برخوردار 
هســتند، اما چون از »نظریة آموزش ریاضيات واقعيت مدار« شناخت 
كافی ندارند و تنوع و تعداد مسائل زمينه مدار كتاب های درسی محدود 
است، در این زمينه به موفقيت چندانی دست نيافته اند. لذا لازم است در 
آموزش های پيش از خدمت و ضمن خدمت معلمان ریاضی، مباحثی 
در مورد نظریة آموزش ریاضی واقعيت مدار گنجانده شــود. همچنين 
لازم اســت طيف وسيعی از مثال های زمينه مدار دنيای واقعی توسعه 
داده شــوند و در اختيار معلمان قرار گيرند تا معلمان ریاضی بتوانند 
براساس نياز خود و با استفاده از خلاقيت های فردی، مثال های مناسب 

برای كلاس درسشان را توليد كنند.
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مقدمه
عموماً ریاضياتی كه دانش آموزان دبيرستان با آن سروكار 
دارند، ریاضيات محاســباتی است و ریاضياتی كه دانشجویان 
دورة كارشناســی با آن روبه رو هستند، به طور معمول از نوع 
حل مسئله اســت. هرچند برخی از دانش آموزان دبيرستان، 
به خصوص به بهانة المپياد، به این ســطح خواهند رسيد. در 
دوره های بالاتر، مثل كارشناسی ارشد و دكترا، انجام ریاضيات 
عمومــاً به صورت اثبات قضيه ظاهر می شــود و در دوره های 
بالاتر، ریاضی دانان مشهور كم كم شــروع به تئوری پردازی و 

گسترش تئوری خود می كنند.
ریاضی دانان كمی بوده اند كه قبل از رسيدن به دورة پيش 
از دانشــگاه )زیر 2۰ ســال( موفق به تئوری پردازی شده اند. 
ریاضی دانــان بزرگی همچون گاوس و نیوتون نتوانســتند 
به چنين ســطحی برســند. حتی برخی ریاضی دانان مشهور 
هم عصر ما، با وجود گرفتن دكترا پيش از 2۰ سالگی، همچنان 
به پختگی لازم برای تئوری پردازی نرسيده اند. آبل و گالوا دو 
ریاضی دان هستند كه با وجود اینکه هر دو توانسته اند جواب 
یک سؤال مشترک را بدهند، با این حال تفاوت زیادی در كار 
این دو دیده می شود. گالوا توانست از دل این راه حل، قضيه ها 
و مســئله هایی بيرون بکشد كه به تئوری جدیدی منجر شد. 
درحالی كه آبل با وجود برخورد با ریاضيات مشابه نتوانست این 

تئوری را بيرون بکشد.

در این مقاله تأكيد داریم كــه مهارت های تئوری پردازی 
قابل آموزش اند. كوین فو، دانش آموز چينی ـ آمریکایی كه در 
سطح دبيرســتان موفق به تئوری پردازی شده است، در مورد 
امکان تئوری پردازی در ســطح ریاضيات مدرسه ای به ما نوید 
می دهــد. او مثلث های حدی در صفحة اقليدســی دوبعدی و 
نتایجی از آن ها را در قضایایی مهم از هندســة اقليدســی در 
نظر گرفته است. خيلی از این حالات حدی بر قضایای بدیهی 
یا اســتاندارد متمركز هستند. اما به ویژه، در مورد یک حالت 
حدی از »قضية مورلی« بحث شــده اســت كه به نظر مهم و 
جدید می رسد. هدف دیگر او نگاهی به وضعيت قضایایی برای 
هرم های حدی در فضای اقليدســی سه بعدی است. در اینجا 
متن مقالة او آمده است و نکاتی دربارة آموزش تئوری پردازی 

به آن اضافه شده است.

قضیة مورلی در حالت حدی
كوین فو

قضية مورلی بيــان می كند كه وصل كردن تثليث گرهای 
زاویه های مجاور در یک مثلث، به سه نقطه منجر می شود كه 
تشکيل یک مثلث متســاوی الاضلاع را می دهند. این مسئله 
برای تمام مثلث ها در صفحة دكارتی دوبعدی درســت است. 
بــا وجود این، قضية مورلی بــرای مثلث های حدی نيز برقرار 

اشاره
در این مقاله تحقيقی از یک دانش آموز چينی ـ آمریکایی ارائه می شــود كه در ســطح 
دبيرستان موفق به تئوری پردازی شده است و در مورد امکان تئوری پردازی در سطح ریاضيات 

مدرسه ای صحبت خواهد شد.

تگار
شرس

آر
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است. این حالت از اثبات حالت مثلث معمولی نتيجه نمی شود 
و نيازمند اثباتی جدید اســت. هدف این پروژه، اثبات نسخة 
حدی قضية مورلی و چند حالت حدی دیگر از نتایج مشهور 
هندسة اقليدسی، مثل مشابه سازی دایرة نه نقطه و حالت های 
حدی جدیدی اســت كه ما باید برای مشابه ســازی درست 
مفهوم دایرة محيطی بيابيم. علاوه بر آن می توان این حالت ها 
را برای چهاروجهی به چهاروجهی های حدی نيز انجام داد كه 

به علت طولانی شدن مقاله بيان نکرده ایم.
حالــت فضــای دوبعدی اقليدســی از طریــق مطالعة 
مثلث های حدی و دایره هایی كه بعضی از آن ها به بی نهایت 
منتقل می شوند، بررسی می شــود و كاربرد آن ها در برخی 
قضيه های مشهور را خواهيم دید. یک مثال مهم در این باب 
قضية مورلی است كه در چندین حالت حدی دوبعدی اثبات 
شــده است. اســتفاده از تصویر پيچيدگی حالت های حدی 
جدیــد را كم و در برخی موارد اثبات  آن ها را تأیيد می كند. 
نتایج تمام موارد جدید حدی به دســت آمده است، خواه در 
صفحة دوبعدی اقليدس و خواه در فضای سه بعدی اقليدس 
باشــد. در مجموع، این نتایج بــرای تحقيقات آیندة ریاضی 
حول قضایای مطرح شــده اهميت دارند، زیرا كاربرد چنين 
قضيه هایی در شبيه ســازی ها بســيار پيچيده تر در هندسه، 
فرصت هایی برای اســتفاده از این قضيه ها در ســناریوهای 
بســيار پيچيده تر فراهم می كند و روش بردن یک شیء به 
بی نهایــت می تواند در جنبه های متفاوتی از هندســه به كار 

برده شود.

حالت های دوبعدی
حالت های حدی مثلث ها: می خواهيم برای مثلث ها در 

حالت حدی هندسه انجام دهيم.

نامتناهی است، می تواند به عنوان آنالوگی از مثلث متناهی در 
نظر گرفته شــود و ما انتظار داریم كه آنالوگ هایی از قضایای 

هندسة اقليدسی برای آن ها برقرار باشد.
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A

Cمثلثی با دو ضلع موازی و رأسی در بی نهایت

مثلثی كه یک ضعلش مــوازی با یک 
راستای خاص  به بی نهایت می رود

Le

Lv

مثلث خارجی
با در نظر داشتن حالت Lv و اثبات آنالوگ هایی از قضایای 
استاندارد در این حالت حدی و این حقيقت كه مثلث  خارجی 
یک مثلث Lv، دوباره Lv اســت، ما را به این حقيقت رهنمون 
می كند كه مثلث خارجی یک مثلث متناهی كه خود یک شیء 

نتایج مهم از هندسه برای مثلث های حدی
قضیة فرما: سه مثلث متساوی الاضلاع روی ضلع های یک 
مثلث دلخواه بسازید. اگر هر رأس از مثلث اوليه را به دورترین 
نقطة مثلث تشکيل شده بر ضلع روبه روی آن رأس وصل كنيد، 

به خط های همرس منجر می شوند.

قضیة فرما برای Lv:اABC یک مثلث Lv نامتناهی است 
كه رأس C آن در خطی در بی نهایت اســت )شکل 1(. مثلث 
متســاوی الاضلاع ABD را بــر ضلع AB بســازید و F و E را 
طــوری قرار دهيد كــه: EAC=∠FBC=6۰°∠. فرض كنيد: 
 DC تحت این شــرایط .AC||DC||BC و AH||DF ،BG||AE

BG، و AH همرس هستند.

شکل 1

A

B

C

LV مثلث خارجی در حالت

مثلث خارجی در حالت متناهی
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برابرند. این نشان می دهد كه خط های افقی DC و IC منطبق 
می شوند و نتيجه می گيریم سه خط DC ،BG و AH همرسند.
 BC تركيب شده با دایره ای كه اضلاع ΔABC قضیه: برای
را در D و AC ،E را در F و G، و AB را در H و I قطع می كند، 
اگر BF ،AD و CH همرس باشــند، در این صورت BG ،AE و 

CI نيز همرس خواهند بود. )شکل 3(

در اینجا، این سه خط به این مفهوم جدید موازی هستند 
كه در آن یک خط در بی نهایت با استفاده از یک نقطة متناهی 
و یک نقطة نامتناهی تعریف شــده اســت. جهت خط توسط 
نقطة نامتناهی C و خط دقيق توسط یکی از نقطه های متناهی 

مشخص می شود.

اثبات )حالت Lv(: می دانيم EAC∠ و FBC∠ برابر 6۰° 
و ΔABD یک مثلث متســاوی الاضلاع با ضلع 1 است. هدف 
این اســت كه نشان دهيم فاصلة D و I از خط KC برابر است 
كه اینجا I محل برخورد دو خط AH و BG اســت. )شکل 2( 
لذا باید نشــان دهيم موقعيت عمــودی نقطه های D و I یکی 
شکل 3است، زیرا در این صورت خط افقی DC و IC منطبق می شوند.

شکل 5

شکل 4

شکل 2

G

D

B

E

F

I

A
H

C

قضیة ســوای دوگانه برای Lv: در یــک مثلث Lvی 
ΔABC، رأس C در بی نهایت اســت. یک دایره شــش  بار با 
ΔABC، همانطور كه در شــکل نشان داده شده است، دو بار 
در هــر ضلع، برخورد می كند. )شــکل ۴( خط ها از هر نقطه 
كه دایره با ضلع مثلث متقاطع اســت، به رأس مقابلش رسم 
 K در CD و BG ،AI شــده اند. نتيجة پایانی این اســت كــه

همرسند، اگر BF ،AH و CE در J همرس باشند.
قضیة ناپلئون: برای هر مثلــث، اگر بيرون هر ضلع آن 
یک مثلث متساوی الاضلاع بسازیم، مركز این مثلث های جدید 

تشکيل یک مثلث  متساوی الاضلاع می دهند.)شکل 5(

 JK چند نقطه به شــکل اضافه شــده است، به طوری كه
خط عمودی است كه از D می گذرد و LM خط عمودی است 
 DJA ،ALI ،IMB می گذرد. در نتيجه زاویه های قائمة I كه از
و BKD ســاخته می شــوند. به خاطر قضية خط های موازی، 
IAC∠ و IBC∠ برابر °6۰ هســتند. با تفریق زوایای مناسب 
داریم: AIL∠ و BIM∠ برابر °3۰ و AIB∠ برابر °12۰ است. 
فرض كنيــد DBK∠ زاویه ای °x باشــد. DK، ارتفاع مثلث، 
 BI و طول y برابر AI اســت. فرض كنيد طول sin(x) برابر با
برابر z باشــد. چون: BIM=3۰°∠ و IBM=6۰°∠، پس: 

. IM /= 3 2 BI و  z /= 3 2
و   ∠IBM=6۰° چــون:  ایــن،  بــر  عــلاوه 
نتيجه  می تــوان   ∠DBK+∠ABD+∠ABI+∠IBM=18۰°

گرفت كه: °ABI=(6۰-x)∠. به كمک تفریق همچنين می توان 
 گفت: °BAI=x∠. حال طبق قضية سينوس ها خواهيم داشت:
 y/sin(6۰-x)=z/sin(x)=1/(sin12۰). پــس می توان نتيجه 
، پس:  sin( ) /=120 3 2 گرفت: sin(x)=z sin (12۰) و چون 
. سمت چپ تســاوی اخير برابر با DK و  sin(x) z /= 3 2
ســمت راســت برابر با IM اســت، پس DK و IM با یکدیگر 
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می دانيــم كه در حالات زیادی حد یــک دایره یک خط 

شکل 6

I

G
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قضیة ناپلئون برای Lv: نقطة C از ΔABC در بی نهایت 
است. ΔABD مثلثی متساوی الاضلاع است. BF و AG طوری 
 BH .6۰ هســتند° ∠GAC و ∠FBC ســاخته شــده اند كه
نيم ســاز زاویة FBC∠ و AI نيم ســاز زاویة GAC∠ است. از 
 BH می ناميم دو خط موازی E كه آن را ΔABD مركز مثلث
و AI اخراج می كنيم. E∠ با توجه به نحوة ساختش °6۰ است 
و نقطه های E و بی نهایت روی پرتوهایی كه از E هستند، یک 

مثلث  متساوی الاضلاع نامتناهی شکل می دهند. )شکل 6(
قضیة همرســی دایره ها: برای هر نقطــة دلخواه D بر 
 FAD ،DBE دایره های محاطی ،AC بــر F و ،BC بر Eر،AB
و ECF در نقطه ای مانند G همرس خواهند بود. )شکل 7 و 8(

D

B

E

F

A

C

I

G

H

قضیة همرســی دایره ها برای Lv: مثلث ABC یک 
مثلث Lv با نقطة C در بی نهایت است. )شکل 9(. برای نقطة 
D بــر E ،AB بر AC و F بــر BC دایره های محاطی DAE و 

DBF در نقطه ای مانند I كه روی EF قرار دارد، همرس اند.
ســومين دایرة محيطی كه دایــرة محيطی مثلث Lvی 
ECF است، متشکل از دو خط EF و خطی در بی نهایت، محل 

برخورد معمولی هر سه دایرة محيطی در نقطة I قرار دارد.

شکل 10

شکل 8

شکل 7

می شــود كه مركز آن در بی نهایت است. اما اینجا یک مشکل 
 C خطی اســت كه دایره شده، پس چرا EIF وجود دارد: اگر
روی آن نيســت؟ )همرسی دایره های محيطی( برای حل این 
تناقض، پيشنهاد این است كه بگویيم: دایره یک موجود درجة 
دو اســت. در نتيجه برای مشابه آن می توان خط EF اجتماع 
خط بی نهایت را بگذاریم كه مثل دایره معادله ای درجة دو دارد 
و هم از سه نقطة رأس EFC می گذرد. سهمی بيضی و هذلولی 
مقاطع مخروطی ناتکين هستند. اما باید در نظر داشت مقاطع 
مخروطــی دیگری نيز وجود دارند. مثلًا خط های متقاطع و یا 
یک خط دوگانه نيز مقاطعی مخروطی هســتند. اگر به جای 
مخروط یک اســتوانه قرار دهيم، دو خط موازی نيز می توانند 
مقاطعی مخروطی باشــند، ولی همچنان ناتکين خواهند بود. 
هرچند اكثراً به این مقاطع اشاره نمی شود، ولی باید آن ها را در 
رده بندی فرما كه برای خم های درجة دو است، در نظر گرفت.

مشابه خط اویلر و دایرة 9 نقطه
قضیة دایرة 9 نقطه: نقطه های وسط اضلاع مثلث، پای 
ارتفاع ها و وســط های پاره خط هایی كــه از هر رأس به مركز 
ارتفاعی مثلث كشيده شــده اند، همگی هم دایره هستند و به 

این دایره، دایرة 9 نقطه می گویيم. )شکل 1۰( 

شکل 9

قضیة دایرة 9 نقطه برای Lv: فرض كنيد ΔABC یک 
مثلث Lv با رأس C در بی نهایت باشد. )شکل 11( ارتفاع های 
AG و BH به دو خط عمودی تبدیل می شــوند. D همچنان 
وســط پاره خط متناهی AB است. مركز ارتفاعی و بقية نقاط 
 I روی دایرة 9 نقطة اوليه به بی نهایت می روند؛ از جمله نقطة
 HG كه در بی نهایت به خط تبدیل می شود. خط CI از ارتفاع
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شکل 11

و خط بی نهایت مشابه دایرة 9 نقطه  را می سازند، به طوری كه 
مركز دایره 9 نقطة اوليه به محل برخورد HG و خط بی نهایت 

شکل 15تبدیل می شود. 

شکل 12

شکل 16

شکل 14

قضیة خطر اویلر: برای هر مثلث غيرمتساوی الاضلاع، مركز 
ثقــل مثلث، مركز ارتفاعی و مركز دایرة محيطی و مركز دایرة 9 

نقطة آن روی خطی به اسم »خط اویلر« قرار دارند. )شکل 13(.
قضیة خط اویلر برای Lv: وقتی C از ΔABC به بی نهایت 
می رود، مركز ثقل، مركز ارتفاعی، مركز دایرة محيطی و مركز دایرة 
9 نقطة مثلث ΔABC همه روی خط بی نهایت هستند.)شکل12(

مركز ثقل در نقطة C اســت. مركز ارتفاعی محل برخورد 
AG ،HB و خط بی نهایت است كه چون آن دو موازی اند، پس 
محــل برخورد آن ها در بی نهایت اســت. مركز دایرة محيطی 
محل برخورد پاره خط AB و خط بی نهایت اســت. مركز دایرة 
9 نقطه محل برخورد پاره خط HG و خط بی نهایت است. این 

نشان می دهد خط اویلر همان خط بی نهایت است.
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B

قضیة فوئر بــاخ بــرای Lv: در ΔABC نقطة C در 
بی  نهایت اســت. دایرة محاطی خارجی مماس بر AB ،AB را 
در F، و دایــرة محاطی داخلــی ΔABC را در L ،I و M قطع 
می كند.)شکل1۴( دو دایرة محاطی خارجی دیگر در بی نهایت 
هستند. چون آن ها به ترتيب بر AC و BC در E و D مماس اند 
كه در بی نهایت قرار دارند.)شکل15( خط HG و خط بی نهایت 
مشــابه بی نهایت دایرة 9 نقطه را می سازند. تحت این شرایط، 
دایرة جدیدی كه توسط HG و خط بی نهایت تعيين می شود، 
 ΔABC بایــد به دایرة محاطی و دایره هــای محاطی خارجی
مماس باشــد. دایره های محاطی خارجی كه با AC در E و با 

BC در D مماس هستند، ناپدید می شوند.

قضیة مورلی در حالت حدی دوبعدی
قضیه مورلی: برای هر مثلث، ســه نقطــه ای كه در آن 
تثليث گرهــای زاویه های همســایه با هم برخــورد می كنند، 
همان طور كه در شــکل 16 نمایش داده شده است، تشکيل 

یک مثلث متساوی الاضلاع می دهند.
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شکل 13

قضیــة فوئــر بــاخ: دایــرة 9 نقطــة یــک مثلث 
غيرمتســاوی الاضلاع بر دایره های محاطــی  خارجی و دایرة 

محاطی داخلی مماس است)شکل13(
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Lv مورلی: رأس C از ΔABC به بی نهایت می رود و زاویة 
تثليث شدة C توسط سه خط هم فاصله كه به بی نهایت می روند، 
 E ،B و A محل برخورد تثليث گر زاویه های D .تعيين می شود
محــل برخورد تثليث گر زاویه هــای A و C، و F محل برخورد 
 E هســتند. با وصل كردن سه نقطة C و B تثليث گر زاویه های

D، و F یک مثلث متساوی الاضلاع تشکيل می شود.)شکل17(

شکل 17

شکل 18

C

A

D

F

E

B

C

A

D

F

E

B

H

I

كنيم. زاویه های روبــه روی چهارضلعی DEGF هر دو نصف 
 DG بر EF شده اند، در نتيجه این چهارضلعی یک كایت است و
 .∠GEF=∠GFE=∠DEF=∠DFE=6۰° پس:  است.  عمود 
اكنون می تــوان گفت : ΔDEF و ΔEFG متســاوی الاضلاع 
هســتند. چون GEF∠ و GFE∠، °6۰ هســتند و توســط 
همــان خطــی كــه HEA∠ و IFB∠ را ســاخته اســت 
عــلاوه   .∠HEA=∠IFB=6۰° پــس:  شــده اند،  ســاخته 
و   ∠HEA+∠AED+∠DEF=18۰° داریــم:  ایــن  بــر 
و   ∠AED=6۰° پــس:   .∠IFB+∠BFD+∠DFE=18۰°

BFD=6۰°∠. بــه كمک هم نهشــتی زاویه ـ ضلــع ـ زاویه، 

 ΔDFB با ΔIFB هم نهشــت اســت و ΔDEA بــا ΔHEA
هم نهشت است. در نتيجه: HE=ED و IF=FD. حتی بيشتر 
 ΔDEF چون .ED=DF=EF :از آن می تــوان نتيجه گرفــت
مثلث متســاوی الاضلاع است، پس: HE=EF=FI. این وجود 
ســه فاصلة مساوی ميان ســه خطی كه تا بی نهایت رفته اند 
را در مورلی Lv نتيجه می دهد. تمام شــروط برقرارند و هيچ 
تناقضی ميان آن ها حاصل نشــده است. بنابراین Lv مورلی 

درست است.
C
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اثبات Lv مورلی از داود وكیلی: AH با BI موازی است، 
اما AB با HI موازی نيســت. تثليث  كردن زاویه های HAB و 
 D می شود كه در IBA  و HAB باعث تثليث زاویه های IBA
.F را در BG قطع می كند و E را در AG ،HI .متقاطع اند G و 

 ∠HAE=∠EAD=∠DAB=x° می دانيم:  حال  )شــکل18( 
 ∠IBA و   ∠HABد.∠IBF=∠FBD=∠DBA=y° و 
مکمل اند، پــس: 3x+3y=18۰°. حال چــون همة مثلث ها 
مركــز دایرة محاطی دارند )محل برخورد نيم ســاز زاویه های 
 DB و DA توســط ∠GBA و ∠GAB مثلــث(، از آنجا كه
 ΔABC است. برای ∠AGB نيم ساز DG نصف شده اند، پس
می دانيــم: GAB+∠GBA+∠AGB=18۰°∠ كــه یعنــی: 
 3x+3y=18۰° 2. حــال می تــوان ازx+2y+∠AGB=18۰°

 DG و ∠AGB=6۰° :2. پــسx+2y=12۰° :نتيجه گرفــت
 DFوا DEر.∠EGD=∠FGD=3۰° :نيم ســاز آن اســت. لذا
طوری ســاخته شــده اند كــه: GDE=∠GDF=3۰°∠، ولی 
همچنين آن ها توســط محل برخورد BG ،AG و HI تعيين 

می شوند.
برای اینکه این فرضيات را توضيح دهيم، نتایج باید به ما 
بگویند DEF مثلثی متساوی الاضلاع است و در نتيجه باید از 
این فرض استفاده نشده در Lv مورلی كه HE=EF=FI استفاده 

مورلی خارجی: برای BAC ،ΔABC∠ توســط AD و 
AE تثليث شده است. به جای ABC∠ و ACB∠ )كه تثليث 
نشده اند( زاویه های مکمل آن ها تثليث شده اند كه در آن BF و 
 ∠BCH تثليث گرهای CE و CF ،∠CBG تثليث گرهای BD
هستند. در این شرایط DEF باید یک مثلث متساوی الاضلاع 

باشد. )شکل 19(
مورلــی خارجی در حالــت حدی دقيقــاً همانند قضية 
مورلــی معمولی در حالت حدی اســت. مورلــی خارجی با 
مثلــث خارجی كه در آن طول حقيقــی خط AC یک عدد 
منفی است، شــباهت دارد. این در واقع مکمل طول قسمت 
AC اســت و مساحت مثلث نامتناهی برابر با نصف ارتفاع در 
طول حقيقی اســت كه مساحتی منفی به دست می دهد. این 
فرضيات سازگارند. به این معنا كه به تناقض منجر نمی شوند 
و به عنوان توســعه ای از هندســة اقليدســی می توانند مورد 

استفاده قرار گيرند.

شکل 19

G
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اشاره
در قســمت اول ایــن مقاله، بــه تفصيل دربــارة ضرورت 
پرداختن به ریاضيات شــاد و نيز محتوا و تاریخچة آن نوشتيم 
و دلایــل اهميت و نقش آن را در آموزش ریاضی شــرح دادیم. 
دیدیم كه اهميت موضوع در بسياری از كشورهای توسعه یافته 
روشن شده است. بسياری از ریاضی دانان جایگاه مهم آن را برای 
مسئولان آموزش وپرورش كشورشــان توضيح داده اند و عموماً 
كتاب و مقاله در راســتای اشاعة آن تأليف شده است. اكنون با 
این مقدمه، آمادگی داریــم كه به محتوای این بحث، به صورت 
جزئی بپردازیم،  اجزای ساختاری را كه از آن به »ریاضيات شاد« 
یاد می كنيم، دقيق تر بشناســيم و با مثال هایی روشن، اهميت 

پرداختن به آن ها را نشان دهيم.

كلیدواژه ها: ریاضی شاد، معماهای ریاضی، لطيفه های ریاضی، 
معماهای منطقی، پارادوكس، سفسطه، بازی های ریاضی

دیدیم كه ریاضيات شــاد، شامل جلوه هایی از ریاضيات است 
كه زیبایی های آن را بيشــتر و بهتر نمایان می كند. به علاوه، باعث 
علاقه مند شدن افراد و به خصوص دانش آموزان نوجوان و جوان به 
ریاضی می شــود و از این منظر جایگاه ویژه ای در آموزش ریاضی 
دارد. اكنون به جزئيات این مباحث می پردازیم. با یک تقسيم بندی، 
شاید بتوان مباحث متفاوت این ساختار را در چهار بخش به ترتيب 

زیر طبقه بندی كرد:

الف. خواندنی ها، فکاهیات، لطیفه ها و طنز ریاضی
جی. ای. لیتل وود1 )1997 ـ 1885(، ریاضی دان معاصر 
انگليســی، جمله ای معروف دارد: »یک لطيفة خوب ریاضی، از 

یک دو جين نوشته های به دردنخور ریاضی مفيدتر است!«
اگر با لطيفه های ریاضی آشــنایی كافی داشــته باشيم، باور 
می كنيم كه در این جمله ذره ای اغراق و مبالغه گویی وجود ندارد. 

به راستی اگر هدف از ارائة یک متن ریاضی، آموزش ریاضی باشد، 
نوشته ای یکنواخت، خسته كننده و كسالت بار كه انشایی سنگين 
داشــته و پر از اصطلاحات گيج كننده باشد، چه كاربردی می تواند 
داشته باشــد؟ اما یک لطيفة زیبا و سنجيده می تواند بار آموزشی 
مفيدی به همراه داشته باشد و نکاتی را بياموزد كه سال ها از ذهن 

آموزنده خارج نشود.
نگارنده شاهد بوده است، دانش آموزانی كه هم نسل من بوده اند، 
دارای كمتریــن علاقه ای هم به ریاضيات نبوده اند و ســال ها هيچ 
ارتباطی با مفاهيم ریاضی نداشــته اند، چگونه پس از گذشت چند 
دهه از فراغت از تحصيل، هنوز ارتباط بين علامت »مبين« )دلتای( 
معادلة درجة دوم و تعداد ریشــه های آن را از این لطيفة قدیمی )و 

احتمالاً ساختة طنزپردازان وطنی( به یاد دارند:
»روزی یک معلم ریاضی به لبوفروش محله اش گفت: لطفاً یک 

كيلو لبو بدهيد كه دلتای آن منفی باشد!«
به خصوص اگر این لطيفه ها هدفمند و سنجيده ساخته شده 
باشــند )كه البته كاری بسيار دشوار اســت، به مراتب سخت تر از 
نوشــتن یک مقاله!( می تواند  آثار ماندگار آموزشی به جا بگذارد. به 

این نمونه توجه كنيد:
»آماردانی شنيده بود كه احتمال آنکه در یک هواپيما بمبی وجود 
داشته باشد، یک در ميليون است. پس با محاسبه ای ساده دریافت 
 ×

1 1
1000000 1000000

كه احتمال وجود دو بمب در هواپيما، 
یعنی یک تریليونيم است. از آن به بعد، هر بار سوار هواپيما می شد، 

یک بمب با خود به هواپيما می برد!«
می بينيد كه در این لطيفة زیبــا، چه مفاهيم مهمی از بحث 
احتمال )همچون استقلال پيشــامدها و قانون ضرب احتمال( به 
چالش كشــيده شده و ذهن را درگير می كنند. من هرگز فراموش 
نمی كنــم كه وقتی این لطيفه را در یــک كتاب آمار و احتمال در 
دوران دانشــجویی ام خواندم، چگونه ذهنم درگير چالش به ظاهر 
ســادة آن شد. اكنون به نمونه ای دیگر كه آن هم به همين زیبایی 

است، توجه كنيد:

در برنامه هاي رسمي آموزش ریاضي ایران )2(
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»روزی دو ریاضی دان در رســتورانی نشسته بودند و با هم 
بحث می كردند كــه آیا عامة مردم به مفاهيــم ریاضی دقت و 
توجه دارند یا خير و با هم در این زمينه اختلاف نظر داشــتند. 
ریاضــی دان اول كه معتقد بود مردم عادی بــا مفاهيم ریاضی 
بيگانه انــد، به دوســتش گفت: اجازه بده هميــن جا موضوع را 
آزمایش كنيم ... و پيشخدمت را صدا كرد و به او گفت: ببخشيد 
آقا، ممکن است بگویيد، 2(a+b) مساوی چيست؟ و پيشخدمت 
گفت: a2+b2! و ریاضی دان نگاه معناداری به دوســتش انداخت 
و پيشــخدمت در ادامه گفت: البته به شــرطی كه a و b، ضد 

تعویض پذیر2 باشند!«
ملاحظه می كنيد كه در این لطيفه چالش زیبایی نهفته است. 
اگر متغيرهای a و b تعویض پذیر باشــند، یعنی ab=ba، می توان 
نوشــت:  2=a2+2ab+b2(a+b). اما اگر ضدتعویض پذیر باشند، 
یعنی ab= -ba، آن گاه: 2=a2+b2(a+b) و پيشــخدمت درست 
می گفــت. در واقع بيش از حد با ریاضيات آشــنا بــود! و این هم 

لطيفه ای مشابه:
»روزی دو ریاضی دان بحث مشابهی را در یک رستوران داشتند 
و بر ســر این موضوع شــرط بندی كردند. وقتی ریاضی دان اول به 
دستشویی رفت، دومی پيشخدمت را صدا زد و به او یک اسکناس 

داد و گفت هر وقت از تو چيزی پرسيدم، فقط بگو:
 x!

3

3
و پيشــخدمت پذیرفت و رفت. بعد از بازگشــت ریاضی دان اول،  
دومی رو به او گفت: بيا امتحان كنيم و پيشــخدمت را صدا زد و 
رو به او گفت: بگو ببينم، انتگرال x2dx چه می شود؟ پيشخدمت 
x3 و رفت. اما بلافاصله برگشت و رو به او گفت: البته 

3
فوراً گفت:

به اضافة یک مقدار ثابت!«
چنان كه مشاهده می شود، اهميت لطيفه های ریاضی در ایجاد 
انگيزه برای یادگيری، چنان اســت كه صدها لطيفــة زیبا از این 
دست طراحی شده اند و می شوند. برای ملاحظة چنين لطيفه هایی 
خوانندگان می توانند به كتاب »ریاضی شــاد« )جلد اول و دوم( از 
این جانب و یا به آرشيو مجلة ریاضی برهان متوسطة 2 )شماره های 
75 تا 11۰( مراجعه كنند. با توجه به اهميت و كارایی استفاده از این 
لطيفه ها، به معلمان ریاضی كشورمان در دوره های تحصيلی ابتدایی 
و متوســطه توصيه می كنم، به كمک ذوق و سليقه شــان، با طرح 
لطيفه های مناســب، آموزش ریاضی را جذاب تر و شيرین تر كنند؛ 

اگرچه كار آسانی نيست.
در خاتمــه ایــن را هم اضافــه می كنم كه در كشــورهای 
توســعه یافته، اهميت موضوع كاملًا احساس شده و طرح لطيفه 
در شاخه های گوناگون علمی به شدت و سرعت رواج یافته است. 
برای انبســاط خاطر خوانندگان، بــه یک نمونه در زمينة دانش 

شيمی اشاره می كنم:
»روزی دو اتم در حال قدم زدن بودند كه یکی از آن ها ناگهان با 
نگرانی به دیگری گفت: فکر كنم چند تا از الکترون هایم در راه افتاده 

باشند! و دومی گفت: چرا این طور فکر می كنی؟ و اولی گفت: آخر 
خيلی احساس مثبت بودن می كنم!«

ب. معماهای ریاضی و منطقی
معما چيســت؟ با نگاهی بــه فرهنگ هــا و دایرئ المعارف ها، 
تعریف های گوناگونی برای واژة «riddle» می یابيم كه نزدیک ترین 
معادل برای مفهوم معما در زبان فارسی است. فصل مشترک همة 
این تعریف ها را شــاید بتوان در این جمله خلاصه كرد: »مسئله یا 
پرسشی كه در قالبی گيج كننده و دشوار طراحی شود و پاسخ به آن 

نيازمند خلاقيت و هوش باشد.«
با این تعریف به نظر می رســد كه همــة معماها به نوعی یک 
مسئلة ریاضی یا منطق هستند. به تعبير ریموند اسمالین، شاید 
همة مسئله های ریاضی را بتوان به معما تبدیل كرد! اینجاست كه 
اهميت معماها در آموزش ریاضی معنایی تازه می یابد. معلوم می شود 
كه كلام مارتین گاردنر، اصلاً اغراق آميز نبوده است، هنگامی كه در 
مقدمة كتاب »معماهای توكيو« نوشتة كوبون فوجی مورا )پازليست 
معاصر ژاپنی( می نویسد: »لطفاً فرض را بر این نگذارید كه سرگرمی 
و تفریح تنها كاربرد معماهاست. معماها راهی برای تدریس ریاضيات 

هستند. در واقع آن ها بهترین راه برای آموزش ریاضی هستند.«
فرد هویل، اخترشناس مشهور انگليسی كه به مدت 2۰ سال 
در »كمبریج« ریاضی تدریس می كرد، در آخرین كتابش، »ده چهره 
از كيهان«، می گوید: »باور قطعی ام این است كه ریاضيات را هرگز 
نباید در كل تدریس كرد و دانشجویان باید خودشان آن را بياموزند؛ 
اما چگونه؟ با حل كردن معماها. وظایف معلم ها باید این ها باشد: ابتدا 
انتخاب مواد آموزشی كه معماها بر آن ها بنا می شوند، در مسيری 
آگاهانه. دوم اطمينان از اینکه معماها به لحاظ دشواری و جذابيت 
برای دانش آموز مناسب هستند. و سوم اینکه اگر معلم بر آن مسلط 
است، به دانش آموزان برای پاسخ دادن فرصت تنفس و تفکر بدهد.«

به لحاظ تاریخی هم موارد بسياری در زندگی ریاضی دانان بزرگ 
وجود داشته است كه با ملاحظة یک معمای زیبا و موفقيت در حل 
آن، به ریاضيات علاقه مند شده اند. در مقابل كسانی هم بوده اند كه 
با وجود داشتن استعداد ریاضی، به دليل نبود شرایط مشابه، از آن 

بيزار شده اند. به یک نمونة موفق اشاره می كنيم:
بنجامین فرانکلین فینکل )19۴7 ـ 1865( استاد ریاضی و 
بنيان گذار مجلة مشهور «mathematical mounthly» بود. فينکل 
خود در مورد علاقه مند شــدنش به ریاضيات می گوید: »وقتی 15 
ســال داشتم و در یک مدرســة معمولی دولتی درس می خواندم، 
بعضی مسائل ریاضی بودند كه بين مردم عادی مطرح و به صورت 
سينه به سينه نقل محافل می شدند. یکی از این مسائل را برادرم در 
ميان جمعی از مشتریان یک خواربارفروشی روستای محل اقامت ما 

شنيده بود و آن را برای فکر كردن به من داد. مسئله این بود:
توپی به قطــر 12 فوت، روی ميله ای به ارتفاع 6۰ فوت نصب 
شده است. مردی كه فاصلة چشمان تا نوک پاهایش 6 فوت است، 
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روی توپ ایســتاده است. مقدار سطحی از زمين كه زیر توپ قرار 
گرفته و مرد نمی تواند ببيند، چقدر است؟

من این مسئله را پيش معلمم بردم و او گفت كه برای حل آن 
به اطلاعات هندسی نياز است كه در كتاب های شما مطرح نشده اند. 
اما من تلاش كردم به كمــک روش های اندازه گيری كه در كتابی 
خوانده بودم، این مسئله را حل كنم و بالاخره چند سال بعد موفق 
به حل آن شدم. اما این مسئله به من انگيزه داد تا نه تنها ریاضيات 
را دنبال كنم، بلکه مجله ای منتشــر كنم كه در آن مجموعه ای از 

این گونه مسائل در شاخه های گوناگون ریاضی مطرح شده باشد.«
چنان كه ملاحظه می شود، مسئله های ریاضی، هنگامی كه در 
قالب معما ارائه می شــوند، جذابيت مضاعف می یابند. فقط به قول 
فرد هویل، مباحث درسی و معماها باید آگاهانه انتخاب شده باشند، 
در سطح توانایی دانش آموزان باشند و فرصت كافی برای تفکر روی 
آن ها داده شــده باشد. برای نمایش درستی این ادعا، معماهایی از 

شاخه های گوناگون ریاضی را در ادامه می آوریم:

1. معادله ها و نامعادله های جبری
مدل سازی ریاضی اهميت خاصی در آموزش ریاضی دبيرستانی 
دارد. معماهای زیبایی كه راه حل آن ها به تشکيل معادله و نامعادله و 
یا دستگاه های معادلات منجر می شود، هم باعث تهييج دانش آموزان 
و انگيزش آنان برای یادگيری ریاضی می شــوند، و هم مثال هایی 
مناســب برای توانمند كردن آنان در انجام مدل ســازی هستند. 
متأســفانه نگارنده در كتاب های درســی و كمک درســی ریاضی 
كشورمان كمتر به نمونه های مناسبی در این زمينه برخورده است و 
به نظر می رسد كه مؤلفان كتاب ها حوصلة لازم را برای جست وجو 
و یا طرح مثال های مناســب به خرج نمی دهند. حال آنکه با كمی 
كاوش در كتاب های معما و سرگرمی به زبان های خارجی كه برخی 
هم ترجمه شده اند، می توان به مثال های بسيار زیبایی دست یافت. 

در ادامه به چند نمونه اشاره می كنيم:
 در كارگاه صحافی 92 برگ كاغذ سفيد و 135 برگ كاغذ 
رنگی وجود داشت و برای صحافی هر كتاب، یک برگ كاغذ سفيد 
و یــک برگ كاغذ رنگی لازم بود. بعد از اینکه چند كتاب صحافی 
شد، تعداد برگ های سفيد باقی مانده، نصف تعداد برگ های رنگی 
بود. چند كتاب صحافی شده است؟ )منبع: المپياد ریاضی لنينگراد(
توضیح: با فرض اینکه x كتاب صحافی شــده باشد، معادلة 

.x=۴9 :نتيجه می شود و از آنجا xx −
− =

13592
2

 مربی كودكستان 6۰ عدد شکلات را بين تعدادی دانش آموز 
تقسيم كرد و به هركدام به تســاوی چند شکلات رسيد. اما قبل 
از اســتفادة آن ها، 5 دانش آموز جدید وارد شدند و در نتيجه مربی 
دوباره شکلات ها را بين همه به تساوی تقسيم كرد و در نتيجه سهم 

هر دانش آموز یک شکلات كمتر شد. دانش آموزان چند نفر بودند؟
 پاسخ گوست.

x x
= −

+
60 60 1

5
توضیح: معادلة 

 لاســتيک های جلوی خودرو بعــد از 15۰۰۰ كيلومتر و 
لاستيک های عقب بعد از 25۰۰۰ كيلومتر، سایيده می شوند. چه 
موقع باید جای لاستيک های عقب و جلو را عوض كنيم تا با هم در 

یک زمان سایيده شوند؟ )منبع: المپياد ریاضی لنينگراد(
توضیح: این یک مثال كاربردی بسيار زیباست. اگر فرض كنيم 
چــرخ x ،A كيلومتر در عقــب و y كيلومتر در جلو حركت كند، 
طبيعی است كه چرخ x ،B كيلومتر در جلو و y كيلومتر در عقب 
حركت می كند و با توجه به نسبت سایيدگی لاستيک ها خواهيم 

داشت:
x y

x y

 + =

 + =


1
15000 25000

1
25000 15000

x=y=9375 :و از آنجا
یعنی پس از 9375 كيلومتر حركت، باید جای لاســتيک ها 

عوض شود.

 می دانيم درصد موخرمایی ها بين چشــم آبی ها، بيشتر از 
درصد موخرمایی ها بين همة مردم است. كدام بيشتر است: درصد 
چشم آبی ها بين موخرمایی ها، یا درصد چشم آبی ها بين همة  مردم؟ 

)منبع: آمادگی برای المپياد ریاضی، ترجمة پرویز شهریاری(
توضیح: ایــن هم مثالی زیبــا در زمينة مدل ســازی و نيز 

نامساوی هاست.
با توجه به نمودار زیر، طبق فرض داریم:

y x y
y z x y z t

+
>

+ + + +

t
zyx

همة مردم

موخرمائی ها چشم آبی ها

و از آنجا به سادگی نتيجه می شود:
y y z

x y x y z t
+

>
+ + + +

یعنی درصد چشــم آبی ها بين موخرمایی ها بيشــتر از درصد 
چشم آبی ها بين همة مردم است.

 ســه برادر وارد باغی شدند و 2۴ عدد سيب چيدند. هنگام 
تقسيم متوجه نکتة جالبی شدند. به هر برادر به اندازة سن او سيب 
دادند و سيب ها تمام شدند! بعد برادر كوچک نصف سيب هایش را 
برای خودش برداشت و نصف دیگر را به تساوی بين دو برادر بزرگش 
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تقسيم كرد. سپس برادر وسطی همين كار را كرد و بعد برادر بزرگ تر 
هم همين كار را تکرار كرد و حالا سهم هر سه برادر مساوی شد! سن 

برادرها چقدر است؟
توضیح: اگر مســئله را با مدل ســازی ریاضــی حل كنيم، 
ســن برادرهــا را از كوچک به بــزرگ، y ،x و z در نظر می گيریم 
)x+y+z=2۴( و سهم برادرها در سه مرحلة متوالی مطابق جدول 

زیر خواهد بود:

 در شکل 1 چند مثلث می توان شمرد؟

و با توجه به فرض داریم:
x y z x y z x y z+ + + + + +

= =
41 20 16 13 36 16 5 4 16

64 64 32
.x=۴ و y=7 و z=13 :و از آنجا نتيجه می شود x+y+z=2۴ و

اما راه حل بســيار ســاده تری هم وجود دارد: از آخر به اول باز 
می گردیم!

در مرحلة آخر،  معلوم است كه هریک از برادرها 8 سيب دارند، 
پس برادر بزرگ تر در مرحلة ماقبل آخر، 16 سيب داشته است و 8 
سيب را به تساوی )به هر نفر ۴ سيب( به دو برادر دیگر داده است. 
سپس برادرها، به ترتيب سن، ۴، ۴ و 16 سيب داشته اند. در مرحلة 
قبل از آن، برادر وسط 8 سيب داشته و ۴ تای آن ها را بين دو برادر 
دیگر تقسيم كرده است، سپس ... و به همين ترتيب به جواب اولية 
۴، 7 و 13 می رسيم. این مثالی بسيار خوب، هم برای مدل سازی و 

هم برای تفکر خلاق ریاضی است.

2. تركیبیات
تركيبيات از شــاخه های بســيار مورد تأكيد در آموزش نوین 
ریاضی اســت. معماهای متعدد و بسيار زیبایی در این زمينه وجود 

دارند كه به نمونه هایی از آن ها اشاره ای گذرا می كنيم:
 تمــام نقاط روی تخته را با دو رنگ قرمز و آبی به تصادف و 
بی قاعده رنگ زده ایم. نشــان دهيد می توان پاره خطی به طول 1۰ 

سانتی متر رسم كرد كه دو سر آن هم رنگ باشند.
 در یــک گروه 1۴۰۰ نفری از افراد، در هر دســتة ۴ نفری 
دلخواه، لااقل یک نفر وجود دارد كه ســه نفر دیگر را می شناســد. 
حداقل چنــد نفر در این گــروه وجود دارند كه همــة دیگران را 

می شناسند؟ )رابطة شناسایی دوطرفه است(.
 اگر بدانيم هر مهرة دومينو، دو خانة مجاور در صفحة شطرنج 
را می پوشاند، آیا می توان با 31 مهرة دومينو، 62 خانة صفحة شطرنج 

را طوری پوشاند كه دو خانة دو گوشة مقابل هم خالی بمانند؟

3. تئوری گراف
چنان كه می دانيم، تئوری گراف ها اساساً برای حل یک معما تولد 
یافت! مسئلة )معمای( پل های »كونيگسبرگ« كه امروزه تقریباً هر 
دانش آموختة رشــتة ریاضی با آن آشنایی دارد. اما پس از آن ده ها 
معما و مسئلة بسيار زیبا و جذاب برای عموم، مانند مسئلة معروف 
»عبور دادن روباه، كلم و خرگوش از رودخانه«، و مسئلة »شوهران 
حسود« كه اغلب در ميان عموم معروف اند، مطرح شدند و كارآمدی 
تئوری گراف ها برای ریاضی ورزان بيش از پيش آشــکار شد. آشنا 
كردن نوجوانان با تئوری گراف و كاربردهای آن می تواند در علاقه مند 
كردن آنان به ریاضيات بسيار مؤثر باشد؛ به خصوص اگر همراه با طرح 

معماهایی جذاب باشد. به چند نمونه توجه كنيد:
 شــش دانش آمــوز و تعدادی معلــم در دو طرف یک ميز 
مستطيل شکل بزرگ نشسته اند و یک سينی شامل 3۰ عدد شيرینی 
روی ميز اســت. هر دانش آموز یک شيرینی به معلم خودش، و هر 
معلم یک شــيرینی به دانش آموزانی كه شــاگرد خودش نيستند، 

می دهد. در آخر كار سينی خالی می شود. چند معلم آنجا بودند؟
این مسئله را می توان به روش های گوناگونی حل كرد، اما یک 
الگوی گرافيکی، درک آن را بســيار آســان می كند. اگر هر معلم و 
دانش آموز را با رأس هــای یک گراف متناظر كنيم، در واقع با یک 
گراف دو پارچه3 ســروكار داریم. می دانيم مجموعة رأس های یک 
گراف دو پارچه، از دو مجموعة جدا از هم تشــکيل می شود كه هر 
یک از رأس های مجموعة اول، با تمام رأس های مجموعة دوم مرتبط 
است. حال اگر مجموعة A را مجموعة دانش آموزان و مجموعة B را 
مجموعة معلمان در نظر بگيریم، چون هر معلم به دانش آموزانی كه 
شاگردش نيستند و هر دانش آموز به هر عضو B كه معلمش است، 
 B به ترتيبی، با تمام اعضای A یک شيرینی می دهند، پس هر عضو
مرتبط، و هر یال این گراف با یک شيرینی متناظر می شود. اما اندازة 
)تعداد یال های( گراف دو پارچه برابر اســت با: n(A).n(B). پس 

برادر بزرگ برادر وسطی برادر كوچک مرحله

x z+
4

x y+
4

x
2 1

x x y x y zz + + +
+ + =

4 5 4 16
4 16 16

x y+ 4
8

x x y+
+

4
2 16 2

x y z+ +5 4 16
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x y z+ +13 36 16
64

x y z+ +41 20 16
64 3

 در شکل 2 چند مستطيل می توان شمرد؟

شکل 1

شکل 2
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6n(B)=3۰ و n(B)=5. یعنی 5 معلم هستند.
 ثابت كنيد در هر جمع شــش نفره از افراد، هميشه سه نفر 
وجود دارند كه یا دو به دو با هم آشــنا هستند و یا دو به دو ناآشنا 

هستند.
این مسئله ای بسيار قدیمی و مشهور است كه مستقيماً با الگوی 

گرافيکی زیر قابل حل است. 

نمونه هایی از آن ها در ادامه اشاره می شود، با این توضيح كه معماهایی 
از این دست می توانند در آموزش مباحث هندسه بسيار مؤثر باشند.
 باغبانی زمين مربع شکل باغش را با كاشتن درخت هایی روی 
ضلع های آن محصور كرده است. اما بعد از گذشت زمانی كه فرصت 
رسيدگی به زمينش را نداشت، وقتی به سر زمين آمد، مشاهده كرد 
كــه درختان اطراف زمين، همه به جز چهار درخت در چهار طرف 
)یعنی روی هر ضلع فقط یک درخت( از جا درآورده شده اند. اكنون 
او چگونه می تواند با اســتفاده از این چهار درخت دوباره ضلع های 

زمينش را مشخص كند؟
توضیح: مســئله فوق در واقع متناظر با این مسئلة هندسی 
است. با داشتن چهار نقطه متمایز روی چهار ضلع یک مربع، چگونه 
می توان مربع را رسم كرد؟ این یک راه حل است. مطابق شکل زیر، 
 D را می كشيم و از AC ،باشند D و C ،B ،A اگر این چهار نقطة
عمودی بر آن رســم می كنيم و تا 'D امتداد می دهيم؛ به طوری كه: 

.DD'=AC

اگر هر یک از شش نفر را با یک رأس از گراف G متناظر كنيم، 
می توانيم G را یک گراف كامل مرتبة 6 در نظر بگيریم كه یال های 
آن بــا دو رنگ متفاوت )مثلاً قرمز و آبی( رنگ شــده اند. از یکی از 
رنگ ها )مثلاً آبی( برای آشنایی و از دیگری برای ناآشنایی استفاده 
می شود. پس هر دو رأس دلخواه G با یالی از یکی از دو رنگ، به هم 
وصل می شوند. اكنون رأسی دلخواه )مثلاً A1( را در نظر می گيریم. 
از این رأس 5 یال در دو رنگ متفاوت خارج شده اند. پس لااقل 3 تا 
 از این یال ها، از یک رنگ، مثلاً آبی، هســتند )در گراف بالا یال های

.)A1A5 و A1A3 ،A1A6
حال رأس هایی را كه این ســه یال به آن ها وصل هســتند، در 
نظر بگيرید )A5 ،A3 و A6(. اگر یکی از ســه یال بين این رأس ها 
)A3A6 ،A3A5 و A5A6( آبی رنگ باشد، در این صورت یک مثلث 
با ضلع های آبی خواهيم داشــت و لذا سه نفر داریم كه دو به دو با 
هم آشنا هســتند. اگر هم هيچ یک از این یال ها آبی رنگ نباشند، 
یک مثلث با ضلع های قرمزرنگ )A3A5A6( داریم و یعنی سه نفر 

هستند كه دو به دو ناآشنا هستند و اثبات تمام است.
برای ملاحظة مجموعه ای از مثال های گوناگون از این دســت، 
به مقالــه ای از نگارنده، با عنوان »معماهایی با ماهيت ریاضی«، در 
شــمارة 28 مجلة ریاضی برهان دبيرســتان )از انتشارات مدرسه، 
ویژة بهار 1378( مراجعه كنيد. در انتها بی مناســبت نيست كه از 
پدر تئوری گراف ایران، اســتاد مهدی بهزاد هم یادی كنيم كه در 
گسترش این تئوری در كشور ما سهمی بسزا دارند. ایشان با تأليف 
كتابی گران قدر در زمينة كاربردهای تئوری گراف در حل مســائل 
عامه پسند و معمایی، كار خود را به راستی تکميل كرد. این كتاب با 
عنوان »افسانة پادشاه و ریاضی دان« به صورت نمایشنامه و در سال 
139۰ منتشــر شــد كه مطالعة آن را به عموم خوانندگان توصيه 

می كنيم.

4. هندسه
معماهــای زیادی بر مبنای قضيه ها و ویژگی های شــکل های 
هندســی وجود دارند كه اتفاقاً جزو زیباترین معماها هســتند. به 

حــال 'D را به B وصل می كنيم و امتــداد می دهيم. از A و 
C عمودهایی بر این خط رســم می كنيم )AN و CP(. از D نيز 
 M را در CPو AN خطی رسم می كنيم تا امتدادهای NP موازی
و Q قطع كند. MNPQ مربع مطلوب است. علت درستی عمل را 

بررسی كنيد.

 یک قطعه كاغذ به ابعاد 3/6 و ۴/8 ســانتی متر را طوری تا 
زده ایم كه رأس های مقابل آن بر هم منطبق شده اند. طول خط تا را 

بيابيد. )منبع: المپياد ریاضی برای همه، ترجمة  كاظم فائقی(
 می خواهيم یک ميز مربعی به ضلع 9۰ ســانتی متر را با دو 
روميزی دایره ای، هر كدام به قطر یک متر، بپوشانيم )بدون آنکه به 
روميزی ها آسيبی بزنيم یا آن ها را برش بدهيم(. آیا این كار ممکن 

است؟ )منبع: همان(.
 مطابق شکل زیر، جزیره ای مربع شکل، در استخری مربع شکل 
محصور شده است و همة ضلع های دو مربع موازی اند و فاصلة آن ها 
از هر طرف مساوی 3۰ متر است. دو تختة بلند هریک به طول 29 
متر در اختيار داریم و هيچ وسيله ای هم برای اتصال آن ها به هم در 
اختيار نداریم. چگونه می توانيم فقط به كمک همين دو تخته چوب، 
خودمان را از بيرون به جزیره برســانيم؟ )برای ملاحظة راه حل این 
مســئله و تعدادی معمای جالب دیگر، به هشت مقالة این جانب، با 
عنوان »در كلاس درس آقای انسان دوست«، منتشر شده در مجلة 

برهان متوسطه اول، دورة 97 ـ 1396، مراجعه كنيد(.
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5. الگوها
الگوهای عددی، از جمله موضوع های درســی هســتند كه در 
ســال های متفاوت، از ابتدایی تا متوسطة دوم، مورد توجه مؤلفان 
كتاب های درسی قرار دارند. معماهای بسيار زیبایی در این باره وجود 
دارند كه این موضوع را برای دانش آموزان بسيار جذاب تر می كنند. 
خصوصاً آنکه الگوهایی متنوع و گاه همراه با شــکل های هندسی 
وجود دارند كه به شهود و كشف بيشتری نياز دارند و این قوه را در 

دانش آموزان بارور می سازند. به چند نمونة زیبا توجه كنيد:
 به جای علامت سؤال، در نمودار زیر چه عددی باید قرار داد؟

2 ۴ 6 1۰ 12 16 18 ؟ ؟

2۰

۴
16

37

58

89
1۴5

؟

 در شکل زیر پاره خط هایی كه بر دایره های داخلی مماس اند، 
هم طول هستند. كدام حلقه مساحت بيشتری دارد؟

توضیح: هم مساحت اند! )چرا؟(
 در شــکل زیر، با استفاده از 12 عدد چوب كبریت یکسان، 

مثلث قائم الزاویة معروف 3ـ ۴ـ 5 را ساخته ایم:
توضیح: هر عدد، مجموع مربعات رقم های عدد قبلی است!

 به جای علامت های سؤال چه عددهایی باید نوشت؟

توضیح: آسان و دشوار است! به دنبالة عددهای اول بيندیشيد. 
 به جای علامت های سؤال، كدام سه عدد را باید قرار داد؟

× واحد سطح 
=

3 4 6
2

روشن است كه مســاحت این مثلث 
است )طول هر چوب كبریت یک واحد و مساحت مربعی كه هر ضلع 
آن یک چوب كبریت است، واحد سطح محسوب می شود(. اكنون 
آیا می توانيد با افزودن دو عدد چوب كبریت به این شکل، آن را به 
دو بخش معادل )هر یک 3 واحد سطح( تفکيک كنيد؟ آیا می توانيد 
همين كار را با سه عدد چوب كبریت انجام دهيد؟ با چهار تا چطور؟

توضیح: این معما را می توان برای دانش آموزان به طور عملی 
مطرح كرد و از آنان خواســت آن را با ســعی و خطا حل كنند. در 

نهایت راه حل را به صورت زیر به دست می آوریم:

توضیح: از لایة خارجی مربع و از عدد 2 شروع كنيد و با ضرب 
در 2 و منهای 1 )در جهت خلاف حركت عقربه های ساعت( حركت 
كنيد تا به عدد 9 برســيد. سپس با ضرب در 2 و منهای 2، به 16 

برسيد و ...
 به جای علامت سؤال، كدام مربع را قرار می دهيد؟

3۰ cm

3۰ cm

3۰ cm

3۰ cm

12 عدد چوب كبریت

ســپس از دانش آموزان می خواهيم دليل برابری مساحت ها را 
توضيح دهند. در مورد افزودن 3 چوب كبریت و بيشــتر، مســئلة 

جالب تر می شود )منبع: معماهای توكيو از كوبون فوجی مورا(
توضیح: گزینة )ب( صحيح است. دایره های كوچک در جهت 

حركت عقربه های ساعت حركت می كنند.
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 در شکل زیر، در خانة خالی مربع پنجم چه عددی باید قرار 
گيرد؟

دورة ابتدایی آموزش داد و از این رهگذر، آنان را با تفکر منطقی آشنا 
كرد و این به یقين به درک بهتر آن ها از ریاضيات هم منجر می شود.
باید اكيداً توصيه كنم كه به هيچ روی نباید در این مســير به 
قالب های منطق صوری وارد شد و مانند آموزش قالبی و الگوریتمی 
ریاضيات، بکوشيم منطق ریاضی را هم برای نوجوانان فرموله كنيم و 
طرز مواجهه با مسائل منطقی را آموزش دهيم. بلکه باید سعی كنيم 
كه منطق براســاس »عقل سليم« را رواج دهيم كه در این صورت، 
هر كسی با اندک بضاعتی از استدلال، می تواند با این معماها چالش 
كند. با ذكر چند نمونة زیبا كه فقط با اســتدلال منطقی قابل حل 
هستند )و در عين حال بعضی بسيار هم چالش برانگيزند( موضوع را 

روشن می كنيم:
 سه نفر، دو بينا و یک نابينا وارد اتاق تاریکی می شوند كه در 
آن سه كلاه قرمز و دو كلاه آبی وجود دارد. هر یک به تصادف كلاهی 
بر سر می گذارند و از اتاق خارج می شوند. بيرون اتاق هيچ كس كلاه 
خودش را نمی بيند. اكنون بينای اول می گوید: »من نمی دانم كلاهم 
چه رنگی است.« بينای دوم هم می گوید: »من هم نمی دانم كلاهم 
چه رنگی است.« اما نابينا می گوید: »من می دانم كلاهم چه رنگی 

است!« چگونه ممکن است؟
توضیح: نابينا چنين اســتدلال می كند: »كلاه من قرمزرنگ 
است، زیرا اگر غير از این باشد و كلاهم آبی رنگ باشد، در این صورت 
وقتی بينای اول گفت كه نمی داند كلاهش چه رنگی است، بلافاصله 
نتيجه می شــد كه كلاه بينای دوم نمی تواند آبی باشد )زیرا در آن 
صورت با وجود دو كلاه آبی، بينای اول می توانست رنگ كلاهش را 
تشخيص دهد(. ولی در این صورت بينای دوم می توانست به رنگ 
كلاهش برســد )قرمز( ولی بينــای دوم هم گفت رنگ كلاهش را 

نمی داند! پس رنگ كلاه من آبی نيست.«

 علی، رضا، حسین و پرویز چهار هم كلاسی هستند كه دو 
تای آن ها با هم برادرند. آن ها جمله های زیر را گفتند:

علی: من دوست رضا یا برادر پرویزم.
رضا: اگر من دوست علی باشم، حسين برادر پرویز است.
حسین: من برادر پرویز نيستم یا رضا دوست پرویز است.

پرویز: من دوست رضا نيستم.
اگر بدانيم همة جمله ها درست هستند، برادرها را مشخص كنيد.
توضیح: پرویز می گوید كه دوســت رضا نيست، پس رضا هم 
دوست او نيست. اما حسين می گوید: من برادر پرویز نيستم، یا رضا 
دوست پرویز است. ولی رضا دوست پرویز نيست، پس حسين برادر 
پرویز نيســت. اما رضا می گوید: اگر من دوست علی باشم، حسين 
برادر پرویز است )و حسين برادر پرویز نيست(. پس رضا دوست علی 
نيست و در نتيجه علی هم دوست رضا نيست. ولی علی می گوید كه 
دوست رضا یا برادر پرویز است و چون دوست رضا نيست، پس برادر 

پرویز است. بنابراین علی و پرویز برادر هم هستند.

 سه كارت روی ميز به پشت قرار دارند و می دانيم طرح روی 
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توضیح: در هر مربع قاعده ای ثابت، عددها را به هم مربوط می كند.
جواب: 5۰

 در مربع زیر، به جای علامت سؤال چه رقمی باید قرار گيرد؟

توضیح: هر سطر را معادل یک عدد سه رقمی ببينيد.
 در شــکل زیر، به جای علامت سؤال كدام یک از گزینه های 

داده شده را قرار می دهيد؟

 در دایرة خالی شکل زیر، به جای علامت سؤال، كدام حرف 
الفبای انگليسی باید قرار گيرد؟

6. معماهای منطقی
معماهای منطقی شاهکارهای صنعت معماسازی هستند! زیرا 
ساده اند و به پيش نيازهای متعدد و اطلاعات و قضایای ریاضی محض 
نياز ندارند. لذا امکان عمومی كردن آن ها وجود دارد و چالش با آن ها 
می تواند برای گروه های متفاوت مردم، نوجوانان و جوانان با هر سطح 
اطلاع و دانش ریاضی جذابيت داشته باشد. جایگاه معماهای منطقی 
از این حيث بسيار خاص و ویژه است و به همين دليل ده ها و صدها 
جلد كتاب با این عنوان در كشــورهای دنيا نوشــته شده اند كه در 
قسمت نخست این مقاله به آن ها اشاره كردیم. بنابراین، پاسخ گویی 
به این معماها تنها و تنها با تکيه بر استدلال و عقل سليم ممکن است. 
در نتيجه می تــوان راه حل آن ها را به نوجوانان و حتی دانش آموزان 

؟

)الف()ب()ج()د()هـ(
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آن ها زردرنگ، قرمزرنگ و سياه رنگ است. پشت هر كدام جمله ای 
نوشته شده است كه می دانيم، جملة پشت كارت سياه رنگ، نادرست، 
جملة پشت كارت قرمزرنگ، درست و جملة پشت كارت زردرنگ، 

درست یا نادرست است. جمله های پشت كارت ها چنين اند:
كارت اول: كارت سوم زردرنگ است.
كارت دوم: كارت اول سياه رنگ است.
كارت سوم: این كارت زردرنگ است.

رنگ هر یک از سه كارت را مشخص كنيد.

 فرهاد و فرزاد دو برادرند كه یکی همواره راست گو و دیگری 
همواره دروغ گوست. از فرزاد پرسيدم: »اگر از فرهاد بپرسم كه: آیا 
فرزاد دروغ گوســت، چه جوابی می دهد؟« فرزاد گفت: »می گوید 

خير«. فرزاد راست گوست یا دروغ گو؟

 در یک جزیرة عجيب، همه یا راست دســت هســتند و یا 
چپ دست. راست دست ها هرچه با دست راستشان بنویسند، راست 
اســت و هرچه با دست چپشان بنویسند، دروغ است. چپ دست ها 
برعکس اند؛ هرچه با دست چپشان بنویسند راست و هرچه با دست 
راستشــان بنویسند،  دروغ است. گردشــگری به این جزیره آمد و 
متوجه نوشــته ای روی یک دیوار شــد و فوراً فهميد كه آن را یک 

چپ دست نوشته است. آن چه جمله ای بود؟ 
و آخرین نمونه، یک نمونة به راستی چالش برانگيز است:

 یکی از گوسفندان چوپان روستای »ناكجاآباد« دزدیده شده 
است! كدخدا و رئيس پاسگاه، چهار نفر مظنون به اسامی اكبر، بهرام، 
كيوان و داود را شناســایی كرده اند و برایشان معلوم شده كه دزد 
گوســفند، یا جوان ترین مظنون و یا مسن ترین آن هاست. در عين 
حال، آن ها در بازجویی هركدام سه جمله گفتند كه مشخص شده، 
هر یک از آن ها فقط یک جمله درست گفته است. این ها جمله های 

گفته شده اند:
اكبر: 1. بهرام مسن ترین ماست؛ 2. جوان ترین ما مجرم است؛ 

3. كيوان بی گناه است.
بهرام: 1. اكبر جوان ترین نيست؛ 2. داود مجرم است؛ 3. داود 

جوان ترین ماست.
كیوان: 1. بين ما، اكبر جوان ترین اســت؛ 2. من مســن ترین 

هستم. 3. داود مجرم نيست.
داود: 1. مســن ترین فرد بين ما، بی گناه است؛ 2. بهرام مجرم 

است؛ 3. من جوان ترین هستم.
دزد گوسفند، چه كسی است؟

در حال حاضر خوش بختانه منابع نسبتاً خوبی به زبان فارسی 
در زمينة معماهای منطقی در سطوح متفاوت برای معرفی و استفاده 
وجود دارند كه از جمله می توان به كتاب های »معماهایی در منطق 
ریاضی« و »معماهای شــهرزاد«، از انتشارات فاطمی و »آليس در 
سرزمين معما« از انتشارات مبتکران و هر سه نوشتة پازليست نامدار 

آمریکایی، ریموند اسمالین، اشاره كرد.

در انتها بی مناســبت نيست كه به كارهای استاد جوان ریاضی 
كشــورمان، دكتر مجید میرزاوزیری نيــز به خصوص در زمينة 
معماهای منطقی اشــاره ای داشته باشيم. ایشــان كه از مروجين 
و پيشگامان ریاضيات شاد در كشــورمان )و به طور خاص در شهر 
مشــهد( اســت، علاوه بر تأليف كتاب هایی در زمينــة معماها و 
)به خصوص معماهای منطقی(،  همچون: »یادگيری ریاضی از طریق 
معمابازی«، »گذشته ای كه می آید«، »قتل در فانوس دریایی«، »داو 
دوم« و »اشتباه سوزن بان«، با آموزش ميدانی دانش آموزان و برگزاری 
اردوهای شــاد ریاضی و تأسيس شــهر ریاضی در مشهد، خدمات 

شایسته ای به ترویج ریاضيات شاد در كشورمان انجام داده است. 
علاوه بر آن، ایشان را می توان مبتکر تأليف و نگارش داستان هایی 
با تم ریاضی در فرهنگ كشورمان دانست كه از حدود 3۰ سال قبل 
تاكنون با ادبياتی شيوا و هنرمندانه، به ترویج ریاضيات و منطق از 
طریق داستان نویسی روی آورده است. اطلاعات كامل تر از كارهای 
ایشــان از طریق رجوع به مصاحبة این جانب با ایشان در ماهنامة 
ریاضی برهان متوسطه دوم )شــمارة 11۰، اردیبهشت 1397( به 

دست می آید.

ج. سفسطه ها و پارادوكس ها
دربارة سفسطه و پارادوكس و تفاوت های آن ها مطالب زیادی 
گفته شــده اســت و خوانندگان برای اطلاع دقيق تر دربارة آن ها 
می توانند به بخــش یازدهم از جلد دوم كتاب »ریاضی شــاد« از 
این جانــب مراجعه كنند. امــا به طور خلاصه می تــوان گفت كه 
پارادوكس )باطل نما( معرف وجود نوعی تناقض ساختاری در ارائة 
یک تعریف در ریاضيات است و برای رفع آن، چاره ای جز تجدید نظر 

در تعریف های اوليه نيست.
اما سفســطه نوعی تناقض كاذب و فریبنده اســت كه با زیر 
پا گذاشــتن قواعد ریاضيات، از طریق فریب دادن مخاطب، ایجاد 
می شــود و می توان با دقت، این اشتباه یا سفسطه را تشخيص داد. 
چالش با سفسطه ها برای آموزش ریاضی بسيار مفيد است، چرا كه 
خلاقيت، ریزبينی و دقت دانش آموزان را به شــکل اعجاب انگيزی 
افزایــش می دهد. اما متأســفانه این موضــوع در آموزش ریاضی 
كشورمان به شدت مورد غفلت قرار گرفته است و تنها موارد اندكی 
از آن در كتاب های درسی برخی از سال ها دیده شده اند؛ نمونه های 

ساده ای در بحث اتحادهای جبری و معادله ها، شبيه این نمونه:
 ثابت می كنيم همة عددهای حقيقی مساوی صفر هستند!

فرض كنيم دو عدد حقيقی a و b با هم مساوی  باشند، در این 
صورت می توان نوشت:

b
a b ab b b ab b

a b a ab b

(a b)(a b) (a b)
a b a b b b b
b a b

×
= ⇒ = ⇒ − = − +

⇒ − = − +

⇒ − + = −
⇒ + = − ⇒ = − ⇒ =
⇒ = ⇒ = =

2
2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2
2

2 0
0 0
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كشف ایراد استدلال فوق بســيار آسان است، ولی هميشه 
این طور نيست. به این نمونه از بحث احتمال توجه كنيد:

 ســه جعبة B ،A و C داریم و می دانيم در یکی از آن ها 
ســکه ای وجود دارد و دو جعبة دیگر خالی هســتند. اكنون اگر 
دســت در جعبة A كنيم، چقدر احتمال دارد ســکه را بيابيم؟ 
. اما حالا فرض كنيد به شما گفته  1

3
بدیهی است كه می گویيد: 

شده كه جعبة B خالی است. در این صورت چقدر احتمال دارد 
كه ســکه در جعبة A باشد؟ روشن است كه در این حالت سکه 
 A است. پس احتمال آنکه در جعبة C یا در جعبة A در جعبة
1 است. همچنين فرض كنيد كه بدانيد جعبة C خالی 

2
باشــد، 

 A است. باز هم با استدلالی مشابه، احتمال آنکه سکه در جعبة
1 است.

2
باشد، مساوی 

 C خالی اســت، یا بدانيم جعبة B  بنابراین اگر بدانيم جعبة
 1
2

خالی است، در هر حال احتمال آنکه سکه در جعبة A باشد، 
است. اما واضح است كه یکی از این دو جعبه خالی هستند. پس 

! 1
3

1 است نه 
2

احتمال آنکه سکه در جعبة A باشد، 
آیا می توانيد سفسطة این استدلال را مشخص كنيد؟

همان گونــه كــه می بينيد، توضيح و كشــف سفســطه ها 
می تواند برای دانش آموزان بســيار آموزنــده و زیر و بم مباحث 
گوناگون ریاضی را برای آن ها روشــن كند. به خصوص دسته ای 
از سفسطه های استدلال های هندسی بسيار زیبا هستند و برای 
آشــنایی با آن ها، شما را به كتاب معروف »اشتباه استدلال های 

هندسی«، از زنده یاد پرویز شهریاری ارجاع می دهم.
اما آشــنایی با پارادوكس های معــروف، مانند »پارادوكس 
راســل« نيز برای دانش آموزان می تواند بسيار آموزنده و جذاب 
باشد. به یک نمونه از »معادل« های پارادوكس راسل، »پارادوكس 

وكيل و دانشجو« اشاره می كنيم:
 یک دانشــجوی رشــتة حقوق برای كارآموزی پيش  یک 
وكيل دادگســتری رفت و قراردادی با او امضا كرد كه براساس آن، 
دانشجو فقط در صورتی حق الزحمة وكيل را بپردازد كه پس از پایان 
كارآموزی، یعنی هم زمان با پایان تحصيلات او و گرفتن پروانة وكالت، 

در اولين محکمه ای كه شركت كرد، دادگاه به نفع وی حکم دهد.
امــا دانشــجو پــس از پایان تحصيــلات شــغل وكالت را 
انتخــاب نکرد و به دنبال كار دیگــری رفت. وكيل برای گرفتن 
حق الزحمه اش، از او به دادگاه شکایت كرد. حالا در دادگاه قاضی 
باید به نفع چه كسی حکم بدهد؟! اگر به نفع دانشجو حکم دهد، 
او نباید حق الزحمه را بدهد. ولی از طرف دیگر، طبق قرارداد باید 
حق الزحمــه را بدهد! اما اگر به ضرر او حکم دهد و او را مجبور 
به دادن حق الزحمه كند، طبق قرارداد نباید حق الزحمه را بدهد!

این یک پارادوكس واقعی است كه از ابهام در قرارداد ناشی 
شــده اســت. آشــنایی با این پارادوكس ها، یادگيری ریاضی را 

جذاب تر می كند و اهميت مفاهيم اوليه و تعریف ها را هم روشن تر 
می سازد. به ویژه كه دانش آموزان را با مباحث فلسفة ریاضی آشنا 
می كند. برای آشــنایی با برخی پارادوكس ها می توانيد به هشت 
مقالــة پياپی در مجلة برهان متوســطة اول، دورة 99 ـ 1398،  

نوشتة شراره تقی دستجردی مراجعه كنيد.

د. بازی ها و سرگرمی های ریاضی
بازی هــای ریاضی تأثيری اســتثنایی در گرایش بيشــتر 
دانش آمــوزان به ریاضيات دارند و نگارنــده این را به عينه و به 
تجربة شــخصی دریافته اســت. بازی های ریاضی انواع بسياری 
دارند. دو نفره، چند نفره )كلاسی( و یا یک نفره و گاه به صورت 
ارائة تردســتی از طرف معلم. متأسفم كه فضای این مقاله اجازة 
طرح انواع زیادی از آن ها را نمی دهد و اميدوارم در شــماره های 
آتی مجله با همکاری خوانندگان، مقالاتی مســتقل در این باره 
ارائه شود. خوانندگان می توانند با مراجعه به كتاب های موجود در 
این زمينه، نمونه هایی از این بازی ها را ملاحظه كنند. همچنين 
هشــت مقالة متوالی این جانب در مجلة ریاضی برهان متوسطة 
اول، دورة 96 ـ 1395 با عنــوان »ماجراهای عمو ریاضی« نيز 
قابل ارجاع هســتند. در اینجا فقط به یک نمونة بســيار زیبا از 
آن ها كه قدمتی تقریباً ۴۰۰ ســاله دارد، یعنی »بازی ســاعت 

دیواری«، اشاره می كنم:
این تردستی یا بازی توسط معلم و فقط با یک ساعت دیواری 
قابل اجراســت. معلم ساعت دیواری را رو به بچه ها می گيرد و از 
یکی از دانش آموزان می خواهد، یکی از شماره های روی آن را در 
ذهنش انتخاب كند. سپس با هر یک ضربه ای كه معلم با انگشت 
خود روی صفحه می زند، شمارة مزبور را یک واحد افزایش دهد. 
وقتی هم به شمارة 2۰ رسيد، دستور توقف ضربه زدن را به معلم 
بدهد. با كمال تعجب خواهد دید كه انگشــت معلم روی همان 

شماره ای است كه او در ذهن خود داشته است.
شيوة عمل معلم به این صورت است كه هفت ضربة نخست 
خــود را به صورت تصادفی می زند، ولی از ضربة هشــتم به بعد 
را روی شــمارة 12، 11، 1۰ و... می زنــد. در این صورت، وقتی 
دانش آموز دســتور توقف می دهد، انگشت معلم روی شماره ای 
اســت كه او در ذهن داشته اســت. منطق ریاضی نهفته در این 
تردستی كه بعداً توســط معلم و به كمک دانش آموزان توضيح 
داده می شــود، یک آموزش خالص ریاضی اســت و ای كاش در 

كتاب های درسی هم انواعی از این بازی ها جای ثابتی داشتند.
این نوشــتار را به اميد اثرگذاری بر متوليان آموزش ریاضی 
كشــورمان در اینجا به پایان می برم. با تأكيــد مجدد بر اینکه 
»ریاضيات شــاد« یــک فرهنگ آمــوزش ریاضی اســت و نه 
مجموعه ای از سرگرمی ها و تفریحاتی برای اوقات فراغت و مانند 
مارتین گاردنر معتقدم باید آموزش ریاضی بر بستر آن بنا شود.
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رياضی شــاد يا رياضی دلپذير شــامل مجموعه مباحثی است که با افزودن آن ها به مطالب رياضی، فضايی مفرح و 
دلنشــين برای يادگيری مطالب جدی رياضی فراهم شــده و در نتيجه آموزش آن بخصوص برای دانش آموزان آسان تر 
و لطيف تر خواهد شــد. بعضی از عناوين رياضی شاد عبارت اند از: معماهای زيبای رياضی و منطقی، لطيفه های آميخته 
با مفاهيم رياضی ، روايت ها و فکاهيات شــنيدنی از زندگی رياضی دانان و تاريخ رياضی، تردســتی ها و شعبده بازی های 
خيره کننده با پس زمينه رياضی، سودوکو ها و مربع های جادويی و بازی ها و سرگرمی هايی با زمينه رياضی، شگفتانه های 
عددی، پارادوکس ها و سفسطه های شيرين رياضی و حتی کاريکاريکاتورهايی با استفاده از مضامين رياضی. همة اين ها 
به مثابه دورچين ها و چاشــنی هايی لذيذ برای صرف راحت تر و دلنشين تر غذايی دلچسب به نام «رياضيات» هستند که 
متأسفانه در نظر بسياری، چندان دلنشين نيست، حال آن که از نظر بسياری ديگر که طعم دلنشين آن را چشيده اند، چنان 
است که کسی که يک بار مزة آن را احساس کند، ديگر نمی تواند از آن چشم پوشی کند! معلمان، دبيران و استادان رشتة 
رياضی بايد به نقش پر رنگ اين چاشنی ها در لذيذ کردن طعم رياضيات واقف شده و جابه جا از آن ها استفاده کنند و به 
اهميت سخن رياضی دان بزرگ انگليسی، جان ليتلوود پی ببرند که گفت: يک لطيفة خوب رياضی به مراتب بهتر از يک 

دوجين نوشته بی ارزش است!
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سخن سردبير؛ ياد باد آنکه مرا ياد آموخت
لژاندر و تجزية فاکتوريل ها
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