
وزارت‌آموزش‌وپرورش
سازمان‌پژوهش‌وبرنامه‌ريزي‌آموزشي
دفترانتشارات‌ و فناوری‌آموزشي

فصلنامۀ آموزشی،   تحلیلی و اطلاع رسانی
برای دانش‌آموزان دورۀ متوسطه 2

ISSN
: 1735-4951

www.roshdmag.ir
پیامک: 30008995

119

 ای سراپا همه خوبی )به ياد استاد غلامرضا یاسی‌پور(      درماندگی آرایشگر راسل  
 مردی که بی‌نهایت را می‌دانست     عددهای اول و تاریخچة آن‌ها      رابطه عدد طلایی با بیضی  

 دورۀ سی‌ام

    3  شمارۀ

  1400   بهار

  48 صفحه



جعفر زیدی
دبیر ریاضی و 

کارشناس ارشد 
تاریخ علم

تاريخ
آلبومِ رياضي

بِلیِز پاسکالکمال‌الدین فارسی   ریاضیات

تألیفات کمال‌الدین فارسی عبارت‌اند از:
 تذکرئ‌الاحباب فی بیان‌التحاب

این رساله مهم‌ترین تألیف ریاضی کمال‌الدین 
روش  در  »بحث  آن  موضوع  و  است  فارسی 

استخراج عده‌ای از عددهای متحاب« است.
دو عدد را »متحاب« گوییم، هرگاه مجموع 
مقسوم‌علیه‌های یکی برابر با دیگری باشد و 
برعکس. از سه جفت اولیة عددهای متحاب 
و   )1184  ،1210( و   )220  ،284( می‌توان 

)2924، 2620( را نام برد.
اروپا، متحاب بودن دو عدد 17296 و  در 
ریـاضـی‌دان  فرما،  نخـستین‌بـار  را   18416
فرانسوی، در سال 1636 م. یعنی 318 سال 
پس از درگذشت کمال‌الدین فارسی ثابت کرد.

»تـذکرئ‌الاحبـاب فـی   دقـت در رسـالـة 
بیان‌‌التحاب« نشان می‌دهد که این رساله یکی 
از آثار برجستة ریاضیات دورة‌ اسلامی است و 
کمال‌الدین فارسی در این اثر تسلط خود را 

روی نظریة عددها کاملاً محرز ساخته است.
 اساس‌القواعد فی اصول‌الفوائد

شرح  در  را  کتاب  این  فارسی  کمال‌الدین 
الحسابیه«،  القوائد  البهائیه فی  »القوائد  کتاب 
تألیف استادش ابن‌خوام و در زمان حیات وی 

نوشته است.
 رساله در بحث زاویه

موضوع این رساله بحث دربارة »کیفی بودن« 

حسن‌بن‌علی‌بن‌حسن کمال‌الدین‌فارسی از علمای بزرگ ریاضی و فـیزیک ایـران و دنیـای اسلام در 
نیـمة دوم سدة هفتم و اوایل سدة هشتم قـمری است. او در فـارس به‌دنیا آمـد و در جوانی برای کسب 
علم و فضیلت سـفر می‌کـرد تا از محضر استادان بزرگ استفاده ببرد. کمال‌الدین فارسی در نوزدهم ماه ذیقعدة 

سال 718 در شهر تبریز درگذشت.

فارسی  کمال‌الدین  شیرازی:  قطب‌الدین   

»تنقیح‌المناظر« را با راهنمایی او و  کتاب 
به نام او نوشته و در مقدمة کتاب با کمال 

تجلیل و احترام از او یاد کرده است.
سـغدی  محمـد  صاعدبـن  جمال‌الدیـن   

کتـاب  فارسـی  کمال‌الدیـن  ترکسـتانی: 
»البصائـر فی اختصـار تنقیح المناظـر« را به 
خواهـش او و بـه نـام او نوشـته و در کتـاب 
المناظـر او را اسـتاد خـود نامیده اسـت. تنقیح‌

کــتاب  در  عمـادالــدین کـاشـانــی   

»ایضاح‌المقاصـد« و غیاث‌الدیـن کاشـانی 
در کتـاب »مفتاح‌الحسـاب« از کمال‌الدیـن 
فارسـی بـا عنوان امـام، فاضـل و محقق یاد 

کرده‌انـد.
 ابن‌سـینا و ابن‌هیثم تألیفاتی دربارة قوس 
قـزح و هالـه نــوشته‌اند کـه کمال‌الدیـن 
فارسـی ذیل کتـاب تنقیح‌المناظـر، ضمن 
اسـتفاده از مطالب این دو دانشمند و بحث 
و انتقـاد در ایـن مباحـث، تحقیقات نظری 
و تجربـی خـود را بـه تفضیـل بیـان کـرده 

است.
 حسـین‌بن شهنشـاه سـمنانی منجم 

که شـاگرد کمال‌الدین فارسـی بوده اسـت 
و نسـخة کتـاب البصائر فی علـم المناظر را 
از روی خط کمال‌الدین فارسـی استنسـاخ 

کرده اسـت.
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احسان یارمحمدی

مقولة زاویـه یا »کمی بودن« آن است. در این 
رساله، فارسی به نتیجه‌ای مطابق با رأی معلم 
اول، یعنی ارسطو می‌رسد. او نتیجه می‌گیرد 

که زاویه از مقولة کیفی است.
 تنقیح‌المناظر لذوی‌الابصار و البصائر

از آثـار کمـال‌الـدین فـارسی در مـوضـوع 
نورشناسی و کتابی است بدیع، پـر ارج و جامع 
استادش،  راهنمایی  با  را  آن  کمال‌الدین  که 
قطب‌الدین شـیرازی و بـه‌نـام وی نوشـته 
است. موضوع آن‌چنـان‌که از عنوانش پیداست، 
 تنقیح کتاب »المناظر« ابن‌هیثم است. در واقع 
رساله‌ای مفصل است ذیل کتاب »تنقیح‌المناظر« 
که مـوضـوع آن بـحث دربـارة دو اثـر فـیزیکی 
)رنگین‌کمان( است. »قـوس قزح«  و  »هـاله« 
فارسی در شرح هاله و رنگین‌کمان ابتدا از 
تألیفات ابن‌سینا و ابن‌هیثم منتخباتی آورده و 
آن‌ها را مورد بحث و انتقاد علمی قرار داده است. 
سپس تحقیقات نظری و تجربی خود را دربارة 
این مباحث فیزیکی به تفصیل بیان کرده است.

***
نظردهنـدگان دربـارة کارهـای کمال‌الدین 

فارسـی و متأثریـن از آثـار او عبارت‌انـد از:
 ابن‌خـوام، یا عبدالله‌بن محمـد عبدالرزاق 
عماد‌الدیـن بغـدادی: کمال‌الدین فارسـی 
سـال‌ها در اصفهان شـاگرد و ملازم او بوده 

و علم حسـاب را نزد او آموخته اسـت.

آلبوم ریاضیات عنوان ستونی در »مجلة برهان دورة دوم متوسطه« است که 
به ارائة تصویر تمبرها، سکه‌ها، اسکناس‌ها، تندیس‌ها، سردیس‌ها، نقاشی‌ها و 
... متناظر با ریاضی‌دانان ایران و جهان می‌پردازد. هدف ستون آلبوم ریاضیات 
این است که دانش‌پژوهان و علاقه‌مندان با مشاهدة این موارد به اهمیتی که در 

سرتاسر جهان به ریاضی‌دانان و جایگاه آنان داده می‌شود، پی ببرند.
***

بلِِیز پاسکال، ریاضی‌دان، فیزیک‌دان، مخترع و نویسندة نام‌دار فرانسوی، 
ارائة مثلث پاسکال و قضیة پاسکال در ریاضی و قانون پاسکال در  برای 
مکانیک جامدات، مشهور است. پاسکال از هواداران روش علمی بود و در 

این زمینه نگارش‌های ارزنده‌ای را از خود به یادگار گذاشته است.

 تندیس بلِِیز پاسکال در موزة لوور پاریس، 
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»معلمی شغل انبیاست«
امام خمینی )ره(

مقام معظم رهبری:

»نگاه به معلم باید همان نگاه اســامی باشد که در آن، متعلم در مقابل 
معلم در اوج ادب، سپاسگزاری و خضوع قرار دارد و آحاد مردم نیز به‌معنای 

حقیقی برای معلم احترام و ارزش قائل‌اند.« 

احترام به مقام معلم، احترام به علم و دانش است و جایگاه معلم تا آنجا بزرگ و ستودنی است که پیامبر 
اکرم)ص( فرمودند: »انِیّ بعُِثتُ مُعلِّما«.

در آموزه‌های دینی ما، احترام به معلم و اســتاد بســیار پررنگ و او از مقام ویژه‌ای برخوردار است. این 
جایگاه رفیع برای مقام معلم، ارزشی است که هم در قرآن کریم )در ماجرای حضرت موسی)ع( و حضرت 

خضر)ع(( و هم در روایات معصومین)ع( بر آن تأکید شده است.
امام ســجاد )ع(، در باب حقوق معلم نسبت به شــاگرد، می‌فرمایند: »حق کسی که عهده‌دار تعلیم 
توســت، آن اســت که او را بزرگ شماری و مجلس او را سنگین بداری و نیکو به وی گوش فرا دهی و روی 
خود را بر او کنی و با او بلند سخن نگویی و کسی را که از او چیزی می‌پرسد، تو پاسخ ندهی و بگذاری که 
خود او پاســخ‌گو باشد و در مجلس او با هیچ‌کس به صحبت ننشینی و در محضر او بدگویی از کسی نکنی 
و اگر از او نزد تو بدگویی شــد، از او دفاع کنی و عیب‌پوشــش باشی و فضائل و مناقب او را آشکار کنی و با 

دشمنش هم‌نشینی نکنی و با دوستش دشمنی نورزی و ...«
بر شــما دانش‌آموزان و دانش‌پژوهان عزیز اســت کــه از زحمات بی‌دریغ و دلســوزانة معلمان خود، 
به‌خصوص در شرایط فعلی که امکان قدردانی به‌صورت حضوری وجود ندارد، با ارسال پیام قدردانی کنید. 
هفتة بزرگداشت مقام معلم را به همة معلمان دلسوز، صدیق و بزرگوارمان تبریک می‌گوییم و برای همة این 

بزرگان سلامتی، سربلندی و طول عمر باعزت خواستاریم.
***

در سالی که گذشت متأسفانه جامعة آموزش ریاضی ایران یکی از بهترین و فرهیخته‌ترین آموزشگران 
خود را از دســت داد؛ دکتر غلامرضا یاسی‌پور که بنده 30 سال افتخار شاگردی ایشان را داشتم و ایشان 
از اولین شمارة مجلة »رشد برهان ریاضی متوسطة 2« عضو هیئت‌تحریریه مجله بود و با نوشته‌ها و مقالات 
ارزشمند و مفید خود چند نسل از دانش‌آموزان ایران اسلامی را ریاضی آموخت. مرحوم استاد یاسی‌پور که 
به زبان‌های انگلیسی و عربی تسلط کامل داشت، برای ما فقط معلم ریاضی نبود. ایشان معلم اخلاق، معلم 
عرفان و منطق، و معلمی دارای شخصیتی با ابعاد وجودی بسیار ارزشمند و والا بود و آثار به‌جا مانده از ایشان 

شاهد و گویای این مدعاست. روحشان شاد و راهشان پر رهرو باد.
حمیدرضا امیری
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ϕسید ابوطالب گلباغی ماسوله

کارشناسی ارشد ریاضی محض

 رابطة‌عدد طلایی
با بیضی   

ϕیا نسبت طلایی  در این مقابله به بررســی یک رابطه در بیضی می‌پردازیم که نسبت قطر بزرگ به قطر کوچک مقدار ثابت عدد
است. این گونه بیضی را »بیضی طلایی« می‌گویند. همچنین به رابطة عدد طلایی با بیضی، معادلة بیضی طلایی، مساحت و محیط‌ بیضی 
طلایی، تلاقی بیضی طلایی با دایر ةهم مساحتش، و رابطة مساحت بیضی طلایی با دایره‌هایی با قطر بزرگ و قطر کوچک بیضی پرداخته 

شده است. 

چکیده

                                                                                                               ϕکلید واژه‌ها:   بیضی طلایی، نسبت طلایی، عدد ثابت 

مقدمه 
عدد ϕ )نسبت طلایی(: روش به‌دست آوردن نسبت طلایی با توجه 

به تعبیر هندسی با توجه به شکل1 به‌صورت زیر است: 

a b

  شكل‌1  

a a b b b b
b a b b

+ ϕ ϕ +
ϕ = = ⇒ =

ϕ
ϕ +

⇒ ϕ = ⇒ ϕ - ϕ - =
ϕ

21 1 

ریشــة مثبت معادلة درجــة دوم بالا که همان نســبت طلایی 
محسوب می‌شود، عبارت است از: 

/+
ϕ = ≅

1 5 1 618 33
2



معادلة بالا را می‌توان به این صورت نوشت: 
ϕ = ϕ +2 1                                                            )1(

n که در 
n nF F -ϕ = ϕ + 1  در حالت کلی می‌توان نتیجه گرفت:

آن Fn و Fn-1 بــه ترتیبn امیــن و n-1 امُین جملة دنبالة فیبوناچی 
هستند. دنبالة فیبوناچی عبارت است از: 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

بیضی: بیضی مکان هندسی تمام نقاطی از صفحه است که مجموع 

فاصله‌هــای آن‌ها از دو نقطة ثابــت و متمایز F1 و F2 در آن صفحه، 
به نام »کانون«، مقدار مثبت ثابتی باشد. فرض کنید P= (x,y) روی 

بیضی شکل‌2 قرار داشته باشد. در این صورت:
PF PF a+ =1 2 2  

(x c) y (x c) y a+ + + - + =2 2 2 2 2

(x c) y a (x c) y+ + = - - +2 2 2 22

(x c) y a (x c) y a (x c) y

cx a a (x c) y

+ + = + - + - - +

⇒ - = - - +

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 4

مجدداً طرفین را به توان می‌رسانیم: 

(a c ).x a .y (a c ).a- + = -2 2 2 2 2 2 2 2                             

خواهیم داشت:                                                                 
x y b a c ( )
a a c
x y
a a

⇒ + = = -
-

⇒ + =

2 2
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

1 2

1
و با توجه به: 

x y b a c
a a c
x y
a a

⇒ + = = -
-

⇒ + =

2 2
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

1

1

)2( 
x y b a c ( )
a a c
x y
a b

⇒ + = = -
-

⇒ + =

2 2
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

1 2

1
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چون:

 

b a c b a (b c)(b c)
(b c) (b c) b c
= - ⇒ - < ⇒ - + <

⇒ + > - < ⇒ <

2 2 2 2 2 0 0
0 و0

از طرف دیگر، در مثلث F1PF2 داریم: 

PF PF FF a c a c+ > ⇒ > ⇒ >1 2 1 2 2 2

P = (x , y)

F1 = (-c , O) F2 = (c, O)

y

x

  شكل‌2  

رابطة نسبت طلایی با بیضی 

بیضی‌طلایی: اگر نسبت قطر بزرگ بیضی به قطر کوچک بیضی عدد 
طلایی باشد، آن بیضی را بیضی طلایی گوییم. 

a a
b b

= = ϕ
2
2

                                                                )3(

از رابطة )2( خواهیم داشت: 

a ca b c ( ) ( )
b b

c( ) ( )
b

- = ⇒ - =

⇒ ϕ - =

2 2 2 2 2

2 2

1

1

                                 

)4(

حال اگــر رابطة )1( را در رابطة )4( جاگــذاری کنیم، خواهیم 
داشت: 

        )5(c c c( ) ( )
b b b

ϕ + - = ⇒ ϕ = ⇒ = ϕ2 21 1

اگر رابطة )3( را بر رابطة )5( تقسیم کنیم، خواهیم داشت: 

a
c

= ϕ                                                                        )6(

          
خروج از مرکز بیضی: اگر رابطة )6( را معکوس کنیم، به‌دست می‌آید: 
c
a

=
ϕ
1

                                                                      )7(

معادلة بیضی طلایی 

a a c.
c

= ϕ ⇒ = ϕ                                                    )8(

    
و

b b c.
c

= ⇒ =
ϕ ϕ
1 1                                                 )9(

حال اگر دو رابطة )8( و )9( را در معادلة بیضی، مثلًا بیضی افقی، 
قرار دهیم، خواهیم داشت: 

x y x y
a b c c

+ = ⇒ + =
ϕ

ϕ

2 2 2 2

2 2 2 21 1

مساحت و محیط تقریبی بیضی طلایی 
 با توجه به رابطه‌های 8 و 9، خواهیم داشت: 

                              a.b a.b c a.b c S c
c

= ⇒ = ⇒ π = π ⇒ = π2 2 2
2 1            )10(

یعنی مساحت بیضی طلایی برابر مساحت دایره‌ای به شعاع نصف 
فاصلة کانونی آن است. حال اگر رابطه‌های 8 و 9 را با هم جمع کنیم، 

خواهیم داشت: 
a b a b c( )

c

P (a b) c( )

+
= ϕ + ⇒ + = ϕ +

ϕ ϕ

⇒ = π + = π ϕ +
ϕ

1 1

1

رابطــة بیــن محیط و مســاحت بیضی طلایی با 
نسبت طلایی 

P (a b) c( )

P c ( )

= π + = π ϕ +
ϕ

⇒ = π ϕ +
ϕ

2 2 2 2

1

1

( ) c
P P ( )
S Sc

ϕ + π
ϕ

= ⇒ = π ϕ +
π ϕ

2 2 2
2 2

2
2

1
1

 x2+ y2= c2 نقاط تلاقی بیضی طلایی با دایرة

ابتدا یک بیضی طلایی افقی و دایرة x2+y2=c2 را مطابق شکل3 
رسم می‌کنیم: 

x y
c c

+ =
ϕ

ϕ

2 2

2 2 1
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حال باید نقطه‌های تلاقی بیضی  و دایرة x2+y2=c2 را به‌دســت 
آوریم، خواهیم داشت: 

x y c y c x

x x c
c c

+ = ⇒ = -

-
⇒ + = ⇒

ϕ
ϕ

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 1

x (c x ) c .

x ( ) c . c

+ ϕ - = ϕ

⇒ - ϕ = ϕ - ϕ

2 2 2 2 2

2 2 2 2 21

c ( ) cx
( )( ) ( )

x c

ϕ - ϕ ϕ
⇒ = =

- ϕ + ϕ + ϕ

ϕ
⇒ = ± ⇒

+ ϕ

2 2
2 1

1 1 1

1

c ( ) cx
( )( ) ( )

x c

ϕ - ϕ ϕ
⇒ = =

- ϕ + ϕ + ϕ

ϕ
⇒ = ± ⇒

+ ϕ

2 2
2 1

1 1 1

1
cy c x c c ( )

( )

y c

ϕ + ϕ - ϕ
= - = - =

+ ϕ + ϕ

⇒ = ±
+ ϕ

2
2 2 2 2 2 1

1 1
1

1

y

x

( c ,c )ϕ
−

+ ϕ + ϕ
1

1 1
(c ,c )ϕ

+ϕ + ϕ
1

1 1

( c , c )ϕ
− −

+ ϕ + ϕ
1

1 1
(c , c )ϕ

−
+ ϕ + ϕ

1
1 1

  شكل3 

 

دایره‌هایــی با شــعاع نصف قطر بزرگ و کوچک 
بیضی طلایی 

ابتدا دایره‌هایی با شعاع نصف قطر بزرگ و کوچک بیضی طلایی 
رسم می‌کنیم. خواهیم داشت: 

x2+y2=a2

x y c+ = ϕ2 2 2 ، داریم:  a c= ϕ که با توجه به 
و نیز: 

x2+y2=b2

x داریم:  y c . : b c.+ = =
ϕ ϕ

2 2 2 1 1   که با توجه به رابطه 

x y c . :+ =
ϕ

2 2 2 1

 

مساحت دایره با شعاع نصف قطر بزرگ بیضی طلایی as c= = π ϕ2
as c= = π ϕ2

مساحت دایره با شعاع نصف قطر کوچک بیضی طلایی b
cs π

= =
ϕ

2

مساحت دایره‌ای که با مساحت بیضی طلایی برابر است cS c= = π 2

با توجه به مساحت‌های بالا واضح است که مساحت دایره با شعاع 
ϕ برابر مساحت بیضی طلایی است  نصف قطر بزرگ بیضی طلایی،
برابر مســاحت دایره با شعاع نصف قطر  ϕ و مســاحت بیضی طلایی

کوچک بیضی طلایی است. 

حجم حاصل از دوران بیضی طلایی حول قطر بزرگ 

اگر بیضی طلایی را حول قطر کوچک دوران دهیم، برای به‌دست 
آوردن حجم حاصل، با توجه به رابطه‌های 7 و 8 خواهیم داشت: 

a cV b a (c. ) .c. c . V= π = π ϕ = π =
ϕ ϕ ϕ

2 2 34 4 1 4 1 1
3 3 3

یعنی حجـــم حـــاصل از دوران بـــیضی طلایی حول قـــطر 
 برابر حجم کره‌ای به شعاع نصف فاصلة کانونی است و 

ϕ
1  بـــزرگ

  از واحد کوچک‌تر است، داریم:
ϕ
1 چون 

a cV V<

حجم حاصل از دوران بیضی طلایی حول قطر بزرگ 

اگر بیضی طلایی را حول قطر کوچک دوران دهیم، برای به‌دست 
آوردن حجم حاصل با توجه به رابطه‌های 7 و 8 خواهیم داشت:

 
b cV a b (c. ) .c. c . .V= π = π ϕ = π ϕ = ϕ

ϕ
2 2 34 4 1 4

3 3 3

یعنــی حجم حاصل از دوران بیضی طلایــی حول قطر کوچک 
ϕ برابر حجم کره‌ای به شعاع نصف فاصلة کانونی آن است و چون 

ϕ از واحد بزرگ‌تر است، داریم:

b cV V>

در حالت کلی خواهیم داشت: 
cb

c ab

V V

V V V

<

> bو< a b c aV V V V V= ϕ > >
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ریاضی‌ اندیشیدن

شادروان دکتر غلامرضا یاسی‌پور

راسل

در اوایل قرن بیســتم، پس از کشــف »پارادوکس 
راســل«1، پژوهش برای یافتن جایگزینی در »نظریة 
مجموعه‌هــای اکســیوماتیک«2، به‌عنوان اســاس کل 
 ریاضیات، آغاز شــد. کوشــش مزبور در ســال 1922 
 با کشــف »نظریة مجموعه‌های تســرملو ـ فرینکل«3، 
گرچه نه بدون به جا گذاشــتن موارد بی‌اساســی چون 
»اکسیوم انتخاب«4 و »فرض پیوستار«5، به بار نشست.

در ســال 1874، ژرژ کانتور مقاله‌ای را انتشار داد 
کــه طی آن اظهار کرده بــود: عددهای طبیعیN ،6، و 
عددهای حقیقیR ،7، باید اصلیت‌های متفاوت داشــته 
باشــند. یعنی، هیچ‌گاه نمی‌توان تناظــری یک‌به‌یک 
بینشــان برقرار کرد. درواقع نشــان داد که حتی تعداد 
عددهای حقیقی بین 0 و 1، از تعداد کل N بیشتر است.
مقالــة 1891 کانتــور، اثبات جدیــد و به نحوی 
قانع‌کننــده و ماهرانة همین مطلب بود؛ دســتاوردی 
کلاسیک که امروزه به‌عنوان »استدلال قطری کانتور«8 

معروف است.

اثبات کانتور در مورد »ناشــمارا«9 بودن عددهای 
حقیقی، دنیای نامتناهی را به دو نوع نامتناهی تقســیم 
کرد: مجموعه‌های »شمارا«10 که می‌توانند در تناظری 
یک‌به‌یــک با عددهــای طبیعی قــرار داده شــوند، و 

مجموعه‌های ناشمارا که نمی‌توانند.
تقابل مجموعه‌های شــمارا و ناشــمارای کانتور، 
دســتاوردهای عمیقی برای روند کلی ریاضیات در بر 
داشــت. در آغاز، وی نشــان داد که عددهای حقیقی 
ناشــمارا و »عددهای گویا«11 شــمارا هســتند. این 
موضــوع باید این نتیجه را داشــته باشــد که به‌طور 
ناشــمارا، بی‌نهایت »عدد گنگ«12 در فاصله‌های بین 
عددهای گویا موجود اســت. در این صورت، به مفهوم 
بسیار دقیق‌تر، تقریباً جمیع عددهای حقیقی گنگ‌اند. 
کانتــور این خط فکری را در بررســی عددهای حتی 
بغرنج‌تر »متعالی«13 نیز به کار برد. اما در اینجا نیز کار 
را متوقف نکرد. قضیة سال 1891 کانتور، نامتناهی را 
بار دیگر تقسیم کرد. زیرا در شوک دوم، نشان داد که 

ی
دگ

مان
در

آرایشگر

ای ز غیرت بر سبو سنگی زده
و آن سبو ز اشکست کامل‌تر شده

خم شکسته آب از او ناریخته
صد درستی زین شکست انگیخته

)مثنوی معنوی/ دفتر اول/ 7- 2866(
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راسل

فقط یک ســطح نامتناهی ناشمارا موجود نیست، بلکه 
بی‌نهایت سطح وجود دارد. بســیاری از آن‌ها نام‌هایی 
دارنــد که توســط »عددهای اصلی«14 داده شــده‌اند. 
ابــزاری که کانتــور در این مرحله بــه کار برد، مفهوم 

»مجموعة توانی«15 بود.
وی با استدلالی کوتاه )که صورتش پارادوکس راسل 
را پیش‌گویــی می‌کرد(، ثابت کرد که هیچ‌گاه نمی‌تواند 
تناظری یک‌به‌یک بین هر مجموعه و مجموعة توانی‌اش 

برقرار باشد.
در سال 1901، به نظر می‌رسید که برتراند راسل، 
ریاضی‌دان و فیلســوف انگلیسی، با چند کلمة مختصر، 
ناقوس مرگ نظریة مجموعه‌ها را که در ســال‌های پس 
از قضیة کانتور، شکوفه کرده بود، به صدا درآورده است. 
اگر مجموعه، گردایه‌ای از اشیا باشد، به‌نظر می‌رسد که 
مجموعة جمیع مجموعه‌ها کاملًا معنی‌دار اســت. اما از 
این گذشته، این مجموعة خاص باید بنا به تعریف شامل 
خودش به‌عنوان یک عضو باشــد. این موضوع مشخص 
می‌کند که بعضی مجموعه‌ها شــامل خودشان به‌عنوان 

عضوند، در حالی که بقیه نیستند.
حرکت ویرانگر راســل، تعریف یک مجموعة X بود. 
یعنی، مجموعة دقیقــاً مجموعه‌هایی که به‌عنوان عضو، 
شامل خودشان نیستند. در این صورت پارادوکس حاصل 
این است: آیا X عضو خودش است؟ در این مورد هر یک 
از دو فرض، یعنی اینکه ‌X عضو خودش باشد یا نباشد، 

به تناقض می‌انجامد.

اما  آرایشــگر راسل کیســت و درماندگی‌اش 
از چیست؟

پارادوکس‌های آرایشگر و کتابدار، مشابه‌های دنیای 
حقیقی پارادوکس راسل‌اند، و »پارادوکس گریلینگ«16 

این استدلال را در زبان‌شناسی منتقل کرده است.
»پارادوکــس آرایشــگر«17، همان‌گونه که اشــاره 
کردیم، ترجمة راســل از حوزة نظریــة مجموعه‌ها در 
دنیای واقعی است. این پارادوکس توسط راسل در بحث 
مربــوط به اثرش به‌کار رفته اســت. صورت پارادوکس 

چنین است:
دهکده‌ای اســت که در آن آرایشگری زندگی 
می‌کند. او صورت بعضی از مردان دهکده را اصلاح 
می‌کند. دقیق‌تر، او صورت جمیع مردانی را اصلاح 

می‌کند که خودشان صورتشان را اصلاح نمی‌کنند 
)و تنها این مردان را(. پرســش غیرقابل‌پاسخ این 
است: چه کسی صورت آرایشگر را اصلاح می‌کند؟

***
زمانی، دیوید هیلبرت، ریاضی‌دان بانفوذ آلمانی، 
اعلام کرده بود که: »هیچ‌کس نمی‌تواند ما را از بهشتی 
که کانتور آفریــده اخراج کند.« اما پارادوکس راســل 
مشــخص کرد که نظریة مجموعه‌های آن زمان، شامل 
پارادوکس‌های خطرناک است. آیا این موضوع، عددهای 
اصلی را به‌طور کلی در هم می‌کوبد؟ در این مورد، آنچه 
که نیاز بود، زمینة منطقی امنی برای نظریة مجموعه‌ها 
بود، که به جای ایدة غیر صوری یک مجموعه، به‌عنوان 

»گردایه‌ای از اشیا« قرار گیرد.
در این صورت با این زمینه، نظریة مجموعه‌ها، خود 
می‌توانســت به عنوان بنیانی برای کل ریاضیات عمل 
کند، و به‌گونه‌ای اطمینان‌بخش دستگاه عددهای اصلی 

کانتور را در خود جا دهد.
در این مورد، دو رقیب اصلی برای این نقش ظاهر 
شدند: نظریة انواع »اصول ریاضیات«18 راسل و وایتهد 
)که بین ســال‌های 1910 و 1913 انتشار یافت(، و در 
دهة 1920، اکسیوم‌های نظریة مجموعه‌های زرملو‌ـ 

فرینکل.
به این ترتیب، سنگی که راسل به سبوی مجموعه‌ها 
زد، جمعشــان را پریشــان نکرد. زیرا توســط زرملو و 
فرینکل سبویی رویین ساخت که ظاهراً شکست‌ناپذیر 

به نظر می‌رسد.
نظریة مجموعه‌های زرملو‌ـ فرینکل )یا ZF( وجود 
»مجموعــة تهــی«19 را بدیهی در نظــر می‌گرفت، و 
فرایند در نظر گرفتن مجموعه‌های توانی نیز اجتماع و 
اشتراک را اکسیوماتیک می‌کرد. بدین‌ترتیب، همه‌چیز 
در این کیهان یک مجموعه اســت. یعنی آن‌ها دیگر از 
اشیای اساسی‌تر ساخته نشده‌اند. بنابراین، مجموعه‌ها 
ممکن اســت شــامل مجموعه‌های دیگری باشند، اما 
این‌طور نیســت که هر گردایــه‌ای از مجموعه‌ها خود 
را به‌عنوان مجموعه به حســاب بیــاورد. به‌خصوص، 
گردایــة جمیــع مجموعه‌ها یک مجموعه نیســت، و 
هیچ مجموعه‌ای مجاز نیست که شامل خودش باشد. 
 به این ترتیب اســت که از پارادوکس راســل اجتناب 

می‌شود.

 پی‌نوشت‌ها‌ ................
1.   Russell's paradox
2.   axiomatic set 

theory
3.   Zermelo- Fraenkel 

set theory
4.   Axiom of choice
5.   continuum 

hypothesis
6.   natural numbers
7.   real numbers
8.   Cantor's diagonal 

argument
9.   uncountable
10. countable
11. rational numbers
12. irrational numbers
13. transcendental
14. cardinal numbers
15. power set
16. Grelling's paradox
17. barber paradox
18. principia 

mathematica
19. empty set
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حميدرضا ملكي، حسين كريمي

تقسيم پاره‌خط 

به چهار قسمت مساوي

به‌وسیلة خـط‌كش و پرگـار

چندي پيش دركي ي از آزمون‌ها ســؤالي توجه ما را به خود 
جلبك رد:

مي‌خواهيم بهك م كپرگار و خط‌كش كي پاره‌خط را به چهار 
قسمت مساوي تقسيمك نيم. 

حداقل چند دايره بايد رسمك نيم؟
3)4           4)3           5)2           6)1

حقيقتاً هنوز توجيه نشده‌ايمك ه: طرح چنين سؤالي در كي 
آزمونك ه حتي جواب ســؤال جزو گزينه‌ها هم نيست، چه بار 

آموزشي دارد و هدف طراح چه بوده است؟

اشاره

الف( با رسم شش دايره

گام اول: دو دايره به مركز‌هاي A و B و به شــعاع R=AB رسم 
ميك‌نيم تا كيديگر را در C و D قطع كنند )شــكل M .)1 محل 

تلاقي AB و CD نقطة وسط AB است.

C

D

B
M

A

 شكل‌1  
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 MBR >1 2
گام دوم: دو دايره به مركزهاي B و M و به شعاع 

رســم ميك‌نيم تا كيديگر را در E و F قطع كنند )شكل‌2(. محل 
تلاقي MB با EF را P مي‌ناميم.

A

E

F

G

M P
B

N

K  شكل‌2  

MAR رســم  >2 2
دو دايره به مركزهاي M و A و به شــعاع 

 AM با GK قطع كنند . محل تلاقي K و G ميك‌‌نيم تا كيديگر را در
را N مي‌ناميم و داريم:

.AN=NM=MP=PB 

ب( با رسم پنج دايره

مانند روش )الف( عمل ميك‌نيم و فقـط در گـام دوم، بـا رسـم 
R كار را 

1
=MA=MB و به شعاع B و M، A ســه دايره به مركزهاي

به‌پايان مي‌رسانيم )شكل 3(.
AN=NM=MP=PB

A B

E

F

G

K

N M P

 شكل‌3  

ج( با رسم چهار دايره

گام اول: با رســم دو دايره، وســط AB را مشــخص ميك‌نيم.
    AM=MB 

 A BM

گام دوم: دو دايره به مركزهاي B و M و به شــعاع MB رســم 
 .MP=PB :قطع كننــد. داريم F و E ميك‌نيم تا كيديگــر را در

)شكل 4(.

A B

E

F

PM

 شكل‌4  

گام سوم: EM را امتــداد مي‌دهيم تا دايره را در K، و نيز FM را 
  GK، AM .)5 قطع كند )شكل G امتداد مي‌دهيم تا دايره را در

را در N قطع خواهد كرد و داريم:
AN=NM=MP=PB 

A B

EG

FK

PMN

 شكل‌5  

د( با رسم سه دايره

 ،R=AB و به شعاع B و A گام اول: با رسم دو دايره به مركز‌هاي
نقطة M )وسط AB( را مشخص ميك‌نيم )شكل 6(.

A B

C

D

M

 شكل6  
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 ،R=AB و به همان شعاع M گام دوم: با رسم كي دايره به مركز
بــه نقطه‌هاي G ،E ، F و K مي‌رســيم و مطابق شــكل 7 عمل 

ميك‌نيم كه خواهيم داشت:
AN=NM=MP=PB

BA

EG

FK

N M

C

C

P

 شكل‌7  

هـ( با رسم دو دايره

دو دايره به مركز‌هاي A و B و به شــعاع AB رســم ميك‌نيم تا 
كيديگــر را در D و C قطع كنند )شــكل M .)8 محل تلاقي AB و 

CD، وسط AB مي‌باشد.

BA

L K

N M

C

D

P

O O

 شكل‌8  

امتــداد DB و DA دو دايــره‌ را در نقاط K و L قطع ميك‌نند و 
 O را LM با امتداد DK نقطة تلاقي LK || AB داريــم: L‌C=CK و

مي‌ناميم.
 OC پس .LK وســط C متشــابه‌اند و OLK و O‌MB دو مثلث

.MP=PB :نيز ميانه است و داريم OP ،OMB ميانه است. در مثلث
به طريق مشــابه، 'O را محل تلاقــي DL با امتداد KM در نظر 

مي‌گيريم و به دليل متشــابه بودن دو مثلث O'AM و O'LK و ميانه 
.AN=NM                                                 :داريم O'C بودن
. AN=NM=MP=PB                                       :و در نهايت

و( با رسم يك دايره

پاره‌خــط AB واقع بر خــط L را در نظر مي‌گيريم و دايره‌اي به 
مركز A و به شعاع AB رسم ميك‌نيم )شكل 9(.

)اين دايره، اولين و آخرين دايره‌اي است كه رسم ميك‌نيم.(
نقطة دلخواه K را خارج از خط L در نظر مي‌‌گيريم )مهم نيست 

كه K در داخل يا رو و يا خارج دايره باشد(.

K

A
CL

B

 شكل‌9  

 S را در نقطة KB ،را مي‌گذرانيم كه ∆ از نقطة A خــط دلخواه‌
و امتــداد KC را در P قطع ميك‌ند )شــكل 10(. نقطة تلاقي امتداد 
 K خطي اســت كه از ،d يا همان خط KD .مي‌ناميم D را PB و CS

d) است؛ زيرا:  || L)AB مي‌گذرد و به‌موازات‌

BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4 �

متلائوس

BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4 �

BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4 �

BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4 �

)1

)2

)3 

)4

BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4 �

سوا

متلائوس
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BA AC

DG KS BPKBD
GK SB PD
DG KC PBKPD
GK CP BD

KS KC PD,
SB CP BD

KS BA PCKCB
SB AC PK

KS PK
SB PC

KC PD PK KC BD, d || L.
CP BD PC PK PD

=

∆ → × × =

∆ → × × =

×
⇒ =

×

∆ → × × = →

=

×
⇒ = ⇒ = ⇒

×

1 1

1 2

1 2 3

1

4

3 4

K

S

G D
Δ

d

A
C

P

L
B

 شكل‌10  

از A بــه K وصل ميك‌نيم و امتــداد مي‌دهيم تا قطر EF پديد 
آيد )شــكل )1(. مانند روشي كه گفته شد، از B به موازات KF رسم 

.KQ=AB :قطع كند. بديهي است كه Q را در d ميك‌نيم تا

K G

A
L

B

F

E

d

 شكل‌11  

از نقطة X )محل تلاقي دو قطر متوازي‌الاضلاع KQBA(، مانند 
 AB خطي رسم ميك‌نيم تا KA روشــي كه قبلًا ذكر شد، به موازات
را در M و KQ را در O قطــع كند )شــكل 12(. بديهي اســت كه: 

..AM=MB

K

A
L

BM

Q

X

O

 شكل‌12   

از نقطه‌هاي Z )محل تلاقي قطرهاي متوازي‌الاضلاع KOMA( و 
Y )محل تلاقي قطر‌هاي متوازي‌الاضلاع OQBM(، به همان روشي كه 
قبلًا توضيح داده شد، به موازات KA خطي رسم ميك‌نيم تا به ترتيب 
MP) قطع  PB)P= AN) و MB را در نقطة  NM)N= AM را در

. AN NM MP PB= = = كند )شكل 13(. داريم: 

K

A
L

BM

QO

XZ

N

Y

P

 شكل‌13  

يادآوري: اثبات هر دو قضية »سوا« و »متلائوس« در شمارة قبل 
بيان شده است.
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راز  
محمود داورزني، تينا اسدي، مبينا صفري

راز  
سهم هركدام از اين

تقسيم كي عدد به‌عنوان كي رمز بين چند نفر، »تسهيم راز« ناميده مي‌شود. هدف از كي طرح تسهيم راز آستانه‌اي اين استك ه 
برايك شف رمز، حداقل K نفر نياز باشند و اگرك متر از اين تعداد حضور داشته باشند، ازك نار هم قرار دادن سهم‌هاي خود، هيچ‌گونه 
 t ،... ،3 ،2 اطلاعاتي دربار ةرمز به‌دست نياورند. در اين مقاله، طرح‌هاي تسهيم رازي را بررسي مي‌كنيمك هك شف رمز نيازمند حداقل
نفر اســت و این کار را به کمک چندجمله‌اي‌ها  درجة 1، 2 و t -1 انجام مي‌دهيم. در پايان بهك م كي كرابطه، تسهيم راز آستانه‌اي را 
براي هر عدد دلخواه K تعميم مي‌دهيم. نمودار توابعيك ه شامل اين چندجمله‌اي‌هاست، شامل خط راست، سهمي و تابع درجة سوم 

مي‌شودك ه با مطالب درسي پايه‌هاي نهم تا دوازدهم تطبيق دارد و مي‌تواند به‌عنوانك اربرد اين نمودارها بيان شود.

چکیده

 کلید واژه‌ها:   تسهيم راز، توابع چندجمله‌اي، طرح آستانه‌اي، درون‌يابي لاگرانژ                                                                      

مقدمه
تسهيم راز كه »تقسيم راز« نيز ناميده مي‌شود، روشي براي توزيع 
كي رمز بين چند نفر اســت، به‌طوري كه تعداد اعضاي مشخصي با 
كنار هم قرار دادن ســهم‌هاي خود، بتوانند رمز را كشف كنند و اگر 
از تعداد مشــخصي، افراد كمتري سهم‌هاي خود را كنار كيديگر قرار 
دهند، رمز قابل شناســايي نباشــد و البته هيچ اطلاعاتي نيز دربارة 
رمز نتواند كســب كنند. مثال زير براي روشــن شدن مطلب بسيار 
مفيد است. فرض كنيد رمز كي گاوصندوق، عددي پنج‌رقمي، مانند 
73094 اســت. اگر هر رقم را به همراه شــمارة جايــگاه آن )كيان، 
دهــگان و ...( به كي نفر بدهيم، واضح اســت كه با حضور پنج نفر، 
رمز گاوصندوق قابل شناسايي است. حال اگر چهار نفر حضور داشته 
73 كنار كيديگر قرار دهند،  94� باشــند و سهم‌هاي خود را به شكل 
اگرچه رمز شناسايي نشده اســت، ولي با امتحان كردن 10 رقم )0، 
1، 2، ...، 9( مي‌توان رمز را كشــف كــرد. در اين مثال با حضور پنج 
نفر، رمز معلوم اســت و با حضور تعداد كمتري از اعضا هم رمز قابل 
شناســايي است. اما هر قدر افراد بيشتري حضور داشته باشند، زمان 

كمتري براي كشف رمز نياز خواهد بود.

تســهيم راز چيزي فراتر از مثال بالاست. به عنوان نمونه، در كي 
طرح تســهيم راز كه با حضور پنج نفر، رمز قابل شناســايي است، با 
حضــور تعداد كمتري از پنج نفر، هيچ اطلاعاتي دربارة رمز نمي‌توان 
كسب كرد  و در حقيقت مانند آن است كه هيچ كدام از اعضا، سهم 
خود را به مشاركت قرار نداده است. ايدة چنين طرح‌هاي تسهيم راز 
در سال 1979 توسط ادي شمير1 و جورج بلاكلي2  به‌طور مستقل 

بنيان گذاشته شد و تا به امروز اين ايده گسترش يافته است.

طرح‌هاي تسهيم راز آستانه‌اي

در كي طرح تسهيم راز، رمزي بين n نفر توزيع مي‌شود. با حضور 
حداقل t نفر از اعضا، رمز قابل شناسايي است و اگر تعداد افراد حاضر 
كمتر از t نفر باشــد، هيچ اطلاعي دربارة رمز كسب نخواهند كرد. به 
چنين طرح‌هايي، طرح‌هاي تسهيم راز آستانه‌اي )t,n( گفته مي‌شود. 
در اين مقاله، طرح‌هاي تســهيم راز آستانه‌اي )n( ،)2,n,3( و )t,n( را 
t است، بررسي ميك‌نيم. در كي طرح آستانه‌اي، به  ≥ 4 كه در آن‌ها 
هــر كي از افراد، كي زوج مرتب يا نقطه اختصاص ميي‌ابد كه در آن 
مؤلفة اول، همان شمارة فرد و مؤلفة دوم، عدد مختص آن فرد است.

راز  
دبیرستان فرزانگان حضرت زینب )س( دوره دوم، شهرری
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سهم هركدام از اين
)2,n( 1. طرح آستانه‌اي

در كي طرح آستانه‌اي )n,2(، كي رمز بين ‌n نفر تقسيم مي‌شود، 
به‌طوري كه هيچ كس به تنهايي نتواند آن رمز را به‌دست آورد و اگر 
دو نفر يا بيشتر، سهم‌هاي خود را با هم به اشتراك بگذارند، مي‌توانند 
رمز را پيدا كنند. فرض كنيم: n=3 و به نفرات اول تا سوم نقاط زير را 

به‌عنوان سهم آن‌ها اختصاص مي‌دهيم:
)1,994( ,)2,964( ,)3,934(
اكنون اگر هر نفر ســهم خود را كه كي نقطه است، با سهم فرد 
ديگــري كنار كيديگر قرار دهند، مي‌توانند معادلة خط گذرنده از آن 
نقاط را بنويســند. به‌عنوان نمونه، خطي كه از ســهم نفر اول و دوم 

مي‌گذرد، عبارت‌ است از:
y (x ) y x-

- = - ⇒ = - +
-

994 964994 1 30 1024
1 2

به همين شــكل، معادلة خط‌هايي كه از سهم نفر دوم و سوم و 
همچنين سهم نفر اول و سوم مي‌گذرد، عبارت‌اند از:

y (x ) y x

y (x ) y x

-
- = - ⇒ = - +

-
-

- = - ⇒ = - +
-

994 934994 1 30 1024
1 3

964 934964 2 30 1024
2 3

بنابراين هر دو نفر كه با كيديگر مشــاركت كنند، به معادلة خط 
y خواهند رســيد. اكنون اگر رمــز را مقدار ثابت  x= - +30 1024

معادلــة خط، يعنــي 1024 در نظر بگيريم و تمــام اعضا نيز از قبل 
بدانند كه رمز تقسيم شده، مقدار ثابت معادلة خط است، طبق بحث 

انجام شده، هر دو نفري قادر به دستيابي به اين عدد خواهند بود.
از ديد هندســي، اين روش تقسيم‌ رمز بسيار واضح است. فرض 
كنيد عرض از مبدأ كي خط را به‌عنوان رمز انتخاب كرده‌ايم و به هر 
نفر، كي نقطة از اين خط را داده‌ايم. روشــن است كه براي دستيابي 
به معادلة خط، دو نقطة آن نياز است و اگر تنها كي نقطه از اين خط 
را داشته باشيم، با توجه به اينكه بي‌نهايت خط از اين نقطه مي‌گذرد، 
هيچ اطلاعي نســبت به خط مورد بحث نخواهيم داشت. در حقيقت، 

وجود يا نبود كي نقطه به تنهايي هيچ تأثيري در كشف رمز ندارد.

)3,n( 2. طرح آستانه‌اي
در كي طرح آستانه‌اي )n,3(، كي رمز بين n نفر تقسيم مي‌شود، 
به‌طوري كه براي كشف رمز، مشاركت حداقل سه نفر ضروري است. 
در ايــن طرح، رمز مورد نظر را مقدار ثابت ســهمي، يعني عدد c در 
y انتخاب ميك‌نيم و به هر فرد نقطه‌اي از  ax bx c= + +2 معادلة 
اين ســهمي را به‌عنوان سهم اختصاص مي‌دهيم. به‌عنوان نمونه، اگر 
y را كه ضرايب x و  x x= - +22 3 15 رمز عدد 15 باشــد، سهمي 

x2 آن به‌طور تصادفي انتخاب شــده‌اند، انتخاب ميك‌نيم و به هر فرد 

نقطه‌اي از اين ســهمي را به‌عنوان سهم آن فرد اختصاص مي‌دهيم، 
به‌طوري كه مؤلفة اول نقطه‌هاي تخصيص داده شده، شمارة فرد مورد 
نظر است. به‌عنوان نمونه، اگر داشته باشيم: n=4، سهم اين چهار نفر 

عبارت‌اند از:
)1,14( ,)2,17( ,)3,24( ,)4,35(

اكنــون فرض كنيد ســه نفر اول ســهم خود را به مشــاركت 
 y ax bx c= + +2 مي‌گذارند. بــراي اين كار هر نقطه را در معادلة 
قــرار مي‌دهيم و با كنار كيديگر قرار دادن معادله‌هاي حاصل شــده، 

دستگاه زير به‌وجود مي‌آيد:

a b c
a b c
a b c

+ + =
 + + =
 + + =

14
4 2 17
9 3 24

براي حل اين دستگاه، مقدار c را از معادلة اول به‌دست مي‌آوريم:

a b c c a b+ + = ⇒ = - -14 14

و اين مقدار را به جاي c در معادله‌هاي دوم و ســوم دستگاه بالا 
قرار داده و دستگاه حاصل را حل ميك‌نيم:

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

پس مقدار c نيز به شكل زير به‌‌دست مي‌آيد:

c a b c= - - ⇒ = - + =14 14 2 3 15

y و در نتيجه  x x= - +22 3 15 بنابراين معادلة سهمي مي‌شود: 
.)c=15( عدد رمز 15 است

هر ســه نفر ديگر از اين چهار نفر نيز مي‌توانند سهم‌هاي خود را 
به اشتراك بگذارند و مقدار رمز را كشف كنند. نكته‌اي كه بايد به آن 
، سه مجهول  y ax bx c= + +2 دقت داشت اين است كه در معادلة 
b، a و c وجود دارد و بايد حداقل سه نقطه از سهمي مشخص باشد تا 
بتوان در كي دستگاه سه معادله و سه مجهول،  b، a و c را پيدا كرد. 
با توجه به اينكه در كي طرح آستانه‌اي )n,3(، حضور حداقل سه نفر 
ضروري است، بنابراين تعداد گروه‌هاي با كمترين عضو كه مي‌توانند 

رمز را كشف كنند، عبارت است از:

n n! n(n )(n )
! (n )!

  - -
= =  × - 

1 2
3 3 3 6
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3. فرمول درون‌يابي لاگرانژ
نقاط زير را در صفحه در نظر بگيريد:

(x , y ), (x , y ), (x , y )1 1 2 2 3 3

x(P( كه از ايــن نقطه‌ها عبور ميك‌نــد، عبارت   چندجملــه‌اي
است از:

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
(x x )(x x ) (x x )(x x )

P(x) y y
(x x )(x x ) (x x )(x x )

(x x )(x x )
y

(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
اين رابطه به »فرمول دروني‌ابي لاگرانژ« معروف است.

براي مثــال، چندجمله‌اي كه از نقطه‌هــاي )1،14(، )2،17( و 
)3،24( مي‌گذرد، عبارت است از:

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

بنابراين با وجود ســه نقطــه، چندجمله‌اي كــه از اين نقطه‌ها 
مي‌گذرد، از درجة دوم است.

در حالت كلي، اگر t نقطه به شكل زير داشته باشيم:

t t(x , y ), (x , y ), (x , y ),...., (x , y )1 1 2 2 3 3

طبــق فرمول دروني‌ابي لاگرانژ، چندجمله‌اي از درجة t-1 كه از 
اين نقطه‌ها عبور ميك‌ند، عبارت‌است از:

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

)t,n( 4. طرح آستانه‌اي
 در كي طرح تســهيم راز آســتانه‌اي )t,n(، بايد كي رمز را بين

n نفــر توزيع كرد، به‌طوري كــه با حضور حداقل t نفــر، رمز قابل 
دســتيابي باشــد. براي اين كار، رمز را مقدار a0 در چندجمله‌اي زير 

انتخاب ميك‌نيم:
t t

t tP(x) a x a x ..... a x a- -
- -= + + + +1 2
1 2 1 0

,i) است. اكنون اگر t نفر از  P(i)) و ســهم فرد با شمارة i، نقطة 
n نفر، سهم‌هاي خود را به مشاركت بگذارند، طبق فرمول دروني‌ابي 
P(x) از  لاگرانژ كه در بند 3 همين مقاله ‌آمده اســت، چندجمله‌اي
 ،a0 نوشــته شــده و از آن مقدار ثابت چندجمله‌اي، يعني t -‌1 درجة

مشخص مي‌شود.
با توجه به اينكه در كي طرح آستانه‌اي )t,n(، حضور حداقل t نفر 
ضروري است، بنابراين تعداد گروه‌هاي با كمترين عضو كه مي‌توانند 

رمز را كشف كنند، عبارت است از:
n n!
t t! (n t)!

 
=  × - 

نتيجه‌گيري

، به‌عنوان كي چندجمله‌اي  y ax b= + هر خط به معادلة 
 y ax bx c= + +2 درجة كي، با دو نقطه، هر سهمي به معادلة 
به‌عنوان كي چندجمله‌اي درجة دو، با ســه نقطه و به همين 
ترتيب، هــر چندجملــه‌اي از درجة t، بــا )t-1( نقطه از آن 
قابل دســتيابي است. اين ويژگي ســاده، پايه و اساس كيي از 
بخش‌هاي مهم رمز با عنوان تســهيم راز است. در اين مقاله، 
طرح‌هاي آســتانه‌اي تسهيم راز به شــكل )t,n( به‌طور كامل 
 t=2 و t=1 بررسي شــدند. در حالت‌هاي ابتدايي اين طرح كه
است، خط و سهمي به ترتيب اساس كار هستند و اين مطالب 
نيز تا پاية دهم به‌طور كامل در كتاب‌هاي درسي آموزش داده 
شده‌اند. هر دانش‌آموز مي‌تواند با مطالعة طرح‌هاي تسهيم راز 

بيان شده، به اهميت مطالب درسي در سطح عالي پي ببرد.

......................................................................................... پی‌نوشت‌ها   
1. Adi Shamir
2. George Blakley
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ميرشهرام صدر

مفهوم و 

کاربست سورها

در این شماره از دورهمی ریاضی دربار ة»سور«ها به بحث و گفت‌وگو نشسته‌ايم. بحث از آنجا آغاز شدك هكي ي از دانش‌آموزان 
خواستار معناي لغويك لمة »سور« و وجه تسمية اينك لمه شد. در ادامة دورهمي، دانش‌آموزان سؤال‌هايي دربار ةنحو ةبه‌كارگيري 
سورها در رياضيات داشــتند و به دنبال گزاره‌نما‌هايي بودندك ه با چند سور به گزاره تبديل مي‌شدند. مشروح اين گفت‌وگو در 

پي آمده است.

مقدمه

  معلم:   .....................................................
عبارت‌هــاي »به ازاي هــر« و »به ازاي 
بعضي مقادير« معروف به سور هستند. سورها 
در مطالعــة گزاره‌نماها بــهك‌ار مي‌روند. اين 
عبارت‌ها قبــل از گزاره‌نما‌ها قرار مي‌‌گيرند و 
به اين وسيله گزاره‌هايي با ارزش »راست« يا 

»دروغ« ايجاد ميك‌نند.

 دانش‌آموز اول:  .......................................
مي‌دانيــم عبــارت »به ازاي هر« ســور 
« نمايش  ∀ عمومي اســت و آن را با نماد »
مي‌دهند. در كتاب درسي آمده است كه ارائة 
ايــن نماد از حرف اول كلمــة »All« گرفته 

شــده اســت. كلمة All به معناي هر، همه، جميع و همه‌چيز است. 
همچنين، عبارت »به ازاي بعضي مقادير«  ســور وجودي است و آن 
« نمايش مي‌دهند. اين نماد هــم از حرف اول كلمة ∃  را بــا نماد »

»Exist« گرفته شــده اســت. كلمة Exist به معناي وجود داشتن و 
به‌ازاي بعضي مقادير است.

∀ سور عمومي گفته مي‌شود. البته  سؤال ما اين است كه چرا به 
مي‌دانيم كلمة عمومي در آن با لغت All قابل درك است، اما اصطلاح 
سور در كجا آمده است و چرا كلمة سور را در اين عبارت بهك‌ار مي‌بريم؟

  معلم:   .........................................................................................
در زمان‌هاي گذشــته، به‌طــور معمول دورتادور هر شــهر را با 
ديواره‌اي محدود ميك‌ردند كه به آن در زبان فارسي »بارو« مي‌گويند. 
به‌طــور حتم تا به حال، بارها كلمة »قلعه« يــا عبارت »برج و بارو« 

 ـ )قسمت  هشتم( دورهمي رياضي 
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را شــنيده‌ايد. در هر قلعه ســاختماني وجود دارد كه به آن »برج« و 
ديواره‌هاي گرداگرد آن را »بارو« مي‌گويند.

سور كلمه‌اي عربي است و معناي آن در زبان فارسي »بارو« مي‌شود 
كه همان حصار يا ديوار گرداگرد شهر است. همچنان كه بارو، محدوده 
يا قلمروي قلعه را مشــخص ميك‌ند. ســورها در رياضيات محدوده يا 

قلمروي اعضاي مورد بحث در گزاره‌‌نماها را مشخص ميك‌نند.

 دانش‌آموز دوم:  .........................................................................
چگونه سورها محدوده يا قلمروي اعضاي مورد بحث را مشخص 

ميك‌نند؟

  معلم:   .........................................................................................
ســورها به‌تنهايي كارايي ندارند. ســورها هنگامي كارا مي‌شوند 
كــه در ابتداي كي گزاره‌نما درمي‌آينــد و قلمرو متغير يا متغيرهاي 
گزاره‌نما را مشخص ميك‌نند. بنابراين سورها، محدوده يا قلمرو متغير 
يا متغيرهاي گزاره‌نما را مشــخص ميك‌نند. براي مثال، گزارة زير را 

در نظر بگيريد:
x R :x x x∀ ∈ + = 2 )گزارة 1(   

ســور عمومي بهك‌اررفته در اين مثال نشان مي‌دهد كه قلمروي 
متغير x، مجموعة اعداد حقيقي است. براي هر عدد حقيقي x، گزاره 
x داراي ارزش »راست« مي‌شود. پس ارزش گزارة  x x+ = 2 نماي 

)1( همواره راست است.
گزاره‌نماها بدون سورها فاقد ارزش هستند، زيرا ممكن است آن‌ها 
براي بعضي از مقادير متغير راست و براي بعضي از مقادير ديگر متغير 

دروغ باشند.

 دانش‌آموز سوم:  ....................................
x را در نظر بگيريد.  + >2 1  گزاره‌نماي
اين گزاره‌نما سور ندارد، ولي به ازاي هر عدد 
حقيقي x، داراي ارزش »راست« است. ارزش 

اين گزاره‌نما را چگونه توجيه ميك‌نيد؟

  معلم:   .........................................................................................
به اين گزاره‌نما »گزارة كلي« مي‌گويند. سور از قبل در آن مستتر 
است. در واقع خودتان گفتيد كه اين گزاره‌نما به ازاي هر عدد حقيقي 
x برقرار است. يعني كي سور عمومي در آن به‌صورت زير نهفته است:

x R : x∀ ∈ + >2 1 0

در هندسه، بســياري از گزاره‌هاي كلي را مطالعه كرده‌ايد. براي 
مثال وقتي مي‌گوييم:

»در مثلث قائم‌الزاويه رابطة فيثاغورس برقرار است.«
يعني در هر مثلثي كه قائم‌الزاويه باشــد، رابطة فيثاغورس برقرار 

است. همچنين، اصل نامساوي مثلثي در مثلث مي‌گويد:
»در هر مثلثي، مجموع طول‌هاي هر دو ضلع از طول ضلع ســوم 

بزرگ‌تر است.«

 دانش‌آموز چهارم:  ...................................
يــا متغيرهاي  قلمروي متغير  ســورها 
گزاره‌نما را مشــخص ميك‌ننــد. مثالي ارائه 
دهيد كه در آن چند متغير و چند سور بهك‌ار 

رفته باشند.

  معلم:   .........................................................................................
f را در نظر بگيريد. مي‌دانيم  (x) x= +2  تابع خطي با ضابطة 1
در اين تابع x متغير مســتقل است و هر مقدار حقيقي را مي‌پذيرد و 
به ازاي هر مقدار x، كي مقدار منحصربه‌فرد براي y )متغير وابسته( از 

برد تابع يافت مي‌شود. به زبان سورها مي‌توان نوشت:
x R y R :y x∀ ∈ ∃ ∈ = +2 1

f را در نظر بگيريد.  (x) x= +2 اكنون تابع درجة دوم با ضابطة 1
به زبان سورها مي‌توان نوشت:

f fx D y R :y x∀ ∈ ∃ ∈ = +2 1

y : بنابرايــن:  x= + ≥2 1  مي‌دانيــم  و همــواره 1
. [ )fR ,= + ∞1

همان‌طور كه ملاحظه كرديد، مجموعة مقاديري كه مي‌توانند به 
جاي متغير مستقل تابع قرار گيرند، دامنة تابع را تشيكل مي‌دهند و 
مجموعة مقاديري كه براي متغير وابســته به‌دست مي‌آيند، برد تابع 

است:
به‌طور معمول در ضابطة تابع، براي متغير مستقل از سور عمومي 

و براي متغير وابسته از سور وجودي استفاده ميك‌نند.

 دانش‌آموز پنجم:  ........................................................................
با توجه به ضابطة تابع خطي مثال قبل، چنانچه بنويسيم: 

y R x R:y x∀ ∈ ∀ ∈ = +2 1

اين عبارت با آنچه كه شما نوشته‌ايد چه تفاوتي دارد؟
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  معلم:   ........................................................................................
ارزش اين گزاره نادرست است، چون براي x و y از سور عمومي 
استفاده كرده است، براي مثال y=2 ،x=1 قرار دهيد، ملاحظه خواهيد 
y به ازاي اين مقادير نادرست خواهد شد.  x= +2 كرد كه برابری 1
اگر تابع را به‌‌صورت كي ماشــين در نظر بگيريم؛ از قســمت ورودي 
ماشين، متغير مستقل وارد مي‌شــود و در خروجي، متغير وابسته با 

توجه به ضابطة تابع بيرون مي‌آيد )شكل 1(.

y = f(x)

X

f

 شكل 1  

 x روي f نتيجة عملياتي اســت كه تحت ضابطة تابع y ،در حقيقت
اعمال مي‌شــود. همان‌طور كه قبلاً گفته شــد، x متغير مستقل است و 
مي‌تواند هر مقداري از دامنة تابع باشد. بنابراين بايد متغير مستقل x را با 
 x متغير وابسته است و به دليل ورود y ،سور عمومي بنويسيم. از طرف ديگر
به ماشين به‌وجود آمده است. بنابراين متغير y را با سور وجودي مي‌نويسيم.
] را در نظر بگيريد. با  ]fD ,= -1 3 y با  x= +2 تابع با ضابطة 1
 ، [ ]x ,∈ -1 3 توجه به نمودار اين تابع ملاحظه ميك‌نيم كه براي هر 
] وجود دارد، به‌طوري كه در ضابطة تابع صدق  ]y ,∈ -1 7 كي مقدار 

ميك‌نند )نمودار 1(.

7

3
-1

-1

y

x

 نمودار 1  

بنابراين مي‌توان نوشت:

[ ] [ ]x , y , : y x∀ ∈ - ∃ ∈ - = +1 3 1 7 2 1

y را داشته باشيم و از قسمت  x= +2 حال فرض كنيد رابطة 1
 [ ]y ,∈ -1 7 ورودي ماشين، متغير مستقل y وارد شود، به‌طوري كه: 

] موجود  ]x ,∈ -1 3 و در خروجي ماشــين، براي هــر y، كي مقدار 
باشد. در اين صورت ضابطة تابع به‌صورت زير است:

yy x x y x -
= + ⇒ = - ⇒ =

12 1 2 1
2

در اينجا x متغير وابســته و تابعي از متغير مســتقل y اســت و 
مي‌توان نوشت:

[ ] [ ] yy , x , :x -
∀ ∈ - ∃ ∈ - =

11 7 1 3
2

سؤال: آيا مي‌توانيد مساحت دايره‌اي به شعاع r را به‌صورت كي تابع 
بيان كنيد؟

 دانش‌آموز دوم:  ..........................................................................
s(r) نمايش دهيم،  اگر مســاحت دايره )C(، به شــعاع r را بــا 

)شکل2( خواهيم داشت:
s(r) r= π 2

r
(C)

 شكل2  

  معلم:   .........................................................................................
در اين تابع r متغير مستقل است. براي تعريف دايره، r داراي چه 

شرطي است و براي متغير r چه سوري را بهك‌ار مي‌بريم؟

 دانش‌آموز دوم:  .....................................
طبق تعريف، دايــره مجموعه نقاطي از 
صفحه است كه فاصلة آن‌ها از نقطه‌اي ثابت 
برابر با مقدار ثابت r )شعاع دايره( باشد. پس 
شــعاع فاصلة بين دو نقطة متمايز در صفحه 
اســت و مي‌دانيم اين فاصله مقداري مثبت 
. از طرف ديگر، r مي‌تواند هر مقدار دلخواه مثبت  r >0 است، بنابراين:

باشد. بنابراين براي آن از سور عمومي استفاده ميك‌نيم.

  معلم:   .........................................................................................
s(r) يا متغير وابســته به r چه مي‌توان گفت؟ آيا  حال در مورد 

s(r) هر مقداري را مي‌پذيرد؟
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 دانش‌آموز سوم:  ........................................................................
s(r) هــر مقــداري را نمي‌پذيرد و فقط بعضــي از مقاديري را 

، از  s(r) مي‌پذيرد كه مســاحت دايره باشند. پس براي متغير وابستة
سور وجودي استفاده ميك‌نيم.

  معلم:   ........................................................................................
s(r) متعلق به چه مجموعه‌اي است؟ يعني اگر  مجموعه مقادير

چه مجموعه‌اي است؟ X, s(r) X∈ بنويسيم 

دانش‌آموز سوم:  .......................................................................  

. یا X می‌تواند  sX R= واضح است كه X برد تابع s است؛ يعني: 
. sX R= هم دامنه تابع باشد، یعنی 

  معلم:   .........................................................................................
هر دو از یک واحد هستند؟ s(r) , r منظورم اين است كه آيا

 دانش‌آموز دوم:  ..........................................................................

s(r) مساحت دايره است و مي‌دانيم مساحت از واحد مربع است. 

  معلم:   .........................................................................................
 با اين بحث مشــخص شد كه تابع مساحت دايره، به‌صورت زير 

است:
r R s(r) R :s(r) r∀ < ∈ ∃ ∈ = π 20

 دانش‌آموز چهارم:  .......................................................................
آيا مي‌توان تابعي نوشت كه در آن دو متغير مستقل وجود داشته 

باشد و براي نوشتن آن از دو سور عمومي استفاده كنيم؟

  معلم:   .........................................................................................
دستورها يا فرمول‌هايي كه در هندسه خوانده‌ايد، مي‌توانند پاسخ 

مناسبي براي شما باشند.

 دانش‌آموز چهارم:  ......................................................................
منظورتان، فرمول‌هاي مربوط به مساحت يا حجم‌هاي شكل‌هاي 

هندسي است؟

  معلم:   .........................................................................................
 بله. براي مثال، مساحت مثلثي با اندازة قاعدة a و ارتفاع h، تابعي 

دومتغيره بر حسب a و h به‌صورت زير است )شكل 3(:

Ca

h

B

A

 شكل 3 

a , h ; s R:s(a, h) ah∀ > ∀ > ∃ ∈ =
10 0
2

همچنيــن، حجم كي مكعب با ابعاد b، a و c تابعي ســه‌متغيره 
به‌صورت زير است )شكل 4(:

a

a
b

c
b

 شكل 4 

v(a,b,c) a b c
a , b , c

; v R: v(a,b,c) abc

= × ×
∀ > ∀ > ∀ >

∃ ∈ =
0 0 0

در ادامه مثالــي از تابعي چندمتغيره در فيزكي مي‌آوريم. كاري 
كه براي بالا بردن جسمي به جرم m تا ارتفاع h انجام مي‌شود، برابر 

است با:
w=mgh

كه در آن h ارتفاع جســم از مبدأ انرژي پتانســيل برحسب متر 
اســت )مبدأ انرژي پتانسيل جايي اســت كه انرژي پتانسيل در آنجا 

صفر باشد. به‌طور معمول اين مبدأ را سطح زمين مي‌گيرند(.
همچنين g در اين فرمول شتاب جاذبة زمين و مقداري ثابت برابر 
با 9/8 نيوتن بر يكلوگرم اســت. w برحسب ژول و در واقع كار لازم 
براي غلبه بر نيروي گرانشــي است. اين مقدار كار در جسم به‌صورت 
انرژي پتانســيل ذخيره مي‌شود و از رابطة EP=mgh، انرژي پتانسيل 

قابل محاسبه است.
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»انرژي پتانســيل گرانشي« را نسبت به سطح زمين مي‌سنجند. 
براي مثال جســمي در وضعيت A )شــکل 5( نسبت به سطح زمين 
داراي انرژي پتانسيل گرانشي مثبت و در وضعيت B نسبت به سطح 

زمين داراي انرژي پتانسيل گرانشي منفي است.

A

B

سطح زمین

 شکل 5  

انرژي پتانســيل گرانشي برحسب ژول و كي عدد حقيقي است. 
بنابراين خواهيم داشت: 

اگر: h=0، آنگاه: EP=0؛
؛ PE >0 ، آنگاه: h >0 اگر:
؛ PE <0 ، آنگاه: h <0 اگر:

,m، Pm جرم و متغير مستقل است و مي‌تواند  E mgh= در رابطة
هر مقدار حقيقي مثبت باشــد. h دومين متغير مســتقل اين رابطه 
است و مي‌تواند هر مقدار حقيقي باشد. بنابراين EP عددي حقيقي و 
متغير وابسته به دو متغير مستقل h و m است. دستور محاسبه انرژي 

پتانسيل به زبان رياضي به اين صورت است:

P Pm R , h R ; E R :E (m,h) mgh∀ < ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ =0

................................ پنجم:   دانش‌آموز   
از جمع‌بندي مطالب متوجه شــدم كه 
وقتي از سورها اســتفاده ميك‌نيم، فرمول‌ها 
و توابع دقيق‌تر معرفي مي‌شــوند. به‌طوري 
كه نوع متغيرها از نظر مســتقل يا وابســته، 
و همچنين، محــدوده يا قلمــرو هر متغير 

مشخص مي‌شود.

  معلم:   .........................................................................................
ســورها در بيان خاصيت‌ها، فرمول‌هــا و توابع كاربست دارند و 
آن‌ها را دقيق‌تر بيان ميك‌نند. براي مثال، براي نوشتن خاصيت عضو 

خنثي در عمل جمع اعداد حقيقي، چنانچه بنويسيم:
x x+ =0

منظور اين است كه:
x R; R: x x∀ ∈ ∃ ∈ + =0 0

چون كي عضو خنثي موجود است، مي‌توان از سور كياني با نماد 
∃! استفاده كرد؛ يعني داريم:

x R; ! R :x x∀ ∈ ∃ ∈ + =0 0
x در مجموعة  =2 2 همچنين، براي اينكه مشخص كنيم معادلة 

اعداد حقيقي داراي ريشه است، مي‌توان نوشت:
x R : x∃ ∈ =2 2

در نتيجه، در گفت‌وگوهاي رياضياتي ناگزير از ســورها استفاده 
ميك‌نيم تا منظورمان را به مخاطب دقيق‌تر برسانيم.

در اتحادها كه برابري‌هاي كلي هميشــه برقرار هستند، از »سور 
عمومي« استفاده ميك‌نيم؛ مانند:

x, y R: (x y) x xy y∀ ∈ + = + +2 2 22

x R:sin x cos x∀ ∈ + =2 2 )x برحسب راديان( 1
اما در معادله‌ها كه به ازاي بعضي از مقادير حقيقي برقرار هستند، 

از »سور وجودي« استفاده ميك‌نيم؛ مانند:
x R :x x∃ ∈ - + =2 3 2 0

بنابراين، اتحادها گزاره‌نماهايي هســتند كه با »ســور عمومي«، 
و معادله‌ها گزاره‌نماهايي هســتند كه با »سور وجودي« به گزاره‌اي 

باارزش راست تبديل مي‌شوند.
گزاره‌‌اي كه با سور عمومي داراي ارزش راست هستند، مي‌تواند با 
سور وجودي هم نوشته شود، يعني اتحادها را مي‌توان با سور وجودي 
هم نوشت. اما گزاره‌اي را كه با سور وجودي داراي ارزش راست است، 

نمي‌توان با سور عمومي نوشت، مانند معادله‌ها.
كي ســور ديگر به نام »ســور صفر« داريم. وقتي هيچ مقداري 
 ∃ براي متغير موجود نباشد، از آن استفاده ميك‌نيم و آن را با نماد 

نمايش مي‌دهيم. براي مثال:
∃x R:x∈ + =2 2 0

بنابراين، براي مشــخص كردن معادله‌هايي كه در اعداد حقيقي 
فاقد جواب هستند، از اين سور استفاده ميك‌نيم؛ مانند:

∃x R: x | x |∈ - + + =2 3 0

***

اميدوارم از اين دورهمي لذت برده باشــيد. لطفاً مشكلات 
خــود را در زمينة درس‌هــاي رياضي براي ما بنويســيد تا در 

دورهمي‌هاي ديگر به آن‌ها بپردازيم.
تا دورهمي ديگر بدرود.



رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ سی‌ام |  شمارۀ 3 |  بهار 201400

آموزش ترجمة متون ریاضی

حمیدرضا امیری

 لغت‌ها و اصطلاحات مهم                                                                                                                                       
1.         Digit ........................................................................................................................................................................... رقم
2.       Divisible ........................................................................................................................................................ بخش‌پذیر
3.       Discussion ............................................................................................................................................................. بحث
4.     Statement ............................................................................................................................................... عبارت - گزاره
5.   Rewrite .......................................................................................................................................................... بازنویسی
6.  Separate.................................................................................................................................. جدا کردن، تفکیک کردن
7.   Hypothesis ........................................................................................................................................................ فرض ها
8.    Conclusions ......................................................................................................................................................... نتایج
9.      Integer number ........................................................................................................................................ عدد صحیح
10. Implicit ............................................................................................................................................ ضمنی - التزامی
11. Expression ........................................................................................................................................ عبارت - بسط
12. Algebraic .......................................................................................................................................................... جبری
13. Set..................................................................................................................................................................... مجموعه
14. Subset........................................................................................................................................................ زیرمجموعه
15. Unordered ...................................................................................................................................................... نامرتب
16. Distinct ....................................................................................................................................... مجــزا، دو به دو متمایــز

 17. Notation .............................................................................................................................................................. نماد
18. Equal ......................................................................................................................................................... مســاوی
19. Braces ............................................................................................................................................................. آکــولاد
20. Cardinlity ................................................................................................................................................ عدد اصلــی
21. Collection........................................................................................................................................................ گردایــه
22. Describe ............................................................................................................................................. توصیف کردن
23. Superset ................................................................................................................................................... ابََرمجموعــه

  عددهای اول و تاریخچة آن‌ها           

عدد صحیح p <1 اول نامیده می‌شود، هرگاه بر هیچ عدد صحیحی غیر از 1 و 1- و p و p- بخش‌پذیر 
نباشد. به بیان دیگر، عدد صحیح p <1 اول است. اگر نتوانیم آن را به‌صورت حاصل‌ضرب دو عدد صحیح کوچک‌تر 

از خودش بنویسیم.
 عدد صحیح n <1 که اول نباشد، مرکب نامیده می‌شود )عدد 1 نه اول و نه مرکب در نظر گرفته می‌شود(. بنابراین

2، 3، 5، 7، 11 عددهای اول هستند، ولی 2×2=4، 3×2=6، 4×2=8، 5×2=10 اول نیستند.
مثــال...............................................................................................................

یک عدد 5 رقمی بر 3 بخش‌پذیر است، وقتی که مجموع ارقامش بر 3 بخش‌پذیر باشد.
 بحث: این جمله را می‌توان به این صورت بازنویســی کرد: »اگر مجموع ارقام یک عدد 5 رقمی بر 3 بخش‌پذیر 

باشد، آنگاه آن عدد بر 3 بخش‌پذیر است.«
بنابراین ما می‌توانیم فرضیات و نتایج را تفکیک و آن‌ها را به‌صورت زیر بازنویسی کنیم:

 a4≠0 و i=0,1,2,3,4 0 برای هر≤ai ≤9 و n=a4a3a2a1a0
◄ الف( فرض کنیم n یک عدد صحیح باشد، به‌صورت: 

a4+a3+a2+a1+a که t عددی صحیح است.
0
=3t :به‌طوری که

)این حقیقت که n عددی صحیح اســت، یک فرض ضمنی اســت، زیرا مفهوم بخش‌پذیری فقط برای 
عددهای صحیح تعریف شده است.(

◄ ب( عدد n بر3 بخش‌پذیر است، یعنی n=3s که s عددی صحیح است.
از هر دو بخش این اثبات می‌توانیم نتیجه بگیریم که الف = ب است.
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 ترجمه برای دانش‌آموز:                                                                                                                      

A set is an unordered collection of distinct objects. We use the notation x∈S 
to mean “x is an element of S” and x∉S to mean “x is not an element of S”. 
Given two subsets (subcollections) of U, X and Y, we say “X is a subset of Y”, 
written X⊆Y, if x∈X implies that x∈Y. Alternatively, we may say that “Y is a 
superset of X”. X⊆Y and Y⊆X mean the same thing. We say that two subsets X 
and Y of U are equal if X⊆Y and Y⊆X. We use braces to designate sets when 
we wish to specify or describe them in terms of their elements: A={a,b,c}, 
B={2,4,6,…}. A set with k elements is called a k-set or set with cardinality k. 
The cardinality of a set A is denoted by |A|.

Since a set is an unordered collection of distinct objects, the following all 
describe the same 3-element set {a,b,c}={b,a,c}={c,b,a}={a,b,b,c,b}.

  Primes and their history 

An integer p >1 is called a prime if it is not divisible by any integer other than
1, -1, p and –p. Another way of saying this is that an integer p >1 is a prime if it 
cannot be written as the product of two smaller positive integers. An integer n >1 
that is not a prime is called composite (the number 1 is considered neither prime, nor 
composite). Thus 2,3,5,7,11 are primes, but 4 = 2.2, 6 = 2.3, 8 = 2.4, 9=3.3, 10 = 2.5 
are not primes.

EXAMPLE. .....................................................................................................

A 5-digit number is divisible by 3 when the sum of its digits is divisible by 3.

Discussion: This statement can be rewritten as: If the sum of the digits of a 5-digit 
number is divisible by 3, then the number is divisible by 3. Thus we can separate 
hypothesis and conclusions and rewrite them as follows: 

► A: Let n be an integer number with n=a4a3a2a1a0, 0 ≤ ai ≤ 9 for all i = 0,1,2,3,4 and 
 a4 ≠ 0, such that a4+a3+a2+a1+a0=3t, where t is an integer number.

(The fact that n is an integer number is an implicit hypothesis because the 
concept of divisibility is defined only for integer numbers).

► B: The number n is divisible by 3; that is, n = 3s with s integer number.
both parts of this proof, we can conclude that A = B.
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رياضيات در سينماي جهان

احسان یارمحمدی

 نام فیلم: مردی که بی‌نهایت را می‌دانست  1 کارگردان: متیو برون  2 تهیه‌کنندگان: ادوارد آر. پرسمن3، جو توماس4 و مارک مونتگومری5 
 فیلم‌نامه: متیو برون بر‌اساس کتاب مردی که بی‌نهایت را می‌دانست اثر روبرت کانیجِل 6 بازیگران: دو پاتل7، جرمی آیرنز8، دویکا هیسه9، 
توبی جونز10، اســتیفن فرای11، جرمی نورتام12، کوین مک‌نالی13 و انزو ســیلنتی 14 موسیقی: کوبی برون 15 فیلم‌برداری: لری اسمیت16

 تدوین: جی. ســی. بوند 17 تاریخ اکران: 17 ســپتامبر 2015 در جشــنواره بین‌المللی فیلم تورنتو18، 8 آوریل 2016 در پادشاهی متحده 
بریتانیا و 29 آوریل 2016 در ایالات متحده آمریکا   مدت فیلم: 108 دقیقه   محصول: پادشاهی متحده بریتانیا   زبان فیلم: انگلیسی 

سرینیواســا رامانوجان19، ریاضی‌دان نابغة هندی را می‌توان بزرگ‌ترین پدید ةریاضیات قرن بیستم نامید. رامانوجان، به دلیل علاقه 
ویژه‌ای که به ریاضیات داشــت، نخست به صورت خودآموز ریاضی‌دان شد و بعد از آشــنایی با گادفری هارولد هاردی20، به تحصیلات 
دانشگاهی در رشتة ریاضی پرداخت. رامانوجان به پژوهش‌های فراوانی در زمینه‌های آنالیز ریاضی21، نظریة عددها 22، سری‌های نامتناهی23 

و کسرهای مسلسل 24 دست زد و به دستاوردهای ارزنده‌ای نیز نائل شد. 
در این مقاله، با معرفی فیلم سینمایی »مردی که بی‌نهایت را می‌دانست«، قصد داریم تا ریاضی‌آموزان و علاقه‌مندان به تاریخ ریاضی و 
دانش را با این شخصیت بی‌بدیل آشنا سازیم. به این منظور، نخست به ارائة سطرهایی از کتاب »ریاضیات1 با نگاهی جدید )جلد1( به قلم 
ســید حسین سید موسوی که چاپ دوم آن در سال1391 در »انتشارات مبتکران« به زیور طبع آراسته شده است، می‌پردازیم و سپس 

مواردی از مستند مزبور را در پی خواهیم آورد. 

اشاره

مردی که بی‌نهایت را می‌دانست
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رامانوجان ریاضی‌‌دانی هنــدی بود که تقریباً بدون هیچ آموزش 
رســمی دانشگاهی توانست، فرمول‌ها و معادله‌های حیرت‌آوری را در 
ریاضیات کشــف کند. رامانوجان اولین بار در 12 سالگی یک کتاب 
پیشــرفتة مثلثات را کاملًا و به‌تنهایی خوانــد. هنگامی که به‌عنوان 
حســابدار مشــغول به کار بود، نمونة کارهای خود را برای سه نفر از 
اســتادان‌ »دانشگاه کمبریج« می‌فرستد. هاردی که متوجه استعداد 
ویژة رامانوجان می‌شود، او را به کمبریج دعوت می‌کند تا با هم مقاله 
بنویسند. داستان جالبی از برخورد هاردی با نامه‌های رامانوجان وجود 
دارد. به این صورت که وقتی رامانوجان دست‌نوشته‌های ریاضی خود 
را برای هاردی فرســتاد، ابتدا هاردی آن‌ها را کنار انداخت. اما وقتی 
تصمیم گرفت که نگاهی دوباره به این دست‌نوشــته‌ها بیندازد، گفت 
که هرگز در عمرش چنین چیزی ندیده است و در برابر این فرمول‌ها 
کاملًا تســلیم است. سپس هاردی در نامه‌ای به رامانوجان نوشت که 
این فرمول‌ها باید درست باشــند، وگرنه هیچ‌کس نمی‌تواند این‌قدر 

ابتکار و تخیل داشته باشد که چنین فرمول‌هایی را اختراع کند. 
رامانوجان در دهکده‌ای کوچــک، حدود 400 کیلومتری جنوب 
شرقی »مَدرَس« در سال 1887 در خانواده‌ای بسیار فقیر به دنیا آمد. 
در دو ســالگی به آبله مبتلا شــد و در پنج‌‌سالگی به مدرسة ابتدایی 
رفت. در طول سال‌های دبیرستان شاگردی ممتاز بود، به همین دلیل 
بورس تحصیلی دانشــگاهی به او اعطا شد؛ هر چند بعد از یک سال 
بورس او قطع شــد؛ چون فقط روی درس ریاضیات کار می‌کرد. در 
13 ســالگی کار کردن روی ریاضیات خاص خودش را آغاز کرد. این 
کار را با به دست آوردن مجموع جمله‌های تصاعد حسابی و هندسی 
شــروع کرد. وقتی روش حل معادلة درجة سوم را یاد گرفت، خودش 
روش حل معادله درجة چهارم را به دست آورد. حتی کوشید فرمولی 
برای جواب‌های معادلة درجه پنجم توسط رادیکال‌ها ارائه دهد؛ بدون 
اینکه بداند، ســال‌ها پیش ثابت شده بود که معادلة درجة پنجم و به 

بالا، توسط رادیکال‌ها قابل‌حل نیست. 
 n∑ 1 در ســال 1904، در 17 ســالگی با کار کردن روی سری 
به‌طور جدی وارد تحقیق ریاضی شد. مقدار تقریبی »ثابت اویلر« را تا 
‌15رقم اعشار به دست آورد. بعد شروع به مطالعه در مورد »عددهای 
برنولی« کرد که البته تمام این کارها را با روش‌های مخصوص خودش 
انجام مــی‌داد. بدون اینکه بداند تحقیقــات ریاضی آن موقع در چه 
مسیری است، در 21 سالگی کار روی کسرهای مسلسل و سری‌های 

واگرا را شروع کرد. 
در ســال 1909، هنگامی که 22 ســاله بود، با دختری10 ساله 
که مادرش برای او خواســتگاری کرده بود، نامزد کرد. اما رامانوجان 
تا موقعی که این دختر12ساله شود، با او ازدواج نکرد. رامانوجان که 
موفق به ورود به دانشــگاه نشده و بورس او قطع شده بود، حالا باید 

یک زندگی را هم اداره  می‌کرد. بنابراین شروع به جست‌وجوی شغلی 
بــرای امرار معاش کرد. در این ایام رامانوجان مســائلی را به »مجلة 
انجمن ریاضی هند« می‌فرســتاد. بعد از اینکه در ســال 1911 و در 
24 سالگی مقاله‌ای تحقیقی در مورد »عددهای برنولی« در این مجله 
از او چاپ شــد، کم‌کم در میان ریاضی‌دانان منطقة خودش، به‌عنوان 
»نابغة ریاضی« شناخته شد. در همین سال او از رائو، مؤسس مجله، 
درخواســت کرد که شــغلی موقتی برای او پیدا کند. به این ترتیب 

رامانوجان به‌عنوان حسابدار توانست شغلی پیدا کند. 
رائــو از اولین ملاقات خود بــا رامانوجان نقل می‌کند که: مردی 
کوتاه، ژولیده، با ظاهری نه‌چندان تمیز، ریشی نتراشیده و با چشمانی 
از حدقه درآمده، وارد اتاق شد؛ با دفتری کهنه و ساییده‌شده در دست. 
به‌طور ترحم‌انگیزی فقیر بود. دفترش را باز کرد و شروع به توضیح در 
مورد یکی از کشــفیات خود کرد. تقریباً همان لحظه فهمیدم چیزی 
در این نوشته‌هاست. اما دانش و معلومات من در حدی نبود که بتوانم 
در مورد آن‌ها قضاوت کنم. از او پرســیدم چه می‌خواهد. گفت فقط 
کمک‌هزینة مختصــری می‌خواهد که بتواند زندگی کند و تحقیقات 

ریاضی خود را ادامه دهد. 



رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ سی‌ام |  شمارۀ 3 |  بهار 241400

رائو تلاش کرد که برای او بورس تحصیلی بگیرد، اما موفق نشد. 
رامانوجان با همان شغل حســابداری زندگی خود را می‌گذراند و در 
ایام بی‌کاری به خلق آثار ریاضی خود مشــغول شد. به کمک یکی از 
اســتادان دانشــگاه مَدرَس، او نامه‌هایی به چند ریاضی‌دان انگلیسی 
نوشــت که فقط یکــی از آن‌ها به نام هاردی، ریاضــی‌دان جوانی از 
دانشــگاه کمبریج، به نامة او پاسخ داد. در نامة رامانوجان که در سال 
1913 به هاردی نوشت، آمده است: »... من هیچ تحصیلات دانشگاهی 
ندارم و تنها در یک دبیرســتان معمولی درس خوانده‌ام. بعد از پایان 
دورة دبیرســتان، در اوقات فراغت خود به ریاضیات مشغول بوده‌ام. با 
اینکه درس‌های معمولی دانشگاهی را نگذرانده‌ام، اما مسیر جدیدی 
برای خودم ساخته‌ام. من در سری‌های واگرا تحقیقات خاص داشته‌ام 

و ریاضی‌دانان منطقة خودمان نتایج مرا شگفت‌انگیز نامیده‌اند.« 
هاردی و لیتل وود25 فهرست بلند قضایای اثبات‌نشدة رامانوجان 
را بررسی کردند. هاردی در همان سال در نامه‌ای به رامانوجان نوشت: 
»من شدیداً تحت‌تأثیر نامة شما و قضایایی که بیان کردید، واقع شدم. 
اما به هر حال وضعیت مرا که درک می‌کنید؟ من قبل از اینکه بتوانم 
به‌درستی در مورد ارزش کارهای شما قضاوت کنم، لازم است اثبات 

این قضایا را ببینم. نتایج شما در سه دسته طبقه‌بندی می‌شوند: 
1. بعضی از آن‌ها یا قبلًا اثبات شــده‌اند و یا از قضایای اثبات‌شده 

به‌سادگی نتیجه می‌شوند. 
2. بعضــی از ایــن نتایج تا آنجا که من می‌فهمــم، تازه و جالب 

هستند، اما ظاهری مشکل دارند؛ به جای اینکه مهم باشند. 
3. بعضی از آن‌ها به‌نظر می‌رسد کارهای جدید و مهمی هستند.
رامانوجــان که از این پاســخ هاردی خوش‌حــال بود، در جواب 
نوشــت: »من شما را دوستی یافته‌ام که دلسوزانه زحمات مرا در نظر 

می‌گیرید. من تقریباً آدم گرسنه‌ای هستم. برای اینکه مغزم کار کند، 
به غذا احتیاج دارم و مهم‌ترین نیاز من این است که شما بتوانید برایم 

از دانشگاه بورس تحصیلی بگیرید.« 
به این ترتیب، دانشــگاه مَدرَس یک بورس دو‌ســاله به رامانوجان 
اعطا کرد و در سال 1914، هنگامی که رامانوجان 27ساله بود، هاردی 
او را به کمبریج برد تا همکاری حیرت‌آور این دو آغاز شــود. کار کردن 
با رامانوجان به این ســادگی نبود، زیرا او هندوی خشــک‌مذهبی بود 
که تغذیة خاصی داشــت. در واقع او گیاه‌خــوار بود. حتی موقعی که 
می‌خواســت به کمبریج برود، ابتدا نگران بــود، زیرا تعلیمات مذهبی 
هندویی اجازه نمی‌داد که از طریق دریا ســفر کند. اما به خاطر عشق 
به ریاضیات، نرم شد و تن به این سفر داد. سفر طولانی و رژیم غذایی 
خــاص رامانوجان، او را نحیف و ضعیف کرده و ســامت او را به خطر 
انداخته بود. در همان اوایل ورود او به کمبریج، هاردی و رامانوجان نتایج 
درخشــانی را کشف کردند. اما بعد رامانوجان به دلیل سردی زمستان 
مریض شــد و حدود پنج ماه طول کشید تا سلامت خود را باز‌یابد. او 
در 29 سالگی در ســال 1916 از دانشگاه کمبریج فارغ‌التحصیل شد. 
رامانوجان همچنان بیمار بود، تا حدی که پزشکان می‌ترسیدند 
که فوت کند. هاردی می‌نویسد: »مشکل رامانوجان این است که مانند 
همة هندی‌ها، تقدیرگراست و عقیده دارد، هر چه قسمت است، اتفاق 

می‌افتد. بنابراین مواظب سلامتی‌اش نیست.«
در سال 1918 در 31 سالگی نام او در ردیف ریاضی‌دانان معروف 
انگلستان به‌عنوان همکار انجمن سلطنتی لندن قرار گرفت که افتخار 
بزرگی برای او بود. در این زمینه هاردی می‌نویســد: »او با شهرت و 
آوازه‌‌ای به هند برمی‌گردد که هیچ فرد هندی تاکنون به آن دســت 
نیافته اســت. من ایمان دارم که هند او را به‌عنوان یک گنج، محترم 
و عزیز خواهد شمرد. طبع ساده و افتادة او با این همه موفقیت هیچ 

تغییری نکرده است.« 
رامانوجان بالاخره در سال 1919، بعد از گذران پنج ‌سال زندگی 
در انگلستان و خلق آثاری مهم در ریاضیات، به هند بازگشت. جالب 
اینجاســت که برای عضویت رامانوجان در انجمن سلطنتی لندن، دو 
نفــر او را تأیید کردند که قبلًا به نامه‌هــای او جواب نداده بودند. در 
هند، همسرش او را پرســتاری می‌کرد. اما تقدیر، سرنوشت دیگری 
را برای او رقم زده بود و رامانوجان در 26 آوریل ســال 1920، در33 
ســالگی آخرین نفس‌های خود را در خانه‌اش کشــید. بدین ترتیب 

جهان گوهری درخشان را که تازه کشفش کرده بود، از دست داد.

یکی از هزاران رابطه‌ای که رامانوجان کشف کرده، چنین است:
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رامانوجان همیشه می‌گفت که این فرمول‌ها از آسمان به او الهام 
می‌شوند. گفته می‌شود که رامانوجان در خواب دیده که کتیبه‌هایی 
شامل فرمول‌های پیچیدة ریاضی در برابر او گشوده شده است. بعد از 
اینکه از خواب بیدار می‌شود، فقط فرصت می‌کند بخشی از آن فرمول‌‌ها 
را بنویسد. تعداد دیگری از فرمول‌های رامانوجان را در زیر می‌بینید. 

e...
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π
+ + + + = =

× × × × × × +
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+
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یکی از ریاضی‌دانانی که ســال‌ها فرمول‌های رامانوجان را بررسی 
کرده اســت، می‌گوید: »هر چند می‌توانم این فرمول‌ها را ثابت کنم، 
ولی هنوز نمی‌توانم بفهمم که این فرمول‌ها از کجا آمده‌اند و جایگاه 
آن‌ها در ریاضیات کجاســت؟« برای رامانوجان اثبات فرمول‌ها مهم 
نبود، بلکه زیبایی فرمول بالاترین ارزش را برای او داشــت. رامانوجان 
در طول عمــر کوتاهش به‌تنهایی نزدیک بــه 3900 رابطه و معادلة 

ریاضی ارائه کرد. 
٭٭٭

فیلم مردی که بی‌نهایت را می‌دانست، به کارگردانی متیو برون، را 
می‌توان فیلمی بسیار تحسین‌‌برانگیز و تأثیرگذار دانست. در این فیلم 
مشخص می‌شــود که اگر صفات انسانی از جانب صاحبان تصمیم و 
قدرت ملاک عمل قرار گیرد، آن‌گاه شایستگان، توانایی ابراز قابلیت‌ها 
و توانمندی‌های خود را دارند. فیلم مزبور در وهلة نخست بر تجلی و 
شکوفایی ویژگی‌های بارز انسانی، در صورت رعایت حقوق حقة آدمیان 
برای ارتقای علمی و کسب جایگاه متناظر با دانش و آگاهی‌هایشان، 
تأکید دارد. در وهلة دوم، نقش اراده به دانستن و پیروزی را از جانب 

هواخواهان پیشرفت علمی هویدا می‌سازد. 
در این فیلم نشــان داده می‌شود که سرینیواسا رامانوجان فقیر، 
بی‌کار و درمانده، چگونه به واسطة ارتباط با گادفری هارولد هاردی و 
جان لیتل‌وود رشد می‌کند و به جایگاه برجسته‌ای در انجمن سلطنتی 
لندن برای پیشرفت دانش طبیعی دست پیدا می‌کند. در واقع آشکار 

شــدن کیفیت و کمیت کارهــای رامانوجان، به دلیــل حمایت‌ها و 
هدایت‌هــای بی‌بدیل و بزرگوارانة هاردی و لیتل‌وود در زمان و مکان 
مناسب، صورت پذیرفت. زیرا اگر آشنایی لازم و کافی بین رامانوجان 
و هاردی و همچنیــن لیتل‌وود رخ نمی‌داد، رامانوجان اســتعدادی 
هدر‌رفته به معنای تمام کلمه بود که حداکثر به‌عنوان یک منشــی 
هندی مشغول انجام کارهای حسابداری برای یک شرکت بریتانیایی 
در هنــد بود. البته صحنه‌هایی از فیلم هم به افرادی اختصاص یافته 
است که دارای روحیات تنگ‌نظری و سنگ‌اندازی هستند تا رامانوجان 
را از روند روبه‌رشــد و ادامة فعالیت‌هایــش باز دارند. اما حمایت‌های 
هاردی و لیتــل‌وود و بعداً پرِسی آلکساندر مَک‌ماهون26، در کنار 
قدرت پیگیری و کوشش رامانوجان، باعث شکست آن‌ها می‌شود و در 

نهایت پیروزی از آن رامانوجان و حامیان اوست. 
تأثیر یک اســتاد راهنما در این فیلم آنجا مشــخص می‌شود که 
رامانوجان تعــداد زیادی رابطه و فرمول ریاضــی را بدون اثبات نزد 
هــاردی می‌برد و اصرار فراوان دارد که می‌باید آن‌ها چاپ و منتشــر 
شــوند. اما با تدبیر و دوراندیشــی هاردی و ملاطفــت لیتل‌وود، به 
رامانوجان فهمانده می‌شــود که او می‌باید برای رابطه‌ها و فرمول‌های 
ابداعی‌اش اثبات و ادله بیاورد و ســپس آن‌ها را چاپ کند. سرانجام 
این مهم نیز با هدایت‌ها و کاردانی‌ هاردی و لیتل‌وود رقم می‌خورد. 

در پایان از ارائة جزئیات بیش‌تر دربارة فیلم ســینمایی »مردی 
که بی‌نهایت را می‌دانســت« خودداری می‌کنیم و شما ریاضی‌‌آموزان 
و علاقه‌مندان به تاریخ ریاضیات را به تهیه و تماشای این فیلم ارزنده 

تشویق می‌کنیم.

......................................................................................... پی‌نوشت‌ها   
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جلال سرحدی

کارشناس‌ ارشد ریاضی، دبیر دبیرستان‌های تنکابن

آموزشی

حل مسئله‌های احتمال 

 ـ بیز( )شرطی‌

مفاهیم و پرسش‌های احتمال و درک درســت آن‌ها برای اغلب مردم دشوار است. نگاه اکثر دانش‌آموزان به مطالب مربوط به 
احتمال، با نوعی ترس و ناامیدی همراه است. برای کم کردن این احساس نامطلوب و در نتیجه یادگیری بهتر و عمیق‌تر دانش‌آموزان، 
به‌کار بردن روش‌های ســاده برای آموزش )حداقل در شــروع( می‌تواند مؤثر باشد. در کتاب »آمار و احتمال« پایة یازدهم ریاضی، 
بخش‌های مربوط به »احتمال شرطی، ضرب احتمال‌ها، احتمال کل و قانون بیز« اهمیت زیادی دارند. در ادامه چند مسئله از کتاب 
آمار و احتمال ذکر می‌شود. هدف این است که با روش ساده‌ای مثل رسم شکل و نسبت مساحت‌های آن‌ها بتوانیم مسئله‌های مزبور 

را حل کنیم.

اشاره

 1.  صفحة 58، مثال: سه کارت داریم. دو روی کارت اول سبز و دو 
روی کارت دوم قرمز است و یک روی کارت سوم سبز و روی دیگرش 
قرمز است. کارتی به تصادف برمی‌داریم و می‌بینیم یک روی آن سبز 
اســت )روی دیگر را نمی‌بینیم(. احتمال اینکه هر دو رو سبز باشند، 

چقدر است؟

 با استفاده از نسبت مساحت‌ها
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هر مربع نشــان‌دهندة یک روی کارت است. ما یکی از سه مربع 
سبز را دیده‌ایم. مطلوب مسئله دو مربع سمت راست هستند؛ پس:

23  = احتمال
سؤال بعدی مربوط به احتمال کل است:

 2.  صفحة 65، تمرین 6: جمعیت بزرگ‌سال ساکن در یک روستا، 
55 درصــد زن و 45 درصــد مرد اســت. می‌دانیــم 20 درصد زنان 
بزرگ‌ســال و 70 درصد مردان بزرگ‌ســال در این روستا گواهی‌نامة 
تراکتور دارند. اگر بزرگ‌ســالی را به تصــادف انتخاب کنیم، احتمال 

اینکه گواهی‌نامه داشته باشد، چقدر است؟
 حل با قانون احتمال کل: )حل مسئله 2(

A: داشتن گواهی‌نامه
B: مرد بودن

P(A) P(B)P(A B) P(B )P(A B )
P(A) / / / / /

′ ′= +

= × × × =45 7 55 2 425    

 حل با رسم شکل:

*رنگ سبز گواهی‌نامه‌ دارند.

مرد 0/45زن 0/55

70

20

/× + ×
= =

20 55 70 45 0 425
10000

احتمالمساحت سبز = مساحت کل

و حالا چند مسئله از قانون بیز که درکتاب مطرح شده است:
 3.  صفحة 62، مثال: سه صندوق سیب هر کدام شامل 100 سیب 

داریم. سیب‌های صندوق اول سبز و سیب‌های صندوق دوم قرمزند.
صندوق سوم شامل 2 سیب سبز و 98 سیب قرمز است. صندوقی را 
به تصادف انتخاب می‌کنیم، یک سیب به تصادف برمی‌داریم و می‌بینیم 
سبز است. احتمال اینکه همة سیب‌های صندوق سبز باشند، چقدر است؟

100

2

98
100

سیب از قسمت‌های سبز برداشته شــده است. احتمال اینکه از 
صندوق سمت چپ باشد، برابر است با: 

/=
100 0 98
102

 4.  صفحة 63، مثال: در یک کارخانة شــیر پاستوریزه وقتی خط 
تولید ســالم است، تنها 2 درصد از پاکت‌ها به‌طور کامل پر نمی‌شود. 
اما اگر خط تولید خراب باشد، این مقدار به 10 درصد افزایش می‌یابد. 
می‌دانیم احتمال اینکه خط تولید خراب باشــد، 5 درصد اســت. به 
تصادف یک پاکت شیر را امتحان می‌کنیم و می‌بینیم کامل پر نشده 

است. احتمال خراب بودن خط تولید چقدر است؟

98

90 10

2

95 خط سالم

5 خط خراب

S = × =1 2 95 190

S = × =2 5 10 50

S S P /+ = ⇒ = =1 2
50240 0 208
240

 5.  صفحــة 66، تمریــن 15: خانم‌هــا اکبری، برنــا و چمنی 
نسخه‌خوان‌های یک مؤسسة انتشاراتی‌اند که به ترتیب 20، 30 و 50 
درصد از کارهای نسخه‌خوانی را انجام می‌دهند. احتمال اینکه این سه 
نفر صفحه‌ای را که به آن‌ها سپرده می‌شود، بی‌غلط تصحیح کنند به 
ترتیب 0/9، 0/95 و 0/99 است. صفحه‌ای نسخه‌خوانی شده است، ولی 
 هنوز غلط دارد. احتمال اینکه مسئول خواندن آن صفحه خانم اکبری 

بوده باشد، چقدر است؟

S3 S2 S1

203050

چمنیبرنااکبری
0/01 0/01 0/05

0/1

0/9

0/950/99

قسمت‌های قرمز نشان‌دهندة غلط داشتن هستند.
پس برای پیدا کردن احتمال مســاحت بخــش مربوط به خانم 

اکبری را بر مساحت کل قرمز تقسیم می‌کنیم:
S /
S / /
S / /

S
P /

S S S

= × =

= × =

= × =

= = =
+ +

1

2

3

1

1 2 3

20 0 1 2
30 0 05 1 5
50 0 01 0 5

2 0 5
4
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حل با فرمول قانون بیز نیز دقیقاً همین مسیر را طی می‌کند؛ اما 
با زبانی ظاهراً متفاوت:

پیشامدهای زیر را در نظر می‌گیریم:
B1: مسئول خانم اکبری باشد.

B2: مسئول خانم برنا باشد.

B3: مسئول خانم چمنی باشد.

A: صفحه دارای غلط باشد.

P(B )P(A B )
P(B A)

P(B )P(A B ) P(B )P(A B ) P(B )P(A B )
/ /P(B A) /

/ / / / / /

=
+ +

×
= =

× + × + ×

1 1
1

1 1 2 2 3 3

1
0 20 0 1 0 5

0 2 0 1 0 3 0 05 0 5 0 01

 6.   صفحة 62، مثال: دســته‌ای کارت شــامل 2 کارت دو رو قرمز 
و 8 کارت یک‌ رو ســبز، یک رو قرمز است. کارتی به تصادف انتخاب 
می‌کنیم و فقط یک روی آن‌ را می‌بینیم که قرمز است. احتمال اینکه 

روی دیگر کارت نیز قرمز باشد، چقدر است؟

کارت 
1

کارت 
3

کارت 
7

کارت 
5

کارت 
9

کارت 
2

کارت 
4

کارت 
8

کارت 
6

کارت 
10

ول
ی ا

رو
وم
ی د

رو

قرمــز بودن روی دیگر کارت به این معنی اســت که روی دیده 
شده، یکی از مستطیل‌های قرمز هاشورخورده است. پس:

P = =
4 1

12 3

 7.   دو جعبه داریم که اولی شــامل 30 عدد لامپ است که از آن‌ها 
5 لامپ معیوب است. در جعبة دوم 20 لامپ قرار داده‌ایم که 3 تای 
آن‌ها معیوب‌اند. از جعبة اول 10 لامپ و از دومی 8 لامپ به تصادف 
برمی‌داریم و در جعبة جدیدی می‌گذاریم. سپس به تصادف لامپی از 
جعبة جدید برمی‌داریم. احتمال معیوب بودن این لامپ چقدر است؟

 حل با فرمول احتمال کل:
A: معیوب بودن

B1: از جعبه اول باشد.

B2: از جعبة دوم باشد.

P(A) P(B )P(A B ) P(B )P(A B )= +

= × + × =

1 1 2 2

10 5 8 3 43
18 30 18 20 270

 حل به روش رسم شکل:

1
3
×5

8 لامپ10 لامپ

جعبة 1
30 لامپ

جعبة 2
20 لامپ

5 معیوب
3 معیوب 8

20
×3

مســاحت بخش‌های هاشــورخوردة قرمز را به کل هاشورخورده 
تقسیم می‌کنیم:

P

+ =

= =

5 6 43
3 5 15

43
4315

18 270
 8.   فرض کنیم در مسئلة قبل لامپی که در آخر برداشتیم، معیوب 

باشد. چقدر احتمال دارد این لامپ از جعبة اول باشد!

 حل با فرمول بیز:
A: معیوب بودن

B1: از جعبة اول باشد.

B2: از جعبة دوم باشد.

P(B ) P(A B )
P(B A)

P(B )P(A B ) P(B )P(A B )
×

=
+

×
= =

× + ×

1 1
1

1 1 2 2

10 5
2518 30

10 5 8 3 43
18 30 18 20

 حل با رسم شکل:

10
30

×5

8 لامپ10 لامپ

جعبة 1
30 لامپ

جعبة 2
20 لامپ

5 معیوب
3 معیوب 8

20
×3

6
5

5
3

43
15+ =

5
3
43
15

25
43= P=
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ادب ریاضی

 مسئلة 9.  فرض کنیـــم از هـــر 1000 نفر، 4 نـــفر به بیمـــاری 
خاصی مبتلا می‌شوند. تست‌های آزمایشگاهی بیماری افراد مبتلا را 
تا 85 درصد و سالم بودن افراد سالم را تا 90 درصد درست تشخیص 
می‌دهند. نتیجة آزمایش فردی که به تصادف انتخاب شــده، مثبت 

اعلام شده است. احتمال بیمار بودنش چقدر است؟

 حل با فرمول:
A: بیمار بودن

B: نتیجة آزمایش مثبت
P(A) P(B A)

P(A B)
P(B)

P(B) P(A) P(B A) P(A ) P(B A )
/ / / /
/

/ /P(A B) /
/

×
=

′ ′= × + ×

= × + ×
=

×
= =

0 004 0 85 0 996 0 10
0 103

0 004 0 85 0 033
0 103

 حل با شکل:

S2

S1

سالم 996بیمار 4

10 تست 
مثبت

90 تست 
منفی

85

15

مساحت بخش هاشورخوردة قرمز را به کل مساحت قرمز تقسیم 
می‌کنیم:

S
S

S
P /

S S

= × =

= × =

= = =
+ +

1

2

1

1 2

4 85 340
10 996 9960

340 0 033
340 9960

  1.  در اســتخری یک قایق لاســتیکی بادشــده 
انداخته‌ایم. کدام عمل سطح آب را بالاتر می‌آورد: 
انداختن ســکه‌ای درون قایق، یا انداختن سکه‌ای 

در آب؟

 2.  اســماعیل قصّاب رئیس کمیتــة مغازه‌داران 
است. این کمیته شامل بقال، نانوا، و سیگارفروش 

نیز می‌شود. تمام آن‌ها دور میزی نشسته‌اند.

ـ اسماعیل سمت چپ اسمال نشسته است.
ـ اصغر سمت چپ بقال نشسته است.

ـ اصلان که مقابل اسمال است نانوا نیست.
ـ اصغر چه دکانی دارد؟

100 سرگرمی منطقی

پی‌یر برلوکن

ترجمه: غلامرضا یاسی‌پور

  جواب 1.   انداختن ســکه در قایق، زیرا سکه در آب 
به اندازة حجمش آب را تغییر می‌دهد، در حالی که در 
قایق به انــدازة آب هم‌وزنش آن را جابه‌جا می‌کند. از 
آنجا که سکة فلزی از آب سنگین‌تر است، سکه بیشتر 

از آب هم‌حجمش وزن دارد.
  جــواب 2.   با قرار دادن اســماعیل در صندلی ته 
میز، چهار شــخص مذکور می‌توانند تنها به این طریق 

بنشینند:

 

در نتیجــه، اســمال بقــال اســت، اصــان 
سیگارفروش،‌ و اصغر نانوا.

  اسماعیل
        

      
     
    
    
    
ن‌  

صلا
    ا
     

      
        

                                    اسمال‌                                       اصغر‌                     

دو معمای منطقی
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استاد غلامرضا یاسی‌پور از اولین شمارۀ برهان متوسطه برای این مجله قلم زده است. ایشان عضو مؤثر هیئت تحریریه بود و در جلسات 
برهان هم ۀاعضا از رهنمودها و تجربیاتش استفاده می‌کردند. حدود 30 سال همکاری ارزشمند ایشان با مجله برهان در قالب نوشته و مقاله، 

سبب تربیت چند نسل از دانش‌آموزان رشتة ریاضی شد.
استاد در سال 1322 در خانواده‌اي اهل معرفت در تهران متولد شد. دوران ابتدایی را در»دبستان شریعت« گذراند. پس از فوت پدر نتوانست 
با روال عادي ادامه تحصیل دهد و براي امرار معاش خانواده همراه با کار روزانه، با سخت‌کوشی فراوان دبیرستان را به‌صورت متفرقه و با موفقیت 
طی کرد و تحصیلات طلبگی را در حوزه »مسجد حاج سید عزیز‌الله« تهران و»مدرسه میرزا احمد مجتهدی« گذراند. تحصیلات دانشگاهی 
ایشــان در دانشــگاه‌هاي تهران و لندن با پایان‌نام ۀ»منطق ریاضی« در دورۀ دکترا تکمیل شد. وی که به تدریس عشق می ورزید، از سال 
1346 در دبیرستا‌ن‌ها و دانشگاه‌های ایران و انگلیس به تعلیم دانش‌آموزان و دانشجویان پرداخت و تا پایان عمر پربارش، بیش از 1000 جلسه 
ســخنرانی ارائه کرد و بیش از 300 مقاله و 70 کتاب تألیف و ترجمه نمود که در زمینه‌های متنوع و بخصوص در موضوع: منطق، ریاضی، معما، 
ادبیات، عرفان، دین و مذهب، شعر و طنز بوده‌اند. مدتی نیز با همکاری آقایان پرویز شهریاری و دکتر محمد رجبی طرخورانی، سردبیری مجله 
کوانتوم را برعهده داشت. تحقیق، نگارش و سردبیری برنامه رادیویی »در جهان ریاضی« در سال‌های 1375 و 1376، تحقیق و نگارش برنامه 
تلویزیونی»جهان ریاضی« بمناسبت »سال 2000 سال جهانی ریاضیات«، تحقیق و نگارش بیش از 150 برنامه تلویزیونی در زمینه‌های علمی، 
ادبی و حکمت الهی که در دهه‌های 1370 و 1380 از شبکه سراسری پخش می‌شدند و مجموع ۀپویانمایی »سرّ دلبران« که در ده ۀ1390 در 

زمین ۀحکمت و معرفت پخش سراسری شبکه داشت از دیگر آثار پیشرو و ماندگار ایشان به شمار می‌رود. 
استاد در زمستان 1399  به دیار باقی شتافت.ي ادش ماندگار و راهش پایدار  باد.

یاد و خاطره

اشاره

در مقدمة کتاب »ریاضی اندیشــیدن« 
که مجموعة 36 مقاله اســت، می‌نویســد: 
کــه  بــا طریقــی  ریاضــی‌دان  راه  »آیــا 
 ســالک عــارف می‌پیماید، متفاوت اســت؟
یا اینکــه هــر دو هم‌طریق‌انــد؟ غرضمان 
این بوده اســت کــه مطالب ریاضــی را با 
ریزه‌کاری‌های عرفــان بیامیزیم تا به مذاق 
جویندگان شیرین‌تر بیاید و شاداب‌تر نماید.«

و در قسمت پایانی مقدمه می‌نویسد: »خود 
امیدواریم چندان به بی‌راهه نرفته و کار بسامان 

کرده باشیم و توفیق از خداوند است.«
از این فرمایش اســتاد بی‌درنگ آیة زیر 

به خاطرم آمد: 

»رَبَّنــا لا تُــزغِ قُلوبَنــا بَعــدَ إذِ هَدَيتَنا وَ هَب لنَا 

مِن لدَُنكَ رحَـمَئً إنَِّكَ أنَتَ الوَهّابُ«

 )آل‌عمران، 8(

استاد یاسی‌پور عزیز در ترجمة این آیه از 
مصحف شریف نوشته است:

»آنان چنین می‌گویند: پروردگارا دل‌های 
ما را پس از هدایت به ضلالت مدار و از نزد خود 
رحمتی در حق ما بیار که تو بسیار بخشنده‌ای.«
از ویژگی‌ مردان الهی این است که گرچه 
در دیواره‌های ســترگ و سخت علم رسوخ 
وســیله‌ای را  چیز و هیچ‌ می‌کننــد، اما هیچ‌
جایگزین وجه یــار نمی‌کنند و نگران‌اند که 
مبادا همیــن علم هم بین آنــان و محبوب 
حجاب شود. لذا به آستان درگاه الهی متضرع 
می‌شوند که پس از هدایتی که به واسطة علم 
خودت به ما ارزانی داشته‌ای، ما را به ‌واسطة 
 مغرور شــدن به این علــم از درگاه هدایت 
بــه پرتگاه ضلالت مینداز و اســتاد در طول 
حيات پرثمر خويش هيچگاه علمش مغرورش 

نكرد و حجاب راهش نبود.

در زمينة منطق و رياضيات كه بيشــترين 
حجم آثــار و دغدغة حيات پربار ايشــان را 
دربرمي‌گيــرد؛ همواره بر ايــن اعتقاد بود كه 
منطق و رياضيات ابزار ضروري ارتباط با جهان 
و پديده‌هــاي آن و به‌خصــوص تعامل ميان 
آدميان است و مردم به‌طور عام و دانشمندان و 
معرفت‌اندوزان به‌طور خاص ناچارند و مي‌بايد 

كه به منطق و رياضيات بپردازند.
استاد علاوه بر اينكه در تربيت و آموزش، 
از شاگردان و علاقه‌مندان شايق‌تر بود، خود 
نيز هيچــگاه از آموختن و نقد آموخته‌ها باز 
نايستاد و تا واپســين روزهاي عمر به تعليم 
و تعلم پرداخت و چه بسا اين تمناي معرفت 
هــر روز و هــر دم در وجود او شــعله‌ورتر و 

درخشان‌تر مي‌شد و به‌ قول ايشان: 
اسیر تشنه‌لبم، غرق نیلِ آبم کن

خمار صدشبه دارم، شط شرابم کن

ای سراپا همه خوبی
)به ياد استاد غلامرضا یاسی‌پور(

جمعي از شاگردان استاد
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به کوی نکته‌فروشان، اگر در این سودا
نمی‌خرند سؤال مرا، جوابم کن

غراب سلسله‌بازم، اگر در این پرواز
نمی‌بری به ستیغی مرا، عقابم کن
اگر درنگ نداری تو، بی‌درنگم گیر

اگر شتاب نخواهی تو، بی‌شتابم کن
چو ماه زهره‌نشانی تو، آسمانم باش
چو مهر سایه‌نشینی تو، آفتابم کن

اگر نه ره به حقیقت دهی، فریبم ده
اگر نه بر سر آبم بری، سرابم کن

اگر عمارت دل می‌کنی، شبی ز وفا
ز گنج خویش نشانم ده و خرابم کن
شبی به بستر یاری، به جرم بیداری

چو چشم بی‌گنه خویش، مست خوابم کن
»از مجموعه اشعار استاد به نام: حسین‌آباد افق«

برخی آثار استاد
         کتاب‌های منطق و رياضيات 	

 مسائل جبر، هندسه تحليلي، 1348
 قضايا و مسائل هندسه )تأليف(، 1348

 اصول رياضيات، 1370
 منطق و اثبات، 1370

 خودآموز منطق رياضي، 1370
 فرهنگ رياضيات، 1371

 مجموعه مقالات و مسائل رياضي )مجله( 
)جلد 1 و 2(، 1371 و 1372
 هنر رياضي ورزيدن، 1371
 رياضيات مقدماتي، 1371
 هندسه‌هاي جديد، 1373

 فرهنگ رياضيات آكسفورد، 1376
 مقدمه‌اي بر استدلال رياضي، 1376

 مســائل پكيارجوي رياضي با راه‌حل‌هاي 
مقدماتي )جلد 1 و 2(، 1376

 نظريه اعداد مقدماتي و كاربردهاي آن در 
كامپيوتر )جلد 1 و 2(، 1377

 منطق براي دانش‌آموزان، 1378
 معماهاي ممتاز رياضي، 1378

 التنقيح في المنطق، 1379
 دايرئ‌المعارف رياضيات )در 3 مجلدرياضيات 
رياضيات  دبيرســتاني،  رياضيات  مقدماتي، 

جديد(، 1378-80
 مغالطه‌هاي رياضي، 1380

 فرهنگ رياضيات، 1386
 دانشنامة رياضي، 1391

 نقــش معما در خلاقيــت رياضي )تأليف(، 
1394

 كتاب كوچك اصول رياضيات، 1395
 پژوهشي در روش‌هاي رياضي انديشيدن 

)تأليف(، 1395
زيباترين فرمول‌هاي رياضي، 1395

 لطايف حكمي )ترجمه به نظم بخش مواعظ 
و حكــم نهج‌البلاغه مولاي متقيان(، 1391

 شرحي بر دعاي تحويل سال، 1392
 مناجات، قرآن و مثنوي، 1393

 دعاهاي ماه مبارك رمضان و دعاي سحر 
)ترجمه(، 1396

 پندها و اندرزها )گزيده‌اي از بخش مواعظ و 
حكم نهج‌البلاغه با ترجمه به نثر و نظم(، 1397

 معماهاي نه چندان ساده، 1395
 100 سرگرمي منطقي، 1395

 مختصري از منطق رياضي، 1396

         کتاب‌های ديني و مذهبي 	

 ترجمة القرآن‌الحيكم، 1388
 نجواهاي عارفانه در دعاي عرفه، 1382

 دعاي عرفه حضرت امام سجاد)ع(، 1384
‌ ســفارش مولا، وصيت‌نامه حضرت علي)ع( 
به امام حسن مجتبي)ع( )ترجمه به نثر و نظم(، 

1388
 اوصــاف پرهيزگاران )ترجمة خطبه همام 

مولاي متقيان به نثر و نظم(، 1394
 آيين حكمراني )ترجمه‌ نامه مولاي متقيان 

به مالك اشتر به نثر و نظم(، 1394
 زيارت‌نامه حضرت امام رضا عليه‌السلام، 1390

 دعاي كميل حضرت علي)ع(، 1390

         کتاب‌های عرفان و ادبيات 	

 مناجات در ادب فارسي، 1382
 منطق و عرفان، 1382

 شميم وحي، 1383
 شهر رمضان، 1383

 در جزيره مثنوي، 1385
 ساقي‌نامه، 1387

 شازده كوچولو )ترجمه(، 1390
 حســين‌آباد افق )مجموعه اشــعار اســتاد 

غلامرضا ياسي‌پور(، 1395
 طنز و تمثيل در مثنوي، 1395

 ضرب‌المثل‌هاي ملانصرالديني )در دو دفتر(، 
1395

 در فضيلت قناعت، 1396
 سرّ دلبران در حديث ديگران )مجموعه‌اي 

در ده دفتر(، 1396
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نردبان‌های توانی

عباس قلعه‌‌پور‌اقدم

 در این مقاله، برخی نردبان‌های توانی متشکل از عددهای یکسان را در دو جهت پایین )طبق قرارداد موجود در ریاضی( و بالا محاسبه 
و بر این اساس، معادلاتی موسوم به »معادلات چند‌توانی« را تعریف و بررسی می‌کنیم.

چکیده

نردبان‌های توانی

 کلید واژه‌ها:   توان، نردبان‌های توانی، چند‌توانی با عددهای یکسان، محاسبه‌های جهت پایین و جهت بالا، معادلات چند‌توانی     

 1.  مقدمه:
طبق قرار‌دادی که در ریاضی داریم، مقدار یک نردبان توانی نظیر
، با شــروع محاسبه‌ها از بالا و ادامة کار به سمت پایین به دست  423
می‌آید. در این نردبان توانی، بالاترین جفت برابر 16 می‌شود )16=24( 

' به‌طور خلاصه:  '=163 43 046 و سپس:          721
( ) ' '= = =

4 42 2 163 3 3 43 046 721
حــال اجازه دهید این نردبان توانی را برخلاف قرار‌داد، در جهت 
متضاد، یعنی از پایین به بالا محاسبه کنیم. آیا فکر می‌کنید نتایج دو 

محاسبه یکسان خواهند بود؟ پاسخ منفی است، توجه کنید: 

( ) '= = =
42 2 4 43 3 9 6 561

همان‌گونه که می‌بینید، اختلاف نتایج به دســت آمده بســیار 
بالاست. در ادامه پس از چند تعریف، با ارائة چند مثال، تفاوت میان 

محاسبه‌ها را در دو جهت متضاد بیشتر بررسی خواهیم کرد. 

 2.   تعریف‌ها:
 2-1.    چند‌توانی با عددهای یکسان                                   

 عبارت‌هایی به فرم کلی: 

xx

x

       

نظیر: 

3333       
22222    

999
را کــه x می‌تواند گویــا، گنگ یا ... باشــد، نردبان‌های توانی یا 
چند‌توانی‌های با عددهای یکسان می‌نامند. طول یک چند‌توانی برابر 
تعداد xهای به‌کار رفته در آن تعریف می‌شود. یک چند‌توانی به طول 

2 به فرم کلیxx را »دو‌توانی« نیز می‌نامند. 
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 2-2.    ‌محاسبات جهت پایین و جهت بالا                                                
طبق قراردادی که در ریاضــی داریم، مقدار یک نردبان توانی با 
محاســبه‌های از بالا به پایین به دست می‌آید، ولی چون قصد داریم 
محاسبه‌ها را در جهت متضاد و تفاوت نتایج به دست آمده را بررسی 

کنیم، دو تعریف و دو نماد‌گذاری زیر را ارائه می‌کنیم: 

xx  براساس قرارداد، 
x

محاســبة مقدار چند‌توانی به فرم کلی
یعنی از بالا به پایین، محاسبة جهت پایین می‌نامیم که به شکل زیر 

نمایش داده می‌شود: 

xx
x

محاســبة مقدار چند‌توانی از پایین به بالا را محاسبة جهت بالا 
می‌نامیم که به‌صورت زیر نموده می‌شود: 

xx
x

 3.   چند مثال برای بررســی تفاوت محاسبه‌های جهت 
پایین و بالا:

 3-1.   طبق قرارد‌اد )محاســبة جهت پاییــن(، مقدار نردبان 
333 با شــروع محاســبه‌ها از بالا و ادامه به سمت پایین  توانی‌
به دســت می‌آید. بالاترین جفت برابر 27 می‌شود )27=33(، و 
. به‌طور خلاصه و  ' ' ' '=273 7 625 597 484 987 ســپس داریم:

نمادین داریم: 
( ) ' ' ' '= = =

3 33 3 273 3 3 7 625 597 484 987
حال به محاسبة جهت بالا می‌پردازیم:

 
( ) '= = =

33 3 3 273 3 3 19 683
همان‌گونــه که می‌بینید، اختلاف بالایــی در نتایج دو نوع 

محاسبه مشهود است. 

 3-2.    نردبان توانی                                                            
2222    

را در دو جهت پایین و بالا محاسبه می‌کنیم: 

( )( ) ( ) ( ) '= = = = =
2 2 22 2 2 42 2 2 2 162 2 2 2 2 65 536

( , , ' )= = =2 4 162 4 2 16 2 65 536

( ) (( ) ) (( ) )= = = = =
2 22 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 4 16 256

( , , )= = =2 2 22 4 4 16 16 256

شــاید متوجه شده باشید که در این دو مثال و مثال مطرح شده 
در بخش مقدمه، محاسبة جهت پایین عدد بسیار بزرگ‌تری را نسبت 

به محاسبة جهت بالا به دست می‌دهد. 

 3-3.   اجــازه دهید نردبان مثــال )3-2( را به اندازة یک واحد  
بلند‌تر کنیم! 

22222
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ' ?

= = = =

= = =

2 2 2 22 2 2 2 42 2 2 2 2

16

2 2 2 2 2

2 65 536

2 2 2 2 2

2 2

'( , , ' , ?)= = = =2 4 16 65 5362 4 2 16 2 65 536 2

چقدر بزرگ باشد؟  چاپ رایانه‌ای  '65 5362 فکر می‌کنید مقدار عدد
65' به‌صورت  5362 تهیه شــده از این عدد نشــان می‌دهد که عــدد
20035000 شــروع می‌شــود و دارای729'19 رقــم اســت. حال به 

محاسبة جهت بالا می‌پردازیم: 

( ) (( ) ) (( ) ) (( ) )

( ) '

   = = = =      

= = =

222 2 2 22 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 4

16 256 65 536

همان‌گونه که می‌بینید، در این مثال نیز محاسبة طبق قرارداد، 
عدد بسیار بسیار بزرگ‌تری را نسبت به محاسبة جهت بالا نتیجه داد. 

 3-4.   این بار یک نردبان توانی کوتاه به طول 3 را محاســبه 
می‌کنیم: 

999
( ) ' ' ?= = =

9 99 9 387 420 4899 9 9
این عدد بیش از 360 میلیون رقم دارد! 

( ) ( ' ' ) ?= = =
99 9 9 99 9 387 420 489

این عدد تنها 77 رقم دارد. 

 4.   معادلات چندتوانی:
به جز دو‌توانی‌ها )xx( که به وضوح محاســبة جهت پایین و بالا 
برای آن‌ها نتیجة یکســانی دارد و برخی موارد اســتثنا که به یکی از 
آن‌ها در ادامه اشــاره خواهد شد، در چند‌توانی‌های مرتبة بالاتر از 2، 

محاسبه‌ها در دو جهت نتایج متفاوتی دارند. 
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 ـ )قسمت  هفتم(  دورهمي رياضي 

 4-1.    یکی از موارد اســتثنا، ســه‌توانی 2 است که در هر دو 
جهت به مقدار واحدی ختم می‌شود: 

( ) , ( )= = = = = =
2 2 22 2 4 2 2 2 22 2 2 16 2 2 4 16

 4-2.    طرح یک پرسش، تشکیل و حل معادلات چند‌توانی   
تفاوت در نتایج محاســبات جهت بــالا و پایین به طرح این 
پرسش منجر می‌شود: به ازای چه مقادیری از x، دو نردبان توانی 
با عددهای یکســان، با طول‌های متفاوت یــا برابر، و جهت‌های 
متضاد می‌توانند مقدار یکســانی داشته باشــند؟ برای مثال، به 
ازای چه مقداری از x، یک ســه‌توانی جهت بالای ‌x با یک ســه 
توانی جهت پایین x برابر می‌شــود؟ برای پاسخ به پرسش اخیر، 

معادله‌ای به شکل زیر تشکیل می‌دهیم: 
x xx xx x=

چنین معادلاتی را معادلة چند‌توانی خواهیم نامید. برای حل 
این معادله به صورت زیر عمل می‌کنیم: 

 x( x ) x xx (x )⇒ =
x(x ) x xx (x )⇒ =

، در سمت راست برابری  b c (b c)(a ) a ×= با استفاده از قاعدة
اخیر خواهیم داشت: 

x(x ) (x )x x⇒ =
2

، داریم: b ca a b c= ⇒ = همچنین، با استفاده از قاعدة
xx x

x
⇒ =
⇒ =

2

2
در واقع این همان مورد استثنایی است که در بخش )4-1( بدان 
اشــاره شد. پرسشــی دیگر  را مطرح می‌کنیم که به تشکیل معادلة 
چند‌توانی دیگری می‌انجامد: اگر سه‌توانی جهت پایین x با چهارتوانی 

جهت بالای x برابر باشد، x برابر چه مقداری است؟
معادلة مربوط به این پرسش را به‌صورت زیر تشکیل می‌دهیم و 

آن را حل می‌کنیم: 
xx xx xx x=

x x( x ) x xx (x )⇒ =
x( x ) x x xx ((x ) )⇒ =
x( x ) x x xx ((x ) )⇒ =

x( x ) (x ) xx (x )⇒ =
2x( x ) (x ) xx (x )⇒ =

2

x( x ) (x )x x⇒ =
3x( x ) (x )x x⇒ =

3

xx x x⇒ = ⇒ =3 3

 نوبت شما.   محاسبه‌های زیر را انجام دهید. 

,
33 33 33 3,

33 33 33 3
پرسشی دیگر و طرح و حل معادله‌ای دیگر: به ازای چه مقداری از 
x، چهار‌توانی جهت پایینx با سه‌ توانی جهت بالای x مقدار یکسانی 

دارند؟ 
xx xx xx x=

xx xx xx x=
xx(x ) x xx (x )⇒ =

xx(x ) x xx (x )⇒ =
xx(x ) x xx (x )⇒ =

xx(x ) (x.x)x x⇒ =
xx(x ) (x.x)x x⇒ =

xx(x ) (x.x)x x⇒ =
xxxx x⇒ = 2

xxxx x⇒ = 2
xxxx x⇒ = 2

x(x )x x⇒ = 2x(x )x x⇒ = 2x(x )x x⇒ = 2

x⇒ =2 2
حل این معادله به معادلة xx=2 منجر شــد. باید بدانید که حل 
معادلة ‌xx=2 مربوط به ریاضیات دانشــگاهی اســت. البته حل این 
معادله زیاد دشــوار نیست. کافی است از دبیر خود روش حل موسوم 
به »روش نیوتن- رفسُن« را پرس‌وجو کنید. پاسخ معادلة xx=2 از این 

~x می‌شود.  /1 روش مقدار تقریبی 55961

 نوبت شما.   معادلة مربـوط به پرسش زیر را تشکیل و آن را 
حل کنید. 

به ازای چه مقداری از x، چهار‌توانی جهت پایین x با چهار‌‌توانی 
جهت بالای x، برابر می‌شوند؟ 

 راهنمایــی.   اگر بتوانید حل معادله را تــا آخرین مرحله به 
درستی پیش ببرید، به معادلة xx=3 می‌رسید. پاسخ این معادله 
با همان روش ذکر شــده در معادلة پیشین، برابر مقدار تقریبی 

~x می‌شود.  /1 82545

..................................................................................................  منبع 
Gardner, Martin; The colossal Book of short puzzles  and Problems; Edited By 
Dana Richards; 2006.
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همة معادلات چندجمله‌اي با ضرايب گويا را در نظر بگيريد.
n n

n na x a x ... a x a-
-+ + + + =1 1
1 1 0 0

مجموعة همة جواب‌هاي اين معادلات را عددهاي جبري گويند؛ 
x با  + =2 1 چــه حقيقي و چه موهومي. مثلاً‌ ريشــه‌هاي معادلة 0
اينكــه حقيقي نيســتند )موهومي - مختلط(، ولــي جبري ناميده 

مي‌شوند.
 mx

k
= بنابراين تمامي عددهاي گويا جبري هستند، زيرا با فرض 

k اســت، داريم: كه در آن m و k دو عدد صحيح هســتند و 0≠
mx kx m kx m
k

= ⇒ = ⇒ - =0

كه نشان‌ مي‌دهد، هر عدد گويا كي عدد جبري است.

همچنيــن ريشــة ‌nام كي عدد گويــا نيز جبري اســت؛ يعني: 

n زيرا:
mx
k

=

n nn
m mx x kx m
k k

= ⇒ = ⇒ - =0

k و اگر n كي عدد زوج باشد، m و k هم‌علامت هستند( )كه در آن 0≠

قابل ذكر اســت، ريشة nام كي عدد گويا مي‌تواند گويا باشد و يا 
گنگ كه تمامي‌ عددهاي گويا را مي‌توان روي محور نشان داد؛ مثل 

. اما ريشه‌هايي كه گنگ هستند، با اينكه جبري‌اند،  8
27

ريشــة سوم 

امــا تعدادي از آن‌ها قابل نمايــش به‌صورت دقيق روي محور عددها 

نيستند؛ مانند ريشة سوم 2.
براي نمايش ريشــة دوم عددهاي طبيعــي از قضية فيثاغورس 
كمك مي‌گيريم و با رســم مثلث يا مثلث‌هــاي قائم‌الزاويه به‌صورت 

متوالي، به‌ طول وتر دلخواه مي‌رسيم.
5 روي محور مي‌توان  مثلًا براي نمايش پاره‌خطــي به‌ طول 
بــه اين روش‌ها عمل كرد: چهار مثلث قائم‌الزاويه به ضلع‌هاي قائم 1 
واحد، و يا كي مثلث به ضلع‌هاي قائم 2 و 1. اكنون اين سؤال پيش 
مي‌آيد كه براي رسم اين مثلث و يا مثلث‌ها، در ابتداي امر مثلث اولي 

را در چه جهتي بايد رسم كنيم:
در اينجا از چهار مثلث استفاده ميك‌نيم و در جهت‌هاي متفاوت 

رسم را انجام مي‌دهيم.

فاطمه معين‌الديني

عددهاي رسم‌پذير
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1 1 1 1

11

1

1

1

1

1 1
1

1

1
1 1

1

1

5

5 5

5

B AO

 شكل 1  

اگر دقت كنيم، آخر وتر در هر جهت برابر با شعاع دايره و به طول 
 5 5 اســت. پس طول پاره‌خط‌هاي OA و OB نيز مســاوي 
+ و  5 اســت. اگر O مبدأ مختصات  باشــد، A نشان‌دهندة عدد 
- است. بنابراين، براي نمايش اين عددها،  5 B نشان‌دهندة عدد 
سوزن پرگار را روي نقطة آغاز رسم مثلث‌ها مي‌گذاريم و دهانة پرگار 
را به اندازة آخرين وتر باز ميك‌نيم. اگر علامت رادكيال مثبت باشــد، 
به جهت راســت كمان مي‌زنيم و اگر علامت رادكيال منفي باشد، به 

سمت چپ.
البته رسم مثلث يا مثلث‌ها در هر جهتي مي‌تواند باشد و تأثيري 
روي علامت رادكيال ندارد. اما به اشتباه رايج شده است، براي نمايش 
 - 5 + از مبدأ به سمت راست مثلث‌ها را رسم كنيم و براي  5

به سمت چپ.
در توجيه اين امر گفته‌اند، زمانيك‌ه مثلث‌ها را به سمت راست رسم 
ميك‌نيم، انتهاي آخرين وتر به عدد روي محور نزد‌كيتر است و كمان 
كوچ‌كتري بايد زد. براي منفي هم همين‌طور اســت. در حاليك‌ه اگر 
به شــكل 1 دقت كنيم، مثلث‌هايي كه به سمت راست رسم كرده‌ايم، 
+ است، بيشتر  5 آخرين وتر از جايگاه نقطة A كه نشــان‌دهندة 
+ كارساز است كه با  5 فاصله گرفته است. توجيه مزبور زماني براي 

كي مثلث به ضلع‌هاي 1 و 2 رسم شود )مانند شكل 2(.

5

52 +0

 شكل 2  

، اگر از رســم دو مثلث در دو  -2 18 مثلًا براي نمايش عدد 
جهت مختلف استفاده كنيم، هيچ تفاوتي ايجاد نميك‌ند. براي نمايش 
اين عدد، مكان عدد 2 روي محور مشــخص است و كافي است وتري 
18 پيدا كنيم. پس ابتــدا ضلع‌هاي مثلث قائم‌الزاويه را  به طول 

ميي‌ابيم:

:
:
: ...

→ + ⇒
→ + + ⇒
→ + + + ⇒

18

18 9 9
18 16 1 1
18 1 1 1



 كيمثلث به ضلع‌هاي قائم 3 و 3
دو مثلث به ضلع‌هاي قائم 4 و 1 و 1

هفده مثلث به ضلع‌هاي قائم 1

راحت‌تر اين اســت كه مثلث‌هايي به ضلع‌هاي قائم 3 و 3 رسم 
كنيم.

3

3 3

4 5

33

6 710-1-2 2

18 18

18

         

 شكل 3  

همان‌طور كه در شكل 3 ملاحظه كرديد، چه مثلث را در سمت 
راســت عدد 2 و يا در سمت چپ عدد 2 رسم كنيم، نهايتاً كمان به 
ســمت چپ كه زده شود، هر دو كي جايگاه را نمايش مي‌دهند. اگر 
بــه دانش‌آموز آزادي عمل دهيم، اين موضــوع را به‌صورت مفهومي 
مي‌آموزد. اما اگر قيد و شــرط قرار دهيم، دچار سردرگمي مي‌شود و 

حفظي به اين كار مي‌پردازد.
4 : )ريشة چهارم عدد 2(  اكنون مي‌خواهيم جايگاه عدد جبري 2

را روي محور اعداد حقيقي پيدا كنيم:
از خواص طولي مثلث قائم‌الزاويه استفاده ميك‌نيم)شکل4(.

BH AH . HC

BH AH . HC

= ⇒

=

2

2

BH AH . HC

BH AH . HC

= ⇒

=

2

2

C

B

A
H

 شكل 4  
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x = = = × ⇒2 24 2 22 2 2 1

C

B

A
H

x

21  شكل 5  

 ،B حال براي رســم دقيق مثلث قائم‌الزاوية شكل 5 به رأس قائم
از زاوية محاطي اســتفاده ميك‌نيم. مي‌دانيم كه اندازة زاوية محاطي 
روبه‌رو به قطر دايره 90 درجه است. پس كافي است كي دايره به قطر 

1+ رسم كنيم. 2
1+ روي  2 براي رسم اين دايره، بايد پاره‌خط AC را به طول 

محور مشخص و سپس مركز دايره را روي اين قطر پيدا كنيم.
1+ و پيدا كردن وسط پاره‌خط  2 براي رســم پاره‌خط به طول 

)نقطة M( مراحل زير را انجام مي‌دهيم:
، شــروع كار از مبدأ  +1 2 گام 1. بــراي رســم‌ پاره‌خط به طول 
مختصات اســت. اما جهت رسم مهم نيســت و فقط طول پاره‌خط 
اهميت دارد. يعني مي‌توان 1 واحد از مبدأ به ســمت راست رفت و 

2 واحد از مبدأ به سمت چپ، و يا برعكس.
 2 در شكل 6، 1 واحد به سمت چپ مبدأ حركت ميك‌نيم و 

واحد به سمت راست مبدأ مختصات مي‌رويم.

0 1

1

1

-1-2 2

2

2

A C

1 + 2
 شكل 6  

گام 2. حال عمودمنصف پاره‌خط AC را رسم ميك‌نيم تا نقطة وسط 
پاره‌خط را پيدا كنيم و آن را M مي‌ناميم )شكل‌7(.

CA
M

O

 شكل 7  

گام 3.  دايره‌اي به مركز M و شــعاع MA رسم ميك‌نيم )شكل‌8(. 
اکنــون هر نقطه از دایره را اختیــار کنیم و به دو نقطة A و C وصل 

1+ ايجاد مي‌شود. 2 كنيم، مثلث قائم‌الزاويه‌اي به قطر 

M

B

A CO

 شكل 8  

امــا با توجه به اينكه ارتفاع وارده‌اي مي‌خواهيم كه قطر را به دو 
2 تقسيم كند، بايد پاي ارتفاع مبدأ مختصات باشد:  قسمت 1 و

 
OB AO OC OB

OB OB

= × ⇒ = × =

⇒ = ⇒ =

2 2

4

1 2 2

2 2
+ را روي  4 2 اكنون با زدن كمان در ســمت راست مبدأ، عدد 
 - 4 2 محور نشان مي‌دهيم و با زدن كمان در سمت چپ مبدأ، عدد 

را به نمايش مي‌گذاريم )شكل‌9(.

MA CO
24 24

24

 شكل 9  

اما عددي را كه جبري نباشــد، »عدد متعالي«، »ترافرازنده« يا 
»غيرجبري« مي‌ناميم. نمونه‌هایي از عددهاي ترافرازنده‌، »عدد پي« 
( و »عدد اولر« )e( هســتند. تاكنون نمونه‌هاي كمي از عددهاي  π (
ترافرازنده شناخته شــده‌اند، چرا كه اثبات ترافرازنده بودن كي عدد 
دشوار است. با اين حال شمار آن‌ها كم نيست و تقريباً همة عددهاي 

موهومي و حقيقي ترافرازنده شمرده مي‌شوند.
نخســتين اثبات وجود عددهاي ترافرازنــده را جوزف ليويل، 
رياضي‌دان فرانســوي، در ســال 1844 ارائه داده است. آيا مي‌توان 
عددهاي متعالي را با پرگار به دقت رســم كرد؟ در همين مقاله ذكر 
شــد، حتي برخي عددهاي جبري را نمي‌تــوان به‌صورت دقيق روي 
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محور نشان داد و مي‌دانيم نمايش عددهاي غيرجبري به صورت دقيق 
امكان‌پذير نيست.

22 كي عدد غيرجبري است؛ زيرا: براي مثال، عدد 
x

x

x log x log log

log

= ⇒ = ⇒ =

⇒ - =

2
2

2

2 2 2 2
2 0

كه اين معادله با معادلة چندجمله‌اي زير:
 

n n
n na x a x .... a x a-

-+ + + + =1
1 1 0 0

22 كي عدد متعالي است. اما  با ضرايب گويا كيي نيست. پس عدد 
براي رسم تا حدي غيردقيق آن مي‌توان از تلاقي نمودارهاي زير كمك گرفت:

x xx log log= ⇒ - = ⇒ =2
2 22 2 0 2

f و  (x) =1 2 نمودارهــاي  تلاقــي  22 محــل  يعنــي 
xf است. (x) log=2 2

y را پيدا ميك‌نيم )شكل10(. = 2 ابتدا مقدار 

2

2

1

1

 شكل 10  

f را كه خطي عمود بر محور ‌y در  (x) =1 2 اكنون نمــودار 

2 است، رسم ميك‌نيم )شكل 11(: نقطة 

2

1

2f1(x) =

 شكل 11  

xf را رســم ميك‌نيم )قســمت غيردقيق  (x) log=2 2 نمودار 
ترسيم در رسم تابع لگاريتم پيش مي‌آيد( و محل تلاقي اين نمودار با 

f را مشخص مي‌سازيم )شكل 12(. (x) =1 2 نمودار 

log x
2

x
1
4

1
2 1 2 4

-2 -1 0 1 2

 

F
log x

2f2(x)=

f1(x)= 2

شكل 12  

22 را روي محور  حال اگر از F بر محور  ‌xها عمود كنيم، نقطة 
نشان داده‌ايم )شكل 13(.

براي رســم عمــود نيز از پــرگار كمك مي‌گيريــم. پس نقطة 

H نقطة مورد نظر مسئله است. = 22

log x
2f2(x)=

F
F1(x)= 2

H

 شكل 13  

π كي عدد گنگ و كي عدد متعالي اســت و نمي‌توانيم آن را 

π تعريف‌هاي  به‌صــورت دقيق روي محور نمايش دهيــم. اما براي 
. ابتدا نشــان مي‌دهيم  +2 3 زيادي تخمين زده‌اند؛ از جمله 
2+ كي عدد جبري است و سپس آن را روي محور عددهاي  3

حقيقي نمايش مي‌دهيم )به كمك پرگار و رابطة فيثاغورس(:

x x
(x ) x x

= + ⇒ = + ⇒

- = ⇒ - - =

2

2 2 4 2

2 3 5 2 6
5 24 10 19 0

2+ عددي جبري اســت. براي  3 پس واضح اســت كه 
2+ قطعاً روش‌هاي متعددي وجــود دارند كه در  3 نمايــش 

اينجا كيي از آن‌ها را ذكر ميك‌نيم.
، از ضلع‌هاي قائم 1 و 1،  2 براي رسم مثلث قائم‌الزاويه به وتر 
3 از ضلع‌هاي قائم 1، 1 و 1 استفاده ميك‌نيم. مي‌بينيم كه  و وتر 
ضلع قائم 1 در هر دو مشترك است. پس مي‌توان از اين ضلع به‌عنوان 
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ضلع مشترك استفاده كرد؛ مانند )شكل 14(.
1

3

2

1

1 1

 شكل 14  

براي رسم دقيق روي محور مراحل زير را انجام مي‌دهيم:
2 را روي محور نشان مي‌دهيم. )شکل 15(  .1

2
0

1

1

 شكل 15  

2 روي  2. به كمك زاوية محاطي مثلث قائم‌الزاويه‌اي به قطر 
محور رســم ميك‌نيم. در اينجا بعد از رسم عمودمنصف و پيدا كردن 
، رأس قائم  2 مركز دايره )M( و رســم دايره به مركزيت M و قطر
را محل تلاقي دايره و عمودمنصف قرار مي‌دهيم تا مثلث قائم‌الزاوية 

متساوي‌الساقين با ساق‌هاي 1 و 1 حاصل شود. )شکل 16(

2

A

MO

 شكل 16  

، ضلع‌ قائم 1 را سوار ميك‌نيم  2 اكنون روي ضلع 1 مثلث با وتر
3 برسيم و كمان دلخواه را بزنيم. )شکل 17( تا به وتر

3
2 3

1

+ =

1

1 1
π

 O 2 3  شكل 17  

سؤال جالبي كه به ذهن خطور ميك‌ند، چنين است: »اگر عددي 
رسم‌پذير باشد، آيا معكوس عدد نيز رسم‌پذير مي‌شود؟« رابطة اصلي 
. با توجه  a.

a
=

1 كه كي عدد با معكوســش دارد، چنين اســت: 1

بــه اينكه براي رســم از مثلث قائم‌الزاويه و روابــط طولي آن كمك 
مي‌گيريم، رابطة زير راهگشاي سؤال است:

BH AH . HC

AH . HC

AH . HC

=

= ⇒

=

2

21
1

A H

B

C

1

 شكل 18  

HC وارون كيديگر هستند. AH و  واضح است كه 
اما براي نمايش معكوس كي عدد رسم‌پذير روي محور، بايد H را 
مبدأ مختصات در نظر بگيريم و طبق گام‌هاي زير ادامه دهيم. دقت 
شــود، چون در نمايش دو طرف مبدأ مختصات قرار مي‌گيرند، پس 
اين عددها قرينة معكوس كيديگر هستند كه لازم است براي معكوس 

عدد، قرينة عدد را نمايش دهيم:

B

O-a

1
1
a

+  شكل 19  

1. نمايش عدد رسم‌پذير روي محور مختصات )براي مثال a-(؛
2. رسم خط عمود BO به اندازة كي واحد از مبدأ مختصات؛

 .-a و نقطه B 3. رســم خط عمود بر پاره‌خط واصــل بین نقطه
محــل تلاقي اين خط و محــور اعداد محل نمايــش معكوس عدد 

رسم‌پذير است.
- را روي محور اعداد نمايش دهيد. +1 5 مثال: معكوس عدد 

1- را روي محور نمايش مي‌دهيم. 5 ابتدا عدد 
سپس مراحل بالا را طي ميك‌نيم تا به جواب سؤال، يعني نمايش 

- برسيم. )شکل 20( +1 5 معكوس 

5
11

2151 - 0

- +
1

1 5  شكل 20  
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مسائل حسابان 2

)پاية دوازدهم رشتة ریاضی(

اصلان صفوي

تـــابع  نـــمودار   ، f (x) x= 3 تــابـــع  انتقــال  بــه كمــك   .1
g(x) را رسم كنيد. x x x= - + -3 26 12 7

y است. تبديل يافتة A با توجه  f (x)= A روي تابع  -2
1 2. نقطة 

g(x) را بيابيد. f ( x)= + -1 2 2 3 به تابع 

3. براي شكل 1 كي ضابطه بنويسيد.

1

5

2
π

2
3 π

 شكل 1 

cos را بيابيد. x cos x- - =2 2 0 4. جواب‌هاي كلي معادلة 

5. حاصل حدهاي زير را بيابيد:
xlim
x

x

+ 
 + 
→ +∞

2 5
4

xlim      ج(‌
x

x

+
-

→ -∞
2

2 5
3
xlim      ب(

x
x +

-
-

→ -

2
3

4
2

 الف(

6. درست يا نادرست بودن هر كي از موارد زير را مشخص كنيد:
x بخش‌پذير است. x بر ‌1+ x x+ + -3 2 4 4 الف( عبارت ‌

ً‌ نزولي است. ) ايكدا , )-∞ 1 y در بازة  x x= + -2 4 ب( تابع 1
y در دامنه‌اش ايكداً صعودي است. tan x= پ( تابع 

π است. y برابر  tan( x)π
= +3

3
ت( دورة تناوب تابع 

x بررسي  = را در نقطة 1 f (x) x x= -2 1 7. مشــتق‌پذيري تابع ‌
كنيد.

8. مشتق تابع‌هاي زير را بيابيد )ساده‌ كردن الزامي نيست(:

y x
x

= + 3 23 ب( 	y
x x x

=
+ 3

2 الف( 

y Sin ( x )π
= -5

6
پ( 

t سوراخي در ظرف  =0 9. گنجايش ظرفي 40 ليتر است. در لحظة 
ايجاد مي‌شود. اگر حجم مايع باقي‌مانده در ظرف پس از t ثانيه از 
tV به‌دست آيد، در چه زماني آهنگ تغيير  ( )= - 240 1

100
رابطة 

مي‌شود. [ ],0 100 لحظه‌اي حجم برابر آهنگ متوسط آن در بازة ‌

g(x) را رســم و تعيين  x x= - +4 22 5 10. جــدول تغييرات تابع 
كنيد تابع در چه بازه‌اي نزولي ايكد است.

af اسـت.  (x) bx
x

= + 2 A اكسترمم نسبي تابـع  -1
3 11. نقـــطة 

مقادير a و b را بيابيد.
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y x ax x= + +4 3 23
2

12. بــه ازاي چه مقاديري از a تقعر منحني 
همواره روبه بالاست.

xy را رسم كنيد.
x

-
=

+
2 1

2
13. نمودار تابع ‌

14. در جاهاي خالي عبارت يا مقادير صحيح قرار دهيد:
y داراي ...... نقطة بحراني است. x= -2 1 الف( تابع 

f باشــد، نمودار ' f محور ‌xها را در  (x) x x x= + -3 2 ب( اگر 
... نقطه قطع ميك‌ند.

، طول نقطــة عطف برابر ...  y x x x= - + +3 22 1 پ( در تابع 
است.

A در نقطــة f " و f '  علامــت   A ‌ت( در نمــودار 
به‌ترتيب ... و ... است. 

مسائل هندسه3

)پاية دوازدهم رشتة ریاضی(

حسین کریمی

1. جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 
الف( ماتریس قطری که درایه‌های روی قطر اصلی آن 4 باشــند، 

ماتریس..... نامیده می‌شود. 
ب(  حاصل‌ضرب ماتریس‌های مربعی هم‌مرتبه خاصیت جابه‌جایی 

 . .....
ج( مکان هندســی، مجموعه نقاطی از صفحه )یا فضا( است که 
همة آن‌ها یک..... داشــته باشند و همچنین هر نقطه  که آن 

..... را داشته باشد، عضو این مجموعه باشد. 
د(  حاصل‌ضرب داخلی دو بردار برابر صفر شده است. آن دو بردار 

..... یا ..... آن‌ها صفر است.
هـ ( مکان هندسی نقاطی از صفحه را که از یک خط ثابت در آن 
صفحــه و از یک نقطة ثابت غیرواقع بر آن خط در آن صفحه 

به یک فاصله باشند، ..... می‌نامیم. 

2. درستی و نادرستی جمله‌های زیر را مشخص کنید: 

a ‌باشد،  b c
a b c

= ≠
′ ′ ′

، اگر  ax by c
a x b y c

+ =
 ′ ′ ′+ =

الف( در دســتگاه 

دستگاه جواب منحصربه‌فرد دارد. 

معادلة یک دایره است.  x y x y+ - - - =2 2 3 6 ب( رابطة 0

 A K=2 8 A باشد، آنگاه، ‌ K= 4× و 4 ج( اگر A یک ماتریس
است. 

د( درحالتی که خروج از مرکز بیضی به ســمت عدد 1 نزدیک‌تر 
شود، بیضی به سمت دایره شدن، نزدیک‌تر می‌شود. 

B خاصیت 
m n

 
=  

 

5 6 A و  
=  

 

1 2
3 4

3. ضــرب دو ماتریــس 

جابه‌جایی دارد. m و n را به دست آورید. 

A1400 را به‌دست آورید.  ، حاصل A  
=  - 

1 1
1 1

4. با فرض 

a و 
B

b
 

=  
 

0
0

a و 
A

b
 

=  
 

0
0

5. ابتدا دترمینــان ماتریس‌های

 را به دست آورید. سپس 
a

D b
c

 
 =  
  

0 0
0 0

0 0
 و 

a
C b

c

 
 =  
  

0 0
0 0
0 0

 . C D+ =0 و  A B+ =0 نشان دهید: 

A ، وارون ماتریس A  را به دســت 
A

A
 

=  
 

2
0 3

6. با فــرض 
آورید. 

7. معادلة ماتریسی روبه‌رو را حل کنید: 

A     
× × =     

     

1 2 5 6 9 10
3 4 7 8 11 12

 ،A=3A-1 :باشــد و داشته باشیم ×3 3 8. اگر ‌A ماتریس وارون‌پذیر
وارون ماتریس I-A را به دست آورید. 

9. اگــر A ماتریــس وارون‌پذیر باشــد و A3+A=I، وارون ماتریس 
A2+A+I را به دست آورید. 

10. نتوانســتیم نقطه‌ای پیدا کنیم که از هر سه نقطة متمایز B، A و
C به یک فاصله باشد، در مورد B، A و C چه می‌توان گفت؟ 

m نـقـطه‌ای در خـارج دایـره بـه معـادلـة 

m

x
M

y
11. فـرض کـنید: 

 M مماس رسم شده از MT باشد و ‌x y ax by c+ + + + =2 2 0

 m m m mMT x y ax by c= + + + + =2 2 2 بر دایره. نشان دهید: 0

M بــر دایره بــه معادلة 
1
2

ســپس طول مماس رسم‌شــده از 

x را به دست آورید.  y x y+ + + + =2 2 3 7 3 0
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 نقطــه‌ای روی دایــره بــه معادلــة 
m

m

x
M

y 12. فــرض کنیــد 
)o مرکز  , )α β x) باشــد که در آن، ) (y ) R- α + - β =2 2 2

دایره است. نشان دهید معادلة خط مماس رسم‌شده از M بر دایره 
 ، m m(x )(x ) (y )(y ) R- α - α + - β - β = 2 عبارت اســت از
 x y x y+ - + =2 2 4 2 20 سپس از نقطة A(5,3) واقع بر دایره 

مماس رسم کرده‌ایم. معادلة خط مماس را بنویسید؟ 

واقع است. نشان دهید مرکز  C (F , )′ ′ 9 13. دایرة C(F,3) درون دایرة
دایره‌هایی که مماس خارج با C و مماس داخل با 'C هســتند، 
روی یک بیضی به کانون‌های F و '‌F واقع‌اند. سپس مقدار ثابت 

بیضی را به دست آورید.

14. در بیضی E، از کانون F عمودی بر محور کانونی رســم کرده‌ایم 
که بیضی را در نقطه‌هایM و N قطع کرده اســت. ثابت کنید: 

 . bMN
a

=
22

)S رأس  , )1 3 کانون و  F( , )-1 2 15. معادلة سهمی‌ای را بنویسید که
آن باشد. سپس معادلة خط‌ هادی آن را بنویسید. 

a و = 3 ، b = 26


مفروض‌اند، به‌طوری‌که: b


a و 16. بردار‌هــای
 a . مســاحت متوازی‌الاضلاع بنا شده بر دو بردار a b× = -22



را به دست آورید.  b


و
، a ( , , )= 1 2 3 17. حجــم چهــار وجهی بنا شــده بر ســه بــردار

c را به دست آورید.  ( , , )= -3 1 1 b و ( , , )= -1 4 2


18. بــه کمــک بردارها ثابت کنیــد: مجموع مجذور انــدازة اضلاع 
متوازی‌الاضلاع برابر است با مجموع مجذور اندازة دو قطر آن.

مسائل ریاضی 3 تجربی

)پاية دوازدهم رشتة تجربی(

اصلان صفوی

1. با توجه به نمودار f نمودار تابع g(x)=1-2f(3x-2) را رسم کنید. 

2-2

-1

2. حدود a را طوری تعیین کنید که تابع y=x2+(2a-1)x+2 در بازة 
)3 , ∞-( اکیداً نزولی باشد.

g(x) باشــند، دامنة تعریف 
x

=
-
1

3
f و  (x) x= -2 4 3. اگر 

تابع fog(x) را بیابید.
4. اولاً: ثابــت کنید تابــع y=x2-6x+3 در بازة )3 , ∞-( یک‌به‌یک 

است. ثانیاً: تابع وارون f را در این بازه بیابید.
xy مقادیــر max و min و دورة  sin( )π

= - +2 7 3
2

5. در تابــع 
تناوب را بیابید.

sin را بیابید. x cos x+ =22 3 6. جواب‌های کلی معادلة 1
7. حاصل حدهای زیر را بیابید:

 .الف
x

xlim
x-→-

+
-22

1
4

 .ب
x

x xlim
x x→

-
+ -212 3 5

 .پ
x

xlim
x→+∞

+
+ -

2 3
2 1 2

8. مشتق توابع داده شده را بیابید:
y .الف ( x x )(x x )= - +2 3 2 33

x .ب xy
x x

-
=

+2
2

3

، ابتدا نقاط بحرانی تابع را  y x x x= - + + -3 22 3 12 9 9. در تابــع 
مشخص کنید. سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم 

و می‌نیمم نسبی آن ‌را مشخص کنید.
 xy -

=
6

2
10. ابعاد مستطیلی را بیابید که یک رأس آن روی خط 

قرار داشته و مطابق شکل، به محورهای مختصات محدود باشد و 
بیشترین مساحت را داشته باشد.

2
6 -  xY=

B
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11. درستی یا نادرستی جمله‌های زیر را مشخص کنید:
y در نقطه‌ای به طول  x= 3 2 الف. شــیب خط مماس بر منحنی 

2 است.
3

x برابر  = 1

ب. هر نقطة اکسترمم نسبی تابع، یک نقطة بحرانی آن است.

y در دو نقطه مشتق‌ناپذیر است. x= - 21 پ. تابع 

ت. اگر تابع f در x=a پیوسته باشد، آن‌گاه در این نقطه مشتق‌پذیر 
هم هست.

‌12. مرکــز دایــره‌ای نقطة )3- و o)2 اســت. این دایــره روی خط
3x-4y+2=0 وتری به‌طــول 6 جدا می‌کند. معادلة این دایره را 

بنویسید.

13. معادلة دایره‌ای را بنویســید که مرکــز آن )1- و1-(  و با دایرة 
x مماس درون باشد. y x y+ - - =2 2 4 6 3

، مرکز آن )1- و4-( و طول قطر  4
5

14. خــروج از مرکز یک بیضــی 
کوچک آن 6 واحد اســت. طول قطر کانونی و فاصلة کانونی آن 

را محاسبه کنید.
15. یک سکه را پرتاب می‌کنیم. اگر پشت بیاید 4 سکة دیگر را با هم 
پرتاب می‌کنیم. در این آزمایش احتمال اینکه دقیقاً یک سکه رو 

ظاهر شود، چقدر است؟
16. درستی یا نادرستی جمله‌های زیر را مشخص کنید:

الف. اگر A و B با هم رخ ندهند، می‌گوییم A و B مســتقل از 
هم هستند.

ب. مجموعة عددهای گویا و مجموعة عددهای اصم یک افراز روی 
مجموعة عددهای حقیقی تشکیل می‌دهند.

( )(fog) =4 5 g باشند، آن‌گاه:  ( )- =1 7 f و 4 ( )- =1 5 7 پ. اگر 

f بر x+1 برابر 2- است. (x) x x x= - + +3 22 3 ت. باقی‌ماندة تقسیم 2

........................................................................................................................................................................................
در دو عدد 10 رقمی زیر، کلیة اعداد از صفر تا 9 هر کدام یک بار نوشــته شده‌اند و جالب آنکه 

این دو عدد به همة اعداد از 2 تا 18 قابل قسمت هستند.

4876391520

3785942160

........................................................................................................................................................................................
به عدد 9 رقمی زیر خوب نگاه کنید. عدد جالبی است.

در ایــن عدد، کلیة اعداد از یک تا 9 هر کدام یک مرتبه آمده‌اند. خاصیت جالب دیگر این عدد 
آن است که دو عدد اول آن به عدد 2، سه عدد اول آن به عدد 3، چهار عدد اول آن به عدد 4، پنج 

عدد اول آن به عدد 5 و بالاخره نه عدد کل آن به عدد 9 قابل قسمت است.

381654729
........................................................................................................................................................................................
غلامرضا یاسی‌پور

اعداد جالب ریاضی

ادب ریاضی



44

راهنمای    
حل‌مسائل

پاسخ مسائل  

رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ سی‌ام |  شمارۀ 3 |  بهار 1400

مسائل حسابان 2

y x x x= - + -3 26 12 7                                                          .1
y x x x (x )= - + - + = - +3 2 36 12 8 1 2 1

1

2

1- برابر
3

2. تغييرات x: 2 واحد اضافه ← 

تغييرات y: 2- برابر ← كي واحد اضافه
'A A- →2 0

1 3

T است. π π
= - = π

3
2 2

min و  = 1 max و  = 5 3. با توجه به شكل: 

y a Sin bx c T b b
b

max a c
c c a a

min a c

π
= + = = π → = → = ±

= + =
→ = → = → = → = ±

= - + =

2 2 2

5
2 6 3 2 2

1

a.b باشد. بنابراين: <0 مطابق شكل بايد
c = 3
a = -2    → y Sin x= - +2 2 3  
b = 2

.4

غ‌ق‌ق

cos x cos x
cos x cos x

cos x cos x
cos x x k

cos x

- - =
- - - =

→ - - =
= - → = π + π

=

2

2

2 2 0
2 1 2 0

2 3 0
1 2

3
2

xlim
x

x

= =
-∞

→ -∞
2

2 2 0 ~                      ب(  ~
+ +

- -
-∞

-
5 5

4 4 0
5. الف( 

lim
x

x

- -- -       + = + = + = =       + +∞   
→ +∞

3 32 2 2 0 2 1
4

ج(               
         

  
6. الف( نادرست     ب( نادرست     پ( نادرست     ت( درست

x xf (x) f ( )lim lim
x x

x x
x(x ) x(x )f ' ( ) lim lim

x
x x

x(x ) x(x )f ' ( ) lim lim
x

x x

-

-

+

+

- --
=

- -
→ →

- - - +
= = = -

-
→ →

+ - +
= = =

-
→ →

2

2

2

1 01
1 1

1 1
1 11 2

1 1
1 1

1 11 2
1 1

1 1

                            .7

f ' ( ) f ' ( )- +≠ →1 1 مشتق‌ناپذير است.

x xy '
x

x

-
+

=
+

2 3

3 2

3 2
3

32

               ب( 
( x x )

y '
(x x x )

- +
=

+

2

3 2

32 3
2 8( الف(  

yپ(                                     sin ( x )

y ' ( ).cos( x )sin ( x )
x

π
= -

- π π
→ = - -

5

4
6

15
6 62

                                   

.9v( ) v( )

tv ' ( )

t( )

t t( ) t

- - -
= = =

-
-

= = × × -

- -
= → - =

+ - = → - = → =

100 0 0 40 40
100 0 100 100

140 2 1
100 100

80 401
100 100 100

12 1 1 1 50
100 100 2

آهنگ متوسط

آهنگ لحظه‌اي

آهنگ لحظه‌ايآهنگ متوسط
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.10x

y - + - +
y

0-1 1

0 0 0

y ' x x
x

x(x ) x

= - =
=

- = → = ±

3

2

4 4 0
0

4 1 0 1

ً‌ نزولي است. ‌ ] ايكدا ],0 1 ) و  ],-∞ -1 در بازه‌هاي 

11. بايد به ازاي طول نقطة A مشتق صفر شود.
af (x) bx
x

af '(x) bx f '( ) a b
x

b
f ( ) a b a

= +

-
= + → - = → - - =

→ = -
→ - = → + + = =

2

2 2 1 0 2 0

3
1 3 3 نقطة A در تابع صدق مي‌كند6

 .12f "
f '(x) x ax x
f "(x) x ax

a a a

→ >
= + + →
= + + >

∆ = - < → < → - < <

3 2

2

2 2

0
4 3 3
12 6 3 0

36 144 0 4 2 2

تقعر f رو به بالا باشد

∆ باشد تا عبارت درجة دوم همواره مثبت باشد. <0 بايد 

.13xy
x

:x K

:y

y '
(x )

-
=

+

= -
-

=

= >
+ 2

2 1
2

2 1
2

2
5

2





مجانب قائمكمكي

مجانب افقي

- ∞

- ∞
- ∞

- ∞x

y + +
y         

-2

2

X = -2

K

f ' , f "> <0 bx     ت( 0
a

-
= =

1
3 6

14.  الف( سه     ب( دو         پ( 

مسائل هندسه3

ب: ندارند  		 1. الف: اسکالر 
د: عمود بر یکدیگر- حداقل یکی از  		 ج: ویژگی- ویژگی  

    هـ ( سهمی

2. الف: نادرست     ب: درست     ج: نادرست    د: نادرست 

m ,n
n m

-
= = ⇒ = =

-
1 4 2 3 9 14
5 6

                                                  .3

.4

    

A A

A A I

   
= ⇒ = ⇒   - -   

- 
= ⇒ = - 

2

4 8

1 1 0 2
1 1 2 0
4 0

16
0 4                                                       

A (A ) ( I) ( I) I= = = =1400 8 175 175 4 175 70016 2 2                                      

A ab, B ab, C abc, D abc= = - = = -                                 .5

A B ab ( ab)⇒ + = + - =0

, C D (abc) ( abc)+ = + - =0

A
A A

A

 = ⇒
= - ⇒ 

=

2
0

3 0 1
3

A                                 .6 وارون ندارد

A A-
-    -    = ⇒ = =             

1
1 1 2 3 62 33 1 0 100 1 3 	

A
-  -      × = × =-       -       

4 31 2 9 10 1 2
7 53 4 11 12 2 3
2 2

                      .7

A
- -   -    = =    -- -       

2 1 0 11 2
3 1 1 32 3
2 2 3 2

.8
A A A I I A I

(I A)(I A) I

(I A) (I A)

-

-

= ⇒ = ⇒ - = -
⇒ - + = -

⇒ - = - +

1 2 2

1

3 3 2
2

1
2

.9
A A I A I A

(A I)(A A I) A

+ = ⇒ - = -

⇒ - + + = -

3 3

2

A A F A I A

(A I)(A A I) A

+ = ⇒ - = -

⇒ - + + = -

3 3

2
A (A I)(A A I) I

(A I)(A A I) I

-

-

⇒ - - + + =

⇒ - + + =

1 2

1 2A (A I)(A A I) I

(A I)(A A I) I

-

-

⇒ - - + + =

⇒ - + + =

1 2

1 2
(A A I) A I- -⇒ + + = -2 1 1
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10. هر سه نقطه بر یک استقامت‌اند و تشکیل مثلث نمی‌دهند. 

.11a bx y ax by c o( , ),

a b cR

- -
+ + + + = ⇒

+ -
=

2 2

2 2
2

0
2 2

4
4

a bx y ax by c o( , ),

a b cR

- -
+ + + + = ⇒

+ -
=

2 2

2 2
2

0
2 2

4
4

m m
a bMT MO R (x ) (y )

a b c

= - = + + +

+ -
- ⇒

2 2 2 2 2

2 2
2 2

4
4

m m
a bMT MO R (x ) (y )

a b c

= - = + + +

+ -
- ⇒

2 2 2 2 2

2 2
2 2

4
4

m m m mMT x y ax by c

MT ( ) ( ) ( ) ( ) MT

= + + + +

= + + + + = ⇒ =

2 2 2

2 2 21 2 3 1 7 2 3 25 5
m m m mMT x y ax by c

MT ( ) ( ) ( ) ( ) MT

= + + + +

= + + + + = ⇒ =

2 2 2

2 2 21 2 3 1 7 2 3 25 5

.12

[ ]
[ ]

m m

m m

(y ) ( y ) (y )

(x ) (x ) ( x )

⇒ - β + β - - β =

- - α - α + α -

[ ]
[ ]

m m

m m

(y ) ( y ) (y )

(x ) (x ) ( x )

⇒ - β + β - - β =

- - α - α + α -

m m

m m

(x )(x ) (y )(y )

(x ) (y ) R

⇒ - α - α + - β - β

= - α + - β =2 2 2

x y x y (x ) (y )+ - + = ⇒ - + + =2 2 2 24 2 20 2 1 25

معادلة خط مماس m
m m

m

x
: y y (x x )

y
- α

- = - -
- β

m m

mm m

m

x x
M , O

yy y
x

α - α-
⇒ = = -

- ββ - β
- α

1m m

mm m

m

x x
M , O

yy y
x

α - α-
⇒ = = -

- ββ - β
- α

شیب خط مماس1

معادلة خط مماس : (x )( ) (y )( )
y x

- - + + + =
⇒ + - =

2 5 2 1 3 1 25
4 3 27 0

: (x )( ) (y )( )
y x

- - + + + =
⇒ + - =

2 5 2 1 3 1 25
4 3 27 0

 .R در نظر می‌گیریم و شــعاع آن را M 13. مرکــز یکی از آن دایره‌ها را
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 . a =2     مکانM یک بیضی است به کانون‌های ‌F و 'F و مقدار ثابت 6

.14

F

M

N

F

MF MF a MF a MF
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2 2

24 4 4 4

.15

(x ) (y )- = - -21 20 3

Fسهمی قائم است  SX X a SF= = ⇒ ⇒ = = -1 5


معادلة خط هادی s: y y a y ( ) y= - ⇒ = - - ⇒ =3 5 8

              .16S a b a b sin a b cos cos= × = θ = - θ = - θ2 21 78 1�

    

a.bS ( ) ( )
a b

-
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1 1 1545
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حجم متوازی‌السطوح

حجم چهار وجهی حجم موازی‌السطوح
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ك سالانه مجلات عمومى رشد (هشت شماره): 900/000 ريال
 هزينة اشترا

ك سالانه مجلات تخصصى رشد (سه شماره): 450/000 ريال
 هزينة اشترا

  نشانى: تهران، صندوق پستي امور مشتركين: 15875-3331
 تلفن امور مشتركين: 490116 88  , 021-88867308 

Em
ail: Eshterak@

roshdm
ag.ir 

ت  در خواستى:
 عنوان مجلا

 نام و نام خانوادگى:................................................................
ت: ..........................

صيلا
 ميزان تح

 تاريخ تولد:....................... 
ن:..................................................................................

 تلف

ستى:  ................................................................
شانى كامل پ

 ن
ن:................................... 

ستا
شهر

ن:................
ستا

ا

خيابان: .................................................................... 
ستى: ..........................................
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ك: ...................

پلا

ش بانكى:....................................................................
شمارة في

مبلغ پرداختى:................................................................

ك خود را بنويسيد:
ك مجله رشد بوده ايد، شمارة اشترا

 اگر قبلاً مشتر
  

   
               

ضا:
                                     ام

ت رشد:
ك مجلا

نحوة اشترا
ت نام 

w و ثب
w

w.roshdm
ag.ir شاني

ت رشد به ن
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........................................................................
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به 
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شــد بــراى معلمــان، دان
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ص
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شوند.
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ســان وزار
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و كار
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ك 266. 
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2. اگر ســهمی در بازة )3 و ∞-( نزولی اکید باشد، بنابراین رأس سهمی 
در این بازه نخواهد بود.

رأس سهمی
y x ( a )x

b ( a )x ( , )
a

a a

= + - +
- - -

= = ∉ -∞

- -
⇒ ≥ → ≤

2 2 1 2
2 1 3

2 2
1 2 53

2 2

                .3

1 2
2

{ }

[ ] { }

f

g

fog g f

fog

f (x) x D : x

g(x) D : x
x

D x D g(x) D x
x

x

x

/ x /
D / , /

= - → ≥

= → ≠
-

 
= ∈ ∈ = ≠ ≥ 

- 

- ≤

- ≤ - ≤

≤ ≤
= ∩ = -

2 4 2
1 3

3
13 2

3
13
2

1 13
2 2
2 5 3 5

2 5 3 5 3

1

4. اولاً: بــا توجه به نمودار تابع، این تابع در بازة )3 و ∞-( اکیداً نزولی 
است. بنابراین یک‌به‌یک است.

3

-6
y x x (x )
y (x ) x y

x y : (x )
f (x) x-

= - + = - -
+ = - → - = ± +

→ = ± + <
= - +

2 2

2

1

6 3 3 6
6 3 3 6

3 6 3
3 6

با توجه به دامنه

ثانیاً:                       

xy sin( ) T
b

Max a c
Min a c

π π π
= - + = = =

π

= + = + =
= - + = - + = -

2 22 7 3 4
2

2
7 2 9

7 2 5

                          .5

sin x cos x
cos x sin x
cos x cos x

x k x
kx kx

x k

+ =
= -
=

= π ±
π = π → =

 = π

2

2
2 3 1

3 1 2
3 2

3 2 2
2 2

5 52

                                                       .6
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+ +
- -
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1 1

4 4 0
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x x x xlim
x x x x

x xlim
x x
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(x )( x )

→

→
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- +
×

+ - +

-
= ×

+ -
-

= × = × =
- +

21

2
2

21

1

2 3 5

1
22 3 5

1 1 1 1 1
1 2 5 2 7 2 14



x )پ xlim lim
x xx x

= =
→+∞ →+∞

2 2 2
2 2

 

y )الف ( x )(x x )
x

( x x)(x x ) .( x x )

′ = - + +

+ + -

3 2 3

2 3 2 2 2

16
2

3 3 2 3

                               .8

 )ب
( x )(x x) ( x )(x x )

y
(x x)

+ - + -
′ =

+

2

2 2

3 3 2 3 2
2
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آموزشی

محمود داورزنی و حسین عباسی

قبل از پرداختن به مســائل مربوط به بهینه‌سازی، 
چگونگی یافتن نقطه‌های اکســترمم مطلق یک تابع را 
شــرح می‌دهیم. وجود نقطه‌های اکسترمم مطلق یک 
تابع پیوســته در یک بازة بســته، از قضیة زیر تضمین 

می‌شود:

‌قضیه: اگر تابع f در بازة ]b و a[ پیوسته باشد، در 
این صورت تابع f در این بازه هم ماکزیمم مطلق و 

هم مینیمم مطلق دارد.
 برای یافتن نقطه‌های اکسترمم مطلق تابع f در بازة

]b و a[، مراحل زیر انجام می‌شوند:
1.  مشــتق تابع را می‌یابیــم و نقطه‌های بحرانی را 

به‌دست می‌آوریم.

2. مقــدار تابــع را در نقطه‌های بحرانی محاســبه 
می‌کنیم.

3. در مرحلة قبل، بیشــترین مقدار به‌دست آمده 
همان ماکزیمم مطلق f و کمترین مقدار حاصل 

شده همان مینیمم مطلق f است.
یادآوری: نقطه‌ای به‌ طول x=c از دامنة تابع f را یک 
 f (c)′ f یا  (c)′ =0 نقطــة بحرانی می‌گوییــم، هرگاه 

موجود نباشد.

 مثال1.   نقطـه‌هـــای اکـسترمـــم مطلق تـابـــع 
و 2-[   1[ بــازة  در  را   f (x) x x x= - - +3 22 3 12 1

به‌دست آورید.

چگونه بهترین را انتخاب کنیم؟

در انجام یک پروژه، مانند کشیدن کابل برق از یک ایستگاه به یک روستا، چگونه می‌توان کمترین هزینه را پرداخت؟ چگونه می‌توان از 
کمترین مصالح استفاده کرد؟ و یا چطور می‌توان سریع‌تر به نتیجه رسید؟

این سؤال‌ها و سؤال‌های مشابه، مربوط به بخشی خاص در ریاضیات، به نام »بهینه‌سازی« است. در حقیقت، یکی از نتایج مشتق، یافتن 
نقطه‌های اکسترمم مطلق و یکی از کاربردهای اساسی نقطه‌های اکسترمم مطلق در مسائل بهینه‌سازی است.

اشاره

اضافه برای شماره بعد
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، نقطه‌های بحرانی را پیدا می‌کنیم: f ′  پاسخ: با محاسبة
f (x) x x′ = - -26 6 12

f در هــر نقطه،  (x)′ با توجــه به موجــود بودن 
نقطه‌های بحرانی از ریشه‌های آن به‌دست می‌آیند.

[ ]
[ ]

f (x) x x

x x

x ,
(x )(x )

x ,

×

′ = ⇒ - - =

→ - - =

 = ∉ -⇒ - + = ⇒  = - ∈ -

2

1
26

0 6 6 12 0

2 0
2 2 1

2 1 0
1 2 1

پس: x=-1 و همچنین نقطه‌های ابتدا و انتهای بازة 
]1 و 2-[، یعنــی ‌x=-2 و x=1 طول نقطه‌های بحرانی 
هســتند. اکنون مقدار تابــع f را در نقطه‌های بحرانی 

به‌دست می‌آوریم و آن‌ها را مقایسه می‌کنیم.

1-2-1x

-12-38f(x)

=
⇒  = -

8
12

ماکزیمم مطلق
مینیمم مطلق

برای حل مســائل بهینه‌ســازی، مقداری را که قرار 
اســت ماکزیمم یا مینیمم آن را به‌دســت آوریم )مانند 
مساحت، محیط، حجم، زمان، هزینه و ...(، به‌عنوان یک 
تابع در نظر می‌گیریم. ســپس ســعی می‌کنیم در این 
تابع فقط یک متغیر وجود داشــته باشــد. برای این کار 
باید همة متغیرهای داده شــده را برحســب یک متغیر 
بنویسیم. دامنة متغیر تابع حاصل شده را تعیین می‌کنیم 
و به کمک مشتق، ماکزیمم مطلق یا مینیمم مطلق آن 

را به‌دست می‌آوریم.

 مثال2.   دو عدد حقیقی مثبت پیدا کنید که مجموع 
آن‌ها 12 باشــد و حاصل‌ضرب آن‌ها بیشــترین مقدار 

ممکن شود.
 پاسخ: اگر دو عدد مثبت را x و y در نظر بگیریم، داریم:

x y ( )
max(xy) ?

+ =
 =

12 1

بــا توجــه بــه رابطــة y=12-x ،1، با قــرار دادن 
پــس:  ، xy x( x)= -12 داریــم:  x جــای  بــه   y
. از رابطــة 1 و با توجه  f (x) x( x) x x= - = - 212 12

. [ ]x ,∈ 0 12  :y و x به مثبت بودن
نقطه‌های بحرانی f را به‌دست می‌آوریم:

f (x) x x x′ = ⇒ - = ⇒ = ⇒ =0 12 2 0 2 12 6

، پــس: x=6 و همچنین، x=0 و  [ ],∈6 0 12 چون: 
x=12 طول نقطه‌های بحرانی تابع f هستند.

اکنون مقدار تابع f را در نقطه‌های بحرانی به‌دست 
می‌آوریم:

1-20x

0-30f(x)

با توجه به جدول، ماکزیمم مطلق f، 36 است که به 
ازای x=6 به‌دست می‌آید. اگر x=6، از رابطة 1 به‌دست 

.y=6 :می‌آوریم

 مثال3.   دو عدد حقیقی پیدا کنید که تفاضل آن‌ها 
10 باشد و حاصل ضربشان کمترین مقدار ممکن شود.

 پاسخ: اگر دو عدد حقیقی را x و y در نظر بگیریم، 
داریم:

x y ( )
min(xy) ?

- =
 =

10 1

از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: y=x-10. با قرار دادن 
y به جای x داریم: xy=x(x-10). پس:

f (x) x(x ) x x; x ( , )= - = - ∈ -∞ +∞210 10
نقطة بحرانی تابع f را به‌دست می‌آوریم:

f (x) x x x ( , )′ = ⇒ - = ⇒ = ⇒ = ∈ -∞ +∞0 2 10 0 2 10 5
بــا توجه به اینکه x=5 تنهــا نقطة بحرانی تابع در 
) است، برای تشــخیص نوع این نقطه  , )-∞ +∞ بازة 
 f ماکزیمــم یا مینیمم( می‌توانیم جدول تغییرات تابع(

را رسم کنیم:

بــا توجه به جدول، مینیمم مطلــق f برابر با 25- 
است که به ازای x=5 به‌دست آمده است.

 اگــر x=5 باشــد، از رابطــة 1 به‌دســت می‌آید:
.y=x-10=5-10=-5 

 مثــال4.   اگر h ارتفاع و L قاعدة یک مثلث باشــد، 
به‌طوری که: h+2L=5، بیشترین مقدار برای مساحت 

این مثلث چقدر است؟

چگونه بهترین را انتخاب کنیم؟
یکی از نتایج مشتق، 

یافتن نقطه‌های 
اکسترمم مطلق و 

یکی از کاربردهای 
اساسی نقطه‌های 

اکسترمم مطلق در 
مسائل بهینه‌سازی 

است
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  پاســخ: اگر h ارتفاع و L قـــاعدة م«ثلث باشــد، 
داریم: 

h L ( )
m ax(S) ?
+ =

 =

2 5 1

 شكل 1  

از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: h=5-2L. داریم: 

S h.L ( L).L L L

S(L) L L

= = - = -

⇒ = -

2

2

1 1 55 2
2 2 2

5
2

L )که از h≥0 به‌دست  , ∈   

50
2

از رابطة 1 داریم: 

آمده اســت(. اکنــون نقطة بحرانی تابع S را به‌دســت 
می‌آوریم: 

S (L) L L L , ′ = ⇒ - = ⇒ = ⇒ = ∈   

5 5 5 50 2 0 2 0
2 2 4 2

L=0 ، را در نقطه‌های بحرانــی، یعنی S مقادیــر

L به‌دست می‌آوریم: =
5
2

L و  =
5
4

5
4

5
40L

0
25
160S(L)

با توجه به جدول، ماکزیمم مطلق مساحت )S( برابر 

L به‌دست آمده است. =
5
4

25 است که به‌ازای 
16

با 

 مثال5.   محیط یک مســتطیل 16 سانتی‌متر است. 
طول و عرض این مســتطیل را به‌گونه‌ای پیدا کنید که 

مساحت آن بیشترین مقدار ممکن شود.
 پاسخ: فــرض کنیم ابعاد مســتطیل x و L باشند. 
 اگــر P محیط و S مســاحت این مســتطیل باشــد،

 داریم:
p (x l) x l ( )
max(S) ?

= ⇒ + = ⇒ + =
 =

16 2 16 8 1

 شكل 2 

 S و قرار اســت ماکزیمم S=x.l بــا توجه به اینکه
را محاســبه کنیم، متغیر l را برحسب x می‌نویسیم. با 
استفاده از رابطة l=8-x ،1، مقدار l را در فرمول S قرار 

می‌دهیم:
S x.l x( x) x x S(x) x x= = - = - ⇒ = -2 28 8 8

. اکنــون باید  [ ]x ,∈ 0 8 چــون: x+l=8، پــس: 
ماکزیمم مطلق تابع S(x) را در این بازه به‌دست آوریم. 

ابتدا نقطه‌های بحرانی تابع S را پیدا می‌کنیم:
[ ]S (x) x x ,′ = ⇒ - = ⇒ = ∈0 8 2 0 4 0 8

پــس: x=4. همچنین، x=0 و x=8 طول نقطه‌های 
بحرانی تابع S هستند.

اکنون مقادیر S را در این نقطه‌ها پیدا می‌کنیم:

480x

1600f(x)

با توجه به جدول، بیشترین مقدار مساحت برابر با 
16 سانتی‌متر مربع است که در x=4 به‌دست آمده است.

 مثال6.   می‌خواهیم یک مزرعة کوچک به مســاحت 
100 متر مربع را دیوارکشی کنیم. اگر هزینة دیوارکشی 

برای دیوارهای افقی و عمودی به ترتیب 2 و 8 میلیون 
تومان باشد، ابعاد مزرعه چقدر باشد تا هزینة دیوارکشی 

به حداقل مقدار ممکن برسد؟
  پاســخ: اگــر x و y طــول و عرض دیــوار مزرعه

)بر حسب متر( باشند، داریم:
S xy ( )

: x( ) y( ) x y
= =

 + = +

100 1
2 2 2 8 4 هزینة دیوارکشی16 )میلیون تومان(

S xy ( )
: x( ) y( ) x y

= =
 + = +

100 1
2 2 2 8 4 16

 شكل 3 
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. هزینة  y
x

=
100 از رابطة 1 به‌دســت می‌آوریــم: 

دیوارکشی به‌صورت زیر در می‌آید:

x y x ( )
x

x f (x) x
x x

+ = +

= + ⇒ = +

1004 16 4 16

1600 16004 4

. اکنون  x ( , )∈ +∞0 بــا توجه به رابطة 1 داریــم: 
نقطة بحرانی تابع f را به‌دست می‌آوریم:

xf (x)
x x

x x x ( , )

-′ = ⇒ - = ⇒ =

⇒ - = ⇒ = ⇒ = ∈ +∞

2

2 2

2 2

1600 4 16000 4 0 0

4 1600 0 400 20 0

پــس x=20 نقطة بحرانی تابع f اســت. دقت کنید 
 f نقطة بحرانی تابع x=0 موجود نیســت. ولی f که (0)'

نمی‌تواند باشد، زیرا: 

( , )∉ +∞0 0
چــون x=20 تنها نقطة بحرانی تابع f اســت، برای 
تعیین نــوع این نقطه )ماکزیمم یــا مینیمم( از جدول 

تغییرات تابع کمک می‌گیریم:

بــا توجه به جدول، مینیمم مطلــق تابع f )حداقل 
هزینه( برابر با 160 میلیون تومان است.

 مثال7.   اگر بخواهیم یک قوطی فلزی استوانه‌ای شکل 
π64 سانتی‌متر مکعب  و درباز بسازیم که گنجایش آن 
باشد، ابعاد قوطی چقدر باشد تا مقدار فلز به‌کار رفته در 

تولید آن مینیمم شود؟
 پاســخ: اگر حجم مکعب را با V نشان دهیم، پس: 
. مقدار فلز به‌کار رفته مربوط به مساحت است  V = π64
و با توجه به در باز بودن قوطی فلزی، مساحت فلز به‌کار 
رفته، مجموع مســاحت جانبی و مساحت قاعده است؛ 

. S r rh= π + π2 2 یعنی: 

 شكل 4 

V r h r h ( )
min(S) ?

 = π ⇒ π = π ⇒ =


=

2 264 64 64 1

. پس: h
r

= 2
64 از رابطة 1 به‌دست می‌آوریم: 

S(r) r r( ) r
rr

π
= π + π = π +2 2

2
64 1282

. اکنون  r ( , )∈ +∞0 بــا توجه به رابطــة 1، داریم: 
نقطه‌های بحرانی تابع S(r) را پیدا می‌کنیم:

rS (r) r
r r

r (r )

r r r ( , )

π π - π′ = ⇒ π - = ⇒ =

⇒ π - π = ⇒ π - =

⇒ - = ⇒ = ⇒ = ∈ +∞

3

2 2

3 3

3 3

128 2 1280 2 0 0

2 128 0 2 64 0
64 0 64 4 0

 ( , )+∞0 چون r=4 تنها نقطة بحرانی تابع S در بازة 
است، برای تعیین نوع این نقطه )ماکزیمم یا مینیمم( از 

جدول تغییرات کمک می‌گیریم. با توجه به اینکه:

(r ) (r )(r r )S (r)
r r

π - π - + +′ = =
3 2

2 2
2 64 2 4 4 16

پس جدول تغییرات تابع S(r) به‌صورت زیر است:

با توجه به جدول، مینیمم مطلق تابع S(r) برابر با 
48π است که در r=4 به‌دست آمده است.
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آموزشی

و شطرنج

سیّد‌محمد‌رضا هاشمی موسوی

 می‌دانیم شــطرنج رابطه بسیار نزدیکی با ریاضیات و رایانه دارد. قدمت این بازی مهیج به سد ةششم میلادی در شرق هندوستان باز 
می‌گردد. نوع اولیة شطرنج با نام سانسکریت »چاتورانگا« در امپراتوری »گوپتا« ابداع شد و در زمان حکومت خسرو انوشیروان ساسانی به 
ایران معرفی شد. شطرنج در ایران، با کمی تغییر در قوانین بازی، »چَترَنگ« نامیده شد. با فتح قلمرو امپراتوری ساسانیان توسط عرب‌ها 

این بازی در سراسر جهان اسلام رایج شد و »شطرنج« نام گرفت.
ایرانیان و عرب‌ها از قرن نهم میلادی، اروپا و روســیه را با شطرنج آشنا کردند؛ به همین دلیل در اغلب زبان‌های اروپایی نام این بازی 

برگرفته از واژ ة»شطرنج« یا »شاه« )مهر ةاصلی بازی( و نام بیشتر مهره‌ها هم برگرفته از نام‌های فارسی و عربی آن‌هاست. 
در اروپا رفته‌رفته شطرنج دستخوش تغییراتی شد و با تغییر شکل حرکت برخی مهره‌ها، پویایی و سرعت بازی افزایش یافت. البته در 

کنار شطرنج کلاسیک، انواع دیگری از این بازی، مانند شطرنج سیامی و شطرنج 960 هم علاقه‌‌مندان زیادی دارند. 
در مقاله‌های قبل به رابطة ریاضیات با بدن انسان، پزشکی، نجوم، موسیقی، فوتبال و به‌طور کلی زندگی بشر اشاره شد و در این مقاله به 

رابطة ریاضیات و شطرنج و مسائل چالش‌برانگیز آن در جامعة ریاضی‌دانان جهان می‌پردازیم. 

اشاره

 کلید واژه‌ها:   شطرنج، رایانه، حرکت اسب، ریاضیات                                                                                                      

)قسمت اول(

ریاضیات

ریاضیات و شطرنج

علم ریاضی و شــطرنج خویشاوندی بسیار نزدیکی 
با هم دارند. در عین حال مقایســة ریاضی و شــطرنج 
به‌عنوان عرصة فعالیت آدمی، بســیار جالب و ســزاوار 
بررسی است. اغلب اوقات صفحه، مهره‌ها و بازی شطرنج 
به منظور بیان مفاهیم و مســائل ریاضی کاربردی مورد 
اســتفاده قرار می‌گیرند. اهمیــت این موضوع به حدی 

است که ریاضی‌دان برجســته‌ای چون هاردی معتقد 
اســت. حل مسائل شطرنج در واقع‌ تمرین ریاضی است 
و بازی شطرنج چیزی جز زمزمة ملودی ریاضی نیست. 
نحوة تفکر یک شطرنج باز و یک ریاضی‌دان از نظر 
نیــاز به قوة تجزیه و تحلیل و واقع‌گرایی بســیار به هم 
نزدیک است. به‌طوری که بســیاری از دانشمندان و یا 
شطرنج‌بازان معروف، پیشــرفت چشمگیری در هر دو 
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زمینه داشــتند. برای مثــال، آ. آ. مارکوف، ریاضی‌دان 
سرشناس، آ. یو. ایشلینســکی، دانشمند نامی علم 
مکانیک، ب. ل. کاپیتزا، فیزیک‌دان نامدار و برندة جایزه 

نوبل، از قهرمانان و استادان شطرنج بوده‌اند. 
در میان شــطرنج‌بازان بزرگ نیز اســتعداد و علاقة 
وافــری به علم ریاضی به چشــم می‌خورد. مثلًا ویلیام 
اشــتاینیتز، اولین قهرمان رسمی شــطرنج جهان، از 
علاقه‌منــدان علم ریاضی به شــمار می‌رفــت. امانوئل 
لاسگر، دومین قهرمان رسمی شطرنج جهان، در سال 
1902 موفق بــه اخذ درجة دکترا در رشــتة ریاضیات 
شد. ماکس ایوه، پنجمین قهرمان شطرنج جهان، پس 
از اینکه در ســال 1923 مدرک دکترای ریاضی خود را 
گرفت، به عنوان رئیس مرکز محاسبات الکترونیک کشور 

هلند )زادگاهش( منصوب شد. 
میخائیل بروتوینیک، ششــمین قهرمان شطرنج 
جهــان و مربــی بلندآوازة روس و مؤســس »مدرســة 
شطرنج بوتوینیک« که پرورش شاگردانی چون کارپف 
و کاسپاروف را در کارنامة افتخارات خود دارد، در سال 

1961 صاحب درجة دکترای الکترونیک شد.
البته در ســال‌های پایانی عمر خود رشتة ریاضیات 
کاربردی را اختیار کرد. میخائیل تال، ملقب به جادوگر 
ریگا و هفتمین قهرمان شــطرنج جهــان، زمانی که به 
مدرســه  می‌رفت، این توانایی را داشــت که عددهای 

سه‌رقمی را در ذهنش ضرب کند! 
آناتولی کارپــف، دوازدهمین قهرمان شــطرنج 
جهان، از دبیرستان در رشتة ریاضی با دریافت مدال طلا 
فارغ‌التحصیل شــد و در چند المپیاد ریاضی برنده شد. 
جالب اینجاست که در ســال 1990، هم‌زمان با تدارک 
مسابقه‌های قهرمانی جهان، موفق به اخذ مدرک دکترا 

در رشتة اقتصاد شد! 
البتــه جالب اســت کــه بدانیــم، کاســپاروف که 
فارغ‌التحصیل در کشــور جمهوری آذربایجان اســت، از 
تشــبیه شــطرنج‌بازان بزرگ به ریاضی‌دانان دل‌ خوشی 
نــدارد و خــود را از علاقه‌مندان پروپاقرص رشــتة علوم 
انســانی می‌داند. ریشــة علاقة قهرمان ســابق جهان به 
رشتة علوم انســانی، بی‌ارتباط با شــطرنج نیست. او در 
این باره چنیــن می‌گوید: »من به چگونگی تأثیر ورزش، 
به خصوص شــطرنج، بر مردم علاقه‌مندم. فرایند تفکر و 
چگونگی شکل‌گیری و تغییر آن نیز برای من بسیار جذاب 

اســت.« تو خود حدیث مفصل بخــوان از این مجمل. 
در میان شــگفتی‌ها و ارتباط میــان این دو علم، به 
مسائل، ســرگرمی‌ها و افسانه‌های معروفی مثل »چیدن 
گندم‌ها به‌صــورت تصاعدی روی خانه‌های شــطرنج« 
برمی‌خوریم که در این سلسله مقاله‌ها به بیان مشتی از 

خروار بسنده می‌کنیم. 

مسئلة حرکت اسب 

صورت این مسئله مبتنی بر سفر متوالی اسب در 64 
خانه شــطرنج است. به شرط آنکه اسب در جریان سفر 
خــود فقط یک بار در هر خانه قدم بگذارد. این معما به 
 ،»DAlembert« و »Didert« استناد دایرئ‌المعارف
حدود دو هزار سال پیش، توسط برهماییان هندی حل 
شده است و بعضی از پیشوایان مذهبی، جواب سریع این 
مسئله را از حفظ می‌‌دانستند. این مسئله در کتاب‌های 

مربوط به سرگرمی‌های ریاضی مقام مهمی دارند. 
حتی آکادمی علوم برلن درســال 1759 جایزه‌ای 

برای بهترین یادداشت و راه‌حل آن مقرر کرده بود. 
علت این توجه آن اســت که بسیاری از ریاضی‌دانان 
نامــی قرن‌هــای 18 و 19 به آن پرداخته‌انــد. از جمله 
لئونارداویلر )هندسه‌دان مشهور، مقوله سال 1707 که 
تألیفات گران‌بهایی دربارة مکانیک، حساب دیفرانسیل و 
انتگرال از خود به یادگار گذاشته است( نوشته‌ای در این‌ 
باره با عنوان »حل یک مســئلة جالب‌توجه که تابع هیچ 
پژوهشی نیست« از خود باقی گذاشته است. البته همان‌طور 
که اشاره شد، این مسئلة قبل از اویلر هم معروف بود، منتها 
او نخستین کسی بود که به ماهیت ریاضی آن توجه کرد 
و به این دلیل، این مســئله را غالباً بــه نام او می‌خوانند. 
حل مســئله تنها این نیست که این خط سیر برای 
اســب مشخص کنیم، بلکه دشواری امر در یافتن تمامی 
مســیرها و تعیین تعداد آن‌هاست. متأسفانه این مسئله 
هنوز حل نشــده است و به ظاهر امکان دستیابی به یک 
جواب دقیق میسر نیست. البته اثبات شده است که تعداد 
راه‌حل‌هــا به بیش از 30 میلیون می‌رســد! و روش‌های 
فراوانی برای یافتن خط ســیر اســب ارائه شــده است. 
روش اویلر )1759( و اندرس موند )1858(، جنیش 
)1862(، زژه )1840، تقســیم صفحه به چهار قسمت 
مساوی(، پارمنتر )از 1891 تا 1894(، ماتریس مونک، 

کولین و میندینگ، از مهم‌ترین آن‌ها هستند.

نحوة تفکر یک 
شطرنج باز و یک 

ریاضی‌دان از نظر نیاز 
به قوة تجزیه و تحلیل 
و واقع‌گرایی بسیار به 

هم نزدیک است.
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آلبومِ رياضي

بِلیِز پاسکالکمال‌الدین فارسی   ریاضیات

تألیفات کمال‌الدین فارسی عبارت‌اند از:
 تذکرئ‌الاحباب فی بیان‌التحاب

این رساله مهم‌ترین تألیف ریاضی کمال‌الدین 
روش  در  »بحث  آن  موضوع  و  است  فارسی 

استخراج عده‌ای از عددهای متحاب« است.
دو عدد را »متحاب« گوییم، هرگاه مجموع 
مقسوم‌علیه‌های یکی برابر با دیگری باشد و 
برعکس. از سه جفت اولیة عددهای متحاب 
و   )1184  ،1210( و   )220  ،284( می‌توان 

)2924، 2620( را نام برد.
اروپا، متحاب بودن دو عدد 17296 و  در 
ریـاضـی‌دان  فرما،  نخـستین‌بـار  را   18416
فرانسوی، در سال 1636 م. یعنی 318 سال 
پس از درگذشت کمال‌الدین فارسی ثابت کرد.

»تـذکرئ‌الاحبـاب فـی   دقـت در رسـالـة 
بیان‌‌التحاب« نشان می‌دهد که این رساله یکی 
از آثار برجستة ریاضیات دورة‌ اسلامی است و 
کمال‌الدین فارسی در این اثر تسلط خود را 

روی نظریة عددها کاملاً محرز ساخته است.
 اساس‌القواعد فی اصول‌الفوائد

شرح  در  را  کتاب  این  فارسی  کمال‌الدین 
الحسابیه«،  القوائد  البهائیه فی  »القوائد  کتاب 
تألیف استادش ابن‌خوام و در زمان حیات وی 

نوشته است.
 رساله در بحث زاویه

موضوع این رساله بحث دربارة »کیفی بودن« 

حسن‌بن‌علی‌بن‌حسن کمال‌الدین‌فارسی از علمای بزرگ ریاضی و فـیزیک ایـران و دنیـای اسلام در 
نیـمة دوم سدة هفتم و اوایل سدة هشتم قـمری است. او در فـارس به‌دنیا آمـد و در جوانی برای کسب 
علم و فضیلت سـفر می‌کـرد تا از محضر استادان بزرگ استفاده ببرد. کمال‌الدین فارسی در نوزدهم ماه ذیقعدة 

سال 718 در شهر تبریز درگذشت.

فارسی  کمال‌الدین  شیرازی:  قطب‌الدین   

»تنقیح‌المناظر« را با راهنمایی او و  کتاب 
به نام او نوشته و در مقدمة کتاب با کمال 

تجلیل و احترام از او یاد کرده است.
سـغدی  محمـد  صاعدبـن  جمال‌الدیـن   

کتـاب  فارسـی  کمال‌الدیـن  ترکسـتانی: 
»البصائـر فی اختصـار تنقیح المناظـر« را به 
خواهـش او و بـه نـام او نوشـته و در کتـاب 
المناظـر او را اسـتاد خـود نامیده اسـت. تنقیح‌

کــتاب  در  عمـادالــدین کـاشـانــی   

»ایضاح‌المقاصـد« و غیاث‌الدیـن کاشـانی 
در کتـاب »مفتاح‌الحسـاب« از کمال‌الدیـن 
فارسـی بـا عنوان امـام، فاضـل و محقق یاد 

کرده‌انـد.
 ابن‌سـینا و ابن‌هیثم تألیفاتی دربارة قوس 
قـزح و هالـه نــوشته‌اند کـه کمال‌الدیـن 
فارسـی ذیل کتـاب تنقیح‌المناظـر، ضمن 
اسـتفاده از مطالب این دو دانشمند و بحث 
و انتقـاد در ایـن مباحـث، تحقیقات نظری 
و تجربـی خـود را بـه تفضیـل بیـان کـرده 

است.
 حسـین‌بن شهنشـاه سـمنانی منجم 

که شـاگرد کمال‌الدین فارسـی بوده اسـت 
و نسـخة کتـاب البصائر فی علـم المناظر را 
از روی خط کمال‌الدین فارسـی استنسـاخ 

کرده اسـت.
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احسان یارمحمدی

مقولة زاویـه یا »کمی بودن« آن است. در این 
رساله، فارسی به نتیجه‌ای مطابق با رأی معلم 
اول، یعنی ارسطو می‌رسد. او نتیجه می‌گیرد 

که زاویه از مقولة کیفی است.
 تنقیح‌المناظر لذوی‌الابصار و البصائر

از آثـار کمـال‌الـدین فـارسی در مـوضـوع 
نورشناسی و کتابی است بدیع، پـر ارج و جامع 
استادش،  راهنمایی  با  را  آن  کمال‌الدین  که 
قطب‌الدین شـیرازی و بـه‌نـام وی نوشـته 
است. موضوع آن‌چنـان‌که از عنوانش پیداست، 
 تنقیح کتاب »المناظر« ابن‌هیثم است. در واقع 
رساله‌ای مفصل است ذیل کتاب »تنقیح‌المناظر« 
که مـوضـوع آن بـحث دربـارة دو اثـر فـیزیکی 
)رنگین‌کمان( است. »قـوس قزح«  و  »هـاله« 
فارسی در شرح هاله و رنگین‌کمان ابتدا از 
تألیفات ابن‌سینا و ابن‌هیثم منتخباتی آورده و 
آن‌ها را مورد بحث و انتقاد علمی قرار داده است. 
سپس تحقیقات نظری و تجربی خود را دربارة 
این مباحث فیزیکی به تفصیل بیان کرده است.

***
نظردهنـدگان دربـارة کارهـای کمال‌الدین 

فارسـی و متأثریـن از آثـار او عبارت‌انـد از:
 ابن‌خـوام، یا عبدالله‌بن محمـد عبدالرزاق 
عماد‌الدیـن بغـدادی: کمال‌الدین فارسـی 
سـال‌ها در اصفهان شـاگرد و ملازم او بوده 

و علم حسـاب را نزد او آموخته اسـت.

آلبوم ریاضیات عنوان ستونی در »مجلة برهان دورة دوم متوسطه« است که 
به ارائة تصویر تمبرها، سکه‌ها، اسکناس‌ها، تندیس‌ها، سردیس‌ها، نقاشی‌ها و 
... متناظر با ریاضی‌دانان ایران و جهان می‌پردازد. هدف ستون آلبوم ریاضیات 
این است که دانش‌پژوهان و علاقه‌مندان با مشاهدة این موارد به اهمیتی که در 

سرتاسر جهان به ریاضی‌دانان و جایگاه آنان داده می‌شود، پی ببرند.
***

بلِِیز پاسکال، ریاضی‌دان، فیزیک‌دان، مخترع و نویسندة نام‌دار فرانسوی، 
ارائة مثلث پاسکال و قضیة پاسکال در ریاضی و قانون پاسکال در  برای 
مکانیک جامدات، مشهور است. پاسکال از هواداران روش علمی بود و در 

این زمینه نگارش‌های ارزنده‌ای را از خود به یادگار گذاشته است.
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