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 زیبایی‌های اعداد اول       ریاضی واقعیت مداردر کلاس درس
        غیرمترقبه‌ها در آمار و احتمال          

درستایش علامت منفی       مربع‌های لاتین
محمد‌بن حسن الحاسب الکرجی
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ریاضــی‌دان، مهندس و 
آب‌شــناس معروف ایرانی، 
الکرجی،  »حاسب  محمد‌بن 
قمری  در سال 342 هجری 
)شهر  ابودلف  کرج  در شهر 
آستانة فعلی واقع در استان 
این  شــد.  متولد  مرکزی( 
ریاضی‌دان پرآوازة ایرانی که 
در قرن چهارم و اوایل قرن 
پنجم قمری زندگی می‌کرد، 
هم عصر با ابوریحان بیرونی، 
زکریای رازی و ابن‌سینا بود. 

الکرجی به تحصیل مقدمات علوم، علوم حســاب، جبر و هندسه پرداخت. همچنین از 
مطالعات میدانی دربارة علوم تجربی نظیر مهندســی آب نیز غافل نشد. کرجی گرچه 
ریاضی‌دان بود و در بســیاری از آثار خود توجه ویژه‌ای به علم حساب، جبر و به‌ویژه 
جذرها داشــت- کتاب »الفخری فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمینه اســت اما 
نمی‌توان از کتابی چون »انباط المیاء الخفیه«- )استخراج آب‌های پنهانی( و شیوه‌های 
هندســی و فیزیکی مندرج در آن برای محاسبه شیب زمین و چگونگی استخراج آب 
غافل شد. در تاریخ ریاضی و از نظر ریاضی‌دانان بزرگ جهان، فعالیت‌های کرجی از آن 
جهت اهمیت دارد که منحصراً نشان‌دهندة نظریه‌های مربوط به محاسبات جبری است 

]پیرهادی ،1392[.
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 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و در صورت امکان تایپ شود. شکل قرار گرفتن جدول‌ها، نمودارها و تصاویر، پیوست و در حاشیة مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، روان و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و در انتخاب واژه‌های علمی و فنی دقت شود. برای ترجمة مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، به همراه ترجمة یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال 
شود تا مورد بررسی هیئت تحریریه قرار گیرد و پس از تصویب مقاله و ترجمة ارائه شده، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده خواهد شد.  در غیر این صورت، مجله می‌تواند سفارش ترجمة مقاله را به مترجم دیگری 
بدهد. در متن‌های ارسالی تا حد امکان از معادل‌های فارسی واژه‌ها و اصطلاحات استفاده شود. پی‌نوشت‌ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شمارة صفحة مورد 

استفاده باشد. چکیده‌ای از اثر و مقالة ارسال‌شده در حداکثر 250 کلمه، همراه مطلب ارسال شود.
 در مقاله‌های تحقیقی یا توصیفی، واژه‌های کلیدی در انتهای چکیده، ذکر شود. هم‌چنین: مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله‌های رسیده مجاز است. مطالب مندرج در مجله، الزاماً مبین نظر دفتر 

انتشارات و فناوري آموزشی نیست و مسئولیت پاسخ‌گویی به پرسش‌های خوانندگان، با خود نویسنده یا  مترجم است. مقاله‌های دریافتی در صورت پذیرش یا رد، بازگشت داده نمی‌شود.
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در یک قــرن اخیر، تاریخ آمــوزش ریاضی 
جهان شاهد نقاط عطفی بوده که عوامل سیاسی، 
اجتماعی، نظامی یا فناورانه باعث دگرگون شدن 
فرایند آموزش و ایجاد بازنگری‌های اساســی در 
مؤلفه‌های آن شده است. دوران همه‌گیری بیماری 
کووید19 نیز یکی از همان برهه‌های تاریخی است. 
با تعطیلی ناخواستة مدارس، دانش‌آموزان بیشتر 
وقت خــود را در خانه‌انــد و از طریق کلاس‌های 

تلویزیونی و فضای مجازی آموزش می‌بینند.
در آموزش‌های الکترونیکی، نیاز اولیه نهادهای 
آموزشی و افراد، دسترسی به سخت‌افزار و نرم‌افزار 
مناســب اســت. اما مهمتر از این دو، پایبندی به 
اصول و نظریه‌های یادگیری اصیل اســت جهت 
ایجاد محتوا، متناســب با نیازهــای فراگیران و 
اهداف کلی نظام آموزشی. ریاضی هم از این قاعده 
مستثنی نیست. تولید محتوای الکترونیکی و ایجاد 
محیط‌های یادگیــری، به‌یژه در زمینة ریاضی که 
آموختن مفاهیم و مهارت‌های آن شــدیداً وابسته 
به تعامل بین شــاگرد و معلم اســت، با سرعت 
روزافزونی در حال پیشرفت است. به‌علاوه، وجود 
انبوه داده‌های آموزشــی در شــبکه‌های گسترده 
موجود، امکان بهره‌مندی از پیشرفت‌های جدید در 
حوزه‌هایی مانند هوش مصنوعی و یادگیری ماشین 

را بیش از پیش فراهم آورده است. 
اما در دوران این بیماری، حوزة آموزش ریاضی 
به شکل‌های دیگری هم تحت‌تأثیر قرار می‌گیرد 
که بارزترین وجه آن، توجه دوباره به استانداردهای 
آموزش ریاضی و به‌طور مشــخص استانداردهای 
فراینــدی اســت. یک موضوع ثابت و مشــخص 
ریاضی که حدود و ثغور آن تعیین شــده باشد را 
به گونه‌های مختلفی می‌توان ارائه داد؛ چه به‌عنوان 
یک مبحث در کتاب درسی یا به‌عنوان یک جلسه 
تدریس ریاضی. در واقع دشــواری کار در همین 
قسمت است که پس از انتخاب محتوای مورد نظر، 
آن را چگونه سازماندهی و ارائه کنیم. استاندارد‌های 
چندی برای این منظور وجود دارد، که پنج مورد 

معروف آن‌ها عبارت‌اند از »گفتمان ریاضی«، 
»بازنمایی‌های چندگانــه«، »ارتباط و اتصال 
موضوعــی«، »اثبــات و اســتدلال« و »حل 
مسئله«. پرداختن به هر یک از این استانداردها 
در چارچوب آموزش‌های الکترونیکی نیازمند 
پژوهشــی جداگانه است که در اینجا فقط به 

طرح موضوع بسنده می‌شود.
در تدوین اولیة اســتانداردهای فرایندی، 
فرض اساســی این بــوده کــه آموزش‌های 
غیرحضوری به‌عنوان ابزاری در کنار ابزارهای 
حضــوری در دســترس‌اند و شــاید لزومی 
بــه تمرکز بر روش‌هــا و فرایندهــای کاملًا 
غیرحضوری حس نشده بود. اما اکنون علاوه 
بر لزوم بازتعریف روش‌های تدریس، ساختار 
کلاس درس، شیوه‌های مشــارکت و تعامل 
گروهی، شیوه‌های پشتیبانی فردی و گروهی و 
مداخلات معلم، تدریس مشارکتی و...، می‌توان 
گفت جنبه‌های دیگری نیز اهمیت یافته است. 
از جملــه، ارزشــیابی‌های فرایندی و مبتنی 
بر نقشة مفهومی و تلفیق بیشتر راهبردهای 
تدریس و ارزشیابی تکوینی، طرح پرسش‌های 
هدفمند و اســتخراج نحوة تفکر دانش‌آموزان 
و توجــه همزمان بــه فهم‌هــای مختلف و 
مهارت‌یابی‌های نادرست آن‌ها. با این شرایط، 
اســتاندارد »گفتمان ریاضی«، حتماً نیازمند 

تجدید نظر اساسی خواهد بود.
دو استاندارد »بازنمایی‌های چندگانه« و 
»ارتباط و اتصال موضوعی«، در شرایط اخیر، 
هم اهمیت بیشــتری می‌یابند و هم اینکه در 
فضــای مجازی امکانات بیشــتر و بهتری در 
زمینة آن‌ها در اختیار فراگیران قرار می‌گیرد. 
ابزارهــای مرتبط با »اثبات و اســتدلال« نیز 
نیازمند توجه پژوهشی و فنی بیشتری است. 
در استاندارد »حل مسئله« هم تمام جوانب، 
از چارچوب‌های مختلف حل مسئله گرفته تا 
فرایندهای طرح مسئله، همگی متأثر از فضای 

پی‌نوشت
1. آدرس زیــر پایه و منابع قابــل توجهی برای چنین 

هدفی گرد آورده است:
https://www.nctm.org/Research-and-
Advocacy/Moving-Forward---NCSM-and-
NCTM-Joint-Statement/

استانداردهای آموزش ریاضی در
جدید و مســتلزم اتخاذ تدابیر ویژه از ســوی 
معلمان و تولیدکنندگان محتوای آموزشــی 

خواهد بود.
بالاخــره، اگــر بپذیریم که نــگاه غالب 
اخیــر،  دهه‌هــای  ریاضــی  آمــوزش  در 
ایجاد و  »ساخت‌و‌ســاز‌گرایی« بوده اســت، 
ردگیری ساخت‌و‌ســازهای ذهنی در فرایند 
کاملاً غیرحضوری، مستلزم دانش و مهارت‌هایی 
متفاوت و حتی نظریه‌پردازی‌هایی نوگرا است 
که این نوجویی در عرصة آموزش ریاضی پیش 
از هر حوزه دیگری رخ می‌دهد. همچنین نقطة 
کلیدی در بازنگری تدریس و آموزش ریاضی 
و استانداردهای آن، حرکت به سوی مساوات 
آموزشی بیشتر با پر کردن شکاف دیجیتالی و 
پشتیبانی از تمام دانش‌آموزان برای دستیابی 

به آموزش بایکفیت ریاضی است .
اکنون که ندای بازنگری در ســند تحول 
بنیادین آموزش‌و‌پرورش از سوی مقام معظم 
رهبری در سخنرانی ۱۱ شهریور امسال طرح 
شده است، بی‌گمان یکی از جنبه‌های مهمی که 
می‌تواند در این بازبینی مورد توجه واقع شود، 
پرداختن به آموزش‌های الکترونیکی اســت. 
ویروس کرونا یک مسئله است که پرسش‌های 
تازه‌ای دربارة کلیت نهاد مدرسه ایجاد کرده و 
بهانه‌ای است برای بازاندیشی دربارة هدف‌ها، 
محتوا و روش‌های آموزش ریاضیات مدرسه‌ای. 
مســلم آنکه، در هر نوع آمــوزش، حضوری 
یا غیرحضــوری، برخــورداری از فرصت‌های 
یادگیری غنی، »حقِ« دانش‌آموزان اســت و 
»تکلیف« نظام آموزشی، ادا کردن این حق به 

بهترین شکل ممکن می‌باشد.
در پایان قابل ذکر است که مجلة »رشد 
آموزش ریاضــی« با حدود چهار دهه فعالیت 
ارزشمند، در دورة فعلی انتشار خود و با تریکب 
جدید هیئت تحریریه، از اعضای جامعة ریاضی 
کشــور از جمله معلمان، اســاتید، دانشجو، 
معلمان و سایر علاقه‌مندان صمیمانه دعوت 
به همکاری می‌نماید. چشــم انتظار آثار شما 
عزیزان هستیم تا با نوشته‌های خود پشتیبان 

ما باشید.

رضا حیدری قزلجه
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مهدی حسنی
دانشیار گروه ریاضی دانشگاه زنجان
mehdi. hassani@znu.ac.ir

اشاره
در این نوشتار مطالبی دربارة عددهای اول ارائه میک‌نیم که با اطلاعات دورة متوسطه قابل فهم و بررسی است. این مطالب 
عمدتاً پاســخ به پرسش‌هایی هستند که دبیران و دانش‌آموزان دربارة عددهای اول از مؤلف داشته‌اند. طرح مکرر چنین 
پرسش‌هایی که کاملاً به‌طور طبیعی  به ذهن‌ها خطور میک‌ند، نشان می‌دهد که جای این مطالب در آموزش‌های مدرسه‌ای 
چقدر خالی است. برخی از این سؤال‌ها که در نوشتار حاضر طرح و بررسی می‌شوند، عبارت‌اند از اینکه: آیا برای هر عدد 
اول دلخواه، قاعدة بخش‌پذیری وجود دارد، یا این پرسش که: کدام چند‌ضلعی‌ها را می‌توان با خطک‌ش و پرگار رسم کرد؟ 

جالب آنکه سؤال دوم هر چند ظاهری هندسی دارد، پاسخ آن در حوزة عددهای اول داده می‌شود. 

1. مقدمه
مقاله را با ارائة تعریفی از عددهای اول آغاز میک‌نیم. این تعریف 
براســاس تعداد شــمارنده‌های1 مثبت عددهای طبیعی انجام 
می‌شــود. عددی طبیعی را که دارای دقیقاً دو شمارندة مثبت 
باشــد، »عدد اول«2 نامیم. مجموعة این عددها را با P نشــان 

می‌دهیم3 عبارت‌اند از: 

 P=}2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47
53,59,61,67,71,...{

عددهایی را که بیش از دو شمارندة مثبت دارند، »عددهای مرکب«4  
نامند. عدد 1 دقیقاً یک شمارندة مثبت دارد که خودش است، و لذا 

با طبقه‌بندی حاضر، نه اول محسوب می‌‌شود و نه مرکب. 
اجازه دهید خیلی ســریع به این پرسش که: »چرا عددهای اول 
مهم هســتند؟« پاسخ دهیم. حکم مهمی در ریاضیات، معروف 
به »قضیة اساسی حساب«5 بیان میک‌ند که هر عدد طبیعی را 
می‌توان به‌‌صورت حاصل‌ضرب عددهای اول نوشــت. این حکم 
یکی از دو قضیة مهمی است که توسط اقلیدس اسکندرانی6 
دربارة عددهای اول بیان و اثبات شده است و تضمین میک‌ند که: 
»عددهای اول به معنای واقعی سنگ بنای همة عددهای صحیح 

هستند .«
دومین قضیة مهم اقلیدس در خصوص عددهای اول خاتمه‌نا‌پذیر 
بودن مجموعة عددهای اول را بیان و اثبات میک‌ند. مسئلة دیگری 

که در ریاضیات باستان دربارة این عددها بررسی شد، تشخیص 
اول بــودن یک عدد طبیعی )آزمون اول بودن7( و غربال کردن 
عددهای اول از بین عددهای طبیعی بود. این کار حدود یک قرن 
پس از اقلیدس و توســط ارِاتسُتِن8، جغرافی‌دان، ریاضی‌دان و 

مسئول کتابخانة دانشگاه »اسکندریه«9 صورت گرفت. 

2. آزمون اول بودن و غربال اراتستن 
اساس کارکرد غربال اراتستن و آزمون اول بودن عددها به روش 

اراتستن حکم زیر است. 
 n عددی مرکب باشد. در این صورت n لم 1-2. فرض کنید 1<

 . p n≤ عامل اولی مانند p دارد که: ‌
اثبات: چون ‌n مرکب اســت، می‌توان نوشــت:  n=ab که
، b n> a و هم n> . اگر داشته باشیم: هم  a b n< ≤ <1

n کــه تناقــض اســت. پس اقلًا  ab ( n ) n= > =2  آن‌‌گاه: 
. a n≤ b خواهد بود. مثلاً فرض کنیم: ‌ n≤ a یــا  n≤

a اختیار شده است، لذا یا اول است و یا مرکب. در هر  چون: 1<
دو صــورت حتماً عامل اولی چون p دارد. عدد اول p عامل n و 

n نیز هست. اثبات کامل است.  البته نابیشتر از
بین  n نتیجة1-2. )آزمون اول بودن اراتســتن( اگر عدد1<
عامل اولی نداشــته باشد،  n تمام عددهای اول نابیشــتر از

آن‌گاه اول است. 

A

B

C

X
O

E

Y

P

H
D

M
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نتیجــة 2-2. )الگوریتم غربال اراتســتن( می‌خواهیم از بین 
عددهــای n,...,1,2,3 عددهای اول را غربال کنیم. برای اینک‌ار 

مراحل زیر را انجام می‌‌دهیم: 
1. عدد1 را چون اول نیست، خط می‌زنیم. 

2. عدد بعدی )یعنی2( که اول اســت را نگــه می‌داریم و تمام 
مضرب‌های آن را خط می‌زنیم. 

3. عدد بعدی )یعنی3( که اول اســت را نگــه می‌داریم و تمام 
مضرب‌هایش را خط می‌زنیم.                     

ادامه می‌دهیم. باقی  n  این کار را تا آخرین عدد اول نابیشتر از
عددها همگی اول‌اند و دقیقاً عددهای اول بین 1 تا n خواهند بود. 

مثال 1-2. می‌خواهیم تعیین کنیم که آیا 641 اول اســت یا 
مرکب؟ با مراجعه به جدولی از عددهای مربعی مشاهده میک‌نیم 
، و در  < <25 641 پس26 = < < =2 225 625 641 676 26 که:

نتیجه : 
{p P : p } { , , , , , , , , }∈ ≤ =641 2 3 5 7 1113 17 19 23

از آنجا که هیچک‌دام از عددهای مجموعة اخیر641 را  نمی‌شمارد، 
بنابر آزمون اول بودن اراتستن 641 عددی اول است. 

احتمالاً این پرســش در ذهن خوانندة کنجکاو پیش آمده است 
کــه: »در مثال بالا چگونه متوجه شــدیم که 641 بر هیچک‌دام 
از عددهای اول نابیشتر از مجذورش بخش‌پذیر نیست؟« به‌طور 
کلی در اجرای عملی آزمون اول بودن اراتســتن و برخی موارد 
محاســباتی دیگر، لازم اســت بخش‌پذیری بر عددهای اول را 

تشخیص دهیم. 

3. قواعد بخش‌پذیری برای تمام عددهای اول 
 a نشانگر»رقم یکان« عدد ud(a) قرار می‌دهیم a∈برای هر
باشــد. بخش‌پذیری بر 2 و 5 بر اساس رقم یکان قابل تشخیص 
است. عددی بر 2 بخش‌پذیر است که رقم یکانش 6،4،2،0 و یا 8 
باشد. همچنین، عددی بر 5 بخش‌پذیر است که رقم یکانش 0 و 
یا 5 باشد.2 و 5 تنها عددهای اولی هستند که بخش‌پذیری n بر 

قابل تشخیص است.  ud(n) آن‌ها تنها براساس
بــا وجود آزمون‌های پراکنده برای بخش‌پذیری بر عددهای اول 
متفاوت، روشی واحد برای تمام آن‌ها مطلوب و مفید است. اخیراً 
نگارنده در مقالة آموزشی- پژوهشی ]5[، روشی بازگشتی برای 
بخش‌پذیری بر تمام عددهای اول، به جز 2 و 5  ارائه داده و درستی 
آن را اثبات کرده است. برای تبیین این روش توجه میک‌نیم که 

{ }ud(p) , , ,∈ 1 3 7 9 برای تمام عددهای اول p، به جز 2و5 داریم:
بر همین اساس، قضیة زیر بررسی بخش‌پذیری عدد طبیعی n بر 
p را، به بررسی بخش‌پذیری عددی کوچک‌تر از n )که غالباً یک 

رقم کمتر از n دارد( تحویل میک‌ند. 
قضیة 1-3.  فرض کنید p عددی اول به جز 2 و 5 است. 

. pf (p) −
=

1
10

باشد، قرار می‌دهیم:  ud(p) é اگر1=

. pf (p) −
=
7 1
10

ud(p) باشد، قرار می‌دهیم:  = é اگر 3

. pf (p) −
=
3 1
10

باشد، قرار می‌دهیم: ud(p) = é اگر 7

 . pf (p) −
=
9 1
10

ud(p) باشد، قرار می‌دهیم: = é اگر 9

در این صورت عدد طبیعی n بر p بخش‌پذیر اســت، اگر و تنها 
اگر رقم یکان n را حذف و از بقیه، f(p) برابر رقم یکان n را کم 

کنیم، حاصل بر p بخش‌پذیر باشد. 
توجه  میک‌نیم که بر اساس حکم بالا، فرایند بررسی بخش‌پذیری 
عدد طبیعی n بر عدد اول ‌p معادل بررسی بخش‌پذیری عددی 
کوچک‌تر ازn بر ‌p است. لذا با تکرار این روش بالاخره می‌توان به 
عددی آن‌قدر کوچک رسید که بخش‌پذیری‌اش بر p به راحتی 

دیده شود. مثال‌های زیر این پدیده را بیشتر روشن میک‌نند. 

مثال 1 -3. برای p=13 داریم: f(13)=9 . در نتیجه »عددی بر 
13 بخش‌پذیر اســت که اگر 9 برابر رقم یکان آن‌را از باقی عدد 
کم کنیم، حاصل بر 13 بخش‌پذیر باشد.« مثلاً برای 897 داریم: 
89-9×7=26

چون 26 بر 13 بخش‌پذیر است، لذا 897 نیز بر 13 بخش‌پذیر 
است. 

مثال 2-3. آزمون بخش‌پذیری بر عــدد اول 641 را بیان و به 
کمک این آزمون بررســی میک‌نیم، آیا عدد 4294967297 بر 
641 بخش‌پذیر است یا خیر. برای انجام اینک‌ار توجه میک‌نیم که: 

f ( ) −
= =
641 1641 64
 لذا »عددی بر 641 بخش‌پذیر است که اگر 64 برابر رقم یکان 10

آن را از باقی عدد کم کنیم، حاصل بر 641 بخش‌پذیر باشد.« با 
اعمال مکرر این قاعده بر عدد 4294967297 نتیجه می‌شود: 

429496729-7×64=429496729-448=429496281
42949628-1×64=42949628-64=42949564
4294956-4×64=4294956-256=4294700
429470-0×64=429470-0=429470
42947-0×64=42947-0=42947
4294-7×64=4294-448=3846
384-6×64=384-384=0

   و چون0 بر 641 بخش‌پذیر اســت، لذا 4294967297 نیز بر 

 .) = +
5
24294967297 2 641 بخش‌پذیر است )توجه کنید که:1

4. روش تجزیة عددهــای بزرگ و آزمون اول 
بودن فرما 

بخش‌پذیــری بر عددهای اول، علاوه بر کاربردش در آزمون اول 
بودن اراتستن، در اجرای عملی قضیة اساسی حساب نیز مفید 
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اســت؛ یعنی زمانی که بخواهیم عدد طبیعی داده شــده را به 
حاصل‌ضــرب عددهای اول تجزیه کنیم. با این حال، اگر عوامل  
اول عددی که قرار اســت تجزیه شود، بزرگ باشند، کار تجزیه 
دشوار می‌شود.10 در چنین مواردی اگر بتوان عدد داده شده را به 
ضرب عوامل کوچک‌تر )نه لزوماً اول( تجزیه کرد، می‌توان اندکی 
از پیچیدگی کار کاســت. »روش فرما«11 برای تجزیة عددهای 
بزرگ در این مورد می‌تواند مفید باشــد. اساس بررسی درستی 

روش و کارکرد آن اتحاد مزدوج است. 12

لــم1-4. فرض کنید n عددی فرد باشــد. در این صورت n را 
می‌توان به دو عامل )نه لزوماً اول( تجزیه کرد، اگر و تنها اگر بتوان 

n را به‌صورت تفاضل دو مربع نوشت. 
اثبات: اگر n را به دو عامل )نه لزوماً اول( تجزیه کرده باشــیم، 
می‌توان نوشــت: n=ab. با استفاده از اتحاد مربع جمع و تفاضل 

دو جمله داریم: 

a b a bn ( ) ( )+ −
= −2 2

2 2

 b,a و البتــه حواســمان هســت کــه چــون هــر دوی
هــر دو زوج‌انــد. برعکــس، اگــر بتــوان  a b± فردنــد، لذا
 n را بــه صــورت تفاضــل دو مربــع نوشــت، آن‌گاه داریــم:

 n=x2-y2 و در نتیجــه: n=(x-y)(x+y)، و لذا n را می‌توان به دو 
عامل )نه لزوماً اول( تجزیه کرد.

 
نتیجة 1-4. )روش فرما برای تجزیة عددهای بزرگ(: این روش 
براساس لم بالا کار میک‌ند. به این صورت که طبق لم، اگر بتوانیم 
n را به صورت n=x2-y2 بنویسیم، تجزیه انجام شده است. چون:

آن‌گاه n مربع  x n> . اگر: x n≥ ، لــذا: x n y− = ≥2 2 0
x n> n تجزیه‌ای برای n.  اگر: n n= × کامل اســت و
قرار می‌دهیم و مقدار n آن‌گاه x را مقادیر صحیح بزرگ‌تر از 

را محاسبه میک‌نیم. هر زمان که به عددی مربع کامل  x n−2

مانند y2 رسیدیم، کار تمام شده است. 

 ، nx +
=

1
2

نکتة مهم در روش بالا این اســت که نهایتاً به ازای

ny به عدد مربع کامل می‌رسیم؛ چون همواره داریم:  −
=

1
2

در 

n n( ) n ( )+ −
− =2 21 1

2 2

در واقــع اگر در حالت مرزی بالا به مربع کامل برســیم، آن‌گاه 
تجزیة مربوط به صورت n=n×1 خواهد بود که نشان از اول بودن 
n دارد. این حقیقت را به صورت رسمی‌تر در زیر بیان میک‌نیم. 

نتیجة 2-4. )آزمون اول بودن فرما(: فرض کنید n عددی فرد 

nn x +
≤ <

1
2

باشد و برای تمام عددهای طبیعیx، با شرط
تفاضل  x2-n مربع کامل نباشــد. در این صورت n عددی اول 

است. 

مثال 1-4. برای تجزیة n= 2572807 به روش فرما مشــاهده 
میک‌نیم که: 

n< ≤1603 1604
با قرار x=1604ِ می‌بینیم:  x2-n=9=32 که مربع کامل است. لذا: 
n=16042-32=1601×1607

هر دو عامل به دست آمده اول هستند و همان‌طور که می‌بینید، 
بسیار به هم نزدیک‌اند. به همین سبب روش به سرعت به انتها 

رسید. موارد زیر نیز از همین قبیل هستند: 
2021=43×47
231037=463×499

مثال 2-4. در مقایســه با نمونه‌های بالا، حــال n=1391 را 
در نظــر می‌گیریم که عدد نســبتاً کوچک‌تری اســت. داریم: 
 x2-1391‌ با محاسبة x=38  و لذا الگوریتم از ، n< ≤37 38
آغاز می‌شــود. پس از محاسبات طولانی )و طی بیش از بیست 
مرحله( می‌بینیم که بالاخره بــرایx=60  تفاضل مذکور مربع 

کامل می‌شود. در واقع داریم:  472=1391-602 . در نتیجه:
1391=602-472=13×107

 هر دو عامل به دست آمده عددهای اول‌اند و البته از هم دورند. 
به همین علت روش پس از طی مراحل بسیار به انتها رسید. این 
وضع دربارة عددهای اول بدتر نیز می‌شود. لذا بررسی اول بودن 
عددها به روش فرما مستلزم محاسبات طولانی است و در عمل 

کاربردی نیست. 

5. عددهای اول فرما 
به نظر می‌رسد، یکی از انگیزه‌های فرما برای ابداع روش تجزیة 
عددهــای بزرگ که در بخش قبل شــرح دادیــم، تجزیة عدد 
4294967297 بوده اســت. این عدد متعلق به دستة خاصی از 
عددهاست که بعدها عددهای فرما نام گرفتند. حکم زیر خاستگاه  

اولیه این عدد را تشریح میک‌ند. 
ma عددی اول باشــد. در  a,m و 1+ لم1-5. فرض کنید 1<
 . n∈ این‌صورت a عددی زوج است و داریم: m=2n که در آن:
. اگر a فرد باشد،  ma + ≥ + =21 2 1 اثبات: توجه میک‌نیم که: 5

به نظر می‌رسد، یکی از انگیزه‌های فرما 
برای ابداع روش تجزیة عددهای بزرگ  

تجزیة عدد 4294967297 بوده است.
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آن‌گاه am فرد و لذا  am+1 زوج است، و این با فرض اول بودنش 
مغایرت دارد. پس a باید زوج باشد. دربارة m، اگر به شکلی که 
s ≥ 3 ادعا شده است نباشد، آن‌گاه لزوماً دارای عامل فردی چون

است؛ یعنی: m=ns. در نتیجه: 
m ns n n(s ) n(s ) na a (a )(a a ... a )− −+ = + = + + + − +1 21 1 1 1

، لذا هر دو عامل در تجزیة بالا بزرگ‌تر از واحدند  s ≥ 3 از آنجا که 
و این با فرض اول بودن am+1 در تناقض است. بنابراین m عامل 
. اثبات  n∈ فردی نداشته و به شکل m=2n است که در آن: 

کامل است. 
ســاده‌ترین انتخاب برای a در لم بالا a=2 است. در این صورت 
22n اول باشند. فرما بررسی اول 

ممکن است عددهای به شکل 1+
بودن این عددها را که بعدها با Fn نشــان داده شدند، آغاز کرد. 
Fn=22n را محاسبه کرده‌ایم. فرما 

در جدول1مقادیر آغازین  1+
 ،F5 های مذکور در جدول را، به جز‌Fn توانســت اول بودن همة
اثبات کند. وی در مکاتباتش با برخی ریاضی‌دانان معاصرش، از 
جمله پاسکال13، ادعا کرد که تمامی عددهای تولید شده توسط 

n اول‌اند.   رابطة Fn برای 0≤

F ( ) ( a)

a ( ab b )a ( ab)a ( a b )

( ab)a ( a b )( a b )

( ab)a ( ab)( ab)( a b )

( ab)(a ( ab)( a b ))

( ab)(a a b a b ab )

= + = + = + = +

= + = + − + = + + −

= + + − +

= + + − + +

= + + − +

= + − + − +

52 32 8 4 4
5

4 4 4 4 4 4 4

4 2 2 2 2

4 2 2

4 2 2

4 3 3 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1

در نتیجه ab=641+1  عاملی اول برای F5 است.
توجــه کنید که در مثال 2-3، بخش‌پذیری F5 بر 641 را ثابت 
کردیم. این زمانی محقق شــد که می‌دانستیم 641 عامل اولی 
برای ‌F5 است، در حالی که در گزارة بالا با تکنیک‌های ساده‌ای 
این عامل را برای F5 استخراج کردیم. مضاف بر اینکه در انتهای 

اثبات، عامل دیگر F5، یعنی:
a a b a b ab− + − + =4 3 3 2 2 1 6700417

به دست آمد که آن هم عددی اول است. بنابراین:‌

F = + = ×
52

5 2 1 641 6700417
محاسبه‌های رایانه‌ای نشان می‌‌دهند که: 

F

F

= + = +

=
= ×

= + = +

=
= ×

6

7

2 64
6

2 128
7

2 1 2 1
18446744073709551617
274177 67280421310721

2 1 2 1
340282366920938463463374607431768211457
59649589127497217 5704689200685129054721

هــر چند اویلر حدس فرما مبنی بر اول بودن تمامی جمله‌های 
را رد کرد، اما وضعیت این حدس بدتر از آن بود  n n(F ) دنبالة0≤
که تصور می‌شــد؛ به‌طوری که با وجود توســعة روش‌ها و ابزار 
محاسبه‌ها، تا به امروز هیچ عدد اول فرمایی به جز همان‌هایی که 
خود فرما تشخیصشان داد، پیدا نشده است. به موازات پیشرفت 
ماشین‌های محاسبه، تلاش‌ها در این‌ حوزه با ارائة الگوریتم‌های 

کارآمدتر کماکان ادامه دارد. 
اما چرا؟ اول بودن عددهای فرما چه فایده‌ای دارد؟ برای پاسخ به 
این سؤال لازم‌ است به یک مبحث هندسی وارد شویم. ارتباط 
فوق‌العادة بین این بحث شیرین هندسی با حدس‌فرما و عددهای 
اولش، نمونه‌ای از ریاضیات توسعه‌یافتة امروزی است که جزئیات 
آن‌ را در انتهای اغلب کتاب‌های دانشگاهی در حوزة جبر مجرد 

می‌توان یافت. 

6. چند ضلعی‌های منتظم ترسیم‌پذیر 
بخش قابل توجهی از کتاب »اصول« اقلیدس به اجرای عملی 
ترسیم شــکل‌های هندسی اختصاص دارد. ابزار مجاز برای این 
کار، که به ابزارهای اقلیدسی معروف‌اند، عبارت است از پرگار و 
»سَطّاره« )یا سَتّاره(. ستّاره در متن‌های ریاضی قدیمی‌تر فارسی 

جدول1. اعداد فرما که پنج‌تای نخست اول‌اند
543210n

4294967297655372571753Fn

دیری نپایید که اویلر14 ثابت کرد F5 اول نیست و حدس فرما را 
رد کرد. با توسعة تحقیقاتش در این زمینه، اویلر در حالت کلی‌تر 
ثابت کرد که اگر ‌Fn بر عدد اول p بخش‌پذیر باشد، آن‌گاه داریم:

. با استفاده از همین واقعیت،  k∈ np که در آن:  k+= +22 1
او مرکــب بودن عددهای فرمای F9448 و F23471 را نیز ثابت کرد. 
توجه کنید که عددهای فرما به ســرعت رشد میک‌نند و بزرگ 
می‌شوند، و لذا بررسی اول بودنشان بسیار دشوار است. با این‌حال 
آزمون اول بودن ویــژه‌ای برای این عددها، موســوم به»آزمون 
پپین15«، ابداع شده است که تا حدی کار را راحت میک‌ند. در زیر 
اثباتی آسان برای مرکب بودن F5 می‌آوریم. این اثبات تنها از اتحاد 
مزدوج استفاده میک‌ند، و لذا نمونه‌ای جالب از استدلالی است که 
در آن استفادة معنادار از اتحادهای دبیرستانی صورت گرفته است. 

F بــر 641  =
52

5 2 گــزارة 1-5. عــدد 4294967297=1+
بخش‌پذیر است.     

  1+ab=641:داریــم .b=5 و a=27 :اثبات: قــرار می‌دهیــم
وab-b4=24+1. بنابراین، بدون محاســبة مستقیم F5 می‌توان 

نوشت: 
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و عربــی به معنای خطک‌ش نامدرج، یعنی ابزاری که تنها با آن‌ 
می‌توان خط راســت کشــید و نه اندازه‌گیری کرد، آمده است. 
پرگارهای اقلیدسی »فروریزنده« فرض می‌شوند؛ یعنی با برداشتن 
یک ساق آن از روی کاغذ فرو می‌ریزد. با این‌حال قضیة 2 از مقالة 
نخست اصول اقلیدس نتیجه می‌دهد که ستّاره و پرگار اقلیدسی 
با ستّاره و پرگارهای امروزی که فروریزنده نیستند، معادل‌اند. با 
اســتفاده از خطک‌ش غیرمدرج و پرگار می‌توان ترسیمات زیر را 

انجام داد:
1. ترسیم عمود منصف بر پاره‌خط مفروض )مثلاً به طریق نشان 

داده شده در نمودار »پایین« شکل 1(.
2. ترسیم نیم‌ساز زاویة مفروض )مثلاً به طریق نشان داده شده 

در نمودار »بالا« شکل1(. 
3. ترسیم خط عمود بر خطی مفروض از نقطه‌ای مشخص خارج 

از آن. 
4. ترسیم خط موازی با خطی مفروض از نقطه‌ای مشخص خارج 

از آن. 

همچنین قطر XY  را قائم بر AZ میک‌شیم. M را نقطة وسط 
شــعاع OX انتخاب و A را به M وصل میک‌نیم. نیم‌ساز زاویة 
AMO را رســم میک‌نیم و امتداد می‌دهیم تا شعاع OA را در 

نقطة P قطع کند. 
همچنین خطی عمود بر MP رسم میک‌نیم تا شعاع OZ را در 
نقطة H قطع کند. حال خطوط گذرا از نقطه‌های P و H و موازی 
 B را رســم میک‌نیم تا دایره را به ترتیب در نقطه‌های XY قطر
 E و‌ D، C، B، A قطع کنند. پنج نقطة D وC و همچنیــن ،E و

رأس‌‌های یک پنج ضلعی منتظم هستند. 

شکل1. ترسیم نیم‌ساز زاویه )بالا( و ترسیم عمود‌منصف )پایین(

با به کار بســتن ترسیمات مقدماتی شکل1، ترسیم سه ضلعی 
منتظم )مثلث متساوی‌الاضلاع( و چهار ضلعی منتظم )مربع( با 
استفاده از خطک‌ش غیرمدرج و پرگار کار دشواری نیست. سؤالی 
که به‌طور طبیعی به ذهن می‌رســد، این است که:‌ آیا می‌توان 
با خطک‌ش غیرمدرج و پرگار، پنج‌ضلعی منتظم نیز رسم کرد؟ 
پاسخ این پرسش مثبت است، و روش‌های متعددی برای اجرای 
آن وجود دارد. یکی از این روش‌ها که بیان ساده‌ای دارد، منتسب 

به ریچموند16 است.

1-6. روش ریچموند برای ترسیم پنج‌ضلعی 
منتظم 

این روش را براســاس شکل2 توضیح می‌دهیم. نقطة A را روی 
دایره به مرکز O مشــخص میک‌نیم. قطر AZ را گذرا از A  و 

A

B

C

X
O

E

Y

P

H
D

M

شکل2. روش ریچموند برای ترسیم پنج‌ضلعی منتظم

مسلماً با نیم‌ســاز کردن زاویه‌های مرکزی هر ‌n ضلعی منتظم 
رسم شــده می‌توان به یک 2n ضلعی منتظم رسید. به همین 
 16n ،8 ضلعی منتظمn ،4 ضلعی منتظمn ترتیب می‌توان به
ضلعی منتظم، و به طور کلی به یک 2kn ضلعی منتظم رسید

. (k )≥0
k+22 بنابراین، چون رسم مربع را در اختیار داریم، می‌توانیم هر

k)‌را با اســتفاده از خطک‌ــش غیرمدرج و پرگار  )≥0 ضلعی منتظم
ترسیم کنیم. همچنین، چون مثلث متساوی‌الاضلاع را رسم کرده‌ایم، 
می‌توانیم با نیم‌ســاز کردن زاویه‌های مرکزی دایرة محاطی‌اش به 6 
ضلعی منتظم، 12 ضلعی منتظم، 24 ضلعی منتظم، و به‌طور کلی به 

. (k )≥0 ضلعی منتظم رسید k×3 2 یک
وضعیت مشــابهی دربارة 5 ضلعی منتظم، 10ضلعی منتظم، 
k×5 ضلعی منتظم  2 20 ضلعــی منتظم، و به‌طور کلــی برای هر 
k) برقرار اســت. سؤال اساسی در اینجا این است که: »کدام  )≥0
nضلعی‌های منتظم را با اســتفاده از خطک‌ــش غیر‌مدرج و پرگار 

می‌توان ترسیم کرد؟«
اگر فرایند نیم‌ساز کردن زاویه‌های مرکزی دایرة محاطی و رسیدن 
به دو برابر اضلاع را بدیهی انگاریم، ســؤال پایه‌ای‌‌تر این‌اســت 
که: برای ‌nهای فرد کدام nضلعی‌های منتظم را با اســتفاده از 

خطک‌ش غیرمدرج و پرگار می‌توان ترسیم کرد؟ 

بررسی پراکندگی و توزیع عددهای اول 
بین عددهــای طبیعی، موضوع مطالعة 

بسیاری  از ریاضی‌دانان بوده است. 
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2-6.  طبقه‌بندی چند‌ضلعی‌های منتظم 
ترسیم‌پذیر 

همان‌طور که در بالا اشاره کردیم، تاکنون هیچ عدد اول فرمایی 
به جز همان‌هایی که خود فرما تشخیصشان داده بود، پیدا نشده 
است. حال می‌توان به این پرسش پرداخت که اول بودن عددهای 
فرما چه فایده‌ای دارد؟ پاســخ این سؤال را گاوس17 با به دست 
آوردن شــرط کافی برای ترسیم‌پذیری ارائه کرد. کار وی توسط 
ریاضی‌دان کمتر شــناخته شدة فرانسوی به نام ونزل18 با اثبات 
لازم بودن شــرط ارائه شده توســط گاوس برای ترسیم‌پذیری 
تکمیل شد. در واقع، احکام گاوس و ونزل دربارة چندضلعی‌های 
منتظم ترسیم‌پذیر با خطک‌ش غیرمدرج و پرگار، جانی دوباره به 

حدس‌فرما  بخشید. 

n‌ از دســته  آن‌  تنهــا  ونــزل(  )گاوس-  قضیــة 6-2-1. 
ضلعی‌هــای منتظــم ترســیم‌پذیر بــا خطک‌ــش غیرمدرج 
 k

rn q q ...q= 1 22 یــا و   kn += 22 کــه  هســتند  پــرگار   و 
ها عددهای اول فرمای متمایز هستند.  jq و k ≥0 باشد که در آن:‌
توضیح اینکه چگونه یک مســئلة ترسیمی، با خانوادة خاصی از 
عددهای اول مرتبط می‌شود، به مفاهیمی نیاز دارد که خارج از 
ســطح این مقاله است. آنچه که می‌توان اشاره کرد این‌ است که 
این حکم جالب، در کنار حکم‌های مربوط به سه مسئلة معروف 
ریاضیات یونان باستان، در پی »مجرد‌سازی« مفاهیم مربوط به 
ترسیمات هندسی حاصل شده است. مجرد‌سازی مفاهیم ترسیم  
یعنی آزاد کردن امر ترسیم از اجرای عملی آن و مربوط کردنش 
به مفاهیمی از ریاضیات که می‌توان بر اساس آن‌ها، برای امکان یا 
عدم امکان ترسیم برهان ریاضی اقامه کرد. به همین دلیل حکم 
بالا فقط یک طبقه‌بندی از چند‌ضلعی‌های منتظم ترسیم‌پذیر با 
خطک‌ش غیرمدرج و پرگار ارائه می‌دهد، و مطلقاً هیچ راهکار عملی 
برای ترسیم آن چند ضلعی‌ها روی صفحة کاغذ ارائه نمیک‌ند. به 
دست آوردن راهکار عملی برای ترسیم چند‌ضلعی‌هایی که امکان 
رسمشــان وجود دارد، کاری است از جنس روش ریچموند برای 
ترسیم پنج‌ضلعی منتظم که براساس ترفند‌های هندسه و مثلثات 
حاصل می‌شود. این کار برای تعدادی از چند‌ضلعی‌های منتظم 
ترســیم‌پذیر، از جمله 17، 257 و 65537  ضلعی‌های منتظم 

انجام شده است که البته بسیار پیچیده هستند. 
همان‌طور که گفتیم تا به امروز تنها عددهای اول فرمای شناخته 
شده 3، 5، 17، 257 و 65537 هستند و مشخص نیست آیا عدد 
فرمای اول دیگــری وجود دارد یا خیر. هر چند تحقیقات انجام 
شده در این زمینه مشخص کرده است که به احتمال قوی تنها 
عددهای اول فرمای شناخته شده همین پنج عدد هستند. لذا در 
حال حاضر، پاسخ این سؤال پایه‌ای‌تر که برای nهای فرد، کدام 
n ضلعی‌های منتظم را با استفاده از خطک‌ش غیر‌مدرج و پرگار 

می‌توان ترســیم کرد، عبارت ‌است از اینکه: »عددهای مذکور و 
حاصل ضرب‌های متفاوت آن‌ها با عوامل متمایز«؛ که جمعاً 31 

عدد می‌شوند. تعدادی از عددهای مزبور از این قرارند

( F ), ( F ), ( F ),
( F ), ( F ),

( F F ), ( F F ),...
( F F ),

( F FF ), ( F FF )...,
( F F F ),

( F FF F ), ( F FF F )...,
( FF F F ),

= = =

= =

= =

=

= =

=

= =

=

0 1 2

3 4

0 1 0 2

3 4

0 1 2 0 1 3

2 3 4

0 1 2 3 0 1 2 4

1 2 3 4

3 5 17
257 65537
15 51
16843009
255 3855
286331153
65535 16711935
1431655765
42949672 ( F FF F F ).= 0 1 2 3 495

 دقــت کنید که مثلاً  نمی‌توان 3×3=9 یا 5×5=25 ضلعی‌های 
منتظم را با اســتفاده از خطک‌ش غیرمدرج و پرگار رســم کرد. 

متمایز بودن عوامل در حکم گاوس- ونزل الزامی است. 

7. نتیجه‌‌گیری و جمع‌بندی
بررســی پراکندگی و توزیع عددهای اول بین عددهای طبیعی، 
موضوع مطالعة بسیاری  از ریاضی‌دانان بوده است. شکل3 توزیع 
عددهــای اول در فاصلة 1 تا20000 را نشــان می‌دهد. در این 
تصویر، فاصله‌های بین عددهای اول متوالی و رخنه‌های بین آن‌ها 
دیده می‌شود. زوج‌هایی از عددهای اول را که تنها یک واحد رخنه 
بینشــان وجود دارد، »دوقلوهای اول«19 می‌نامند. چند دوقلوی 

اول آغازین عبارت‌اند از:         

( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ),
( , ), ( , ), ( , ), ( , )
3 5 5 7 1113 17 19 29 31
41 43 59 61 71 73 101103

یکی از پرســش‌های  عمیق این‌ است: آیا نامتناهی دوقلوی اول 
وجود دارد؟ حدس زده می‌شود که پاسخ این سؤال مثبت باشد. 
این حدس را »حدس‌ عددهای اول دوقلو« می‌نامند. این حدس 
دربارة »تکرار تمام نشــدنیِ فاصلة حداقلی بین عددهای اول« 
است. حدس عددهای اول دوقلو می‌گوید که این مقدار حداقلی 
باید 2 باشد. یکی از آخرین دستاوردهای بسیار مهم در این زمینه 
که حاصل کار گروهی جمعی از برجسته‌ترین ریاضی‌دان‌هاست، 

تأیید مقدار حداقلی 246 است. 
از این قبیل حقایق در داستان عددهای اول فراوان وجود دارد؛ از 

عددهای اول سرشار  از شگفتی‌ها و اسرار سر به 
مُهر هستند. صحبت از عددهای اول برای همة 
سطوح دانش‌آموزان مقدور، و رسیدن به مرزهای 

حل نشده در آن به سرعت قابل حصول است.
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جمله »حدس گلدباخ«20، »حدس ریمان«21 و موارد بسیاری 
که سال‌ها فکر ریاضی‌دان‌ها را به خود مشغول کرده است. مسلماً 
بیــان این حقایق در شــنوندة علاقه‌مند هیجان‌ علمی به‌وجود 
می‌آورد و همین هیجان می‌تواند در وی شوق و علاقه ایجاد کند. 
عددهای اول سرشــار  از شگفتی‌ها و اسرار سر به مُهر هستند. 
صحبت از عددهای اول برای همة ســطوح دانش‌آموزان مقدور، 
و رســیدن به مرزهای حل نشده در آن به سرعت قابل حصول 
است. آنچه در این مقاله ارائه شد، بخشی از سخنرانی‌های نگارنده 
در جمع معلمان و دانش‌آموزان بود. گاهی بین همین جلســات 
بحث‌های مفیدی صورت گرفته‌اند؛ مانند قواعد بخش‌پذیری برای 

تمام عددهای اول که در بخش 3مقاله ارائه شد. 

پی‌نوشت‌ها
1. شمارنده یا مقسوم‌علیه هر عدد صحیح n عددهایی هستند که n  بر آن‌ها 
بخش‌پذیر است. مقسوم‌علیه می‌تواند مثبت یا منفی باشد. در این مقاله منظور 

ما از شمارنده یا مقسوم‌علیه، شمارنده‌های مثبت است. 
2. Prime Number

3. نماد P برگرفته از کلمة »prime« است. 
4. Composite Number
5. Fundamental Theorem of Arithmetic
6. Euclid of Alexandria (325 BC-265 BC)
7. Primality Test
8. Eratosthenes of Cyrene (276 BC-194 BC)

9. اسکندریه شهر بندری مهم مصر واقع در شمال غرب دلتای رود نیل است. 
نام شــهر از نام اسکندر مقدونی گرفته شــده است که پس از فتوحاتش 
دستور ساخت این شهر را داده بود. پس از مرگ اسکندر و تجزیة امپراتوری 
او، در حدود سال 306ق.م بطلمیوس حاکم مصر شد و اسکندریه را به عنوان 
پایتخت انتخاب کرد و برای جلب دانشــمندان به شهر خود، دستور ساخت 
دانشگاه اسکندریه را صادر کرد. دانشگاه در حدود سال 300 ق.م افتتاح شد 
و شــروع به جذب استاد و پذیرش دانشجو کرد. اغلب استادان از آتن جذب 
شــدند. اقلیدس به‌عنوان رئیس بخش ریاضی انتخاب شــد و شروع به کار 
کرد. مهم‌ترین قسمت دانشــگاه کتابخانة آن بود که در حدود 40 سال پس 
از تأسیســش، بیش از 600 هزار طومار پاپیروس در خود داشته است! امروزه 
تعداد انگشت‌شــماری از این پاپیروس‌ها باقی مانده‌اند که مهم ترین آن‌ها با 

محتوای ریاضی،»پاپیروس رایند« و »پاپیروس مسکو« نام دارند. 
10. هرچند همین دشواری هم در ریاضیات مفید شناخته می‌شود، زیرا مبنای 
ســاخت و طراحی برخی از سیستم‌های امنیتی رمز‌نگاری است. در واقع، هر 
قدر تجزیه دشوارتر باشد، کلید‌رمز ساخته شده بر پایة آن امن‌تر خواهد بود، و 

این یعنی تبادل پیام‌ها و اطلاعات در امنیت انجام می‌شود. 
11. Pierre de Fermat (1601-1665)

12. اتحاد مزدوج بیان میک‌ند که برای تمامی عددهای حقیقی a و b داریم: 

. این البته حالت خاصــی از اتحاد مزدوج  a b (a b)(a b)− = − +2 2

داریم: n∈ اصلی است که بیان میک‌ند: برای هر 
n n n n n

n n n

a b (a b)(a a b a b

... a b ab b )

− − −

− − −

− = − + +

+ + + +

1 2 3 2

2 3 2 1

13.Blaise Pascal (1623-1662).
14.Leonhard Euler (1707-1783)
15.Pépin’s Primality Test
16.Herbert William Richmond (1863-1948)

17.Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
18. Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
19.Twin Primes 
20.Goldbach Conjecture
21.The Riemann Hypothesis
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شــکل 3. توزیع عددهای اول در فاصلة 1 تا 20000. در این تصویر برای 
عددهای طبیعی خانه‌هایی مربعی در یکصد سطر دویست‌تایی با شروع 
از گوشــة بالا چپ و به سمت راست چیده شده‌اند. در مواضع عددهای 
اول خانة سیاه و در مواضع عددهای مرکب سفید رنگ‌آمیزی شده است. 

عدد 1 که نه اول است و نه مرکب با رنگ قرمز نشان داده شده است. 



رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1/ پاییز 101399

ابوالفضل رفيع‌پور
عضو هيئت علمي بخش آموزش رياضي، دانشكدة رياضي و كامپيوتر، دانشگاه شهيد باهنر كرمان

اشاره
در اين مقاله، ابتدا روكيرد آموزش رياضي واقعيت‌مدار معرفي مي‌شود و ارتباط آن با حوزة مدل‌سازي و 
كاربردها در آموزش رياضي بيان مي‌شود. در ادامه، با توجه به اينكه در »سند برنامة‌ درسي ملي«، به كاربردهاي 
رياضي در دنياي واقعي اشاره شــده، راهبردهايي براي استفاده از روكيرد آموزش رياضي واقعيت‌مدار در 

كلاس‌هاي درس رياضي در سه بخش، ارائه شده است.

كليدواژه‌ها: آموزش رياضي واقعيت‌مدار، كلاس درس، كتاب درسي، مدل‌سازي

مقد مه
براســاس ادبيــات پژوهشــي، روكيــرد آمــوزش رياضي 
»واقعيت‌مدار«1 به‌عنوان واكنش هلندي‌ها به دوران رياضي جديد 
يا »رياضي مدرن«2 شناسايي شده است. روكيرد آموزش رياضي 
واقعيت‌مــدار به رهبري هانس فرودنتال3، آموزشــگر رياضي 
هلندي، شروع شــد و به گفتة پنهيوزن4 )2001( اين نهضت 
همچنان ادامــه دارد. ايدة اصلي در آموزش رياضي واقعيت‌مدار 
اين اســت كه به دانش‌آموزان فرصت دهيم كه رياضي را تحت 
راهنمايي معلم خود، دوباره و توســط خودشان بسازند. در واقع، 
دانش رسمي رياضي مي‌تواند به وسيلة دانش غيررسمي و عقل 
سليم دانش‌آموزان توسعه يابد ]Treffers, 1991[. اين يعني به 
وسيلة انجام برخي فعاليت‌ها، شامل حل مسائل زمينه‌مدار كه 
براي دانش‌آموزان قابل درك هســتند، آن‌ها مي‌توانند از دانش 

غيررسمي خودشان براي خلق دوبارة رياضي استفاده كنند.
به عقيدة فرودنتال )1991(، فعاليت‌هاي رياضي در آموزش 
رياضي واقعيت‌مدار، هم مي‌توانند در دنياي واقعي مطرح شوند 
كه بايد براساس الگوهاي رياضي سازماندهي شود، و هم مي‌توانند 
در دنياي رياضي مطرح شــوند كه بايد براساس ايده‌هاي جديد 

سازماندهي شوند تا بهتر فهميده شوند.
پژوهشــگران آمــوزش رياضي كه در حوزة مدل‌ســازي و 
كاربردها فعاليت مي‌كننــد، آموزش رياضي واقعيت‌مدار را جزو 
پيشينة حوزة مدل‌سازي و كاربردها در آموزش رياضي شناسايي 
كرده‌اند. منظور از مدل‌سازي در آموزش رياضي چرخة نمودار 1 
است كه در آن، فرايند مدل‌سازي با كي مسئله كه در موقعيت 

دنياي واقعي قرار دارد، شــروع مي‌شــود. سپس با صورت‌بندي 
مســئلة دنياي واقعي و تبديل آن به كي مسئلة رياضي دنبال 
مي‌شــود. در ادامه، اين مســئلة رياضي در دنياي رياضي حل 
مي‌شــود و در نهايت، جوابي كه در دنياي رياضي به دست آمده 
اســت، بايد به دنياي واقعي برده شود تا با زمينة واقعي مسئله 
متناســب شــود ]Verschaffel, 2002[. در اينجا ممكن است 

جواب دنياي رياضي به تفسير نياز داشته باشد.

نمودار 1. چرخة مدل‌سازي

دنياي رياضي

مسئلة رياضي

ضي
ريا

لة 
سئ

ل م
ح

جواب رياضي

صورت‌بندي

دنياي واقعي

تعبير و تفسير

ت
 دق

ان
يز

ي م
رس

بر

جواب در دنياي واقعي

مسئلة واقعی

در سند برنامة درسي ملي جمهوري 
اسلامي ايران، كيي از هدف‌هاي آموزش 
رياضي، »توانايي به‌كارگيري رياضي در 
حل مسائل روزمره« عنوان شده است

در سند برنامة درسي ملي جمهوري اسلامي ايران، كيي از 
هدف‌هاي آموزش رياضــي، »توانايي به‌كارگيري رياضي در 
حل مسائل روزمره« عنوان شده است )دبيرخانة شوراي عالي 
آموزش‌وپرورش، 1391(. همچنين، در بخش ديگري از ســند 
برنامة‌ درسي آمده است كه رياضيات از نظر ماهيت، علمي مجرد 
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است، ولي بستر رشد و توســعة آن، مشاهده، توصيف و تجزيه 
و تحليل محيط پيراموني است. در رياضيات مدرسه‌اي، فعاليت 
آموزشــي بايد برخاسته از رياضيات محيط پيراموني باشد. همة 
اين‌ها نشان مي‌دهند كه كاربردي بودن رياضي، جزو هدف‌هاي 
اساســي نظام آموزشــي ايران بوده و در اســناد بالادستي نظام 

آموزشي به آن‌ها اشاره شده است.
مرور ادبيات پژوهشــي به زبان فارســي نشان مي‌دهد كه 
چندين مقاله با تمركز روي آموزش رياضي واقعيت‌مدار نوشــته 
شــده‌اند كه از آن جمله مي‌توان به مقالة رفيع‌پور )1393 ب(، 
غلام آزاد )1393(، و ساويزي  )1395( اشاره كرد. همچنين، 
تاكنون چندين پايان‌نامة كارشناســي ارشــد آموزش رياضي با 
محوريت روكيرد آموزش رياضي واقعيت‌مدار انجام شده‌اند كه از 

طريق »پايگاه ايران‌داك« قابل دسترسی هستند.
در مقالة حاضر، سه راهبرد مختلف براي استفاده از روكيرد 
آمــوزش رياضي واقعيت‌مدار در كلاس‌هــاي درس رياضي ارائه 
شــده اســت. اين راهبردها حاصل تجربيات نويسندة مقاله در 
پژوهش‌هاي گوناگون و برگزاري كارگاه‌هاي آموزشــي در حوزة 

مدل‌سازي و كاربردهاست.

راهبرد اول: محيط اطراف خود را با دقت مشاهده 
كنيد .

توصيــة كاربردي اول مبتنــي بر ادبيات پژوهشــي حوزة 
مدل‌ســازي و كاربرد در آموزش رياضي است. السينا )2007(، 
آموزشــگر رياضي اســپانيايي، در مقالة خود اين ايده را مطرح 
مي‌كند كه در كلاس درس، كمتر از گچ و تخته استفاده كنيم و 
بيشتر از پديده‌هاي محيط زندگي خود براي طرح مسائل رياضي 
بهره بگيريم. براي اين كار، كافي اســت ابتــدا دور و بر خود را 
خوب مشاهده كنيم و از اطلاعات منتشر شده در رسانه‌ها كه در 

دسترس هستند، به خوبي استفاده كنيم.
نويسندة مقاله حاضر از اين روكيرد بارها براي طراحي مسائل 
متفاوت مدل‌ســازي كه برآمده از دنياي واقعي هستند، استفاده 
كرده اســت. بازخورد حاصل از اجراي اين دســت فعاليت‌ها در 
كارگاه‌هاي مدل‌سازي، نشــان مي‌دهد كه شركت‌كنندگان در 
كارگاه‌هاي مدل‌سازي از حل اين‌گونه مسائل دنياي واقعي حس 

خوبي دارند. 
براي مثال، شرايطي را در نظر بگيريد كه شخصي با بودجة 
محدود قصد دارد كي گوشي هوشمند بخرد. مسئله اين است كه 
معيارهايي تدوين كنيد و براساس اين معيارها، راهنمايي‌هايي به 
اين شــخص ارائه كنيد تا او را در خريد گوشي هوشمند دلخواه 
ياري دهيد. حتي مي‌توان چارچوب مسئله را مشخص‌تر كرد. مثلًا 
با بودجه‌اي در حدود پنج ميليون تومان، فهرستي از گوشي‌هاي 
هوشمند و ويژگي‌هاي آن‌ها را در اختيار دانش‌آموزان قرار دهيد و 
از آن‌ها بخواهيد، كيي از اين گوشي‌هاي هوشمند را انتخاب كنند. 
اين انتخاب بايد براساس معيارهاي متفاوت وزن‌دهي به هر كي 
از معيارها، انجام شود. مثلاً ظرفيت باتري، كيفيت عكس، قدرت 
پردازنده و ... مي‌توانند از جمله معيارهايي باشند كه در انتخاب 

بهترين گوشي هوشمند تأثير بگذارند.
مشابه اين مسئله را مي‌توان به سادگي براي ساير موقعيت‌ها 

هم گســترش داد. مثلاً براي خريد بهترين »لپ‌تاپ« با بودجة 
مشــخص، يا خريد بهترين خودرو با بودجة محدود، يا انتخاب 
بهترين اپراتور تلفن همراه براســاس عادت‌هــاي مكالمة افراد 
متفاوت، مي‌توان روند مشــابهي را در نظر گرفت. گزارش اجراي 
نمونه‌هايي از اين دست فعاليت‌ها، چاپ شده و در دسترس است. 
براي مثال، مقاله‌هاي احمدي و رفيع‌پور )1392 و 1393( در 

مورد انتخاب اپراتور تلفن همراه را ببينيد.

راهبرد دوم: در مسائل كتاب‌هاي درسي تغيير 
كوچكي ايجاد كنيد.

نتايج تحليل محتواي كتاب‌هاي درســي رياضي مدرسه‌اي 
با استفاده از چارچوب‌هاي نظري مختلف )براي مثال، رفيع‌پور، 
1391 و خاني و رفيع‌پور، 1394( نشان مي‌دهد كه درصد كمي 
از مسائل كتاب‌هاي درسي رياضي مدرسه‌اي در حوزة مدل‌سازي 
و كاربرد قرار دارند. اما مي‌توان با ايجاد تغييرات كوچك در صورت 
مسائل، آن‌ها را به مسائل كاربردي چالشي تبديل كرد. بنابراين 
توصية كاربردي دوم اين اســت كه با ايجاد تغييرات كوچك در 
مسائل موجود، آن‌ها را به موقعيت‌هاي دنياي واقعي مرتبط كنيم. 
مثلاً با درج اطلاعات بيشــتر يا كمتر در صورت مسئله، آن‌ها را 
چالش‌برانگيز كنيم. براي ايجاد مسئلة جديد از روي مسئلة كتاب 
درسي، رهنمودهاي مختلفي وجود دارند كه در مقالة جداگانه‌اي 

با جزئيات بيشتر به آن پرداخته خواهد شد.
البته لازم به ذكر است، مثال‌هايي از مسائل كلامي تفسيري 
)مسائلي كه پاسخ نهايي آن‌ها نيازمند تفسير و مقابله با موقعيت 
مســئله اســت و نمونه‌اي از آن در مقالة رفيع‌پور )1393، الف( 
آمده است(، در كتاب‌هاي درسي رياضي مدرسه‌اي قابل مشاهده 
اســت. اما از آنجا كه فقط در موقعيت‌هاي محدودي از مســائل 
كلامي تفسيري استفاده شده اســت، نمي‌توان از دانش‌آموزان 
انتظار داشت در مواجهه با مسائل دنياي واقعي، عملكرد مطلوبي 
از خود به نمايش بگذارند. مثلاً مسائل مطرح شده در صفحة 174 
كتاب درسي رياضي اول دبستان، مسائل كلامي تفسيري هستند 
)تصوير 1(. اما چون اين مسائل در صفحه‌هاي پاياني كتاب درسي 
مطرح شده‌اند و در ساير پايه‌ها، مثال‌هاي مشابه اين مسائل ديده 
نمي‌شوند، خيلي اثرگذار نخواهند بود. لازم است مسائلي از اين 
دست در سراسر مطالب كتاب درسي رياضي و كلاس‌هاي درس 

رياضي مطرح شوند.

تصوير 1. مسائل صفحة 174 كتاب رياضي اول 
دبستان

1. كي اتوبوس 40 صندلي دارد. 24 نفر مسافر 
در اتوبوس بودند كه به ايستگاه امام خميني)ره( 
رســيد. 4 نفر از اتوبوس پياده شدند. اتوبوس 

چند صندلي دارد؟

آموزش  در  اصلــي  ايدة   
رياضــي واقعيت‌مدار اين 
اســت كه به دانش‌آموزان 
فرصت دهيم كه رياضي را 
تحت راهنمايي معلم خود، 
خودشان  توسط  و  دوباره 
دانش  واقع،  در  بســازند. 
به  رياضي مي‌تواند  رسمي 
و  دانش غيررسمي  وسيلة 
دانش‌آموزان  سليم  عقل 

توسعه يابد
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راهبرد سوم: از روش‌هاي متفاوت براي طرح 
مسئله استفاده كنيد.

كيي ديگر از راهبردهاي مفيد كه براي طرح مسائل زمينه‌مدار 
دنياي واقعي، كارآمد است، استفاده از موقعيت‌هاي متفاوت براي 
طرح مسئلة رياضي است. به گفتة استويانوا و الرتون )1996(، 
طرح مسئله مي‌تواند به‌صورت آزاد، نيمه‌ساختاري يا ساختاري 

باشد:
 طرح مسئله در موقعيت آزاد: در اين موقعيت فرد بايد 
طبق تجربيات قبلي خود مسئله طرح كند. براي مثال، مي‌توان 
از دانش‌آموزان خواســت براي دوســت خود كي مسئلة رياضي 

طراحي كنند.
 طرح مسئله در موقعيت نيمه‌ساختاريافته: در اين 
موقعيت بايد براي شرايط داده شده، مسئله طرح كنند. مثلاً براي 

عبارت 5i+3i كي مسئله طرح كنيد.
 طرح مسئله در موقعيت ساختاريافته: در اين موقعيت 
بايد بر پاية مسئله‌اي مشخص، مسائل ديگري طرح شوند. براي 
مثال، مي‌توان از دانش‌آموزان خواســت براساس سؤال زير، كي 

سؤال جديد طراحي كنند:
 چه تعداد پلاك خودرو با شكل كلي زير مي‌توان براي شهر 

تهران صادر كرد؟

آن تلاش بيشتري خواهند كرد.
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3. 2 تاكســي از ابتداي خط شروع 
به حركت كردند. در كي تاكســي 4 
تاكسي ديگر 3 مسافر  و در  مسافر 
نشســته بودند. در بين راه چند نفر 
اين  انتهاي  ديگر سوار شــدند. در 
مسير چند مسافر از تاكسي‌ها پياده 

شدند؟

2. ســعيده كي كتابخانه‌ي 2 طبقه دارد. 
در طبقه‌ي اول 12 كتاب و در طبقه‌ي دوم 
13 كتــاب دارد. او 4 كتاب از طبقه‌ي اول 
برداشت و در طبقه‌ي دوم قرار داد. او روي 

پي‌نوشت‌هاهم چند كتاب در اين كتابخانه دارد؟
1. Realistic Mathematics Education
2. Modern Mathematics
3. Freudenthal
4. Panhuizen

منابع
1. احمدي، ح. و رفيع‌پور، ابوالفضل )1393(. »انتخاب اپراتور تلفن همراه: كي 

مسئلة مدل‌سازي رياضي«. مجلة رشد آموزش رياضي. شمارة 116.
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سخن پاياني
در اين مقاله تلاش شد براساس ادبيات پژوهشي و تجربيات 
نگارنده در حوزة مدل‌سازي و كاربردها، سه راهبرد براي طراحي 
مسائل براساس روكيرد آموزش رياضي واقعيت‌مدار، ارائه شود. 
اين ســه روكيرد شامل توجه بيشتر به محيط پيراموني، تغيير 
مسائل كتاب‌هاي درسي رياضي و استفاده از موقعيت‌هاي طرح 
مســئله بود. اســتفاده از روكيرد آموزش رياضي واقعيت‌مدار، 
به‌طور مشخص مي‌تواند در آموزش‌ ریاضی در دورة همه‌گیری 
كرونا، مؤثر باشد. به‌خصوص اگر با استفاده از داده‌هاي منتشر 
شده در رسانه‌ها دربارة كرونا، كي مسئلة رياضي طراحي شود، 
آن‌گاه دانش‌آموزان با مسئله بهتر ارتباط مي‌گيرند و براي حل 



حمید پزشک
دانشگاه تهران 

مقد مه
اگر به لغت‌نامة »آکســفورد« نگاه کنیــم، کلمة »آمار« را 
به‌عنوان شــیوه یا علم جمع‌آوری و تجزیــه ‌و تحلیل داده‌های 
عددی در مقیاس بزرگ تعریف کرده اســت کــه عمدتاً برای 
استنباط در مورد نسبت‌ها در کل بر اساس نسبت‌های در جزء 
یا نمونه بهک‌ار گرفته می‌شود. این تعریف درواقع بیان دیدگاهی 
است که به آن دیدگاه »فراوانی‌گرا از آمار« می‌گویند. در این 
دیدگاه که دیدگاه جزء بهک‌ل نیز نامیده می‌شود، برای شناسایی 
یک جامعه به بخشی از آن توجه میک‌نند. به این بخش که طبق 
قاعده‌ای خاص انتخاب می‌شــود، »نمونه« می‌گویند. در مقابل 
ایــن دیدگاه از آمار دیدگاه دیگری وجود دارد که به آن دیدگاه 
»بیزی« می‌گویند. این نام‌گذاری به افتخار توماس بیز )1761ـ 
1701(، دانشمند و فیلسوف انگلیسی انجام شده است. قضیة بیز 
که بی‌تردید یکی از زیباترین قضیه‌های عالم ریاضی است، اساس 
دیدگاه بیزی را شکل می‌دهد. در این دیدگاه هم به نحوی از جزء 
برای کل استنباط می‌شود، فقط با این تفاوت که از اطلاعات و 
دانش قبل از نمونه‌گیری اســتفاده می‌شود. به عبارت دیگر، در 
دیدگاه فراوانی‌گرا، اساس تصمیم‌گیری دربارة ک‌ل )جامعه( فقط 
اطلاعات به دست آمده از جزء )نمونه( است، اما در دیدگاه بیزی 
فرض بر این است که شما قبل از نمونه‌گیری، اطلاعاتی )حتی 
مبهم( از جامعه دارید و سپس نمونه می‌گیرید. حال با تریکب 

این دو اطلاعات استنباط را در مورد جامعه انجام می‌دهید.
هدف این نوشــتة کوتاه که با الهام از یکی از یادداشت‌های 
والت هیکی، دبیر ارشد نشریة داده‌ها، نوشته شده است، تجزیه 
‌و تحلیل یک مســئلة آماری خاص نیست. حتی قصد ندارد به 
لحاظ تاریخی به واقعه‌ای مرتبط به علم آمار و احتمال بپردازد. 
هدف این اســت که در شرحی کوتاه بحث کنیم، در دنیای پر 

از پدیده‌های غیرقطعی اطراف ما، استفاده از علم آمار و احتمال 
چقدر در توجیه پدیده‌ها توانمند اســت. جالب است که بدانید، 
حتی نگاه محدود و غیرفنی به »آمار و احتمال« می‌تواند به شما 

ایده‌های جدیدی در مورد تفسیر داده‌ها بدهد.
در این نوشته چند موضوع کلاسیک را که به نحو غیرمتعارف 
حل شده‌اند، انتخاب کرده‌ایم که کمک میک‌نند دریابیم، چقدر 
داده‌ها می‌توانند گمراهک‌ننده باشند و چگونه وقایع می‌توانند ما را 

به مسیرهای درست یا اشتباه بفرستند!

1. اطلاع از نمونه‌های قبلی
الف( در جعبه‌ای سه مهرة سیاه و چهار مهرة سفید وجود 

دارد. همة مهره‌ها هم‌شکل‌اند و فقط رنگشان فرق میک‌ند.
حالت اول: شــما یک مهــره به تصــادف از جعبه بیرون 

می‌آورید. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب شده سفید باشد؟
4 کلاً هفت مهره وجود دارد 

7
پاسخ به نظر سرراست می‌آید: 

4 درست است. 
7

که چهارتای آن‌ها سفیدند. بنابراین احتمال 

حالت دوم: از همان جعبه )با هفت مهره( چهار مهره بیرون 
می‌آوریم و بدون نگاه کردن به رنگشان، کناری می‌گذاریم. حال 
مهرة پنجم را بیرون می‌آوریم. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب 

شده سفید باشد؟
پاسخ به سرراستی پاسخ قبلی به نظر نمی‌رسد! ولی باز هم: 
. چرا؟ قبل از اینکه جواب را به نحوی غیرمتعارف توجیه کنیم،  4

به این سؤال هم توجه کنید:7
حالت سوم: از همان جعبه )با هفت مهره( شش مهره بیرون 
می‌آوریم و بدون نگاه کردن به رنگشان، کناری می‌گذاریم. حال 
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مهــرة هفتم را بیرون می‌آوریم. چقــدر احتمال دارد مهرة 
. 4
7

انتخاب شده سفید باشد؟ باز هم: 

با اینکه با استفاده از روابط نه خیلی پیچیده نظریة احتمال 
می‌توان نشان داد پاسخ به سؤال‌های مطرح شده در حالت‌های 
4 اســت، ولی این توجیه زیبا و غیرفنی نیز 

7
دوم و ســوم هم 

کمکک‌ننده است: در حالت‌های دوم و سوم، با توجه با اینکه 
هیچ اطلاعی از رنگ مهره‌هایی که قبلاً بیرون آورده شده، 
نداریم، مســئله مانند آن است که از ابتدا می‌خواهیم از همان 
جعبه )با هفت مهره( یک مهرة سفید بیرون بیاوریم. احتمال این 

4 است!
7

رویداد 

ب( شما دانش‌آموز یک کلاس 20 نفری هستید. روزی معلم 
یکســه‌ای را به شما نشــان می‌دهد که در آن 19 مهرة سیاه و 
یک مهرة ســفید وجود دارد. باز هم همة مهره‌ها هم‌شکل‌اند و 
فقط رنگشان فرق میک‌ند. معلم می‌گوید صف ببندید و یکی‌یکی 
بیایید جلوی میز من و هر کدام به تصادف یک مهره از یکســه 
بیرون بیاورید و بدون برگرداندن مهره به یکســه، نوبت را به نفر 
بعدی در صف بدهید تا او هم مهره‌ای بیرون بیاورد. هر کس مهرة 
سفید را بیرون بیاورد، جایزه‌ای نفیس می‌گیرد. حال به شما اجازه 
داده‌اند در مکان اول یا هفتم یا بیستم صف بایستید. کدام مکان 

را انتخاب میک‌نید؟ چرا؟
پاسخ: هیچ ارجحیتی بین مکان‌ها وجود ندارد و همة 
مکان‌ها هم‌شــانس هستند. احتمال برنده شــدن برای هر سه 
1 است 

20
1 اســت. برای مکان اول احتمال برنده شدن 

20
مکان 

و برای مکان‌های هفتم و بیستم، به دلیل آنکه هیچ اطلاعی از 
رنگ مهره‌هایی که قبلاً بیرون آورده شده‌اند، نداریم، باز 
1 است! البته یادآوری میک‌نیم که با 

20
هم احتمال برنده شدن 

استفاده از روابط سرراست نظریة احتمال می‌توان این احتمال را 
1 است.

20
برای مکان‌های هفتم و بیستم به دست آورد و نشان داد 

2. مسئلة مونتی هال
فرض کنید شما در یک مسابقة تلویزیونی برای بردن جایزة 
اصلی شرکت میک‌نید. مجری برنامه به شما سه در بسته نشان 
می‌دهد که پشــت دوتای آن‌ها بز است و پشت یکی خودرویی 
گران‌قیمت. مجری به شــما می‌گوید: اگر شما دری را انتخاب 
کنید، او یک در دیگر را که پشــتش یک بز اســت، باز میک‌ند. 
بعد به شما دو انتخاب می‌دهد: یا همچنان روی دری که انتخاب 
کرده‌اید، پافشاری کنید، یا انتخابتان را تغییر دهید و در دیگری 
را که مجری باز نکرده است، انتخاب کنید. آیا روی انتخابی که 
کرده‌اید پافشاری میک‌نید؟ به عبارت دیگر، آیا فرقی میک‌ند که 

انتخابتان را عوض کنید؟

پاسخ: به نظر می‌رسد این مسئله هم مثل مسئلة قبل است. 
1 است و حال 

3
ابتدا که هر ســه در بسته‌اند، شانس برد خودرو 

1 شده است و فرقی 
2

که مجری یک در را باز کرده، احتمال برد 
نمیک‌ند شما انتخابتان را عوض کنید یا خیر.  اما با کمی استدلال 
ساده درمی‌یابید: به نفع شماست انتخابتان را عوض کنید، 
زیرا احتمال برنده شدن بعد از آنکه مجری یک در را باز 

2 است! 
3

1 نیست بلکه 
2

کند 
فرض کنید شــما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب کردید. 
به حالت‌های جدول 1 توجه کنید تا متوجه شــوید، بعد از آنکه 
مجری یک در را که پشتش بز بود، باز کرد، به نفع شماست که 

انتخابتان را عوض کنید.

جدول 1. حالت‌های متفاوت در مسئلة هال
انتخاب  اگــر  نتیجه، 

اولتان را عوض کنید
انتخاب  اگــر  نتیجه، 
اولتان را عوض نکنید

در شمارة 3 در شمارة 2 در شمارة 1

بز خودرو بز بز خودرو

خودرو بز بز خودرو بز

خودرو بز خودرو بز بز

1 2

همان‌طــور که در جدول بالا می‌بینیــد، برای این حالت 
خاص که شما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب کرده بودید، با عوض 
کردن انتخابتان بعد از آنکه مجری در دیگری را باز میک‌ند، در 
1 اوقات بازنده می‌شوید! 

3
2 اوقات خودرو را می‌برید و فقط در 

3
تفاوت مسئلة مونتی هال با مسئلة قبلی در چیست؟

تصویر 1. پشت کدام در خودرو وجود دارد؟

پاسخ: در مسئلة قبلی نکتة کلیدی در این بود که اطلاعی از 
مرحله‌های قبلی نمونه‌گیری نداشتیم و همه‌چیز بر حسب تصادف 
رخ می‌داد. ولی در مسئلة مونتی هال، مجری مطلعی وجود دارد 

که مطمئن است، پشت دری را که باز میک‌ند، بز هست.

3. پارادکس روز تولد
فرض کنید شما رئیس اداره‌ای با 23 کارمند هستید. چقدر 
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احتمال دارد حداقل دو نفر از کارمندانتان دارای روز تولد مشترک 
باشــند )یا در یک روز از سال به دنیا آمده باشند(؟ فرض کنید 

سال 365 روز دارد.
پاسخ: با توجه به اینکه سال 365 روز دارد، به نظر می‌رسد 
که خیلی محتمل نباشــد که دو نفر یا بیشتر از دو نفر روز تولد 
مشترک داشته باشند ولی این‌طور نیست. این احتمال بیش از 

50 درصد است!

1
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تصویر 3. از کدام قسمت از هواپیما باید بیشتر محافظت شود؟

تصویر 2. پارادکس روز تولد

واضح است اگر 366 نفر در اداره کار میک‌ردند، با احتمال 1 
حداقل دو نفر روز تولد مشترک داشتند.

اجازه دهید پیشامد A را تعریف کنیم: پیشامد آنکه حداقل 
دو نفر در یک روز به دنیا آمده باشند و  AC را پیشامد متمم آن 
در نظر بگیریم، با استفاده از رابطة زیر می‌توانیم احتمال پیشامد 

A را بیابیم:
cP(A) P(A )= −1

cP(A آسان‌تر است. شما دو نفر را در اداره انتخاب  ) محاسبة
کنید. احتمال آنکه نفر دوم روز تولدی متفاوت از نفر اول داشته 
364 است. احتمال آنکه نفر سوم روز تولدی متفاوت از 

365
باشــد، 

363 است. اگر همین‌طور در اداره 
365

نفر اول و دوم داشــته باشد، 
را برای 23 نفر به‌صورت زیر بیابیم: cP(A ) جلو برویم، می‌توانیم

cP(A ) /= × × × ×…× =
365 364 363 362 343 0 4927
365 365 365 365 365

لذا در اداره‌ای با 23 کارمند، احتمال آنکه هیچ دونفری روز 
تولد مشــترک نداشته باشند، 0/4927 است. پس احتمال آنکه 
حداقل دو نفر در یک روز از سال به دنیا آمده باشند، برابر است 

با: 0/5073=1-0/4927.
جالب اســت بدانید، اگر 57 نفر در اداره کار کنند، احتمال 
آنکه حداقل دو نفرشان روز تولد مشترک داشته باشند )یا در یک 
روز از ســال به دنیا آمده باشند(، بیش از 0/99 است! نمودار 1 

P(A) را به‌عنوان تابعی از تعداد کارمندان نشان می‌دهد.

4. توصیة آبراهام والد
در طــول جنگ جهانی دوم به آبراهام والــد مأموریت داده 

نمــودار 1. احتمال آنکه حداقل دو نفر در یک روز به دنیا آمده باشــند، 
به‌عنوان تابعی از تعداد افراد داخل یک گروه.

شد در مورد هواپیماهای صدمه‌دیده‌ای که از پرواز بر فراز آلمان 
برگشته بودند، تحقیق کند. او باید آسیب‌های هواپیماها را بررسی 
میک‌رد تا مشاوره دهد از کدام قسمت‌ها باید بیشتر محافظت شود.

آبراهــام درمی‌یابد، بدنة هواپیما و سیســتم ســوخت از 
قسمت‌هایی هستند که احتمال بیشتری دارد توسط گلوله‌ها یا 
ترکش‌ها آسیب ببینند تا موتورهایشان. حال او باید به مقامات 

بالاترش چه پیشنهادی بدهد؟

پاسخ: محافظت‌های بیشتر را به قسمت‌های آسیب‌ندیده 
معطوف کنید. بله درســت متوجه شدید، آبراهام والد که در آن 
زمان عضو گروه پژوهش‌های آماری بود، پیشنهادی غیرمتعارف 
کرد که حاصلش نجات جــان تعداد قابل توجهی از خلبان‌ها و 

هواپیماها شد.
بر اساس مشاهدات و آسیب‌های هواپیماهای بازگشته به 

15 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1 / پاییز 1399



پایگاه، محافظ‌ها را برای قسمت‌هایی از هواپیما که بیشترین 
آســیب را دیده‌اند، قرار ندهید! در حقیقت این قسمت‌ها آن‌قدر 
مقاوم بوده‌اند که آسیب را تحمل کنند. اگر یک قسمت اساسی 
یک هواپیمای برگشــته به پایگاه‌‌ـ مثلاً موتورش‌ـ بدون آسیب 
مانده، بدان معنی اســت که به احتمال زیــاد هواپیماهایی که 

موتورشان آسیب ‌دیده‌اند، اصلاً نتوانسته‌اند برگردند.
توصیة والد برای این موضــوع نه تنها یک مدرک تاریخی 
آماری قابل توجه به شــمار می‌رود، بلکه مقدمه‌ای بر اســتفادة 
بیشتر از آمار در طول جنگ جهانی می‌شود که جهان را به‌سوی 

پیدایش حوزة علمی »تحقیق در عملیات« پیش می‌برد.

5. برآورد
فرض کنید سکه‌ای در دســت دارید که روی یک وجهش 
عدد 0 و روی وجه دیگرش عدد 1 حک شده است. قرار است در 
پرتاب‌های متوالی از این سکه، هرگاه وجه 1 مشاهده شد، 100 
تومان بگیرید و اگر عدد 0 مشــاهده شد، 100 تومان بپردازید. 
قبل از بازی به شما اجازه می‌دهند که شانس مشاهدة وجه‌ها را 
برای خودتان برآورد کنید تا تصمیم بگیرید، آیا در بازی شرکت 
میک‌نید یا نه؟ چه ایده‌ای برای برآورد شانس مشاهدة 1 دارید؟

پاسخ: سکه را بــه تعداد دفعات نســبتاً زیادـ مثلاً 40 بارـ 
پرتاب میک‌نیم و تعداد دفعاتی که عدد 1 را مشاهده کردیم به 
تعداد کل پرتاب‌ها )40 بار( تقسیم میک‌نیم. پاسخ قانعک‌ننده‌ای 
است. این کار برآورد مناسبی از شانس مشاهدة عدد 1 می‌دهد. 
جالب اســت بدانید، نظریة ریاضی قوی از این ایده پشــتیبانی 
میک‌ند. این نحوه برآورد که با اســتفاده از آزمایش‌های مستقل 
از هم به دست می‌آید، درواقع اساس »روش آماری فراوانی‌گرا« 
برای برآورد یک پارامتر ناشــناخته اســت که به آن نام »برآورد 
ماکزیمم« درســت‌نمایی می‌گویند. مثلاً اگر در این 40 پرتاب 
18 بار عدد یک مشاهده شده باشد، برآورد مورد نظر برابراست:

. جالب است بدانید در این نظریة فراوانی‌گرا، نمونة  /=
18 0 45
40

نسبتاً زیاد غالباً به نمونه‌های بزرگ‌تر یا مساوی 30 گفته می‌شود.
حال فرض کنید دوست شــما قبل از پرتاب‌های شما این 
ســکه را 50 بار پرتاب کرده و 28 بار عدد 1 را مشــاهده کرده 
است. او این موضوع را به شما می‌گوید. آیا اطلاعی که او می‌دهد، 

18 تأثیر خواهد گذاشت؟ پاسخ این سؤال 
40

روی برآورد شما، یعنی
مثبت است. به کمک این مثال ساده به روش دیگر برآورد به نام 
»برآورد بیزی«، اشــاره میک‌نیم. در آمار بیزی، هم به نتایج به 
(، و هم به اطلاعاتی که خارج از نمونه  18

40
دست آمده از نمونه )

در دسترس است، توجه میک‌نیم. در مثال ما، یک برآورد بیزی 
. ( ) /
( )

+
=

+
18 28 0 51
50 40

برای شانس مشاهدة عدد 1 عبارت است از 

همان‌طور که در ابتدای این نوشته اشاره شد، صورت ساده‌ای 
که می‌توان از روش آمار بیزی بیان کرد، این‌گونه اســت: »شما 
در مــورد پدیــده‌ای یک باور دارید که غالباً بــه آن باور قبلی 
می‌گویند. حال اطلاعات جدیدی به دستتان می‌رسد )یا نمونه 
می‌گیرید(. واضح است با نوری که اطلاعات جدید می‌تاباند، باور 
قبلی تغییر میک‌ند و باور جدید یا باور بعدی حاصل می‌شود«. 
زیبایی آنالیزی که توماس بیز معرفی کرد، در این است که چگونه 
اطلاعات قبلی را با نمونه‌ای که خودمان می‌گیریم، تریکب کنیم 
تا اطلاعات به‌روز شــده را به دست آوریم. در مثال پرتاب سکه، 
ما این تریکب را با جمع زدن تعداد یک‌های مشــاهده شده در 
پرتاب‌های دوســتتان و پرتاب‌های خودتان و تقسیمش بر کل 
پرتاب‌ها انجام دادیم. اما بحث در موارد کلی‌تر پیچیده‌تر از مثال 

مطرح شده است.

6. سخن آخر
سؤال بااهمیتی که به ذهن می‌رسد این است که: »چرا علم 
آمار این‌قدر با احتمال عجین شــده است؟« پاسخ به این سؤال 
دشــوار نیست. به عبارت دیگر، واضح است زمانی که می‌خواهیم 
با اســتفاده از یکی از روش‌های فراوانی‌گرا یا بیزی دربارة جامعه 
استنباط کنیم و دیدی از جامعه به دست آوریم که این دید برای 
قدم‌های بعدی، یعنی تصمیم‌گیری و برنامه‌ریزی لازم اســت، با 
پدیدة »عدم قطعیت« مواجهیم. عدم قطعیت همه‌جا هست؛ از 
داشتن باور قبلی که مطمئناً با تردید همراه و بسیار شخصی است 
تا اخذ نمونه که غالباً تصادفی است و همچنین انجام استنباط که 
بر مبنای اطلاعات نمونه انجام می‌شود. ابزار مواجهه با عدم قطعیت، 
احتمال اســت. به گفتة آماردان بزرگ دنیس لیندلی )2013- 
1923( احتمال درواقع »علم حساب دیفرانسیل عدم قطعیت« 
است. اگر بخواهیم با عدم قطعیت برخورد کنیم و یا به عبارتی آن 

را تحت کنترل درآوریم، باید از حساب احتمالات استفاده کنیم.
در مثال‌های کوتاه بالا به نقش احتمال در تجزیه ‌و تحلیل 
حوادث پرداختیم. ادبیات غنی موجود در زمینة آمار و احتمال و 
فعالیت‌های پژوهشی محققان، شامل مقاله‌ها، کتاب‌ها و کارگاه‌ها 
در این زمینه موجب ظهور و توســعة حوزه‌های متفاوت علمی 
بین‌رشته‌ای، مانند آمار حیاتی، نظریة بازی‌ها، هوش مصنوعی، 
یادگیری ماشــین، دادهک‌اوی، ریاضیــات مالی، بیوانفورماتیک، 

یادگیری عمیق، پردازش تصویر و ... شده است.
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1. ایزد دوستدار، نوروز و پزشک، حمید )1396(. احتمال و استنباط آماری )ج 
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امیرحسین اصغری، دانشگاه جان مورس لیورپول    

مترجم: اطهر فیروزیان، کارشناس ارشد آموزش ریاضی

حدود ۲۰ سال پیش، در کلاس ریاضی یک مدرسة راهنمایی، 
وقتی در حال تدریس عددهای منفی به گروهی از دانش‌آموزان 
۱۳ ســاله بودم، اتفاقی افتاد که داســتان آن را بارها به‌صورت 
شفاهی بیان کرده‌ام. تا همین اواخر، همیشه گمان میک‌ردم که 
این اتفاق تنها یک نمونــة خوب از خلق تعاملی یک مفهوم در 
یک کلاس ریاضی است. اما در یکی از پژوهش‌‌های اخیرم دربارة 
تاریخ عددهای منفی]اصغری، ۲۰۱۹[، بخش به نظر بدیهی این 
داستان، یعنی خود عددهای منفی، به شکل جدیدی برایم روشن 
شد. در حقیقت به تعدادی از مزیت‌های بازنمایی رایج این عددها 

با یک علامت منها در مقابل آن‌ها، پی بردم.
ممکن اســت صحبت دربارة مزیت‌هــای چنین بازنمایی 
آشنایی، عجیب به نظر برسد. برای مثال، »واژه‌نامة استانداردهای 
ایالتی هستة مشترک برای ریاضی1« )۲۰۱۰(، عددهای صحیح را 

به شکل زیر تعریف میک‌ند:
عــدد صحیــح2: عــددی کــه بــه شــکل a یــا 
a قابــل نمایــش اســت، بــه ازای هــر عــدد حســابی -a 

. [Asghari, 2019: 13-16] 
پس به نظر می‌رســد عددهای منفی با یک علامت منها در 
کنار آن‌ها تعریف می‌شوند و به همین دلیل، ناچاریم »منفی سه« 
یا »منهای سه« را به‌صورت 3- بازنمایی کنیم. اما می‌توانستیم 
برای تمییز بین »منهای ســه«، مثلاً در »پنج منهای ســه« و 
»منفی سه« به‌عنوان یک عدد مستقل، از 3- استفاده کنیم. یا 
حتی می‌توانســتیم از دو رنگ‌ متفاوت برای تفاوت قائل شدن 
میان عددهای مثبت و عددهای منفی بهره بگیریم؛ همان‌طوری 
که چینی‌ها بیش از دو هزار ســال پیش از رنگ مشــکی برای 
 عددهای منفی و از قرمز برای عددهای مثبت استفاده میک‌ردند

]Joseph, 2010[. پس چرا ما نماد a- را به جای هر نماد دیگری 

برای بازنمایی عددهای منفی آموزش می‌دهیم؟ گذشته از این‌ها، 
می‌دانیم که استفاده از نماد مشابه برای عملگر )تفریق( و یک نوع 
عدد )عدد منفی( ممکن است برای دانش‌آموزان گیجک‌ننده باشد.

اگر عددهای منفی به روش دیگری نمایش داده شــوند، چه 
اتفاقی می‌افتد؟ در اینجا ابتدا داســتان دانش‌آموزانی را می‌گویم 
که نادانسته )حداقل در ابتدا(، بازنمایی دیگری از عددهای منفی 
را تجربه کردند. ســپس بازنمایی اختراعی آن‌هــا را با بازنمایی 
استاندارد مقایســه میک‌نم و در مورد جنبه‌های مثبت و منفی 
استفاده از علامت منها برای بازنمایی عددهای منفی شرح می‌دهم. 
مکالمه‌های زیر نعل‌ به نعل نیستند، ولی براساس اتفاقات واقعی 

هستند .
سؤال

معلم جوان، که من هستم، به بچه‌ها می‌گوید: »به این جدول 
نگاه کنید.«

»از چپ به راســت، عددهای هر خانه سه‌برابر می‌شوند و از 
راست به چپ، بر سه تقسیم می‌شوند. بنابراین می‌توانیم خانه‌های 

ردیف دوم جدول را در دو جهت کامل کنیم.«

»می‌دانیم که در خانة بالای ۸۱، عدد 34 و بالای ۲۴۳ عدد 
1 چه عددی 

3
35 قرار می‌گیرد. اما در خانة بالای ۱ یا بالای خانه 

بگذاریم؟ به عبارت دیگر، چه توانی از ۳ با ۱ برابر می‌شود؟

3534333231
1
23

24381279311
3

1
9
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3534333231
1
23

1
43

1
83

24381279311
3

1
9

353433323130

24381279311
3

1
9

353433323130÷13÷23÷33÷43

24381279311
32

1
33

1
34

1
3

اولین الگو
تعدادی از دانش‌آموزان )شــاید نیمی از کلاس( پاسخ دادند: 
»ببینید! وقتی از 32 به 31 حرکت میک‌نید، توان نصف می‌شود؛ 

 باشد.«
1
23 پس خانة بعدی باید 

آن‌ها تصدیق کردند: »درســت است که وقتی از 33 به 32، یا 
از 34 بــه 33 حرکت میک‌نیم، این الگو وجود ندارد )می‌بینیم که 
۳، نصف ۴ نیست(، اما مهم نیست. در حال حاضر خانه‌های سمت 

چپ 31 برای ما اهمیت دارند.«

»خانه‌های سمت راست 32 از یک الگو پیروی میک‌نند )هر 
بار، به توان عدد سه یکی اضافه می‌شود( و خانه‌های سمت چپ 
32 از الگوی دیگری پیروی میک‌نند )هر بار، توان نصف می‌شود(.«

من گفتم: »اگر هدف ما فقط پر کردن خانه‌ها باشد، موفق 
شــده‌ایم. اما در این صورت، یــک ویژگی خیلی مفید را که در 
خانه‌های سمت راســت جدول داریم، از دست می‌دهیم: برای 
ضرب دو عدد از خانه‌های ردیف بالا )مثلًا 327 و 310( می‌توانیم 
پایه را بنویسیم و توان‌ها را جمع کنیم؛ یعنی: 337= 310×327. این 
ویژگی در خانه‌های سمت چپ وجود ندارد. شاید بتوانیم به یک 

×
1 1
32 1283 3 رابطه یا روش هوشمندانه‌ برای پیدا کردن حاصل  

1 به دست بیاید. 
32

1 و 
128

برســیم؛ چیزی که فقط با دانستن 
اما این رابطه هرچه که باشــد، سخت‌تر از جمع دو عدد است.« 
)همچنین، حواسم به یک مفهوم مهم‌تر بود: بعداً می‌خواهیم با 

 کار کنیم که در آن داریم:
1
23 معنی دیگری از 

× =
1 1
2 23 3 3

اما می‌فهمم که دانش‌آموزان دیگر می‌خواهند چیزی بگویند. 
شاید آن‌ها الگوی دیگری مشاهده کرده‌اند؛ الگویی که تا این حد 

منفصل نباشد.

دومین الگو
بقیة دانش‌آموزان گفتند: »وقتــی از خانة 32 به 31 حرکت 
میک‌نیــم، از توان ۳ یکی کم می‌شــود. پس عــدد خانة بعدی 

می‌شود 30.«
مــن گفتم: »توجه کنیــد! وقتی از 33 به 32 یــا از 34 به 33 
می‌رویــم، هم این الگو برقرار اســت )می‌بینید کــه ۳ یکی از ۴ 

کمتر اســت(. به‌علاوه، حالا می‌توانیــم در31×30 توان‌ها را جمع 
کنیم و به 31 برســیم، و این همان چیزی است که می‌خواهیم

. خب حالا تــوان ۳ در خانة  )و )+× = × = =0 1 0 1 11 3 3 3 3 3 3
چیست؟« 1

3
بالای

آن‌ها پاسخ دادند: »اگر بخواهیم الگو را به همین شکل ادامه 
دهیــم، در این مورد توان ۳ باید یکی کمتر از صفر باشــد؛ اما ما 

نمی‌توانیم یکی کم‌تر از صفر داشته ‌باشیم، می‌توانیم؟«
و ناگهان یک پیشنهاد مطرح شد؛ پیشنهادی که هنوز هم بعد 

از ۲۰ سال به‌صورت خوشایندی از آن شگفت‌زده‌ام.
یکی از دانش‌آموزان فریاد زد: »ببینید! 31 یعنی فقط ۳.  32 
یعنی دو تا ۳ در هم ضرب شــوند. ما می‌توانیم آن‌ها را به شکل

1 یک تقسیم است، می‌توانیم 
3

× نمایش دهیم. پس چون ×2 13 و3

23÷ نشان دهیم!« 1÷ را به‌صورت 
2
1 3
3

و آن را به شکل

اســتفاده کــرده ‌بودیم، توافق  ×23 چون پیش‌تر از 32 برای
کردیم که برای قســمت راست جدول همان نماد آشنای قبلی 

را به کار بریم.

کاری که با این نماد اختراعی کردیم
این نماد )که آن زمان پذیرفتم( شباهت‌های خاصی به نماد 
اســتانداردی داشــت که در ذهنم بود. مهم‌ترین شباهتشان این 
بــود که با این نماد، قانون جمع توان‌ها هنــگام ضرب در هر دو 
ســمت جدول برقرار می‌شد. برای مثال، برای پیدا کردن حاصل
می‌توانیم پایه را بنویسیم و توان‌ها را با هم جمع کنیم: ÷ ×27 103 3

17 و این قانون بــرای هر پایه‌ای کار میک‌ند. 
1
3

، یــا همان  ÷173

سپس با یک قاعدة کلی که در ذهن داشتیم، شروع به کاوش در 
نحوة انجام محاسبه با این موجودات جدید کردیم: می‌خواستیم 
قوانینی که از توان می‌دانستیم را بیک‌م و کاست حفظ کنیم. ضرب 
عددهای توان‌دار به ما جمــع این موجودات جدید را می‌دادند و 
تقسیم عددها ما را به تفریق آن‌ها رساند. توانِ توان، به ضرب منجر 

شد و تقسیم به‌عنوان عکس عمل ضرب ظاهر شد.
از آنجا که محاســبة توانِ توان، استدلال ریاضی مفیدی برای 
یکی از معروف‌ترین قوانین مربوط به عددهای منفی را در اختیارمان 

قرار می‌دهد، توضیح آن ارزشمند است.
می‌خواهیم هنگام محاسبه توانِ توان، پایه را نگه ‌داریم و توان‌ها 
) اعمال  )÷ ÷4 53 را در هم ضرب کنیم. اجازه دهید این قانون را روی
 ( ) ( )÷ × ÷4 5 ) اما حاصل ) ( )a ÷ × ÷4 5 a) باید بشــود  )÷ ÷4 5 کنیم.

چیست؟ با هم ببینیم.
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(a ) a
(a ) a

÷ ÷
÷ ÷

= = =4 5 20
4 5 20
1 1

( ) ( )÷ × ÷ =4 5 پس باید داشته باشیم:20
ما تمام این محاسبه‌ها را در کلاس انجام دادیم. در این مرحله، 
سؤال اصلی برای من )به‌عنوان معلم( این بود که چرا و چگونه باید 

نماد استاندارد یا همان علامت منها را معرفی کنم.

چرا
علامت‌هایی که به اشتراک گذاشته می‌شوند، نقطة کلیدی 
برای یک ارتباط اجتماعی موفق هستند. اگر هر کدام از ما نمادهای 
مختص خودمان را داشــته ‌باشیم، به زودی هیچک‌س نمی‌تواند 
منظور دیگری را بفهمد و ریاضیات به یک بازی رمزگشایی تبدیل 
می‌شود. بنابراین هر مفهوم با مجموعه‌ای از نمادهای مورد توافق 
همراه می‌شــود که یکی از آن‌ها نمایش 1- برای پاسخ معادلة 
s+1=0 است، نه 1÷. اما آیا انتخاب این نماد برای عددهای منفی، 
با توجه به شــباهت آن با نماد تفریق، عاقلانه اســت؟ در نهایت 
شــگفتی، دلیل اصلی انتخاب علامت - برای نمایش عددهای 

منفی، همین استفادة دو پهلوست.
معمولاً وقتــی برای اولین بار در حــال کاوش در عددهای 
توان‌دار هســتید، با عددهای منفی مواجه نمی‌شــوید. و از نظر 
تاریخی، قوانین علامت‌ها ابتدا در محاســبه‌های جبری و قبل از 
پذیرش عمومی عددهای منفی مورد استفاده قرار گرفت ]اصغری، 
۲۰۱۹[. برای مثال، وقتی عملیات روی عددهای طبیعی را درک 
کنیــم، تریکب آن‌ها، مثلاً ضــرب دوجمله‌ای‌ها نیز امکان‌پذیر 

می‌شود:
( )( )
( )( )
( )( )

a + b c + d = ac + ad + bc + bd

a + b c - d = ac - ad + bc - bd

a - b c - d = ac - ad - bc + bd
هیچ یک از این تســاوی‌ها به دانش عددهای منفی نیازی 
ندارد و درســتی هر کدام را می‌توان به شکل هندسی نشان داد. 
عبارت bd+ در )a-b)(c-d( از این قانون نتیجه می‌شود که »ضرب 
منها در منها می‌شود جمع« )نه این قانون که »ضرب منفی در 
منفی می‌شود مثبت«(. در اینجا دانش عددهای صحیح مورد نیاز 
نیســت و فقط علامت‌ها مهم هستند. این قانون را روی عبارتی 
مثل )7-3()5-2( هم می‌توانیم اعمال کنیم که در حوزة عددهای 
طبیعی معنی‌دار نیست و به شکل هندسی رایج بازنمایی نمی‌شود. 
می‌توانیم چشم‌بســته قوانین را روی علامت‌ها به کار ببریم و به 

نتیجه برسیم:
( )( )− − = × − × − × + ×

= − − + =
2 5 3 7 2 3 2 7 5 3 5 7

6 14 15 35 12
جــدا از ضرب اصلی، همه چیــز در این زنجیره در محدودة 
عددهای طبیعی معنی‌دار اســت. پس عبارت )7-3()5-2( هر 

معنی و هر نتیجه‌ای که داشته باشد، حتماً برابر با ۱۲ است.
می‌توانســتیم حاصل این عبارت ضربی را با استفاده از نماد 
اختراعی دانش‌آموزانم محاســبه کنیم. چون )5-2( توان عبارت 
a اســت، پــس می‌توانیم توان را به شــکل a a

a
÷ = ×2 5 2

5
1

هم بنویسیم و داریم: ( )+ ÷2 5
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷2 5 3 7 2 5 3 7

فرایند انجام این ضرب به شکل زیر ادامه پیدا میک‌ند:
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷ =
× + ×÷ + ÷ × + ÷ ×÷ =
+ ÷ + ÷ + =
− − + =

2 5 3 7 2 5 3 7
2 3 2 7 5 3 5 7
6 14 15 35
6 14 15 35
12

با علامت ـ دیگر حتی لازم نیســت عبارت )7-3()5-2( را 
به شــکل)7- +3()5- +2( بنویســیم. تنها چیزی که نیاز داریم 
این اســت که بدانیم، چه زمانی علامت‌های منها را در هم ضرب 
میک‌نیم. درواقع ما آن‌ها را نه به‌عنوان علامت تفریق، بلکه به‌عنوان 
علامت‌های ۵ و ۷ ضرب میک‌نیم. در حقیقت، پیش‌دانسته‌های ما 
از عددهای صحیح برای انجام همة محاسبه‌های عددهای صحیح 

کفایت میک‌ند و نیازی به یادگیری قوانین جدید نیست.

نتیجة داستان
فکر کردن بــه عددهای منفی به‌عنــوان منهای عدد، یک 
انعطــاف فرایندی با خود به همراه مــی‌آورد. البته چون در نظر 
گرفتن منهای عددها به‌عنوان عددهای منفی ممکن است یک 
مانع مفهومی برای ورود دانش‌آموزان به جبر متغیرها ایجاد کند، 
از لحاظ آموزشــی باید در این موضوع احتیــاط کرد ]اصغری، 
۲۰۱۹[. آگاهی از اینکه چرا علامت – به کار می‌رود و چرا نسبت 
به علامت‌های مشابه خود بهتر است، ممکن است به دانش‌آموزان 
کمک کند، یک عدد منفی را به‌عنوان عددی مستقل ببینند؛ نه 
فقط به‌عنوان عددی حسابی که به علامت منها مجهز شده‌است. 
در نهایت به دانش‌آموزانم گفتم از a- استفاده کنند تا بتوانند با 
دیگران ارتباط ریاضی‌وار برقرار کنند. بنابراین فقط گفتم: »از این 
لحظه به بعد، به جای ÷ از - اســتفاده میک‌نیم!« حالا به لطف 
این بازنگری، می‌توانم به شکل بهتری از نمادی که اختراع کرده‌ 

بودیم، به سمت نماد استاندارد حرکت کنم.
پی‌نوشت‌ها

1. Common Core State Standards for Mathematics
2. integer

منابع
1. Asghari, A. H. (2019). Signed numbers and signed letters 
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journal of mathematics education, 39(3), 13- 16.
2. Joseph, G. G. (2010). The crest of the peacock: Non-
European roots of mathematics. Princeton University Press.

19 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1 / پاییز 1399



محمود نصيري

اشاره
مبحــث مربع‌هاي لاتين كيي از بخش‌هاي جديد در رياضيات گسســته پايه دوازدهم رشــته رياضي فيزكي 
است. در اين مقاله كه از دو قسمت تشكيل شده است، در قسمت اول سعي مي‌كنيم مفهوم‌هاي اساسي در مورد 
مربع‌هاي لاتين و كاربردهايي از آن را بيان كنيم. ســپس مربع‌هاي لاتين متعامد و روش‌هاي ســاختن آن‌ها را 
همراه با كاربرد آن بررسي مي‌كنيم، سعي شده است علاوه بر روش كتاب‌ درسي روش‌هاي ديگري نيز بيان شوند. 
همچنين به مسئله‌هاي كتاب نيز اشاره‌اي شده است. در قسمت دوم كاربردي از مربع‌هاي لاتين را در مورد ساختن 

مربع‌هاي جادويي بيان مي‌كنيم.

کلیدواژه‌ها: مربع‌های لاتین، اویلر، جدول یکلی، مربع‌های لاتین متعامد

در مربع‌ 4 × 4 شــكل 1، ســعي كرده‌ايــم از چهار نوع 
نماد رنگ‌آميزي يا ســايه استفاده كنيم، به‌طوري كه هيچ دو 
مربعي در كي ســطر و هيچ دو مربعي در كي ستون، رنگ يا 
ســاية كيسان ندارند. چنين مربع‌هايي را »مربع‌های لاتین«1 

می‌نامند.
توســعة منظم مربع‌های لاتین به‌وســیلة اویلر در سال 
1779 شــروع شــد و توســط کیلی )1890 ـ 1877( در 
مورد جــدول عمل روی گروه‌ها بهک‌ار برده شــد. چون اویلر 
برای نام‌گذاری این مربع‌ها از حروف لاتین اســتفاده میک‌رد، 
به همیــن دلیل این مربع‌ها به نــام مربع‌های لاتین معروف 
شدند. در ســال 1930، مفهوم آن یک‌بار دیگر وقتی تئوری 
»شــبه گروه‌ها«2 مطرح شد به کار برده شد. مربع‌های لاتین 
در مبانی هندسه‌های متناهی نیز نقش مهمی را ایفا میک‌نند؛ 
موضوعی که هم‌اکنون نیز در حال توسعه است. همچنین در 
سال 1930 بزرگ‌ترین زمینة کاربرد مربع‌های لاتین توسط 
فیشر3 مطرح شد که آن‌ها را در دیگر ساختارهای تریکبیاتی 
در طرح آزمایش‌های آماری بــه کار برد. به‌طور کلی مبحث 
مربع‌هــای لاتین، جدا از بحث تریکبیــات، به نام »طرح‌های 

تریکبیاتی«4 معروف است. 

ســاده‌ترین و کاربردی‌ترین نمایش ایــن مربع‌ها به این 
صورت است که به جای حرف‌ها یا نمادهای دیگر از عددهای 

طبیعی یا عددهای صحیح نامنفی استفاده کنیم. 

 n از x روی یک مجموعة n تعریف: یک مربع لاتین از مرتبة
شی یا نماد، یک آرایة n×n شامل n  سطر و n ستون است، 
‌به‌طوری که هر شــی یا نماد فقط یک بار در هر سطر و فقط 
یک بار در هر ستون واقع شده باشد. یعنی هر شی یا هر نماد 

در هیچ سطر و هیچ ستون آن تکرار نشده باشد.

یــک مربع لاتین از مرتبة 4 به‌صورت شــکل 3 اســت. 
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شکل 2

4321

3214

2143

1432

شکل 3
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.......:

.......:
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1n...432

شکل 4
nn-1000321

1n000432

21000543

000000000000000:

000000000000000:

n-1n-200021n

12
3
4 n-2

n-1

i-1 i

n

مشاهده میک‌نید که در هر سطر و در هر ستون هیچ دو عدد 
مساوی وجود ندارد.

بنابراین، 

در یــک مربع لاتین  L که روی یــک مجموعة X تعریف 
می‌‌شود، هر خانه یا درایه، شامل عضوی از X است، به‌‌طوری که 
هر سطر L یک جایگشت از X  و هر ستون L نیز یک جایگشت 

از X است.
چنین مربع‌های لاتینی را چرخشی یا دوری نیز می‌نامند. 
در شــکل 3 یک مربع لاتین n×n چرخشی را روی مجموعة، 
}X=}1 ,2,3 ,... ,n -1 ,n مشــاهده میک‌نید. در سطر اول 
تمام اعضای X، یعنی n, ...,2, 1 نوشــته شــده‌اند. سپس با 
تبدیل دوری عددها به‌صورت زیر در ســایر ســطر‌ها نوشته‌ 

شده‌اند:
n n n→ → − → − → → → →1 1 2 000 3 2 1

می‌توانیم این‌گونه نیز مطرح کنیم که از ســمت چپ، هر 
خانه به اندازة n -1 خانه به سمت راست انتقال یافته است.

فعالیت: اگر داشته باشیم: }X=}1 ,2,3 , ... ,n، یک مربع 
لاتین چرخشی n×n، یا تبدیل دوری زیر بنویسید. 

n n n→ → → → → − → − → →1 2 3 4 000 2 1 1

مربع لاتین کاهش یافته5
اگر مربع لاتین خواسته شده در فعالیت‌ قبل را بنویسید، 
به مربع لاتین شــکل 4 می‌رسید. در این مربع لاتین نمادها 
یا عددهای ســطر اول و ستون اول یکی هستند. چنین مربع 

لاتینی را »کاهش یافته« یا »فرم استاندارد« می‌نامند.

تعریف: یک مربع لاتین n×n یــا از مرتبة n را کاهش 
یافته )یا فرم استاندارد( می‌نامند، هرگاه، نمادهای سطر اول و 
 , 000, n -1 همچنین ستون اول به ترتیب عددهای صحیح

2, 1, 0 یا عددهای طبیعی n, ... , 2,3, 1 باشند.
یــک مربع لاتین کاهش یافته از مرتبة 4 را در شــکل 7 

مشاهده میک‌نید.
قضیه: به ازای هر عــدد صحیح و مثبت n، همواره یک 

شکل 5

3210

0321

1032

2103

مربع لاتین کاهش یافته از مرتبة n وجود دارد.

عددهای صحیح n -1 , 000, 2, 1, 0 را در اولین ســطر 
جدول n×n در نظر می‌گیریم. بقیة ســطرها با تبدیل دوری 
عددها به یکدیگر به دســت می‌آیند. برای ساختن سطر iام، 
یک انتقال دوری از اولین ســطر انجام می‌دهیم، به‌طوری که 
موقعیــت عددهای صحیح i -1 را به چپ حرکت می‌دهیم. با 

انجام این عمل سطر iام به‌صورت زیر به دست می‌آید؛
i , i, , n , , , , i− − −1 000 101000 2

مثلًا سطر دوم با انتقال دوری سطر اول یک واحد به چپ 
بدست می‌آید. پس سطر دوم به‌صورت زیر است:

1 ,2,3 ,... ,n -1 ,0 
در واقــع i را مســاوی 2 اختیار کرده‌ایم. بــا این روش 
ســاختن، در هر سطر n نماد متمایز وجود دارد و این نمادها 
هر کدام دقیقاً یک بار در هر سطر رخ می‌دهند. همین ترتیب 
برای هر ســتون نیز برقرار است. مشاهده میک‌نیم که اولین 
سطر و اولین ستون دارای مجموعه نمادهای یکسان از عددها 
 n هســتند. بنابراین یک مربع لاتین کاهــش یافته از مرتبة

ساخته‌ایم.
در شــکل6 یک نوع مربع لاتین کاهش‌ یافته را مشاهده 

میک‌نید که البته چرخشی نیز هست.
یک مربع لاتین کاهش یافته یا غیرکاهش یافته از مرتبة 

یک وجود دارد.
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فقط یک مربع لاتین کاهش یافته 2 × 2 وجود دارد:
                                          

                                                                     

دارد. ســعی کنید با نمادهای عددی آن را قبل از مشــاهدة 
شکل9 بنویسید.

 آیا اکنون می‌توانید تعــداد مربع‌های لاتین کاهش یافته
 4× 4 را مشخص کنید؟

تعداد آن‌ها چهار تاست. در ادامه آن‌ها را آورده‌ایم. 
وقتی تعداد ســطرها و ستون‌ها بیشــتر می‌شود، به طور 

بی‌سابقه‌ای تعداد مربع‌های لاتین افزایش می‌یابد.
اگر بتوانيم تعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافته يا استاندارد 

 nL n!(n )!−1 n×n را محاسبه كنيم، آن‌‌گاه به كمك رابطة 
  n×n و نيز رايانه مي‌توانيم تعداد كل مربع‌هاي لاتين از مرتبة
یعنی|L´n|  را محاســبه كنيم كه |Ln|  تعداد مربع‌هاي لاتين 

كاهش يافتة n×n است. 
در جــدول 1 تعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافته و تعداد 
كل مربع‌هــاي لاتين براي n=1  تا n = 8 آمده اســت. تعداد 
اين مربع‌ها تا n = 11 محاســبه شــده و براي n ≤12 هنوز 

ناشناخته است.
 مثلًا: 

شکل 6
n-1n-2000210

L=

0n-1000321

10000432

000000000000000000

000000000000000000

000000000000000000

n-3n-40000n-1n-2

n-2n-300010n-1

BA
AB

21

12

12

21
21

12

یا

مربع لاتین 2 × 2 
کاهش یافته نمی‌باشد.

مربع لاتین 2 × 2 
کاهش یافته

شکل 7
CBA

B

C

نتیجه: فقط دو مربع لاتیــن از مرتبة 2 یا 2 × 2 وجود 
دارد، چرا؟

 
فعالیت: فکر میک‌نید چه تعداد مربع لاتین کاهش یافتة 
3×3 وجــود دارد؟ در کل چه تعــداد مربع لاتین 3×3 وجود 

دارد؟
مطابق شــکل 7، سطر اول و ســتون اول را می‌نویسیم. 
فکر میک‌نید a22 چه حرفی می‌تواند باشــد؟ واضح است که 
B نمی‌تواند باشــد. یا باید A باشد یا C. اما A نیز نمی‌تواند 

باشد، چرا؟

a که بــه تناقض  C=23 ، آن‌گاه بایــد:   a A=22 اگــر:
a در این صورت به‌طور مشخص سه  C=22 می‌رسیم. پس:  

درایة دیگر به‌طور یکتا معلوم می‌شوند. )شکل 8 و 9(

بنابراین فقط یک مربع لاتیــن کاهش یافته 3×3 وجود 

شکل 9
321

132

213

شکل 8

CBA
ACB
BAC

جدول 1. تعداد مربع‌هاي لاتين
nتعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافتهتعداد كل مربع‌هاي لاتين

111

212

1213

57644

161280565

51285120094086

61479419904000169420807

1087760324590829568005352814018568

           nn L ' ( !)( )! ! != ⇒ = × − = × × =4 4 4 4 1 4 4 3 576

1. چه تعداد مربع لاتيــن كاهش يافتة 4×4 وجود دارد؟ 
آن‌ها را بنويسيد.

سعي كنيد طريقه‌اي براي نوشتن آن‌ها مشخص كنيد.
!4 طريق براي جايگشــت عناصر ســطر اول و سپس!3 
طريــق براي بقية ســه ســطر وجــود دارد. بنابراين در كل 
مربع لاتین از مرتبة 4 وجود دارد. به همين  ! !× × =4 4 3 576
روش مي‌توان با داشــتن تعداد مربع‌هاي لاتين اســتاندارد از 
مرتبــة n، تعداد كل مربع‌هاي لاتيــن ازمرتبة n را پيدا كرد. 
 n را در تعداد مربع‌هاي لاتين استاندارد از مرتبة n!(n )!−1

. nL n!(n )!−1 ضرب مي‌كنيم كه برابر مي‌شود با: 
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2. تعداد مربع‌هاي لاتين مرتبة 3 را مشخص كنيد. )شکل 
)10

پاسخ: نشــان داديم كه تعداد مربع‌هاي لاتين استاندارد 
مرتبة 3، يعني I3، فقط یکی است. پس: 

  nL ! != × × =3 2 1 12

، در این صورت 12 مربع لاتین  { }s , ,= 1 2 3 فــرض کنیم:
روی S تعریف می‌شــوند که به‌صورت زیراند. L1 مربع لاتین 
استاندارد از مرتبة سوم است که آن را با  I3 نيز نشان مي‌دهيم. 

بقية اين مربع‌ها از روي I3  ساخته مي‌شوند.

عمليات روي مربع‌هاي لاتين
ســه نوع عمليات مي‌توانيم روي مربع‌هــاي لاتين انجام 
دهيم، به‌طوري كه مربع لاتين بودن آن‌ها حفظ شــود. يعني 
با انجام اين عمليات روي هر مربع لاتين، مربع لاتين ديگري 

به دست مي‌آيد.
1. جايگشت ستون6

2. جايگشت سطر7
3. جايگشت نمادها8، يعني نام‌گذاري مجدد نمادها بدون 

آنكه موقعيت آن‌ها نسبت به هم تغيير كند.
اگــر بتوانيم با هر كي از عمل‌هــاي فوق كي مربع لاتين 
را به مربع لاتين ديگري تبديل كنيم، مي‌گوييم اين دو مربع 

لاتين» ايزوتوپيك9« يا معادل هستند.
واضح است كه چون در كي مربع لاتين هيچ عضو تكراري 
در هر ســطر و هر ستون وجود ندارد، پس با انجام اعمال كي 

جايگشت روي آن، مربع لاتين ديگري به‌دست مي‌آيد.

نتيجه: هر مربع لاتين را كه به‌صورت استاندارد يا كاهش 
يافته نباشد، با انجام عمليات فوق مي‌توان به‌صورت استاندارد 

تبديل كرد.
بنابراين هر مربع لاتين معادل كي مربع لاتين استاندارد 
است. هر سه عمل فوق را در مثال‌هاي بعدي مشاهده مي‌كنيد. 

1. مربع لاتين ســمت راست با تعويض دو ستون از مربع 
لاتين ســمت چپ به دست آمده اســت: جايگشت ستوني. 

)شکل11(
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1234
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شكل 37
3102

0213

1320

2031

تعويض دو ستون

تعويض دو سطر
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2. مربع لاتين ســمت راست با تعويض دو سطر از جدول 
مربع لاتين سمت چپ به دست آمده است: جايگشت سطري.

3. مربع لاتين ســمت راست با جايگزيني عددهاي 2، 0، 
1 و 3 به ترتيب به عددهاي 0، 1، 2 و 3 از مربع لاتين سمت 
راست به دست آمده است: جايگشت نمادها يا بر چسب‌گذاري 

مجدد.

جدول كيلي و مربع‌هاي لاتين
نمونــه‌اي از جدول كيلي را در »تقارن« كه نمايشــي از 

مربع‌هاي لاتين دارد، بررسي مي‌كنيم.

كي تبديل طولپاي T كي تقارن شــكل F است، هر گاه 
. اگر تحت  T(F) F= تبديل يافتة F خود F باشــد؛ يعنــي: 
كي بازتاب تبديل يافته كي شــكل بر خودش منطبق شود، 
آن را  »نقــارن خطــي« مي‌نامنــد. اگر تحت يــك دوران با 
زاوية α كه α≥360°≤ °0 شــكل بر خودش منطبق شــود، 
آن دوران را »تقــارن دوراني« يا دوري شــكل مي‌نامند. مثلًا 
مســتطيل دو تقارن خطي دارد كه هر كدام از وسط‌هاي دو 
ضلع مقابــل مي‌گذرند. به‌علاوه دو تقارن دوراني دارد: كيي با 
اندازة زاويــه°180  و ديگري با زاوية دوران ° 360 که در هر 
دو، مرکز دوران مرکز مســتطیل است. اگر تقارن‌های خطی 
مستطیل را به H و V و تقارن دورانی °180 را به R و تقارن 
°360 را به I ، که همان »تقارن هماني« است، نشان دهيم، در 
جدول شکل14 تركيب اين تقارن‌ها را تحت تركيب تبديلات 
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مشــاهده مي‌كنيد كه نمايش مشابه كي مربع لاتين كاهش 
يافته را دارد.

نمادها در سطرها و در ستون‌ها متمايزند.

مثلاً تركيــب دو دوران °180، يعني RoR برابر دوران 360°، 
يعني I است. تركيب دوران °180 با بازتاب افقي بازتاب قائم است.

RoH=V
 فعاليت: كي پاره‌خط چند تقارن خطي دارد؟ همچنين 
‌كيپاره‌خط چند تقارن دوراني دارد؟ سعي كنيد تركيبي ازهر 
دو تقارن را مشــخص كنيد و جدول كيلي آن را بنويسيد. آيا 

اين جدول كي مربع لاتين است؟ 

مربع‌هاي لاتين در طرح‌هاي تركيبیاتي
هر چند مربع‌هاي لاتين شــامل اشــياي رياضي هستند، 
امــا صورت‌هاي متفاوتي از آن‌ها در طراحي آزمايش‌ها به كار 
مي‌روند. كي طرح آزمايشــي شــامل تخصيص پردازش روي 

واحد آزمايش است.
 فرض كنيم مي‌خواهيم پنج داروي  D، C، B، A وE را براي 
كاهش نشانه‌هاي كي بيماري مزمن تست كنيم. پنج بيمار به 
مدت پنج هفته براي اين آزمايش انتخاب شده‌اند. پنج بيمار را 
 ،W1 مي‌ناميم و پنج هفته را به ترتيب به B5 و  B4، B3، B2، B1
W5 ،W4 ،W3 ،W2 نشــان مي‌دهيم. ساختار آن را در جدول 
شكل 40 مشاهده مي‌كنيد كه با كي مربع لاتين نشان داده شده 
است. هر بيمار در هر هفته فقط كي نوع دارو را مصرف مي‌كند، 
پس در پنج هفته پنج نوع داروي متفاوت را مصرف مي‌كند. در 
هر ســتون هيچ داروي تكراري وجود ندارد. به همين ترتيب هر 
هفته هر بيمار فقط كي نوع دارو را مصرف مي‌كند. پس در هر 

هفته پنج نوع داروي متفاوت توسط پنج بيمار مصرف مي‌شود. 
در هر سطر هيچ داروي تكراري وجود ندارد.

Znروشي براي نوشتن مربع‌هاي لاتين به‌وسيلة
از نظرية اعداد، با باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح بر عدد طبيعي 
n آشنايي داريم. باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح و مثبت بر عدد 
صحيح و مثبت n كيي از عددهاي 000,2,1,0 يا n-1 است. مثلًا 
باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح و مثبت aبر 3 كيي از عددهاي 0، 

1 يا 2 است. با استفاده از هم‌نهشتي  داريم:

a ≡
3
0 a  يا    ≡

3
a  يا 1 ≡

3
2

  Z3 =}0,1,2{ :نشان مي‌دهيم؛ يعني   Z3 اين عددها را به
.  Zn=}0،1،2 ،000 ،n-1{ :به‌طور کلی              .

بنابراین، به‌طور عادی ســطرها و ســتون‌ها در مربع‌های 
لاتین می‌توانند روی Zn  با عضوهای Zn  نمادگذاری شــوند. 
بــه این منظور عددهای هر خانه يا هــر درايه را به روش زير 

مشخص مي‌كنيم. 
              [ ]L i, j (i j)n= + ] يا پيمانه       ]L i, j (i j)mod(n)= +  

بنابراين:

{ }(i )( j )L (i, j, a i , , , n , j , , n+ += = − = −1 1 01000 1 01000 1
در سطر (i )( j )a + +1 1  ام است كه از )پيمانةjام و ستونi دراية 
i j(n+ .محاسبه مي‌شود 

در مثال زير نحوة محاسبه درايه‌ها را مشاهده مي‌كنيد.
مثال: كي مربع لاتين از مرتبة 4 بسازيد.                     
i+j)4 پيمانه( = (i )( j )a + +1 1   پاسخ:                           

مثــاً بــرای محاســبة درایــه یا عــدد واقع در ســطر 
ســوم و ســتون چهارم، یعنی a34 ، چنین عمــل میک‌نیم: 
در جدول شکل 16 محاسبة  ( )( )a a + += = + ≡ ≡

4 4
34 2 1 3 1 2 3 5 1
هر کدام نشان داده شده است.

 n ،000 ،2 ،1 اگر سطر اول و ســتون اول را با عددهای
شــروع کنیم. مربع‌ لاتین چرخشــی از مرتبة n را داریم که 

I R H V

I R H V

R I V H

H V I R

V H R I

I

R

H

V

0

شكل 15
B5B4B3B2B1

EDCBAW1

CEDABW2

DBAECW3

BAECDW4

ACBDEW5

شکل 16
3210

+ ≡
4

0 3 3+ ≡
4

0 2 2+ ≡
4

0 1 1+ ≡
4

0 0 0
0

+ ≡
4

1 3 0+ ≡
4

1 2 3+ ≡
4

1 1 2+ ≡
4

1 0 1
1

+ ≡
4

2 3 1+ ≡
4

2 2 0+ ≡
4

2 1 3+ ≡
4

2 0 2
2

+ ≡
4

3 3 2+ ≡
4

3 2 1+ ≡
4

3 1 0+ ≡
4

3 0 3
3

3210

0321

1032

2103

شکل 14
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 n به پیمانه i +j -1 ،در شــکل 17 می‌بینید. در این صــورت
محاسبه می‌شود.

واقع شود، در این صورت مربعی از همان مرتبة 3 به‌دست می 
آید که به صورت مربع سمت راست شکل 45 است.

مثلًا در L3 ، عدد واقع در ســطر سوم و ستون سوم برابر 
است )a33 =1(، زیرا: 

a+ − ≡ ≡ ⇒ =
4 4

333 3 1 5 1 1

در Rn که در فوق نشان داده شده است، عدد واقع در سطر 
n ام و ستون دوم برابر 1 است، زیرا:

n n

nn n a+ − ≡ + ≡ ⇒ =22 1 1 1 1

مربع‌های لاتین متعامد10
دو مربع لاتین از مرتبة، 3 را در نظر می‌گیریم )شکل 18(.

شکل 17
nn-121
nn-1000211
1n000322
21000433

000000000000000
Rn= 000000000000000

n-2n-3000nn-1n-1
n-1n-20001nn

i j mod(n)+ −1

شکل 18
CBA
BAC
ACB

شکل 18
γβα
αγβ
βαγ

شکل 19
CγBβAα
BαAγCβ
AβCαBγ

وقتی این دو مربع، چنان روی هم نهاده شوند که هر درایه 
اولی در کنار درایة نظیرش از دومی واقع شــود، به مربع شکل 

19 می‌رسیم.
مشاهده میک‌نیم که در این مربع هیچ دو درایه‌ای یکسان 

نیستند. یعنی هر دوبه‌دوی درایه‌ها متمایزند.
وقتی از برهم‌نهی دو مربع لاتین از مرتبة n، چنین مربعی از 
مرتبة n با این ویژگی به‌دست می‌آید که نمادهای هر n2 درایه یا 

خانه متمایزند، این دو مربع لاتین را »متعامد« می‌نامند.
گاهی این دو مربع لاتیــن را مربع‌های »گریکولاتین«11 
نیز می‌نامند. زیرا به‌طور ســنتی، حروف لاتین برای مربع اول 
و حــروف یونانی برای مربع دوم به کار رفته اســت. به همین 
ترتیب اگر دو مربع لاتین شکل‌ 20 را که نمادهای آن‌ها عدد 
هســتند در نظر بگیریم و این دو مربع را چنان روی هم قرار 
می‌دهیم که هر درایه از اولی در کنار درایة متناظر آن از دومی 

چــون در مربع )S) L1 , L2 ، هر دو‌بــه دوی درایه‌ها متمایز 
هستند، در نتیجه L1 و L2  را دو مربع لاتین متعامد می‌نامند. 
می‌توانیــم  )S) L1 , L2 را به‌صورت دقیق‌تر با زوج مرتب‌هایی از 

درایه‌های L1 و L2 نیز نشان دهیم )شکل 21(.

شکل 20
321
132
213

L1

321
213
132

L2

332211
123123
211332

L1L2

بنابراین تعریف کلی‌تر زیر را داریم:

، ijL b =  2 و ijL a =  1  ، n n×  تعریف: دو مربع لاتین  
 دو مربع لاتین متعامد نامیده می‌شــوند، هــر گاه، n2  زوج 

) دو به دو متمایز باشند. یعنی هر زوج مرتب  )ij ija .b مرتب  

رخ  ( )ij ija .b از نمادها، دقیقاً یــک بار در میان n2  زوج مرتب
. i , , , n=1 2 000   j , , , n=1 2 000 می‌دهد که: 

دو مربع لاتین شکل 22 متعامدند.

شکل 21
)3،3()2،2()1،1(

S(L ,L ) =1 2 )1 ،2()3 ،1()2 ،3(
)2 ،1()1 ،3()3 ،2(

3210

L1=
2301

1032

0123

2103

L2=
3012

1230

0321

)3،2()2،1()1،0()0،3(

 S) L1 , L2( =
)2،3()3،0()0،1()1،2(

)1،1()0،2()3،3()2،0(

)0،0()1،3()2،2()3،1(

دو مربع لاتین از مرتبة n مفروض‌اند. فهرستی از n2 زوج 
مرتب شــامل درایه‌هایی در همان موقعیت به ترتیب از مربع 
اول و مربع دوم را می‌نویسیم )این عمل را روی هم قرار دادن 
یا بر هم نهــی دو مربع تلقی میک‌نیم(. این دو مربع لاتین را 
متعامد می‌نامیم، هر گاه این فهرســت شــامل n2 زوج مرتب 

ممکن از n نماد هر کدام، دقیقاً یک بار رخ دهند.
  L2 با L1 دو مربع لاتین متعامد باشند، گوییم L2 و L1 وقتی
متعامد است یا L2 نیز با L1 متعامد است. بنابراین رابطة تعامد 
در مربع‌های لاتین متقارن اســت. یعنی اگر L1  با L2 متعامد 
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باشد، L2 نیز  با L1 متعامد است. اگر L1 یک مربع لاتین از مرتبة 
n باشــد که درایه‌هایش از مجموعة x باشــند و L2 یک مربع 
لاتین از مرتبة n باشــد که درایه‌هایش از مجموعة y باشند، 
گوییم L1 و L2 مربع‌های لاتین متعامد هستند هر گاه به ازای 
هرx ∈ x  و  y∈ y یک درایه )خانه( یکتای )i,j( وجود داشته 

. L (i, j) y=2 L و  (i, j) x=1 باشد، به‌طوری که:  
در واقــع L1 و L2 را چنان روی هم می‌گذاریم که هر خانة 

( )( )L i, j ,L (i, j)1 2
)i,j( توسط زوج مرتب 

پر شــود سپس، L1 و L2 را متعامد می‌نامیم. اگر و فقط اگر 
این انطباق یا روی هم‌گذاری شامل هر زوج مرتب از x×y باشد.

مرتــب،  زوج   16 هــر  قبلــی  مثــال  در 
,i) در این کنــار هم‌گذاری يا این  j) { , , , } { , , , }∈ ×01 2 3 01 2 3

نوع بر هم نهی رخ داده است.
در حالت کلی، ساختن مربع‌های لاتین متعامد ساده نیست.

مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة یک وجود دارند، زیرا در 
شــرایط تعریف صدق میک‌نند، اما جذابیتی ندارند. به همین 

n در نظر می‌گیرند. دلیل بعضی از کتاب‌ها 1<
به ســادگی می‌توان نشان داد که مربع‌های لاتین متعامد 
از مرتبــة 2 وجود ندارند، زیرا فقط دو مربع لاتین از مرتبة 2 

وجود دارند که آن‌ها را در شکل23 مشاهده میک‌نید.

 )S) L1 , L2  یــک مربع لاتین اســت، امــا L1 و L2 متعامد 
نیستند، چرا؟

در مثال‌های قبلی مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 3 و 4 
را مشــاهده کردید. می‌توان دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 5 
را نوشــت، اما دو مربع‌ لاتین متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند. 

L1 و L2 دو مربع لاتین هســتند. اگر n  فرد باشد، متعامد 

در سطر iام و ستون jام است.  (i )( j )a + +1 1 نیز هستند. درایة 
. بایــد یک درایة یکتای  ( ) n na, b Z Z∈ × فرض کنیم : 

)i,j( پیدا کنیم، به‌طوری که:       
[ ]L i, j b=2 ]  و‌    ]L i, j a=1

در واقع دستگاه زیر باید برای i و j جواب یکتا داشته باشد:
n n n n

i j a, i j b i a b, j a b+ ≡ − ≡ ⇒ ≡ + ≡ −2 2

چون 2 برای n های فرد، در Zn دارای وارون است که برابر 
n می‌شود، در نتیجه: +1

2
( )

n ni a b+
≡ +

1
2         

( )
n nj a b+
≡ −

1
2   

بنابراین:
n فرد باشــد، آن‌گاه مربع‌هــای لاتین متعامد از  اگر 1<

مرتبة n وجود دارند.
در ادامه برای نمونه مطابق قاعدة بیان شــده، ساختن دو 
مربع لاتین متعامد از مرتبة 5 و دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 

7 را مشاهده میک‌نید. )شکل 24(

شکل 23
21

L1= 12
12

L2= 21

2112S) L1 , L2( =
1221

در حدود 200 سال قبل، اویلر حدس زد که مربع‌های لاتین 
n وجود ندارند. این حدس  k= +4 متعامــد از مرتبة n اگر 2
برای n= 6 توســط تاری12 در سال 1990 ثابت شد،  اما بقیة 
n اســت، رد شد. در سال‌های 1959  > 6 حدس که برای هر 
و 1960، باس، پارکر و شری‌خانده13 ثابت کردند که به ازای 

، مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة n وجود دارند. n > 6 هر 

روش‌هایی برای ســاختن مربع‌های لاتین متعامد از 
) n مرتبة فرد )1<

Z به‌صورت زیر تعریف میک‌نیم: 
n
دو مربع لاتین روی 

                  [ ]L i, j (i j)mod n= +1 و [ ]L i, j (i j)mod n= −2

شکل 24
43210

L1=

04321

10432

21043

32104

12340

L2=

23401

34012

40123

01234

4132231400

S) L1 , L2( =

0243342011

1304403122

2410014233

3021120344

به‌طور نمونه: 

ij (i )( j ) i jL a a ?+ + = + = = ≡ 
5

1 1 1

ij (i )( j ) i jL b b ?+ + = − = = ≡ 
5

2 1 1

( )( )a a + += = + ≡
5

34 2 1 3 1 2 3 0

( )( )b b + += = − ≡− ≡
5 5

34 2 1 3 1 2 3 1 4

( )( )a a + += = + ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 2

( )( )b b + += = − ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 4

ویژگی‌هایی از مربع‌های لاتین متعامد
1. طبق تعریف مربع‌های لاتین از مرتبه یک وجود دارند، 

n اختیار میک‌نند. اما معمولاً 1<
2. مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 2 وجود ندارند.

3. مربع‌های لاتین متعامــد از مرتبة 3 ،4 و 5 وجود دارند، 
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اما ثابت می‌شود مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند.
که n عددی طبیعی اســت. ثابت  n > 6 4. بــه ازای هر
می‌شــود دو مربع لاتین متعامد از مرتبــة n وجود دارند. در 

مورد n فرد آن را ثابت کردیم. 

معیاری برای متعامد نبودن دو مربع لاتین
اگر دو مربع لاتین 

)  و   ){ }ijL i, j, a i , , , n, j , , , n= =1 1 2 000 1 2 000

 ( ){ }ijL i, j, b i , , , n, j , , , n= =2 1 2 000 1 2 000

 ij kra a a= = از مرتبه n داشــته باشــیم، به‌طوری که: 
  یعنی دو درایــه در مربع اول با هم دارای 

ij krb b b= = و  
نمادهای یکســان باشــند و در مربع دوم نیز همین دو درایه 
متناظر نیز دارای نمادهای یکســان باشــند )لزومی ندارد با 
 L2 و L1 نمادهای مربع اول یکســان باشــند(، در این صورت
متعامد نیستند. زیرا با روی هم قرار دادن L1 و L2 یا برهم نهی 
ij و درایة دیگری  ija b ab= آن دو، یک درایه   )S) L1 , L2  برابر 
است که نمادهای یکسانی دارند. پس L1 و 

kr kra b ab= برابر 
L2 متعامد نخواهند بود. نمایشــی از آن را در دو مربع لاتین از 

مرتبة 4 در شکل 25 مشاهده میک‌نید.

)شــکل 25( روی هم‌گــذاری یــا »کنار هم  (L .L )S
1 2

در 
گذاشتن14« شکل 25 دو مربع را مشاهده میک‌نید.

حال دو مربع لاتین شکل 27 را در نظر می‌گیریم.

شکل 25

L1=
a

a

L2=
b

b

S) L1 , L2( =
ab

ab

نتیجه:

ijL b =  2 ijL و  a .n =  1 دو مربــع لاتیــن از مرتبــة 
 ، ij kra a= ,i اگر: j, k, r n≤ ≤0 متعامدند، هــر گاه به ازای هر 

. ij krb b≠ آن‌گاه: 

مثال:
a  و   a= =11 22 1 دو مربــع شــکل 26 مفروض‌انــد و :

. پس این دو مربع لاتین متعامد نیستند.  b b= =11 22 3

شکل 26
213
132
321

شکل 26
321
213
132

321
ijL a  = 1

213
132

شکل 27
321

ijL b  = 2 132
213

، آن‌گاه:  ij kra a= . اگــر:  r, k, j, i≤ ≤0 3 بــه ازای هــر 
. پس این دو مربع لاتین متعامدند. ij krb b≠

جایگشت سطرها و ستون‌ها
اگر جای دو سطر )دو ستون( در یک مربع لاتین تعویض 
شــوند، مربع لاتین حاصل ممکن اســت با مربع لاتین اصلی 

متعامد باشد یا نباشد.
مربــع لاتین  L2   از مربع لاتین L1 با  تعویض ســطرهای 
  L2 و L1 اول و ســوم به‌دست آمده است، مشاهده میک‌نیم که

متعامداند.
شکل 28

213

L2= 132

321

321

L1= 132

213

322113

S) L1 , L2( = 113322

231231

شکل29
321

L1= 132

213

321

L2= 213

132

213

L3= 132

321

3210

L1=
2301

1032

0123

3210

L2=
0123

2301

1032

3210

L3=
1032

0123

2301

مربع‌های لاتین دوبه‌دو متعامد15 
یــک مجموعــه مربع‌های لاتیــن دوبــه‌دو متعامد یک 
مجموعه‌ای از دو یا بیشــتر از مربع‌های لاتین هم‌مرتبه است، 

به‌طوری که هر کدام با دیگری متعامد باشد.
دو مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 2 و 6 را بیان کردیم 

که وجود ندارند.

هر چند مربع‌هاي 
لاتين شامل اشياي 
رياضي هستند، اما 

صورت‌هاي متفاوتي 
از آن‌ها در طراحي 

آزمايش‌ها به كار 
مي‌روند. كي طرح 

آزمايشي شامل 
تخصيص پردازش 

روي واحد آزمايش 
است.

ijL a  = 1 ijL b  = 2
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دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 3 وجود دارند.
 L3 متعامد است؟ چرا؟ L2 یا با L1 با L3 در شــکل 59، آیا

چگونه از L1 به‌دست آمده است؟
سه مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 4 وجود دارند.

مربع لاتین کاهش یافته L1 را در نظر می‌گیریم. ابتدا سطر 
چهارم را به ســطر دوم و ســطر دوم را به سطر سوم و سطر 
سوم را به سطر چهارم تبدیل میک‌نیم. مربع لاتین L2 به‌دست 

می‌آید که با L1 متعامد است.
R R R R→ → →2 2 3 4 یا R R R R→ → →2 3 4 5  

به همین ترتیب، اگر در L1 ، عمل‌های زیر را به‌طور متوالی 
انجام دهیم.

R R R R→ → →4 2 4 3

 L2 و همچنین با L1 می‌رســیم که بــا  L3 به مربع لاتین
متعامد است )شکل 31(.

از مرتبة 4 وجود دارند که آن‌ها را مشخص کردیم.

تأثیر عمل‌های روی مربع‌هــای لاتین در مربع‌های 
لاتین متعامد

جایگشت نمادها روی مربع‌های لاتین تأثیری در متعامد 
بودن آن‌ها ندارد. یعنــی اگر دو مربع لاتین هم‌مرتبه متعامد 
باشند، با انجام جایگشت نمادها روی هر کدام باز هم متعامدند.

 L3 دو مربع لاتین متعامد باشــند. اگر L3 و L1 فرض کنیم
مربعی لاتینی باشــد که از تعویض دو یــا چند نماد با همان 
جایگشت نمادها از L2 حاصل شــده باشد، آن‌گاه L1 با L3 نیز 

متعامد است.
فرض کنید در L2 ، دو نماد a و b را  تعویض کنیم. اگر هر دو 
درایه متفاوت در L1 را در نظر بگیریم که در L1L3 نیز متفاوت‌اند، 
حال اگر دو درایه یکسان مثلاً c را در L1 در نظر بگیریم، در این 
صورت در ca و cb نیز متفاوت‌اند؛ زیرا این درایه‌ها همان cb و  
ca در L2 هســتند. به‌عبارت دیگر، اگر دو درایه در L1L3 مساوی 
شــوند، در L1L2 نیز مساوی خواهند بود که متناقض با متعامد 

بودن L1L2 است.
به‌طور کلی، اگر اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای 
یکــی از دو مربع لاتین متعامد انجام دهیم، باز هم در متعامد 

بودن تأثیری ندارد.
یعنی اگر L1 و L2 دو مربع لاتین متعامد هم‌مرتبه باشند و 
اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای L2  انجام دهیم و 
آن را L3 بنامیــم، آن‌گاه  L1 و L3 نیز متعامدند. دلیل آن دقیقاً 

مانند قسمت قبلی است. 
نتیجه: اگرL1 و L2 دو مربع لاتین متعامد از مرتبه n باشند 
و آن‌هــا را به‌صورت اســتاندارد 'L1 و' L2  تبدیل کنیم در این 

صورت  'L1 و'L2 نیز متعامد خواهند بود.
نتیجه: در همه مربع‌های لاتین متعامد می‌توانیم فرض 

باشند. , , , n1 2 000 کنیم سطر اول همه یکسان و عددها 
دو مربع لاتین شــکل32 را در نظر می‌گیریم. آیا این دو 

مربع لاتین L1 و L2 متعامدند؟

شکل31
33221100

S) L1 , L2( =
20310213

12033021

01102332

شکل31
33221100

S) L1 , L3( =
21300312

10013223

02132031

شکل31
33221100

S) L2 , L3( =
01102332

20310213

12033021

 L3 و L2 ، L3 و L1 متعامدنــد، همچنیــن L2 و L1 چــون
متعامدند، گوییم L1 و L2 و L3 دو به دو متعامدند.

چهار مربع لاتین دوبــه‌دو متعامد از مرتبة 5 وجود دارند 
)شکل 62(.

و بالاخره حداکثر شش مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 
7 وجود دارند. در حالت کلی قضیه زیر ثابت می‌شود:

1. بــه ازای هر n≤2 ، حداکثــر n-1 مربع لاتین دوبه‌دو 
متعامد وجود دارند.

در ادامه مشاهده خواهید کرد که در همة مربع‌های لاتین 
دوبه‌دو متعامد می‌توانیم فرض کنیم سطر اول همه یکسان و 

باشند. , , , n1 2 000 مثلًا عددهای 
وقتی تمام این عددها در ســطر اول باشند، خانه یا درایة 
a21 عدد 1 نمی‌تواند باشد. پس حداکثر n-1 انتخاب برای آن 

وجود دارد. 
n ، تعداد مربع‌های  ,≠ 2 6 2. به ازای هر n طبیعی کــه

لاتین دوبه‌دو متعامد بزرگ‌تر یا مساوی 2 است.
  ، q pα= 3. اگــر q-2 توانی از یک عدد p باشــد، یعنی 
آن‌گاه تعــداد مربع‌های لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة q دقیقاً 

برابر q-1 است.
مشاهده کردیم که دقیقاً دو مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از 
مرتبة 3 وجود دارد. همچنین سه مربع لاتین دوبه‌دو متعامد 

شکل 32
35241

L1=

13524

41352

24135

52413

شکل 32
52413

L2=

24135

41352

13524

35241

در L1 جایگشت ذیل را روی نمادهای عددی انجام می دهیم:
به مربع لاتین  'L1 می‌رسیم )شکل 33(. مشاهده میک‌نیم 
که L1 به یک مربع لاتین کاهش یافته 'L1 تبدیل شــده است. 
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آیا 'L1 و L2 متعامدند؟
به همین ترتیب در L2  جایگشــت زیــر را روی نمادهای 
عددی انجام می‌دهیم. به مربع لاتین'L1 می‌رسیم )شکل 35(.

آیا 'L2 مربع لاتین چرخشی است؟
آیا 'L1 و L1 متعامدند؟

را مشاهده میک‌نید.

مثال: فرض کنیم بخواهیم یکفیت پنج نوع لاستیک را که 
آن‌ها را با نمادهای 1، 2، 3، 4 و 5 نام‌گذاری کرده‌ایم، توسط 
A که هم مدل و دارای تاریخ  ,A ,A ,A ,A5 4 3 2 1 پنج اتومبیل 
ساخت یکسان هستند، به‌طور هم‌زمان در یک مسافت معین و 
در پنج روز از هفته آزمایش کنیم. طرحی ارائه دهید که طبق 
آن هر لاستیک توسط هر پنج اتومبیل و هر کدام در یک روز 

مشخص آزمایش شوند. 

 شکل 33
54321

L1' =
15432

21543

32154

43215

 شکل 34
54321

L2' =
43215

32154

21543

15432

4

2

3

5

3

1

2

4

شکل 35
5544332211

S) L'1 ,
 L'2

( =

1453423125

2312514534

3221155443

4135241352

 'L1 و'L2 را کنار هم قرار می‌دهیم. آیا  'L1 و'L2 متعامدند؟
شكل 35

روشی دیگر در ساختن مربع‌های لاتین از مرتبة فرد 
)n≤3(

ابتدا یک مربع n×n می‌سازیم. یک ضلع مربع، مثلًا ضلع 
بالایی را انتخاب میک‌نیم. اولین و آخرین مربع‌هایی را که یک 
ضلع آن‌ها روی این ضلع n×n است، رها میک‌نیم. سپس از دو 
 n , , , ,−1 000 3 2 1

2
طرف،‌ هر یک از مربع‌های دیگر را به ترتیب 

n واحد به بالا  −1
2

به بالا انتقال می‌دهیم )مربع وسطی فقط 
انتقال می‌یابد(.

این عمل را برای سه ضلع دیگر به‌طور مشابه انجام 
( ), , , , n1112 13 0001 می‌دهیم. سپس مطابق نمونه عددهای

) را در خانه‌ها قرار  )n ,n , , nn1 2 000 و...،  ( ), , , n21 22 0002 و

می‌دهیم. اکنون عدد هر خانه را به اندازة n واحد به درون 
انتقال می‌دهیم تا در خانه‌های خالی واقع شوند. آیا می‌توانید 

دلیلی برای آن بیان کنید؟ اکنون با جدا کردن عددها دو 
مربع لاتین متعامد را در شکل 36 مشاهده میک‌نید.

به همین ترتیب ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 7 

شکل 37
D5D4D3D2D1

54321A1

15432A2

21543A3

32154A4

43215A5

بنامیم، آن‌گاه  D ,D ,D ,D ,D5 4 3 2 1 اگر این پنــج روز را 
یک طرح آزمایش می‌تواند طبق جدول شکل 37 باشد. 

مثلاً توســط اتومبیل A2 ، هر پنج لاســتیک در پنج روز 
متفاوت آزمایش می‌شوند. هر روز توسط هر پنج اتومبیل هر پنج 
نوع لاستیک آزمایش می‌شوند. بنابراین هیچ نوع لاستیکی در 
یک روز توسط دو اتومبیل آزمایش نمی‌شود. یعنی در هیچ ستون 
این جدول عدد تکراری وجود ندارد. همچنین توسط هر اتومبیل 
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در پنج روز هر پنج نوع لاستیک آزمایش می‌شود. یعنی توسط 
هر اتومبیل در هیچ دو روزی یک نوع لاستیک آزمایش نمی‌شود. 
بنابراین در هیچ سطر این جدول نیز عدد تکراری نداریم. در واقع 

این جدول یک مربع لاتین از مرتبة 5 است.
جدول شکل 38 نیز یک طرح دیگر برای همین آزمایش 
می‌تواند باشــد. هر دو جدول تمــام ویژگی‌های فوق را دارند. 
فقط تفاوت در این است که امکان دارد. آزمایش یک لاستیک 
از نظر نوع اتومبیل در روز دیگری انجام شــده باشــد و همان 

روزی نباشد که در جدول شکل 37 مشخص شده است.
واضح است که جدول‌های زیادی می‌توان برای این آزمایش 
طرح کرد. اکنون فرض کنیم بخواهیم به‌طور هم‌زمان مقاومت 
پنج نوع روغن ترمز را نیز توسط همین پنج اتومبیل در همین 
پنج روز بررســی کنیم. این روغن ترمزها را با عددهای 1، 2، 
3، 4 و 5 شماره‌گذاری میک‌نیم. شکل 39، می‌تواند یک طرح 

این آزمایش باشد.

زیادی را طرح کنیم، یا به عبارت‌ دیگر، مربع‌های لاتین زیادی 
را مشخص کنیم. در شکل 39 تعدادی از این طرح‌ها را در یک 

مربع لاتین مشاهده میک‌نید.

امــا اگر بخواهیم این دو آزمایش هم‌زمان توســط همین 
پنج اتومبیل انجام شــوند، به جدولی مانند جدول شکل 40 
نیــاز داریم که از ادغام مثلًا جدول‌های شــکل‌های 37 و 39 

به‌دست آمده است.
در این جدول هیچ دو زوج مرتب یکسان وجود ندارند. به این 
معنی که مثلاً لاستیک شمارة 2 و روغن شمارة 4 فقط توسط 

یک نوع اتومبیل و فقط در یک روز مشخص آزمایش شده‌اند.
در روز چهارم اتومبیل A4 ، لاســتیک شــمارة 2 و روغن 

ترمز شمارة 5 را آزمایش میک‌ند.

پي‌نوشت‌ها

1. latin Squares
2.Quasi groups
3.Fisher
4. Combinatorial Designs
5. Reduced Latin Square
6.Column Permutation
7.Row Permutation
8.Relabeling
9.Isotopic
10. Orthogonal Latin Squares
11. Greacolatin
12. Tarry
13. Bose, Parker and Shrikhande
14. Superimposing
15. Mutually Orthogonal latin Squares

منابع
1. Introduction to combinatorial Designs W.D.WALLIS 
champan Hall/CRC 2007
2. Combinatorial Designs: constructions and Analysis 
Dougllas R.Stinson Springer 2004
3.LATIN SQUARES and their Applicatios Donald Keedwell 
and jazsef Denes ELSEVIER 2015

شکل 40
D5D4D3D2D1

)5،5()4،4()3،3()2،2()1،1(A1

)1 ،2()5 ،1()5 ،4()3 ،4()2 ،3(A2

)2 ،4()1 ،3()5 ،2()4 ،1()3 ،5(A3

)3 ،1()2 ،5()1 ،4()5 ،3()3 ،2(A4

)4 ،3()3 ،2()2 ،1()1 ،5()5 ،4(A5

شکل 38
D5D4D3D2D1

54321A1

43215A2

32154A3

21543A4

15432A5

شکل 39
D5D4D3D2D1

54321A1

21543A2

43215A3

15432A4

32154A5

توسعة منظم مربع‌های لاتین به‌وسیلة اویلر در 
سال 1779 شروع شد و توسط کیلی )1890 
ـ 1877( در مورد جدول عمل روی گروه‌ها 
بهک‌ار برده شد. چون اویلر برای نام‌گذاری این 
مربع‌ها از حروف لاتین استفاده میک‌رد، به 
همین دلیل این مربع‌ها به نام مربع‌های لاتین 
معروف شدند

اگر می‌خواســتیم روغن ترمزها را به‌طور جداگانه مستقل 
از لاستیک‌ها آزمایش کنیم، مانند فوق می‌توانیم جدول‌های 
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ریاضی‌دان، مهندس و 

آب‌شناس قرن چهارم و

 اوایل قرن پنج هجری قمری

ریاضی‌دان، مهندس و آب‌شناس معروف ایرانی، محمد‌بن 
حاسب الکرجی، در سال 342 هجری قمری در شهر کرج 
ابودلف )شهر آستانة فعلی واقع در استان مرکزی( متولد شد. این 
ریاضی‌دان پرآوازه ایرانی که در قرن چهارم و اوایل قرن پنجم 
قمری زندگی میک‌رد، هم عصر با ابوریحان بیرونی، زکریای 
رازی و ابن‌سینا بود. الکرجی به تحصیل مقدمات علوم، علوم 
حساب، جبر و هندسه پرداخت. همچنین از مطالعات میدانی 
دربارة علوم تجربی نظیر مهندســی آب نیز غافل نشد. کرجی 
گرچه ریاضی‌دان بود و در بســیاری از آثار خود توجه ویژه‌ای 
به علم حســاب، جبر و به‌ویژه جذرها داشت- کتاب »الفخری 
فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمینه است اما نمی‌توان از 
کتابی چون »انباط المیاء الخفیه«- )استخراج آب‌های پنهانی( 

و شــیوه‌های هندســی و فیزیکی مندرج در آن برای محاسبه 
شیب زمین و چگونگی استخراج آب غافل شد. در تاریخ ریاضی 
و از نظر ریاضی‌دانان بــزرگ جهان، فعالیت‌های کرجی از آن 
جهت اهمیت دارد که منحصراً نشان‌دهنده نظریه‌های مربوط 

به محاسبات جبری است ]پیرهادی ،1392[.
کتاب الفخری او دارای دو بخش اســت: بخش اول آن به 
قواعد محاســبات جبری و کلیاتی در حــل معادلات معین و 
ســیاله اختصاص دارد. بخش دوم نیز شامل حل 254 مسئله 
است که در پنج سطح طبقه‌بندی شده‌اند. کرجی در این کتاب 
به برخی از مسائل کتاب »حساب« دیوفانتوس پرداخته است 

که نمونه‌ای از آن‌ها به شرح زیر است: 
»اگر گفته شــود چهار مرد هستند که اگر اولی یک درهم 
از دومی بگیرد، دو برابر آنچه برای دومی باقی می‌ماند، خواهد 
داشــت، و اگر دومی دو درهم از سومی بگیرد، سه برابر آنچه 
برای سومی باقی می‌ماند، خواهد داشت، و اگر سومی سه درهم 
از چهارمی بگیرد، چهار برابر آنچه برای چهارمی باقی می‌ماند، 
خواهد داشــت، و اگر چهارمی، چهار درهم از اولی بگیرد، پنج 
برابر آنچه برای اولی باقی می‌ماند خواهد داشت، هر کدام چه 

مبلغی دارند؟« ]ترجمه قربانی، 1357[.

 این ریاضی‌دان پرآوازه ایرانی که در 

قرن چهارم و اوایل قرن پنجم قمری 

زندگی میک‌رد، هم عصر با ابوریحان 

بیرونی، زکریای رازی و ابن‌سینا بود.

مجید حق وردی

استادیار دانشگاه آزاد اسلامی اراک
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فرشاد )1366( در کتاب »تاریخ علم در ایران« می‌نویسد: 
»در ریاضیات و هندسه، کرجی پیش از آنکه مرتبط با سنت‌های 
هندسی یونانی باشد، بیشتر با ریاضیات شرق میانه که خوارزمی 
نیز بدان گرایش داشته، ارتباط داشته است. در جبر، کرجی پا را 
از خوارزمی نیز فراتر نهاده اســت و به معادلات با درجات  بالاتر 

می پردازد. 
n را  nax bx c+ =2 نخســتین جواب های معادلــه از نوع
کرجی تعیین کرده است. در حل این معادلات وی به اعداد اصم 
)گنگ ( برخورد کرده و نوآوری اندیشه او بار دیگر به عرصه ظهور 

رسیده است« )فرشاد، 1366 ص 538(.
فیبوناچی، ریاضی‌دان بزرگ اروپا که در قرن ســیزدهم در 
ایتالیا می‌زیســت، در بیشــتر کارهای خود از آثار ریاضی‌دانان‌ 
مســلمان، به‌خصــوص خوارزمی و کرجی تأثیر گرفته اســت. 
فیبوناچی کتابی در حســاب و جبر دارد کــه بخش عمدة آن 
به‌ویژه »معادله‌های سیاله« از کتاب الفخری برداشته شده است. 
البته برخی معادله‌هایی که از کتاب الفخری نقل کرده، نســبت 
به راه‌حل‌هایی که در کتاب مذکور آمده، اندکی متفاوت اســت 
اما این نکته محرز است که فیبوناچی تحت‌تأثیر کتاب الفخری، 

کتاب خود را نوشته است.

عددها را به‌راحتی انجام داد، بلکه به همان آســانی به بررســی 
ریشه‌های سوم عددها نیز پرداخت:

,+ = − =3 3 38 18 50 54 2 16

é کرجی در رســالة جبر خود، توان‌های مقدارهای مجهول 
کسری تا توان ششم  

x , x , x , x , x , x− − − − − −6 5 4 2 2 1

را بدست آورد.

é کرجی به حل معادلة درجة دوم و اثبات درستی روش‌های 
مورد استفاده به روش هندسی پرداخت. 

به  py x= را با متغیر جدید      p pax bx c+ =2 وی معادله
تبدیل کرد و ســپس آن را حل  ay by c+ =2 معادله درجه دوم

کرد ]کرامتی،104:1380[.
é مجموع جمــات دنباله‌های زیر را محاســبه و به روش 

هندسی اثبات کرد ]کرامتی،1380[:

n n

i i
i , i

= =
∑ ∑3 2

1 1
 

کرجی با اســتفاده از روش هندســی به اثبات روابط زیر 
پرداخت ]آرام، 1359[
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پی‌نوشت
1. Adolf Hochheim
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»الکافی فی الحساب« کتاب دیگر کرجی به زبان عربی و با 
موضوع جبر، حساب و هندسه است و 75 بخش متنوع ریاضی 
دارد؛ نســخه‌ای از آن در ســال 1880میلادی توســط ادولف 
هوفهایم1  بررســی و در سه جلد به زبان آلمانی منتشر شد. در 
این کتاب کرجی به بررسی روش‌های محاسبة عددهای صحیح 
و کســرها )مبناهای 10و 6 (، استخراج ریشه‌های دوم و تعیین 
مساحت و حجم پرداخت. وی در این کتاب از هیچ رقمی استفاده 
نکرده و تمامی اسامی عددها را با حرف‌‌های کامل ثبت کرده است. 
کتاب »البدیع فی الحساب« شــامل مسائلی بدیع در علم 
حساب است که نشان‌دهندة پیشرفت دانش جبر در اوایل قرن 
پنجم هجری اســت. این کتاب یک مقدمه و ســه مقاله به این 
شرح دارد: المقاله الاولی فی الاصول، المقاله الثانی العقول علی 

المجهولات و المقاله الثالث فی ذکر الاستقراء.
از دیگر کتاب‌های او می‌توان به »علل الحساب و الجبر و المقابله 
و شرحها«، »العقود و الابنیه فی الحساب« »الاجذار«، »المسائل و 
الاجوبه فی الحساب«، »مختصر فی الحساب والمساحه«، »نوادر 
الاشکال«،  »فی حساب الهند« و »فی الاستقراء« اشاره کرد. در 
پایان به برخی دیگر از فعالیت‌های ریاضی این دانشمند  به نقل 

از پیرهادی )1392( اشاره می‌شود:
é کرجی نه‌تنها عملیات محاســباتی مربوط به ریشة دوم 

کرجی در رسالة جبر خود، توان‌های  
مقدارهای مجهول کسری تا توان ششم را به 

دست آورد.  
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در گذر زمان، زندگی بشــر دستخوش تغییراتی خواسته یا 
ناخواسته شده است. همان‌طور که پیشرفت‌های علمی باعث رشد 
و شکوفایی زندگی انســان‌ها شده، چه بسا دوران‌هایی هم بوده 
که شیوع بیماری‌ها یا جنگ‌ها باعث از بین رفتن برخی تمدن‌ها 
گردیده است. آموزش علوم مختلف و نحوة تدریس آن‌ها، به‌ویژه 
آموزش ریاضی نیز متأثر از این تغییرات بوده است. از آموزش‌های 
فردگرا تا نظریه آموزشی ویگوتسکی، شاهدی هستند بر لزوم 
ایجاد تغییرات در زمینة آموزش و یادگیری که لازم است متناسب 

شرایط اعمال شوند.
به‌عنوان یک معلم ریاضی با 29 ســال سابقه تدریس، نیاز 
به تغییر در روش تدریس خود را به‌خوبی احســاس میک‌ردم و 
بنابراین در دورة کارشناســی ارشد آموزش ریاضی، به دنبال این 
دغدغه خود بودم. به کمک اساتید راهنما و مشاور، پایان‌نامه‌ام را 
با عنوان »تأثیر تدریس ریاضی به روش کلاس معکوس« تدوین 
و ارائــه کردم و همچنین مقاله‌ای مســتخرج از آن را در اولین 
کنفرانس آموزش و کاربرد ریاضیات در کرمانشاه ارائه کردم که در 

وبگاه سیویلیکا قابل دسترسی است.
در تدریس بــه روش کلاس معکوس، معلم قبل از تدریس 
موضــوع مورد نظر در کلاس، با ســاخت ویدیو‌های آموزشــی، 
محتوای تدریس را در اختیار دانش‌آموزان قرار می‌دهد و از فرصت 
کلاس برای رسیدگی بیشتر به دانش‌آموزان استفاده میک‌ند. پس 
از آشنایی با روش کلاس معکوس در دورة کارشناسی ارشد، چند 
سالی هســت که این شیوه را در کلاس‌های خود به کار می‌برم. 
البته گاهی اوقات، به دلایل مختلف مجبور می‌شوم تدریس کامل 
را مجدداً در کلاس انجام دهم و کار از رفع اشــکال فراتر می‌رود؛ 
ولی به هر ترتیــب دانش‌آموزان به ویدیــوی محتوای تدریس 
معلمشان دسترسی دارند و می‌توانند بارها از آن استفاده کنند. به 

کارگیری این روش تدریس باعث شده تا به مرور زمان در ساخت 
ویدیوهای آموزشــی تجارب خوبی به دست آوردم و ویدیوهای 
آموزشی بایکفیتی را تهیه و در اختیار دانش‌آموزان خود قرار دهم. 
هر ویدیویی که تهیه میک‌ردم، در وبگاه آپارات نیز قرار می‌دادم 
تا ســایر دانش‌آموزان هم بتوانند از آن استفاده کنند. نگاهی به 
این ویدیوها، می‌تواند فرایند بهبود و تکامل آن‌ها را در گذر زمان 

نشان دهد که با افزایش تجربه بنده رخ داده است.
با شیوع ویروس کرونا و تعطیلی مدارس، تغییرات ناگهانی 
و بزرگی در آموزش دروس ایجاد شــد. به ســبک و سیاق قبل، 
ویدیوهای دروس را ســاخته و در وبگاه آپارات بارگذاری کردم، 
ولی امکان رفع اشــکال برای دانش‌آموزانم وجود نداشــت. در 
بستر شــبکه‌های اجتماعی با ‌دانش‌آموزان خود ارتباط گرفتم؛ 
ولی با این شــبکه‌ها نیز نمی‌شد اشــکالات ریاضی را رفع کرد. 
با جســتجوی بیشــتر با امکانات »مودل« آشنا شدم و به سراغ 
فضاهای برخط با امکان تدریس و رفع اشــکال همزمان رفتم. 
درس‌هــای باقیمانده از کتب درســی را با » اســکای روم« و 
» ادوبــی کانکــت« به‌صورت برخــط تدریس کــردم. این کار 
 برای دروســی مانند ریاضی پایة دهم موفقیت خوبی به همراه

 داشت و دانش‌آموزان به‌خوبی توانستند مشکلات درسی‌شان را 
رفع کنند ولی در درس هندســه دهم، مخصوصاً بخش هندسه 
فضایی، کار سخت‌تری در پیش بود. به نظر می‌آمد استفاده از این 
روش در تدریس و تفهیم فصل 4 کتاب هندسه 1 پایة دهم رشته 
ریاضی و فیزیک که شامل تجسم فضایی و برش )سطح مقطع( و 

دوران حول محور است، کافی و مؤثر نبود.
تدریس و تفهیم موضوعات هندسة فضایی و اجسام سه‌بعدی 
در فضای دوبعدی تخته‌های کلاس درس کار ســاده‌ای نیست 
و نیاز به قدرت بیان معلم و پروراندن قدرت تجســم ذهنی در 

محسن غلامی
کارشناس ارشد آموزش ریاضی و دبیر ریاضی ناحیه دو اراک
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تصویر شماره 1
حالت‌های دو خط در صفحه

موازی باشند که منطبق بودن حالت خاص موازی بودن است متقاطع باشند

تصویر شماره 2
حالت‌های دو صفحه: موازی و متقاطع کــه عمود بودن حالت خاصی از 

تقاطع دو صفحه است

تصویر شماره 3
حالت‌های دو صفحه: موازی و متقاطع که عمود بودن حالت خاصی از تقاطع 

دو صفحه است

تصویر شماره 4
حالت‌هــای دو صفحه: موازی و متقاطع که عمود بودن حالت خاصی از 

تقاطع دو صفحه است

دانش‌آموزان دارد. در کلاس‌های حضوری، با اســتفاده از فضای 
کلاس و وســایل داخل آن و به‌ویژه با اشاره به دیوارهای کلاس 
و حرکت معلم به ســمت دیوارها و لمس آن‌ها، مفهوم صفحه و 
وضعیت صفحه‌ها نسبت به هم را تا حدودی می‌توان توضیح داد. 
همچنین برای معرفی خط در فضــا، از لبه‌های تخته تدریس، 
لبه‌‌های موزاییک‌های کف کلاس و یا با اشاره به لبه‌های دیوارها 
می‌توان کمک گرفت. با شــرایط ویژة به وجود آمده، تفهیم این 
بخش از کتاب در فقدان حضور فیزیکی دانش‌آموزان در کلاس 
و در تدریس آنلاین، سخت‌تر هم شد. نوع سؤالات ‌دانش‌آموزان 
در جریان تدریس آنلاین، نشان می‌داد که ‌دانش‌آموزان مفاهیم 

هندسه فضایی را به‌خوبی درک نمیک‌نند.
در جســتجوی راه‌حلی برای این مشکل، به نظرم رسید در 
تدریس آنلاین با وجود عدم حضور فیزیکی دانش‌آموزان شــاید 
بتوان با استفاده از نرم‌افزارهای مناسب، درک بهتری از مفاهیم 
و موضوعــات مورد نظر را برای ‌دانش‌آموزان ایجاد کرد. حالا که 
قرار بود تدریس در فضای مجازی صورت گیرد، پس چه بهتر که 
بیشترین استفاده را از ظرفیت‌های این فضا به عمل آورم. به دنبال 
نرم‌افزاری بودم که بتوانم در فضای دوبعدی صفحه ‌نمایش موبایل 
یا لپ‌تاپ دانش‌آموزان، موضوعات ســه‌بعدی را نمایش دهم. به 
نظرم پویانمایی و حرکت اجســام می‌توانست برای آن‌ها حالت 
سه‌بعدی را شبیه‌سازی کند. وقتی یک شکل دوبعدی مکعب به 
حرکت در می‌آید، دید سه‌بعدی بهتری ایجاد میک‌ند و یا وقتی 
یک متوازی‌الاضلاع را که به‌عنوان صفحه معرفی کنیم، به حرکت 
درآمده و در نقش یکی از صفحات مکعب با کمک پویانمایی در 
مکعب جاسازی می‌شود، احساس بهتری در مورد سه‌بعدی بودن 

صفحه و مکعب به دانش‌آموز می‌دهد.
برای ایجاد حرکت در اجسام دوبعدی، نرم‌افزارهای متعددی 
وجود دارد. گذشــته از نرم‌افزار ریاضــی جئوجبرا که در بخش 
ســه‌بعدی، امکانات جالبی فراهم کرده است، با کمک نرم‌افزار 
»سویش‌مکس«1 و ساخت پویانمایی‌های بسیار ساده‌ای از صفحه 
و خط و حرکت آن‌ها و همچنین حالت‌های آن‌ها نسبت به هم، 
می‌شــد در فضای دوبعدی صفحه‌نمایش تلفن همراه، تبلت و 
لپ‌تاپ، موضوعات سه‌بعدی را تدریس کرد. بنابراین برای درک 
بهتر مفاهیم مورد نظر، با کمک این نرم‌افزارها، برای موضوعات 
مورد تدریس، ویدیوهای مناسب را می‌ساختم و در تدریس خود 

از آن‌ها استفاده می‌کردم.
بــرای من که تازه این نوع از تدریس را شــروع کرده بودم، 
ساخت پویانمایی‌ها و تبدیل فرمت آن‌ها جهت نمایش در کلاس 
آنلاین بسیار زمان‌بر بود؛ اما وقتی دانش‌آموزان این پویانمایی‌ها را 
دیدند، بسیار استقبال کردند. از تجربیات قبلی متوجه شده بودم 
که ساخت ویدیو توسط معلم، باعث قدرشناسی بیشتر از جانب 
دانش‌آموزان خواهد شــد؛ زیرا آنان به ارزشی که معلم برایشان 

قائل بوده، پی خواهند بــرد. دانش‌آموزان ضمن قدردانی بابت 
ساخت این ویدیوها، اعلام میک‌ردند که درس را متوجه شده‌اند. 
سؤالات و اشکالات درسی آن‌ها نیز خیلی کمتر شده بود. حتی 
می‌توانستند اشکالات دوستانشان را هم در همان کلاس آنلاین 
برای همه توضیح دهند و گاهی تأیید درستی آن را از من جویا 
شوند. بعد از تدریس با این ویدیوها و مشاهدة نتیجة کار، متوجه 
شــدم که ساخت ویدیو ارزش ســختی‌های آن را داشته است. 
علاوه بر این خود من هم از اینکه یک گام رو به جلو در مســیر 
تکاملی ساخت ویدیوهای آموزشی، متناسب با موضوع تدریس 
برداشته بودم، احســاس رضایت خاطر داشتم؛ چرا که من هم 

یادگیری جدیدی را تجربه کرده بودم.
خواننــدگان عزیــز جهــت مشــاهده تدریــس ایــن 
 بخــش و پویانمایی‌هــای ساخته‌شــده، می‌تواننــد به آدرس

 https://www.aparat.com/v/P8aWi مراجعه کنند و در ادامه، 
تصاویری از آن‌ها را ملاحظه نمایند.

در انتهای فصل 4 کتاب هندسه 1، مفاهیم مربوط به برش 
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تصویر شماره 10

تصویر شماره 5

تصویر شماره 6

تصویر شماره 7

تصویر شماره 8

تصویر شماره 9

)ســطح مقطع( و دوران حول محور آمده است. با توجه به نبود 
زمان کافی، ساخت پویانمایی برای این قسمت برایم کار سختی 
بود. لذا در اینترنت به جستجوی کلیپ‌های آموزشی پرداختم. 
متأسفانه در سایت‌های فارسی کلیپ مناسبی پیدا نکردم؛ ولی 
وقتی به انگلیسی جستجو کردم، ویدیوهای آموزشی زیبایی را 
پیدا کردم که دقیقاً مفهوم دوران و مخروط قائم و مفهوم برش و 
ایجاد مقاطع مخروطی را نمایش می‌داد. با استفاده از آن و قطع 
صدای انگلیسی گوینده، خودم توضیحات لازم و درس مورد نظر 
را روی آن کلیپ برای دانش‌آموزان ارائه کردم. برای مشــاهده 
تدریس و این کلیپ آموزشی زیبا، به آدرس اینترنتی فوق‌الذکر 
مراجعه نمایید2. تصاویری از این کلیپ در شکل‌های زیر نمایش 

داده شده است.

آنچه ذکر شد، تجربه‌ای در استفاده از ظرفیت‌های موجود 
برای تدریس ریاضی و خصوصاً هندســه به‌صورت برخط بود. 
تغییرات بیشتر و تجربه تعطیلی ادامه‌دار مدارس به علت شیوع 
ویــروس کووید‌19، نیاز معلمان را بــه بهره‌گیری از روش‌های 
تدریس برخط و اســتفاده از امکانــات ارائه‌دهندگان این‌گونه 
خدمات گوشزد می‌نماید. در پایان امیدوارم همة معلمان فراتر از 
ارائة صرف محتوا به‌صورت مجازی، از امکانات دوسویه و تعاملی 
این فضاهای تدریس، به نحو شایسته‌ای بهره ببرند و با تدوین 
تجربیات خود در این زمینه، آن‌ها را با دیگران به اشتراک بگذارند.

پی‌نوشت‌ها
1. SWiSH Max

2. تأثیــر تدریس ریاضــی پایه دهم بــه روش کلاس معکوس در انگیزش 
دانش‌آموزان، مجموعه مقــالات اولین کنفرانس آموزش و کاربرد ریاضیات، 

کرمانشاه )1396(.

همان‌طور که پیشرفت‌های 
علمی باعث رشد و شکوفایی 
زندگی انسان‌ها شده، چه بسا 
دوران‌هایی هم بوده که شیوع 

بیماری‌ها یا جنگ‌ها باعث از 
بین رفتن برخی تمدن‌ها گردیده 

است. آموزش علوم مختلف 
و نحوه تدریس آن‌ها، به‌ویژه 

آموزش ریاضی نیز متأثر از این 
تغییرات بوده است. 
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استادیار دانشگاه فرهنگیان اصفهان

 علی رجالی، معلم ریاضی )لقبی که 
مجمع معلمان ریاضی شــیراز به ایشان 
داد و از آن زمــان در تمام مکاتبات علمی 
ملی و بین‌المللی خود از این لقب استفاده 
میک‌ند(، متولد ســال 1330 در اصفهان 
اســت. وی در ســال ۱۳۴۲ از »دبستان 
جعفری« فارغ‌التحصیل شــد و به ترتیب 
این مــدارج را طی کــرد: دیپلم ریاضی 
از دبیرســتان ســعدی اصفهان )1348(، 
لیسانس ریاضی از دانشگاه شیراز )بهمن 
1351(، فوق‌لیســانس ریاضی از دانشگاه 
شــیراز )خرداد 1353(، و دکترای آمار از 
دانشگاه استنفورد آمریکا )تابستان 1357(. 
یک ســال نیز عضو هیئت علمی دانشگاه 
شــیراز بود و به دنبال مأموریت یک‌ساله 
 در دانشــگاه اصفهــان، از ســال 1359 

به عضویت هیئت علمی دانشگاه صنعتی 
اصفهان درآمد. 

در مورد استاد رجالی نوشته‌اند: رجالی 
در چهاردهم شــهریورماه 1357 به ایران 
برمی‌گردد و از همان روز به‌عنوان استادیار 
کار خود را در بخش ریاضی دانشگاه شیراز 
آغــاز میک‌ند. غیــر از تدریس درس‌های 
احتمــال و نظریــة اعداد، یکــی دیگر از 
درس‌هایی که مســئولیت تدریســش به 
دکتر رجالی واگذار می‌شود، درس ریاضی 
عمومی 1 برای دانشجویان علوم و مهندسی 
بود. او در این درس متوجه می‌شــود که 
دانشــجویان جدید برخلاف دانشجویان 
زمان تحصیلش، اصطلاحــات ریاضی را 
می‌دانند، ولی تفکر ریاضی و قدرت درک 
مفاهیم ریاضی را ندارند. چرایی بزرگی در 

چیز  دو  به  ابتدایی  دورة  از 

علاقه‌مند بودم: یکی معلمی 

و دوم ریاضی.

حميدرضا كاشفي

اشاره
هیئت تحریریة مجله تصمیم گرفته است، 
از این پس در هر شماره از مجله مصاحبه‌ای 
با استادان و نامداران ریاضی و آموزش ریاضی 
کشور به چاپ برسد.  به بنده نیز افتخار داده 
شد، اولین مصاحبه را با جناب دکتر رجالی 
انجام دهم. هماهنگی‌های لازم توسط دوست 
مشترکمان، جناب آقای دکتر پیام سراجی 
صورت گرفــت و زمان مصاحبــه در خانة 
ریاضیات اصفهان مشخص شد. با جناب دکتر 
رجالی قبلاً در یک جلســه رسمی پیگیری 
تفاهم‌نامه بین  دانشگاه فرهنگیان اصفهان 
و خانة ریاضیات هم‌صحبت شــده بودم و 
علاقه‌مند بودم کــه گفت‌وگوی ما قدری از 
گفت‌وگوهای رایج تخصصی‌تر باشد تا بیشتر 
مورد استفادة استادان، معلمان و علاقه‌مندان 
ریاضی قرار بگیرد. قبل از ارائة متن مصاحبه، 
مختصری از زندگی‌نامة ایشان را برای آشنایی 

خوانندگان عزیز مجله نقل میک‌نم. 
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فکر او ایجاد می‌شــود که مسیر کاری‌اش 
را تغییر می‌دهد. او برای شناخت مسئله  
قصد داشت به مدارس برود و از مشکلات 
آموزشــی این دانشــجویان که 9 ســال 
بعد از او وارد دانشــگاه شیراز شده بودند، 
 مطلع شود. اما فکر میک‌ند اگر این جوان

۲۷ ســاله بین  معلمان ظاهر شــود، در 
شیراز به او توجهی نمی‌کنند. او ظاهراً برای 
رسیدن به عشق همیشگی و بودن با پدر و 
مادرش در اصفهان، با تلاش استاد پرتوان 
همچون دکتــر محمد صدوقی الوندی به 

دانشگاه اصفهان مأمور می‌شود. 
کارهای رجالی در دانشــگاه اصفهان 
با اســتقبال روبه‌رو نمی‌شــوند.  اگرچه 
مسئولیت تدریس درس‌های آمار ریاضی، 
نظریــة اعداد و حســاب دیفرانســیل و 
انتگــرال به رجالی واگذار می‌شــود، ولی 
همکار استادی می‌شود که درس تمرین 
دبیــری را تدریس میک‌رد. از این راه او به 
کمک معلمانش، آقایان موحدی، تلگینی، 
امام‌جمعــه‌زاده، مشــتاقیان‌پور و جمالی 
به مدارس راه می‌یابد و دانشــجویان این 
درس را بــرای تمرین دبیری به مدارس و 
کلاس‌های درسی معلمان خوبی همچون 
افراد فوق و آقایان قیاســیان و غیاثی‌نژاد 
می‌فرســتد. در این فاصله با آقای یحیی 
تابش از دانشــگاه صنعتی اصفهان آشنا 
می‌شــود و حتی قبــل از انتقــال به آن 
دانشگاه، مرکز بررسی ریاضیات دبیرستانی 
را در دانشگاه صنعتی اصفهان با مشارکت 

دوستان آن دانشگاه راه‌اندازی میک‌ند. 
بالاخره دکتر رجالی در سال 1359 با 
موافقت دانشگاه شیراز به دانشگاه صنعتی 
اصفهان انتقال می‌یابد. در مرکز بررســی 
ریاضیات مدرســه‌ای، بعــد از ظهرهای 
دوشــنبه معلمان ریاضی اصفهان دور هم 
جمع می‌شــدند و جزوه‌هایی می‌نوشتند 
که در نقاط دیگر هــم در اختیار دبیران 
قرار می‌گرفت. اســتادان دانشگاه صنعتی 
اصفهان، ضمن حضور در این جلســات، 
جزوه‌هــای مزبور را مطالعــه و روش‌های 
تدریس مطالب ریاضی را تمرین میک‌ردند. 

در ایــن مرکز وضعیت تدریس ریاضی در 
ایران نیز رصد می‌شد.

دکتر محمدرضا کوشش، در آیین 
اهدای »جایزة ابوریحان« به ریاضی‌دانان 
جــوان ایرانــی در »فرهنگســتان علوم 
جمهوری اســامی« گفته بود: »من در 
رشتة فیزیک تحصیل میک‌ردم. حضورم 
در کلاس درس دکتر رجالی باعث شــد، 

از فیزیک به ریاضی تغییر رشته بدهم.«
به جز مــوارد مذکور و دریافت جایزة 
فیلدز توســط مریــم میرزاخانی،  که 
به دلیل شــرکت در مســابقات ریاضی 
دانش‌آموزی به خواندن ریاضی جذب شده 
بود؛ )مســابقاتی که دکتر رجالی یکی از 

بنیانگذاران آن بود.( 
بخشــی از افتخــارات و خدمات این 

استاد ارجمند به شرح زیر است: 
 نخستین برندة ایرانی جایزة جهانی 

پاول اردیش در سال 2006؛
 برندة جایــزة دکتر بهزاد »انجمن 

ریاضی ایران« )1391(؛
 استاد برتر آماری سال 1398 مرکز 

آمار ایران؛
 یکی از  بنیان‌گذاران نخستین مرکز 
تحقیقــات معلمان ریاضــی در اصفهان؛ 

)پژوهشگاه‌های معلم(
 كيــی از بنیان‌گذاران مســابقات 

ریاضی دانش‌آموزی ایران؛
 پایه‌گذار کنفرانس‌های آمار ایران؛

 پایه‌گذارکنفرانس‌هــای آمــوزش 
ریاضی ایران؛

 یکی از مؤسسان انجمن رمز ایران؛
 پایه‌گذار نخستین خانة ریاضیات؛
 مؤلف کتاب‌های درسی ریاضی. 

و این‌ها فقط بخشی از کارهای استاد 
رجالی است. با این همه، ایشان در مراسم 
دریافت »جایزة ترویج علم ایران« در سال 
1397، با فروتنــی دربارة این موفقیت‌ها 
بیان داشــت: »ما تقســیم کار کرده‌ایم: 

دوســتانم کار می‌کنند و ایده می‌دهند و 
من جوایزش را می‌گیرم!«
٭٭٭

سال  در  دکتر، شما  آقای  جناب 
1398 از طــرف مرکز آمــار ایران 
معرفی  آمار  برتر  اســتاد  به‌عنوان 
شدید و سال‌هاست که به‌عنوان معلم 
و استاد نمونة آموزش ریاضی در میان 
دانشجویان و علاقه‌مندان به ریاضی 
و آمار شناخته شده‌اید. این عشق به 
معلمی از کجا نشئت  می‌گیرد؟ لطفاً 
بفرمایید چطور به معلمی علاقه‌مند 
شدید و کدام معلم یا استاد در علاقة 

شما به معلمی تأثیرگذار بودند؟ 
از دورة ابتدایــی به دو چیز علاقه‌مند 
بودم: یکی معلمــی و دوم ریاضی. این دو 
اســتعداد را آموزگاران دبستان جعفری 
اصفهان در رجالی کشف کردند. اعتقاد من 
این اســت که آموزگاران مهم‌ترین نقش 
را در شناســایی و پرورش اســتعدادهای 
دانش‌آموزان خود می‌توانند داشته باشند. 
این تجربــه را در یکی از دبســتان‌های 
اصفهان به کمک مدیر و آموزگاران پیاده 
کردیــم و نتیجه‌بخش هم بــود. در آن 
دبستان کلاس‌های علوم در آزمایشگاه با 
کار تیمی ‌دانش‌آموزان، با ساخت میزهای 
کوچک و ابزارهای بســیار ســاده برگزار 
می‌شــدند و تدریس ریاضی با وســایل 
بــازی انجام می‌گرفــت. مطالعة تعقیبی 
مــا در مــورد دانش‌آموزان آن مدرســه 
جــواب خوبی به ما داد. ولی متأســفانه، 
 خانواده‌هــا و نظام آموزش‌وپــرورش ما، 
به دلیل تهاجم فرهنگی »کارتل کنکور«! 
و آماده‌ســازی دانش‌آموزان برای شرکت 
در آزمون‌های مدرسه‌های خاص و کنکور 
)که ســال‌ها زندگی علمــی و خصوصی 
خود را صرف تهیــة راه‌حلی جدید برای 
نحوة سنجش و پذیرش دانشجو کردم و 

 من اعتقاد دارم، تا زمانی که استانداردهای آموزش 
ریاضیات مدرسه‌ای تدوین نشود، کتاب‌ها به صورت 

سلیقه‌ای نوشته خواهند شد.
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طرحی تهیه کردیم كه علی‌رغم موفقیت 
در کمیسیون آموزش و تحقیقات مجلس، 
توســط لابی کارتل کنکور، به بهانة طرح 
غیرقابل اجرای حذف کنکور رد شد(، این 

روش را نمی‌پذیرند. 
در دبیرستان هم، دبیران علاقه‌مند و 
آگاهی که بسیاری از آن‌ها از دانشجویان 
مرحوم پروفســور فاطمی بودند و عاشق 
و شــیفتة معلمی، و برخی نیز رشته‌های 
پزشکی و مهندسی را رها کرده بودند و به 
منظور ادامة تحصیل به دانش‌سرای عالی 
برای کسب افتخار معلم ‌شدن رفته بودند، 
در بارور ســاختن این اعتقاد در رجالی و 
کســب موفقیت‌های بعدی او، بسیار مؤثر 
بودند. رجالی این شــانس را داشــت که 
از محضــر معلمانی توانمنــد و علاقه‌مند 
نوربخش،  آقایــان  مرحــوم  همچــون 
ســپهری، و نیز آقایــان موحدی و 
 تلگینی، تقوی، جمالی، امام‌جمعه‌زاده 
و ... دبیران بسیار خوب ریاضی اصفهان بهره 
گیرد. در دانشگاه شــیراز، استادانی چون 
دکتــر جواد بهبودیان، دکتر حدیدی، 
دکتر رجبعلی‌پور، دکتــر وصال، دکتر 
فتاحی، دکتر ابن‌النصیر، و دکتر مولینز، 
در تشویق و ترغیب رجالی برای ادامة راهی 
کــه از ابتدا برای خود ترســیم کرده بود 

شما به معلمان جوان ریاضی چیست؟
من کوچک‌تــر از آن هســتم که به 
معلمان عزیز توصیه‌ای داشــته باشــم. 
قبل از آن باید به مســئولان توصیه کنم. 
مــا اخیراً بــا اســتفاده از اطلاعات بانک 
جهانی ثابــت کرده‌ایم که ارتباط )ضریب 
همبستگی( بالایی بین حقوق معلمان و 
توسعة پایدار کشورها وجود دارد. )حقوق 
که عرض می‌کنــم، از معلمان عزیز عذر 
می‌خواهم. حقــوق فقط به‌عنوان معیاری 
برای ارزش‌گذاری به معلمان است.( رئیس 
»مرکــز تحقیقات آموزش علــوم ژاپن« 
در دیداری گفت: »وضع ژاپن نســبت به 
کشورهای مشابه مثل چین، تایوان، کره و 
ســنگاپور در آینده بسیار بد خواهد شد.« 
پرسیدم: »چرا؟« جواب او بدن مرا لرزاند! 
گفت: »چون حقوق معلــم در ژاپن برابر 
حقوق پزشــک و قاضی است، ولی در آن 
کشورها حقوق معلم از سایر اقشار بیشتر 

است!«
اما هر معلمی باید به علمی که تدریس 
میک‌ند، مسلط باشد. مثلاً  اگر در دبیرستان 
حساب دیفرانســیل و انتگرال یا حسابان 
می‌خواهد تدریس کند، باید آنالیز را خوب 
بداند و بر درس آنالیز مسلط باشد. برای هر 
جلسة تدریس، خود را به‌روز و آماده کند. 
رجالی سال‌هاست درس احتمال دانشگاه 
را تدریس میک‌ند، ولی هیچ جلســه‌ای را 
بدون مطالعه حداقل دو سه ساعت قبل از 
کلاس، تدریس نکرده است. دانشجویانم 
شاید به خاطر دارند، یک شب که در کنار 
همسر عزیزم در بیمارســتان بودم، فردا 
کلاس رفتم و به آن‌ها گفتم: »مرا ببخشید، 
من دیشب نتوانستم درسم را آماده کنم. با 
پوزش فراوان اجازه دهید امروز وقت شما 
را تلف نکنم و به من لطف کنید و بپذیرید 
یک کلاس جبرانی برای این ســاعت در 
آینده داشته باشیم.« من به‌عنوان شاگرد 
کوچــک معلمــان ریاضی ایــران تلاش 
میک‌نــم، برای هر جلســة کلاس درس، 
موضوعی اجتماعی و یا حتی سیاسی روز 
را آماده کنم و به دلیل اینکه بیشتر آمار و 

احتمال تدریس میک‌نم، از آمار و اطلاعات 
آن مطلب سخن بگویم. در شهریورماهی، 
رئیس دانشــکدة محیط زیست دانشگاه 
صنعتــی اصفهان از من دعــوت کرد که 
درس آمار زیست آن دانشکده را در مهرماه 
تدریس کنم. به ایشان عرض کردم: »من 
باید یک سال مطالعه کنم. مثال‌هایی  از 
رشــتة منابع طبیعی پیدا کنــم و زبان 
دانشجویان این درس را یاد بگیرم و بعد به 

آن‌ها تدریس کنم.«  
اعتقــاد رجالی به‌عنــوان یک معلم 
ســاده این اســت که معلــم باید خیلی 
بداند، ولی خود را در ســطح دانش‌آموزان 
و دانشــجویانش پایین بیــاورد. به زبان 
آن‌ها و با اســتفاده از اطلاعات قبلی آن‌ها 
تدریس کند و بــه آن‌ها اجازة اظهار نظر، 
ایراد گرفتن و نقد معلم را بدهد. ما در خانة 
ریاضیات اصفهان، گاه چند معلم با هم به 
کلاس می‌رویم. یک روز من، آقای تلگینی 
و مرحوم خانم فیروزبخت با هم به کلاس 
رفته بودیم. بحثی در مورد نظریة اعداد بود 
که به نوعی رشتة تخصصی من بود، خانم 
فیروزبخت هم که خــود در نظریة اعداد، 
حدسیة علمی داشتند، و آقای تلگینی هم 
که سال‌ها این درس را تدریس میک‌ردند. 
مــا ســر کلاس  در برابر پیشــنهاد حل 
مسئله‌ای توسط یک گروه از دانش‌آموزان 
تسلیم شدیم. این‌ها تجربه‌های خوب من از 
تدریس هستند که امیدوارم مورد استقبال 

معلمان عزیز قرار گیرد. 
همة ما دکتر کرم‌زاده را ریاضی‌دانی 
مطرح و یک مســئله حلک‌ن حرفه‌ای در 
ســطح بین‌المللی می‌شناسیم. ایشان در 
یکــی از کارگاه‌هایی که در اهواز با حضور 
شــرکتک‌نندگان در المپیادهای ریاضی 
ایران برگــزار شــده بــود، در برابر حل 
مســئله‌ای که آقای دکتر رجائی )استاد 
فعلی دانشگاه تربیت مدرس و برندة مدال 
المپیاد بین‌المللی ریاضی( ارائه داد و بهتر از 
راه‌حل ایشان بود، تسلیم شدند. معلم نقش 
راهنما را دارد و باید اندیشیدن را بیشتر از 
جواب مسئله به دانش‌آموز یاد دهد. فرصت 

اعتقاد رجالی به‌عنوان یک معلم ساده 
این است که معلم باید خیلی بداند، 
ولی خود را در سطح دانش‌آموزان و 
دانشجویانش پایین بیاورد. به زبان 
آن‌ها و با استفاده از اطلاعات قبلی 
آن‌ها تدریس کند و به آن‌ها اجازة 
اظهار نظر، ایراد گرفتن و نقد معلم را 
بدهد

)معلمی و ریاضی(، نقش عمده‌ای داشتند. 
اگر راهنمایی و حمایت این عزیزان نبود، 
حتماً رجالی نمی‌توانست این مسیر هموار 
را طی کند. )خوشبختانه غیر از دو نفر اول 

بقیه در قید حیات هستند(
به نظر شما معلم ریاضی خوب چه 
شاخص‌هایی باید داشته باشد؟ توصیة 
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دهد، همة دانش‌آمــوزان )نه فقط عده‌ای 
خاص( خود با راهنمایی معلم و هم‌فکری 
با هم یاد بگیرند و به جواب مسائل برسند. 
سر کلاس درس معلم باید همة مسائل و 
مشکلاتش را کنار بگذارد و فقط به وظیفة 

راهنمایی دانش‌آموزانش  بپردازد. 
خاطره‌ای را خوب است در این زمینه 
مطرح کنم. قرار بود سمیناری در دانشگاه 
برگزار شــود و من مســئول برگزاری آن 
بــودم. عصر روز قبل از ســمینار، قبل از 
ساعت 4:30 که کلاســم شروع می‌شد، 
به دبیرخانة ســمینار رفتم و از مسئولان 
ثبت‌نام پرســیدم: »امشب چند میهمان 
داریم که باید شام بخورند و فردا صبح چند 

نفر که باید صبحانه بخورند؟« 
گفت:  ســمینار  اطلاعات  مســئول 

»امشب 70 نفر و فردا صبح 45 نفر.«  
گفتم: »پس شما قصد دارید 25 نفر 
از میهمانان را شبانه بکشید؟ دقیق بررسی 
کنید ببینید کجا اشتباه شده است، تا بعد 
از کلاس، آمار را به سلف‌سرویس بدهیم.«

آن‌ها را رها کردم و با نگرانی از خطای 
سیستم اطلاعاتی سمینار به کلاس رفتم. 
در ابتــدای کلاس گفتم: »دوســتان من 
امروز گرفتار و نگران سمینار فردا هستم. 
اگر دیدیــد نامرتبط حرف می‌زنم، به من 
هشــدار بدهید تا کلاس امروز را کنسل و 
بعداً جبرانی بگذارم.« و شــروع کردم به 
درس دادن. دیدم یکی از دانشجویان گفت: 
»خسته نباشید!« ســاعت را نگاه کردم، 
دیدم ساعت از شش گذشته است. این‌قدر 
مشــغول تدریس و بحث با دانشــجویان 
بودم که نه ‌تنها مشکلات سیستم ثبت‌نام 
سمینار را فراموش کرده بودم، بلکه ساعت 
را هم فراموش کرده بودم. معلم بجاســت 
که عــاوه بر تســلط روی موضوع مورد 
تدریس، وظیفة راهنمایی دانش‌آموزانش 
را بــه عهده گیرد و بــه کتاب توجه کند. 
باز هم بد نیســت خاطره‌ای عرض کنم. 
بعد از اینکه  جایــزة جهانی پاول اردیش 
را گرفتم، از صدا و ســیما آمدند از کلاس 
من فیلم تهیه کننــد )به اصطلاح فیلمم 

کنند!(. دانشــجویی را فرســتاده بودم تا 
مثال حل‌شدة  کتاب درسی را شرح دهد 
و خــودم  کتاب را جلویم بــاز کرده بودم 
و از روی کتــاب می‌خواندم. بعد از آن به 
این فکر  افتادم که شايد تهیهک‌ننده، این 
بخش فیلم را حذف ک‌ند، چون مردم فکر 
میک‌نند استادی باسواد است که همه‌چیز 
را از حفظ بداند. برای معلم زشــت است 
که ســر کلاس کتاب را باز کند. به ایشان 
تلفن زدم و گفتم: »آقا آن قسمت که من 
از روی کتاب می‌خواندم ...« حرف مرا قطع 
کرد و گفت: » نگران نباشــید آن قسمت 
را حذف کردیم!« گفتم: »نه دوست عزیز، 
من دلم می‌خواهد آن قســمت درشــت 
نشــان داده شــود.« رفتار معلم همیشه 
سرمشق خوبی برای دانش‌آموزانش است. 
پس اگــر می‌خواهیم دانش‌آموزان ما اهل 
مطالعه باشند، بهتر است آن‌ها بفهمند که 
معلمشان هم اهل مطالعه است و حداقل از 
کتاب درسی استفاده میک‌ند. معلم خوب 
اســت به همة دانش‌آموزان توجه داشته 
باشــد و با راهنماییک‌ردن )بدون ریختن 
آبرو!( تلاش کند هر دانش‌آموزی متوجه 
اشــکال جواب خود بشود. جرئت ‌دادن به 
همة دانش‌آمــوزان برای اظهار نظرکردن، 
اجــازه دادن به کار تیمــی، جلوگیری از 
رقابت‌های ناسالم که متأسفانه این روزها 
بسیار در نظام آموزشی ما رونق پیدا کرده 
است، تهیة خوراک بیشتر برای دانش‌آموزان 

مســتعدتر و راهنمایی و جرئت ‌دادن به 
دانش‌آموزانی که ظاهراً ضعیف هستند، و 
به‌روز بودن )مثلاً اســتفاده از فناوری‌های 
روز در امر تدریس(، از خصوصیات خوب 

یک معلم موفق است.

جناب دکتر، مــن معلم ریاضی 
که  را  تلاش میک‌نم شــاخص‌هایی 
جناب‌عالی بــرای یک معلم ریاضی 
خوب نام بردیــد، در خودم تقویت 
کنم. اما فقط مــن معلم در آموزش 
دیگر  عمدة  بخش‌های  نیستم،  مؤثر 
مانند کتاب‌های درسی و سیاست‌های 
نظام آموزشی، از جمله آزمون ورودی 
دانشــگاه‌ها )کنکور( هم در تدریس 
و عملکرد من مؤثر هســتند.  اجازه 
بدهید بحث را به این دو محور ببریم. 
شما به‌عنوان کســی که در دوره‌ای 
اهمیت  بوده‌اید،  درسی  کتاب  مؤلف 
کتاب‌های درسی را در تدریس معلمان 
و پــرورش اســتعداد دانش‌آموزان 
درسی  کتاب‌های  می‌بینید؟  چگونه 
باید  آمار چه شاخص‌هایی  و  ریاضی 
داشته باشــد؟ آیا کتاب‌های درسی 
فرمودید  که  مــواردی  دارای  امروز 

هستند؟ راهکار چیست؟
من فکر میک‌نم، اگر به معلم خوب یک 
کتاب بد هم بدهند، باید خوب درس بدهد. 
اصل مطلب مــا در آموزش‌وپرورش معلم 
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اســت. بله، من این شانس را داشته‌ام که 
همراه مؤلفان دو کتاب درسی دبیرستانی 
باشم: یکی حســاب دیفرانسیل و انتگرال 
که همراه یکــی از همــکاران و دو دبیر 
ریاضی نوشته شد و قبل از انتشار توسط 
حداقــل 40 دبیر ریاضــی و چند انجمن 
علمی آموزشی معلمان نقد و بررسی شد 
و استادانی همچون دکتر منوچهر وصال، 
با دقت و وســواس علمی خاص خود آن 
را ویرایش علمــی و ادبی کردند، و کتاب 
دوم با همکاری سه نفر از استادان دانشگاه، 
مرحوم دکتر عمیدی، دکتر بهزاد و دکتر 
محمودیــان، که به منظــور اضافهک‌ردن 
مفاهیم ریاضیات گسســته به برنامه‌های 
 درســی ایران به رشــتة تحریــر درآمد 

.]Rejali, 1996: 73-76[
در نوشــتن هر دو کتاب تلاش شد، 
ابتــدا هدف‌هــا و اســتانداردهای درس 
مشخص شود. من اعتقاد دارم، تا زمانی که 

باید یاد گرفته باشد، چگونه آن را یاد گرفته 
است و با چه هدفی آن مهارت را می‌خواهد 
بهک‌ار بــرد. در آن زمان قرار بود فقط ۳۰ 
درصد دانش‌آموزان به دورة پیش‌دانشگاهی 
راه یابند و هدف آن‌ها رفتن به دانشگاه بود. 
پس دقیقاً مشــخص بود که ما باید آن‌ها 
را برای رفتن به دانشگاه آماده میک‌ردیم. 
در جلســات متعدد به‌طــور مرتب بین 
نویســندگان برای ایجاد ارتباط افقی بین 
فصل‌های کتاب و نیز این درس و ســایر 
درس‌ها هماهنگی انجام می‌شد. کتاب‌های 
قبلی، پیش‌نیازها  و دانش قبلی دانش‌آموز 
مورد عنایت قرار می‌گرفتند. حتی به‌طور 
آزمایشــی مباحثی از آن در دبیرستان‌ها 

تدریس می‌شد. 
از ســوی دیگر، دبیران ریاضی به‌طور 
مرتب به نقد و بررسی کتاب می‌پرداختند 
و نظر آنان در تألیف کتاب تأثیرگذار بود.  
کتاب قبل از ورود به مدرسه‌ها، در جلسات 
متعــدد آموزش ضمن‌خدمــت به‌صورت 
کارگاهی به همة مدرســان احتمالی ارائه 
می‌شد. فقط در یک کلمه عرض می‌کنم، 
این نوع هماهنگی و برنامه‌ریزی در شرایط 
فعلی متأســفانه برای تألیــف کتاب‌های 
درســی اعمال نمی‌شــود. مطمئناً کتاب 
درسی در یادگیری دانش‌آموز و جهت‌دهی 
به او بسیار مؤثر است و اهمیت فراوان دارد. 
یک بار در جمع مسئولان دفتر تألیف عرض 
کردم: »من خیلی تظاهر به مسلمان بودن 
نمیک‌نم، ولی هر وقت می‌خواهم به دفتر 
تألیف بیایم، حتماً باید وضو بگیرم!« اعتقاد 
من این است که اتاق فکر آموزش‌وپرورش، 
دفتر تألیف است و کتاب‌های درسی، بعد از 
معلم، مهم‌ترین رکن تعلیم‌وتربیت هستند.

جناب دکتر مؤلفة دیگری که بر 
تدریس من معلم ریاضی مؤثر است، 
آزمون ورودی دانشــگاه‌ها )کنکور( 
است. یعنی انتظارات برخی مدارس، 
برای  والدین و حتــی دانش‌آموزان 
موفقیت در کنکور، تیزهوشان و حتی 
پدیده‌های جدیــد در دورة ابتدایی، 

مانند محاسبات ســریع و چرتکه، 
تدریس و روش تدریس مرا به سمت 
نوعی تدریس ســوق می‌دهد که با 
آنچه از محضر اســتادانی چون شما 
فرا گرفته‌ام تفاوت دارد. متأســفانه 
رسانه‌ها و صداوسیما هم بستر را برای 
تبلیغ این نوع آموزش فراهم کرده‌اند. 
لطفاً نظرات خــود را در مورد کنکور 
بفرمایید. چه پیشنهادی در این زمینه 

دارید؟
یــک زمان ما نگران کنکــور ورود به 
دانشگاه‌ها در دورة‌ کارشناسی بودیم و برای 
جلوگیری از عدم گسترش آن به دوره‌های 
عالی، طرح آزمون علوم ریاضی فرهنگستان 
را به عنوان الگو با مســئولیت آقای دکتر 
شهشهانی در ســال 1372 با محوریت 
دانشــگاه صنعتی اصفهان برگزار کردیم. 
همان‌طور که در طرح پذیرش دانشجوی 
خانة ریاضیات اصفهان هم دیده شده است، 
قصد ما این بود که آزمون‌های اســتاندارد 
فقط به‌عنوان یک عامل در پذیرش نقش 
داشته باشند و دانشگاه‌ها با در نظر گرفتن 
عوامل دیگری همچون ســوابق تحصیلی 
و تجارب و توانمندی‌های دیگر داوطلبان 
مستقلاً دانشجو بپذیرند. متأسفانه علی‌رغم 
حمایت تمامی ریاضی‌دانان کشور و وزیر 
وقت آموزش‌وپــرورش کــه از نتایج آن 
برای رتبه‌بندی معلمان اســتفاده کرد، به 

بهانه‌های ظاهراً قانونی دنبال نشد.
متأسفانه به دلیل گشایش مدرسه‌های 
تیزهوشــان )به‌عنــوان یک تالی فاســد 
المپیادهای علمی!( و مدرسه‌های خاص و 
برگزاری آزمون‌های تستی این مدرسه‌ها، 
مــا اکنون نگران کنکــور و تدریس برای 
تســت‌زنی از اول دبســتان تا پایان دورة 
دکتری و حتی بعد از آن هســتیم )چون 
مقاله‌نویســی به جای تحقیق اصیل! هم 
خــود نوعــی روش غلط کنکور اســت(. 
برخــی کنکــور را تســهیلک‌نندة ایجاد 
عدالت آموزشــی قلمداد میک‌نند، ولی به 
قول مرحوم دکتر کاردان )استاد دانشگاه 

تهران(، کنکور کورکن است.

استانداردهای آموزش ریاضیات مدرسه‌ای 
تدوین نشود، کتاب‌ها به صورت سلیقه‌ای 
نوشته خواهند شد. مقصودم از استاندارد و 
چارچوب برنامه این است که ببینیم کسی 
که این کتاب را می‌گذراند، چه مهارتی را 

من فکر میک‌نم، اگر به معلم خوب 
یک کتاب بد هم بدهند، باید خوب 
درس بدهــد. اصل مطلــب ما در 

آموزش‌وپرورش معلم است. 
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اینکه آمــوزگاران و دبیــران و حتی 
مدرسان دانشــگاه‌های ما مجبورند فقط 
روش‌های تســت‌زنی را به دانش‌آموزان و 
دانشجویان درس دهند، اینکه وقت عزیز 
جوانان مــا به جای اندیشــیدن و تلاش 
برای حل مســائل و تمرین زندگیک‌ردن 
)که هر لحظة آن، حل مسئله است!( هدر 
می‌رود و آن‌ها مجبورند از این کتاب‌های 
غیراســتاندارد و روش‌هــای نامناســب 
یادگیری استفاده کنند و تبلیغات مخرب 
کنکــوری، جامعة ما را )اعــم از جوانان و 
خانواده‌ها( به اضطراب کشنده و نابودکننده 

کشانده است، جای تأسف فراوان دارد. 

با این مطالبی که فرمودید، جایگاه 
ریاضی و آموزش ریاضی ایران نسبت 
به جهان در چه سطحی است؟ برای 

بهبود این جایگاه چه باید کرد؟
در ایــن مورد، در مقاله‌هــای »برای 
رفع اشکالات آموزش ریاضی ایران خیلی 
دیر شده اســت« و »هشــدار به جامعۀ 
ریاضی ایــران و علاقه‌مندان به توســعۀ 
پایدار کشــور«، مفصلاً وضعیت را ترسیم 
کــرده‌ام. ما بالقوه توان داریم، ولی کنکور، 
بی‌ارزشک‌ردن شغل مهم و باارزش معلمی، 
در  آموزش‌وپــرورش  کوچک‌انــگاری  و 
برنامه‌ریزی‌ها این توان را از ما گرفته است.

در سال‌های اخیر شاهد استقبال 
‌نکردن دانش‌آموزان از ادامة تحصیل 
در رشتة ریاضی دانشگاهی هستیم. 
به نظر شــما چه دلیلی دارد؟ آیا این 
مــورد باعث نزول بیشــتر جایگاه 
ریاضیــات ایران در دنیــا و کاهش 
ریاضی‌دانان نخواهد شــد؟ آیا روند 
کاهش علاقه‌مندان به رشته‌های علوم 
پایه به‌خصوص ریاضی، مشکلاتی را 
در آینده برای کشور به وجود خواهد 
برای  مثبت،  پاسخ  صورت  در  آورد؟ 
حل این مشــکل چه راهکارهایی را 

پیشنهاد می‌کنید؟
در مقالــه‌ای که در دومین ســمینار 

علوم ریاضی و چالش‌ها در ســال 1398 
ارائه دادم، پاســخ این پرســش را عرض 
 کرده‌ام. اجازه دهیــد همان را تکرار کنم: 
»هر وقت در شــهر یا کشــوری ســیل 
می‌آید یا زلزله اتفاق می‌افتد، یک کمیتة 
بحران در بالاترین سطح تشکیل می‌شود. 
متأسفانه در آموزش کشــور سیل آمد و 
زلزله شــد، ولی هیچ خبری از تشــکیل 
ایجاد سیســتم  کمیتة بحران نیســت. 
3-3-6  بدون آمادگی، بازنشســته کردن 
معلمان با تشــویق وزیر بدون آماده‌سازی 
و جذب معلمان جدید، نوشتن کتاب‌های 
درســی ریاضی بدون داشــتن استاندارد 
ریاضیات مدرسه‌ای، راه‌اندازی پردیس‌های 
آماده‌ســازی  بدون  دانشــگاه فرهنگیان 
امکانات )مدرس، آزمایشگاه و محیط‌های 
مناســب آموزش معلمان( و جلوگیری از 
اســتخدام فارغ‌التحصیلان دانشگاه‌ها در 
آموزش‌وپــرورش و غیره، همگی از جمله 
زلزله‌هایــی بودند که در نظام آموزشــی 
اتفاق افتادند، اما هیچ کمیته‌ای تشــکیل 
نشــد و هیچک‌س هم محاکمه نشــد! در 
فروردین‌ماه 98 سیلی در استان گلستان 
آمد و حداقل اســتاندار گلســتان برکنار 
شــد. اما در آموزش‌وپــرورش هیچ! چون 
آموزش اهمیت ندارد! اگر در کارخانه‌‌های 
تولیدی مشکلی پیش بیاید، حتی هیئت 
دولت جلسه تشکیل می‌دهد، ولی آموزش 
)مهم‌ترین تولید ملی یعنی تولید نیروی 

انسانی( اهمیتی ندارد!
مطمئنــاً افت فعلی تأثیر عمده‌ای در 
آیندة ریاضیات کشور خواهد داشت. اجازه 
دهید نتیجه‌گیری مقالة هشدار به جامعۀ 
ریاضی ایران و علاقه‌مندان به توسعۀ پایدار 
کشور را که حاصل مطالعات »کمیسیون 
پیشــبرد ریاضیات فرهنگســتان علوم و 
بررسی‌های آماری« است را در اینجا مجدداً 
بیان کنم: »کاهش تعداد شرکتک‌نندگان 
گروه آزمایشــی ریاضــی و فنی کنکور«، 
»کاهش درصد دانش‌آموزان رشــته‌های 
ریاضی فیزیک به کل دانش‌آموزان نظري« 
و »افت در میانگین نمره‌های خام ریاضی 

داوطلبان گروه آزمایشی ریاضی و فني«، 
از وجــود افت کمّی و یکفــی ریاضی در 
ایران حکایت دارد و »نمرات پایین مطالعة 
تیمز«، یکفیت پایین نظام مدرســه‌های 
کشور را نشان می‌دهد. به‌عنوان برخی از 
دلایل افت ریاضــی، می‌توان به موارد زیر 

اشاره کرد:
 بی‌توجهی بــه دورة مهم ابتدایی و 
آموزگاران، و کوچک شــمردن این بخش 

مهم از زندگی بشری؛
 کنکور )از اول دبستان تا پایان دوره 

دکتری و حتی بعد از آن(؛
  ایجاد اضطراب و ترس از درس‌های 

ریاضی؛
 نداشتن استانداردهای آموزشی برای 

برنامه‌ریزی درسی؛
 افزایش بی‌رویة تعداد دانشــجویان 
و گسترش نامعقول دوره‌های تحصیلات 
تکمیلی بــدون آمادگــی و فراهم آوردن 

امکانات مورد نیاز؛

  مدر‌کگرایی بیش از حد در جامعه 
و بیک‌اری و بی‌هدف بودن فارغ‌التحصیلان 

دانشگاهی؛
 ایجاد بی‌برنامة دانشگاه فرهنگیان.

برای حــل این معضل که مشــابه 
ولــی ســاده‌تر از آن در اوایــل انقلاب 
   ،]Rejali, 1989: 146-147[اتفاق افتــاد
راه‌حل‌هایی همچون برگزاری مسابقه‌های 
ریاضــی دانش‌آموزی که نخســتین آن 
در ســال 1362 در اصفهان برگزار شد 

کاهش تعداد شرکتک‌نندگان گروه 
آزمایشی ریاضی و فنی کنکور«، 

»کاهش درصد دانش‌آموزان 
رشته‌های ریاضی فیزیک به کل 
دانش‌آموزان نظري« و »افت در 

میانگین نمره‌های خام ریاضی 
داوطلبان گروه آزمایشی ریاضی و 
فني«، از وجود افت کمّی و کیفی 

ریاضی در ایران حکایت دارد
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رجالــی،  ]رجالــــی، ۱۳۷۷: ۵۱-۴۶؛ 
انتشــار نشــریاتی  و   ،]۳۸-۴۰ :۱۳۹۶
همچون »رشــد آموزش ریاضی« مطرح 
شــدند که تأثیرات مهمی در گسترش 
علوم ریاضی داشتند. برای آغاز انتشارات 
مجلات توصیفی، غیر از راه‌اندازی نشریة 
»فرهنگ و اندیشــة  ریاضــی« انجمن 
ریاضی ایران به کمک آقای دکتر یحیی 
تابش، تلاش زیــادی کردیم تا مرحوم 
مصحفی را راضی کنیم که مجدداً مجلة 
»یکان« را در دفتر تألیف راه‌اندازی کند، 
 که متأسفانه ایشــان قبول نکردند و لذا 
به دنبال انتشــار نشــریة رشد آموزش 
ریاضی رفتیم که خود الگویی برای سایر 

نشریات رشد شد. 
اکنون هــم راهکارهایــی در مقالة 
هشــدار بــه جامعــۀ ریاضی ایــران و 
علاقه‌مندان به توسعۀ پایدار کشور آمده 
اســت، ولی مهم‌تــر از همه حل معضل 
کنکــور و توجه به اهمیــت آموزش در 

لطفاً بفرمایید چطور به فکر تأسیس 
ممکن  اگر  افتادید؟  ریاضیات  خانة 
است در مورد بخش‌ها و فعالیت‌های 

خانة ریاضیات توضیح دهید.
رجالی کوچک‌تر از آن است که این 
کارها را کرده باشــد. فقط اندیشیدن به 
مسئلة اساسی )همان چرایی که در بالا 
عرض کردم(، توانم در استفاده از ایده‌ها و 
هم‌فکری دیگران، و مطمئناً لطف خداوند 
سبب شده‌ است که این کارها در کشور 
انجام و در ســطح بین‌المللی )بیشتر از 
ایــران( مورد توجه قرار گیرد. من خدای 
بزرگ را شــاکرم که به من لطف کرد و 
همــکاران و عزیــزان خوش‌فکری را در 
کنارم قــرار داد تا با همت و  تلاش آنان 
کارهای موفقی انجام شوند. علاوه بر آن، 
داشتن همسری مهربان و دلسوز که نبود 
مرا در خانه تحمل و زندگی خصوصی‌ام 
را بــه تنهایــی اداره میک‌ــرد، به‌عنوان 
عامل دیگر موفقیت بســیاری از کارهای 

ذکرشده، نمی‌توان نادیده گرفت.
در مورد خانة ریاضیات فکر میک‌نم 
بهتر اســت، مقالة دیگری نوشــته شود. 
به اختصار بگویم: خانة ریاضیات نهادی 
غیردولتی و یک باشگاه علمی نشاط‌انگیز 
است که مخاطبان آن از کودکان قبل از 
دبســتان تا آموزگاران، دبیران و استادان 
دانشگاه هستند. »خانة رياضيات اصفهان، 
به‌عنــوان كي مركز علمي ـ پژوهشــي، 
پرنشاط و خلاق، با هدف توانمند ساختن 
آحاد جامعه، به منظــور ارتقاي كيفيت 
زندگي شخصي و اجتماعي آنان فعاليت 
مي‌کند. خانه بدين منظور، با گســترش 
آموزش رياضي، به‌كارگيري علوم رياضي، 
آگاه‌سازي همگاني بر پاية اشاعة فرهنگ 
كار گروهي، تأكيد بر آموزش‌هاي ضمني 
براي گروه‌هاي سني متفاوت و با استفاده 
از فناوری‌هــای روزآمد، به ارتقای درك 
عمومــي از اهميــت اين علــوم در حل 

مسائل اهتمام مي‌ورزد.

برای  نکتــه‌ای  اگر  پایــان  در 

خوانندگان رشد آموزش ریاضی اعم 
دانش‌آموزان  و  معلمان  استادان،  از 

دارید، بفرمایید.
رجالــی کوچک‌تر از آن اســت که 
بــرای معلمان ریاضی ایــران توصیه‌ای 
اســت  ولــی خــوب  باشــد.   داشــته 
هر کدام از ما به این نکته توجه داشــته 
باشــیم کــه: ریاضیــات و یادگیری آن 
مســتقیماً به توان حل مسئله و درک  و 
بهک‌ارگیری مفاهیــم و ابزارهای ریاضی 
نیاز دارد. در یادگیری و یاددهی ریاضی 

به این نکته توجه کنیم.
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کشور خواهد داشت.

توســعة پایدار ایران است که برای اولی 
پــس از ارائة طرح پذیرش دانشــجو در 
دانشــگاه‌ها بــه مجلس از طــرف خانة 
انجمن  ریاضیــات اصفهان، هم‌اکنــون 
ریاضی ایران و شاخه ریاضی فرهنگستان 
آن طــرح را بهنــگام کرده‌انــد و برای 
 تصویب آن اقداماتــی را انجام می‌دهند

]https://fa.ims.ir/wpcontent[.در 
رابطه با مسئلة دوم باید تلاش بیشتری 
از طرف تصمیم‌سازان انجام شود]پروانه و 

رجالی، ۱۳۹۸[.

جناب اســتاد شــما پایه‌گذار 
خیلــی از انجمن‌ها و کنفرانس‌های 
علمی هســتید.  لطفاً بفرمایید این 
همه کارهای مهــم و ایده‌های ناب 
خانة  نخستین  پایه‌گذاری  خصوصاً 
ریاضیات از کجا نشــئت  می‌گیرد؟ 
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مقد مه 
توسعة همه‌ جانبة علمی کشور، یکی 
از  هدف‌هایی است که به تصریح در اسناد 
بالادستی بر آن تأیکد شده است. با توجه 
به اینکه پیشــرفت در بیشــتر حوزه‌های 
علوم، به ویژه علــوم کاربردی، مبتنی بر 
علوم پایة قوی و کارآمد اســت، بنابراین 
داشتن چشم‌انداز برای توسعة علوم دیگر، 
بدون در نظر گرفتن زیرساخت‌های لازم 
برای توســعه و شکوفایی علوم پایه عملی 
نیست. برای ایجاد توسعة پایدار بی‌تردید 
نیروی انسانی متخصص، مهم‌ترین نقش 
را داراســت. بدین منظور و برای دستیابی 
به آنچه در ســند راهبردی توسعة علوم 
پایه و فراتر از آن، ســند چشم‌انداز ۱۴۰۴ 
آمده اســت، نیاز مبرمی به ارتباط نزدیک 
دانشگاه و مدرســه وجود دارد که بتوانند 
از توانایی‌های خود برای حل مشــکلات 
و پاسخ‌گویی به نیازهای یکدیگر استفاده 
کنند. یکی از برنامه‌هایی که در سال‌های 

اخیر در جهت برقراری ارتباط علمی بین 
دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایة زنجان 
و آموزش‌و‌پرورش به اجرا درآمده، برگزاری 
برنامة »مدرسة تابستانی ریاضی« است که 

موفقیت‌ قابل‌توجهی کسب کرده است. 

هدف‌ها 
به  تابســتانی ریاضی سالانه  مدرسة 
منظور برقــراری ارتباط هر چه بیشــتر 
دانشگاه و مدرســه و ترویج علوم ریاضی 
برگزار می‌شــود. هدف‌های این مدرسه از 

سال ۱۳۹۵ به قرار زیر است: 
 شناساندن زیبایی‌های علوم ریاضی؛ 

 تبیین کاربردهای ریاضیات؛ 
 تشویق و تمرین کار گروهی؛ 

 کمک به فرایند هدایت تحصیلی؛ 
 تمرین درست اندیشیدن. 

 برنامه‌ها 
برنامه‌های مدرسه عبارت‌اند از: 

é بازدید از محیط دانشگاه؛ 

علی طاهرخانی، سعاد ورسایی
 اعضای هیئت علمی دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایة زنجان 

)از طرف کمیتة برگزاری مدرسة تابستانی ریاضی(

دانشکدة ریاضی دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایة زنجان 

é انجام بازی‌های فکری؛ 
é حضور در کارگاه نرم‌افزار ریاضی؛ 

é شرکت در کارگاه حل مسئله؛ 
é حضور در سخنرانی‌ها؛ 

é اجرای برنامه‌های دانش‌آموزی. 
در تمامی این برنامه‎ها سعی می‎شود 
دوستی‎های علمی شکل بگیرند و تقویت 
شوند. این دوستی‎ها که مبنای آن علاقه به 
ریاضیات است، گام نخست در »همکاری 
گروهی« و تمرین در جهت آن اســت. در 
این محیط، دانش‎آموزان فرا می‎گیرند که 
چگونه نظــرات خود را ابراز کنند، به آرا و 
نظرات دیگران گــوش دهند و با دیگران 

گفتمان درستی داشته باشند. 

ویژگی‎های آموزشی در 
مدرسة تابستانی 

۱. علاقه، مبنای آموزش: برنامه‎های 
آموزشــی مدرسه در جهت تعمیق علاقة 
دانش‎آموزان به ریاضی و تشویق و تمرین 
درست اندیشیدن طراحی شده‌اند. به این 
منظــور در همة برنامه‌ها بــر زیبایی‌های 

ریاضی و کاربردهای آن تأیکد می‌شود. 
۲. آموزش ریاضی به عنوان یک 
علــم کاربردی و مرتبــط با زندگی 
روزمره: در برنامه‎های آموزشــی مدرسه، 
آموزش از طریق بازی و با مشاهدة دوبارة 
واقعیت‌های ملموس پیرامونی و با به چالش 
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مدرسة تابستانی ریاضی 
سالانه به منظور برقراری 

ارتباط هر چه بیشتر دانشگاه 
و مدرسه و ترویج علوم ریاضی 

برگزار می‌شود. 

کشیدن دانسته‌های معمول دانش‌آموزان 
صورت می‌پذیرد. 

از  آموزشی  استفادة  بر  تأکید   .۳
رایانه و فضای ســایبری: نرم‎افزارهای 
ریاضی و فضای ســایبری برای ارتباط با 
مخاطب، تهیة محتوای آموزشی، و به‌عنوان 
وسیلة کمک‌آموزشــی مورد استفاده قرار 

می‌گیرند. 
۴. تأکید بــر کارگروهی: در  همة 
برنامه‌های آموزشــی مدرسه سعی بر آن 
اســت که یادگیری به صورت کار گروهی 
انجام شود و دانش‎آموزان با همراهی مربی 
و هم‎گروهی‌های خود، با طرح ســؤال  و 
به شیوة استقرایی، خود به پاسخ مطلوب 

دست یابند. 

 جامعة هدف 
در شــرایط کنونی، تحت فشار افکار 
عمومی، اقبال به رشــتة ریاضی کاهشی 
محســوس و نگرانک‌ننده یافته است. لذا 
مدرســة تابســتانی، با هدف تأثیرگذاری 
موضعی و کمک به دانش‌آموزان علاقه‌مند 
به ریاضی، در جهت انتخاب مطمئن رشتة 
ریاضــی و دنبال کــردن علاقه‌های خود، 
‎دانش‌آموزان دبیرستانی دورة اول متوسطه 
را به عنوان جامعة هدف مدرسه برگزیده 
اســت. بنابراین مطالب آموزشی مدرسه 

متناسب با آنان تنظیم می‌شود. 
ظرفیت مدرسه برابر با ۸۰ دانش‌آموز 
است که از میان دانش‌آموزان علاقه‌مند به 
ریاضی از استان زنجان و تهران و با توجه 
به کارنامة تحصیلی آنان انتخاب می‌شوند. 
از سال ۱۳96 به بعد، تمام دانش‌آموزان به 
مدت 3 روز و 2 شــب در خوابگاه دانشگاه 
اقامت می‌یابنــد و علاوه بر شــرکت در 
برنامه‌های مدرســه، زندگی دانشجویی را 
نیز تجربه میک‌نند. ســعی می‌شود سهم 
دانش‌آموزان دختر و پســر در این مدرسه 

 ‎ .حتی‌الامکان یکسان باشد
قبــل از آغــاز برنامه‌های مدرســه، 
دانش‌آموزان به گروه‌های پنج نفری تقسیم 
می‌شــوند و هر گروه به سرپرســتی یک 
دانشجوی تحصیلات تکمیلی در برنامه‌ها 

شــرکت میک‌ند. همراهی دانشجویان با 
گروه‌های دانش‌آموزی، موجب آشــنایی 
ســریع‌تر با محیط جدید، اجرای هرچه 
بهتر برنامه‌ها، و نیل به هدف‌های آموزشی 

مدرسه در جوی صمیمی‌تر می‌شود. 

عوامل اجرایی 
عوامل اجرایی شــامل اعضای کمیتة 
مدرسه و دانشجویان تحصيلات تكميلي 

منتخب از میان علاقه‌مندان است. 

ë ساختار کمیتة مدرسه 
ساختار کمیتة مدرسه شامل چهار یا 
پنج عضو  هیئت علمی، سه تا چهار دبیر 
آموزش و پرورش، و سه تا چهار دانشجوی 

دکتراست. 
هستة ثابت کمیتة مدرسه به ترتیب 
حروف الفبا عبارت‌اند از: محمود اعجازی 
)دبیر از تهــران(، جعفر زنجانی )معاون 
آموزش متوسطة ادارة کل آموزش‌و‌پرورش 
زنجــان(، علیرضا شمسیان )دانشجوی 
دکتــرا(، بلال صفت پناه )دانشــجوی 
دکترا(، علــی طاهرخانی )عضو هیئت 
علمی(، سعید کرمی )عضو هیئت علمی(، 
دکترا(،   پســا  )محقق  محمدی  محمد 
مهدی مفیدی )دبیر از زنجان(، خدیجه 
ندایی اصل )عضو هیئت علمی(، و سعاد 

ورسایی )عضو هیئت علمی(. 
کمیتة مدرســه هر دو هفته یک‌بار 

تشکیل جلسه می‌دهد. 

ë وظایف کمیتة مدرسه 
عبارت‌اند از: 

é تصمیم‌گیــری و برنامه‌ریزی برای 
مدرسه و بررسی برنامه‌های پیشنهادی در 

طول سال به مثابه اتاق فکر؛ 
é هماهنگی بــا دانشــگاه و ادارات 
آمــوزش و پــرورش اســتان‌ها و اجرای 
برنامه‌های مدرســه با کمک دانشجویان 
دکترا با هدف بالا بردن یکفیت برنامه‌ها و 

نیز انتقال تجربه؛
é نظارت بر حسن اجرای برنامه‌های 

مدرسه و جریان منظم امور اجرایی. 
é نحوة بررسی و انتخاب برنامه‌ها 

توســط  معمولاً  جدید  برنامه‌هــاي 
اعضای کمیته با رعایت هدف‌های مدرسه 
و ویژگی‌های آموزشــی آن تهیه می‌شوند 
و محتــوای آن‌هــا از نظــر هماهنگی با 
درس‌های دبیرســتان بررســی می‌شود. 
سپس مجری هر برنامه با اجرای آزمایشی 
آن، طرح و توانایی‌های خود در اجرای آن 
به نمایش می‌گــذارد. در این مرحله، در 
صورت تأیید یک طرح، برنامه و مجری آن 
مورد نقد جدی قرار می‌گیرند و برای رفع 
ضعف‌ها پیشنهادهایی ارائه می‌شوند. علاوه 
بر برنامه‌هايي كه براي اجرا در مدرسه مورد 
بررسي قرار مي‌گيرند، برنامه يا موضوع‌های 
ديگري هم در طول سال براي بررسي به 
كميتة مدرسة تابستاني پيشنهاد مي‌شود 
و كميته نيز كم‌ك و پشــتيباني علمي و 
فكري لازم را برای اين برنامه‌ها و طرح‌ها 

ارائه مي‌دهد.  معرفی برنامه‌ها 
در ادامه، گزارش برنامه‎های آموزشی 

ثابت مدرسه، به تفکیک ارائه می‎شود: 

بازی‎های فکری
یکــی از برنامه‎هایی که در مدرســة 
تابســتانی ریاضی با توجه به نظر کمیتة 
برگزاری، برگزار می‌شود، برنامة بازی‎های 
فکری اســت. هدف‌های اصلی این برنامه 
عبارت‌انــد از ایجــاد شــور و نشــاط در 
میــان دانش‌آموزان به کمــک بازی‌هایی 
که پیشــینة مرتبط با ریاضیــات دارند، 
و همچنین واداشــتن دانش‌آمــوزان به 
بهره‌بــردن از قدرت تفکــر و هوش خود 
در حین رقابت با دوســتان و دانش‌آموزان 
دیگــر. در این مرحله، معمولاً از بازی‌هاي 
هگز، نیم، سيم و دوز استفاده می‌شود. ابتدا 
این بازی‌ها و پیشینة تاریخی و علمی آن‌ها 
برای دانش‌آموزان بیان و ســپس از آن‌ها 
خواسته می‌شود، در گروه‌های متفاوت به 
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کمک استادان و دانشجویان به بازی با هم 
بپردازند. سپس در زمانی حدود كي ساعت، 
در جوی رقابتی و بسیار شاد، مسابقه‌هایی 
میان دانش‌آموزان برگزار می‌شود. در پایان 
به هشــت نفر اول این رقابت جوایزی به 

عنوان یادبود اهدا می‌شود. 
é آموزش نرم‌افزار و استفاده از فضای 

مجازی برای یادگیری ریاضیات: 
بــا توجه بــه اینکــه امــروزه اغلب 
دانش‌آموزان با اینترنت و رایانه آشــنایی 
دارنــد، در قالــب یــک کارگاه ریاضی، 
تلاش می‌شــود از این ظرفیت در راستای 
هدف‌های علمی-آموزشــی و به ویژه در 
جهت آمــوزش بهتر ریاضیات اســتفاده 
می‌شود. در این کارگاه که در محل سایت 
دانشــگاه برگزار می‌شــود، دانش‌آموزان 
آموخته‌های ریاضی خود را در کتاب‌های 
درسی به وسیلة نرم‌افزار آزمایش میک‌نند 
و با یادگیری نحوة استفاده از یک نرم‌افزار 
ریاضی برای حل مسئله، مثال‌هایی را حل 
میک‌نند. سعی بر این است که دانش‌آموزان 
در گروه‌های دو یا سه‌نفره، خود دستورات 
مربوطه را تولیــد و وارد کنند و نتیجه را 
ببینند. همچنین با توجه به بررسی‌های 
صورت‌گرفته و به دلیل آنکه  وبگاه »ولفرام 
آلفا«1  در دســترس اســت، یــک موتور 
جست‌وجوی محاسباتی قوی در خود دارد، 
و کار با آن آســان است، این وبگاه مبنای 

آموزش در کارگاه قرار گرفته است. 
گفتنی است، هرساله با توجه به نیاز، 
می‌توان از نرم‌افزارهای دیگر و به خصوص  
»جئوجبرا«2 استفاده کرد. از آنجا که این 
مدرســه مخصوص دانش‌آموزان دورة اول 
متوسطه  اســت، در کارگاه نرم‌افزار سعی 
بر این اســت که مثال‌هایی در حد کتاب 
درسی این دوره انتخاب، و بیشتر جنبه‌های 
جذاب و تصویری و رسم نمودارها با نرم‌افزار 

تجربه شوند. 
 در انتهــای برنامه، پــروژه‌ای مطرح 
می‌شود که به محاسبه‌های بسیاری نیاز 
دارد و از این رو دانش‌آموزان با استفاده از 
دستورات معرفی‌شده در این کارگاه، خیلی 

سریع‌تر و با دقت بیشتر محاسبه‌ها را انجام 
می‌دهند. در پایان به گروه‌های برتر در این 

زمینه نیز جوایزی اهدا می‌شود.
 

é حل مسئله 
این کارگاه با هدف تقویت مهارت‌های 
حل مسئله با تأیکد بر راهبرد چهارمرحله‌ای 
جورج پولیا تشــکیل می‌شود. چند تن از 
آموزش‌و‌پرورش  ریاضی  محترم  همکاران 
نیــز در کارگاه حضور دارند و مجری را در 

اجرای برنامه کمک میک‌نند. 
در روز اول، پــس از مرور راهبردهای 
حل مسئله و نیز مرور مراحل چهارگانة آن، 
بر مرحلة چهارم )بازگشت به عقب( تأیکد 
بیشتری میک‌نیم و همراه دانش‌آموزان از 
یک مسئله ساده با بحث و بررسی، به یک 
مسئله نسبتاً پیچیده می‌رسیم و سعی بر 
آن است که آن مسئله را حل کنیم. مرحلة 
بعد، رقابت بین گروه‌ها در حل مسائلی است 
که به صورت‌های چندگزینه‌ای، کوتاه‌پاسخ 
و صحیح-غلط تقسیم شده‌اند. مرحلة سوم 
به حل مسئلة  تشریحی اختصاص دارد و 
دانش‌آموزان حل ناقص یک مســئله را با 

استدلال‌های خود تکمیل میک‌نند. 
روز دوم به تشــریح روش استفاده از 
رایانه‌ برای پژوهش‌های علمی اختصاص 
دارد و یک یا دو مســئله  نیز از کتاب‌های 
درسی ریاضی با اســتفاده از نرم‌افزارهای 
»میپل« و جئوجبرا حل می‌شوند. مراحل 
دوم و سوم نیز دقیقاً مشابه روز اول انجام 
می‌گیرند و با تغییر مسائل، همان فعالیت‌ها 

انجام خواهند شد. 

 گزارش برگزاری یکی از 
سال‌ها 

همچنان که ذکر شد، مدرسة ریاضی از 
سال 1395 تا سال ۱۳۹۸ در چهار دوره به 
طور منظم در تابستان هر سال برگزار شده 
است. اما در سال ۱۳99، با وجود تشکیل 
مرتب جلسات هماهنگی آن، برگزاری این 
دوره به دلیل شــیوع ویروس کووید-19 
استثنائاً لغو شد. در اینجا گزارش مختصر 
برگزاری یکی از سال‌ها)ســال 97(، برای 

نمونه ذکر می‌شود. 
سومین مدرسة تابســتانی ریاضی از 
۲۳ تا ۲۵ تیرماه سال ۱۳۹۷ در »دانشگاه 
تحصیلات تکمیلی علوم پایة زنجان« برگزار 
شد. در این مدرسه 60 دانش‌آموز شرکت 
داشتند. با توجه به بحث‌های صورت گرفته 
در جلسه‌های کمیتة برگزاری مدرسه که 
به صورت منظم و هر دو هفته یک‌بار بعد 
از برگزاری مدرسه‌های سال‌های ۱۳۹۵ و 
۱۳۹۶ برگزار شده بود، تصمیم گرفته شد 
شــرکتک‌نندگان در مدرسة سال ۱۳۹۷ 
دانش‌آموزان خوب مدرســه‌های معمولی 
از شــهرهای تهران و زنجان باشــند. 35 
دانش‌آموز دورة اول متوســطه از تهران و 
۲۵ دانش‌آموز از دبیرستان‌های زنجان در 
این مدرسه حضور داشتند. علاوه بر اعضای 
کمیتة برگزاری مدرســه، هشت مربی از 
تهران و سه مربی از زنجان به برگزاری آن 

کمک کردند. 
افتتاحیة مدرســه، آقــای دکتر  در 
حســین فضلی، معــاون آموزشــی و 
پژوهشی دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم 
پایة زنجان، آقای محمود شهبازی، معاون 
آموزش متوسطة ادارة کل آموزش‌و‌پرورش 
استان زنجان، آقای دکتر جعفر زنجانی، 
رئیس ادارة تکنولوژی، و گروه‌های آموزشی 
متوســطة این ادارة کل و برخی از اعضای 
هیئت علمی دانشــکدة ریاضی دانشگاه 
تحصیلات تکمیلی علــوم پایة زنجان، و 
از آموزش‌و‌پرورش  همچنین همکارانــی 
زنجــان و مناطــق ۴ و ۷ تهــران حضور 

داشتند.
برنامه‌های اصلی مدرسه، همان‌گونه که 
پیش از این نیز ذکر شــد، مانند دوره‌های 
دیگر عبارت بودند از آشنایی با نرم‌افزارهای 
ریاضی، بازی‌های فکری و حل مســئله. 
علاوه بر این برنامه‌ها، سه سخنرانی علمی 
نیز طی برگزاری این مدرســه برگزار شد. 
ســخنرانی اول در روز اول مدرسه و قبل 
از افتتاحیة رســمی مدرسه، توسط آقای 
دکتر مهدی افشــار ارائه شد. ایشان در 
این ســخنرانی به بیان کاربردهایی از علم 
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ریاضی پرداختند. در سخنرانی دوم که آن 
هم قبل از مراسم اختتامیه صورت گرفت، 
جناب آقای دکتــر محمدرضا حیدری‌ 
خواجه‌پور، اســتاد پیشک‌سوت فیزیک 
دانشــگاه تحصیلات تکمیلــی علوم پایة 
زنجان، دربارة تجربه‌های خود از یادگیری و 
به خصوص یادگیری ریاضی صحبت کرد. 
ایشان بر یادگیری در همة جنبه‌ها، بدون 
درگیر شدن با کلیشه‌های رایجی چون »به 
درد بخور بودن مســئلة  مورد یادگیری« 
تأیکد داشــت. در مراســم اختتامیه نیز 
آقای دکتر منوچهر ذاکر، استاد دانشکدة 
ریاضی دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم 
پایة زنجان، دربــارة »الگوهای پیش‌فرض 

مغز در یادگیری ریاضی« سخنرانی کرد. 
علاوه بر برنامه‌های علمی، مدرســة 
تابستانی سال ۱۳۹۷ شــامل برنامه‌های 
تفریحــی نیز بــود. از جملــه می‌توان به 
شــرکتک‌نندگان  ورزشــی  فعالیت‌های 
در ســالن ورزشــی و همچنین، تماشای 
فینال جام جهانی ۲۰۱۸ روسیه در سالن 
آمفی‌تئاتر دانشــکدة شــیمی اشاره کرد. 
تماشای فوتبال نیز برای دانش‌آموزان بسیار 

جذاب بود. 
نکته قابل ذکــر پایانی، حمایت‌های 
بســیار خوب علمــی و مالی دانشــگاه 
تحصیــات تکمیلی علوم پایــه زنجان و 
دانشکدة ریاضی و حمایت‌های معنوی دکتر 
ثبوتی بنیانگذار این دانشگاه از برگزاری این 
رویداد در چند سال اخیر است. از این رو 
در برگزاری مدرســه در این سال‌ها، حق 
ثبت نام اندکی برای دانش‌آموزان در نظر 
گرفته شــد و حتی برخی از دانش‌آموزان 
نیز بدون پرداخت هزینه در این مدرســه 
شرکت کردند که به این وسیله از مسئولان 

دانشگاه صمیمانه قدردانی می‌شود. 

پی‌نوشت‌ها
1. Wolfram Alpha
2.  GeoGebra

نام کتاب: ریاضیات در دورة ابتدایی
نویسنده: ریچارد اسکمپ

رضا  حــق‌وردی،  مجیــد  ترجمه: 
حیدری قزلجه 

ناشر: انتشــارات دانشگاه آزاد اسلامی 
اراک

ریچارد اسکمپ، یکی از بنیان‌گذاران 
»گــروه بین‌المللــی آمــوزش ریاضی«1 
)PME( است که این گروه تاکنون حدود 
45 کنفرانس بین‌المللی سالانه در زمینة 
روان‌شناسی آموزش ریاضی در کشورهای 

متفاوت برگزار کرده است.
اســکمپ معلــم ریاضــی و فیزیک 
مدرسه‌های انگلستان بود و از این موضوع 
که دانش‌آموزان او مفاهیم ریاضی را خوب 
نمی‌آموختند، رنج میک‌شــید. به همین 
دلیل تصمیم گرفــت برای ادامة تحصیل 
به دانشگاه بازگردد. او با خود اندیشید که 
ادامة تحصیل در رشتة ریاضی به او کمک 
چندانی نخواهد کرد که بتواند مشکلات 
یادگیری شاگردان خود را کاهش دهد؛ چرا 
که از نظر او یادگیری، موضوعی از جنس 
روان‌شناســی بود و نه ریاضی. به همین 
دلیل تصمیم گرفت، در رشتة روان‌شناسی 
ادامة تحصیل دهد. اما خیلی زود متوجه 
شد که این رشته هم نمی‌تواند به او کمک 
چندانــی کند؛ چرا که روان‌شناســی آن 
زمان در سیطرة دیدگاه »رفتارگرایی« قرار 

داشت.

 نوشتة ریچارد اسکمپ

معرفی کتاب

رضا حیدری قزلجه
استادیار دانشگاه فرهنگیان تهران

رفتارگرایی همان مکتبی اســت که 
یادگیــری را تغییر رفتار تعریف میک‌ند و 
در آموزش نگاه جزئی‌نگر دارد. به این معنا 
که توصیه میک‌ند: مفهوم یا مهارت مورد 
تدریس به قطعات کوچک تقسیم شود و 
گام‌های کوچکی برای آموزش آن تعریف 
شود. شکســتن هدف کلی به هدف‌های 
جزئی، و سپس هدف‌های رفتاری، بخش 
جدایی‌ناپذیــر این دیدگاه اســت. درواقع 
این مکتب مرز روشنی بین نوع یادگیری 
حیوان و انسان قائل نیست. به عبارت دیگر، 
رفتارگرایان همان‌گونــه که با روش‌هایی 
مانند »شرطی‌سازی«، یک موش یا کبوتر 
را شــرطی میک‌نند که برخی حرکات را 
انجام دهد، انتظــار دارند که فرایندهایی 
مانند محرک و پاســخ، باعث تغییر رفتار 
در دانش‌آموزان شود. این مطالب از جانب 

اسکمپ قابل پذیرش نبودند.
اسکمپ معتقد بود که مسائل آموزش 
ریاضی از درون خود ریاضیات و توســط 
آن قابل حل نیســتند. به‌عبــارت دیگر، 
منحصراً با تغییرات محتوایی شتاب‌زده در 
سرفصل‌های درس‌های ریاضی، نمی‌توان 
مســائل آموزش ریاضی را حل کرد. بلکه 
برای حل این‌گونه مسائل، دیدگاه‌ جامع‌تری 
مورد نیازمند است که به حوزه‌هایی مانند 
روان‌شناسی، جامعه‌شناسی و فلسفه نیز 

نظر داشته باشد.
با این شرایط، اسکمپ متوجه شد که 
خودش باید دســت به کار شود. بنابراین 
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با همکاری روان‌شناسی به نام فیشباین2 
گروه بین‌المللی آموزش ریاضی را تأسیس 
کرد و با انتشار مقاله‌ها و کتاب‌های متعدد و 
ایراد سخنرانی‌های پرشمار در مؤسسه‌های 
متفاوت باعث شد که حوزة جدیدی به اسم 
روان‌شناسی آموزش ریاضی پدید آید که 
نوع یادگیری افراد را تجزیه و تحلیل میک‌رد 
و به رفع موانع یادگیری ریاضی و ارتقای آن 

در دانش‌آموزان همت می‌گماشت.
کتاب »ریاضیات در دورة ابتدایی« یکی 
از کتاب‌های کلاســیک در حوزة آموزش 
ریاضی اســت که با وجود قدمت نســبی، 
مطالــب و نکات آن همچنان تازگی دارند. 
کتاب در دو بخــش و جمعاً 10 فصل به 

شرح زیر سازمان‌دهی شده:
بخش اول

فصل اول: چرا هنوز برای بسیاری از 
افراد ریاضی موضوع دشواری است؟

فصل دوم: هوش و درک
فصل ســوم: شــکل‌گیری مفاهیم 

ریاضی
فصل چهارم: ساخت دانش ریاضی
فصل پنجم: فهم نمادهای ریاضی

بخش دوم
فصل ششم: دست به کار شدن

فصل هفتم: محتوا و ساختار ریاضیات 
مقدماتی

یادگیری  مدیریت  هشــتم:  فصل 
هوشمندانه

فصل نهم: تأثیر احساسات بر یادگیری
فصل دهم: توسعة مستمر حرفه‌ای

در فصل‌های ده‌گانة کتاب، موضوع‌هایی 
ماننــد موارد زیر با جزئیات نســبتاً کافی 

تشریح شده‌اند:
é ســطوح متفــاوت درک و فهم در 

ریاضی؛
é ماهیت مفاهیم ریاضــی و فرایند 

شکل‌گیری آن‌ها در ذهن؛
é تعریف یادگیری و انواع آن؛

é نمادهای ریاضی و نســبت آن‌ها با 
مفاهیم ریاضی مرتبط؛

é محتــوا و ســاختار ریاضیات دورة 
ابتدایی؛

é قدرت دوگانة معلم در کلاس؛
é تأثیــر عواطــف و احساســات بر 

یادگیری ریاضی؛
و ...

در کتــاب فقط به معرفــی نظریه‌ها 
اکتفا نشده، بلکه تلفیق نظریه و عمل به 
شکل هنرمندانه‌ای رخ داده است. با وجود 
آنکه بخش اول کتاب )پنج فصل نخست( 
بــه ارائة نظریه‌های مربوط در زمینة فهم، 
مفهوم، طرحواره‌های  هوش، شکل‌گیری 
ذهنی و نمادهای ریاضی اختصاص دارد، 
اما این‌گونه نیست که مطالب کاملاً نظری 
باشــند. بلکه برای درک عمیق‌تر مباحث 
نظری، در سراســر این بخش، مثال‌های 
ملموس برآمــده از دل کلاس‌های واقعی 
ریاضــی وجود دارند کــه باعث معنادارتر 
شدن متن برای خواننده می‌شود. همچنین 
در انتهای هــر فصل، بخشــی به‌عنوان 
»فعالیت‌های پیشنهادی برای خوانندگان« 
وجود دارد که آنان را به شــکل فردی یا 
گروهی و به‌صورت عملــی با مفاهیم آن 

فصل درگیر میک‌ند.
به‌عــاوه، در بخــش دوم )پنج فصل 
انتهایی کتاب( که بیشتر به کاربرد نظریه‌ها 
اختصاص دارد، شــاهد ارائة فعالیت‌های 
مبتکرانه و مرتبط با مفاهیم ریاضی دورة 
ابتدایی هســتیم که بیشتر آن‌ها در قالب 
بازی هستند و همگی را می‌توان در کلاس 
اجرا کرد. از نظر اسکمپ، استفاده از آن‌ها 
در جریان تدریس به یادگیری هوشمندانه 

در دانش‌آموزان منجر خواهد شد. 
بــا مطالعة کتاب دیده می‌شــود که 
اســکمپ قلم روانی دارد و نوشته‌هایش 
سرشــار از مثال‌های عینی برآمده از دل 
کلاس‌های درس واقعی و زندگی روزمره 

هستند و نشان می‌دهند، نویسنده، عامدانه 
ســعی دارد منظور خود را از طریق مثال 
تشریح و بیان کند. به همین دلیل است که 
انتظار می‌رود، خوانندگان و به‌ویژه معلمان، 
احســاس نزدیکی زیادی با دیدگاه مؤلف 

پیدا کنند.
این کتاب از زمان آغاز دورة کارشناسی 
ارشــد آموزش ریاضی در سال 1380 در 
کشورمان، در دانشگاه‌های متفاوت به‌عنوان 
منبع اصلی درس »روان‌شناســی آموزش 
ریاضی« مورد اســتفاده قرار گرفته است. 
به‌علاوه، فصل‌های این کتاب، بســیاری 
از ســرفصل‌های درس »مبانــی آموزش 
ریاضــی« را در رشــتة آمــوزش ابتدایی 
دانشگاه فرهنگیان نیز پوشش می‌دهد که 
از این نظر، کتاب می‌تواند منبع مناسبی 

برای این درس باشد.
این کتاب توســط دو دانش‌آموختة 
دکترای ریاضی با گرایش آموزش ریاضی، 
اســتادیار  حــق‌وردی،  مجید  دکتر 
دانشــگاه آزاد اسلامی واحد اراک، و دکتر 
رضا حیدری قزلجه اســتادیار دانشگاه 
فرهنگیان تهران، به فارسی ترجمه شده 
است. انتشارات دانشگاه آزاد اسلامی اراک 
آن را در سال 1397 چاپ و منتشر کرده 
و چاپ دوم آن هم در سال 1398 توسط 

همان ناشر انتشار یافته است.

پی‌نوشت‌ها
1. The International Group for 

the Psychology of Mathematics 
Education (PME)

2. Fischbein, E.

فصل‌های این کتاب، بسیاری از 
سرفصل‌های درس »مبانی آموزش 

ریاضی« را در رشتة آموزش 
ابتدایی دانشگاه فرهنگیان نیز 
پوشش می‌دهد که از این نظر، 

کتاب می‌تواند منبع مناسبی برای 
این درس باشد.
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ریاضــی‌دان، مهندس و 
آب‌شــناس معروف ایرانی، 
الکرجی،  »حاسب  محمد‌بن 
قمری  در سال 342 هجری 
)شهر  ابودلف  کرج  در شهر 
آستانة فعلی واقع در استان 
این  شــد.  متولد  مرکزی( 
ریاضی‌دان پرآوازة ایرانی که 
در قرن چهارم و اوایل قرن 
پنجم قمری زندگی می‌کرد، 
هم عصر با ابوریحان بیرونی، 
زکریای رازی و ابن‌سینا بود. 

الکرجی به تحصیل مقدمات علوم، علوم حســاب، جبر و هندسه پرداخت. همچنین از 
مطالعات میدانی دربارة علوم تجربی نظیر مهندســی آب نیز غافل نشد. کرجی گرچه 
ریاضی‌دان بود و در بســیاری از آثار خود توجه ویژه‌ای به علم حساب، جبر و به‌ویژه 
جذرها داشــت- کتاب »الفخری فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمینه اســت اما 
نمی‌توان از کتابی چون »انباط المیاء الخفیه«- )استخراج آب‌های پنهانی( و شیوه‌های 
هندســی و فیزیکی مندرج در آن برای محاسبه شیب زمین و چگونگی استخراج آب 
غافل شد. در تاریخ ریاضی و از نظر ریاضی‌دانان بزرگ جهان، فعالیت‌های کرجی از آن 
جهت اهمیت دارد که منحصراً نشان‌دهندة نظریه‌های مربوط به محاسبات جبری است 

]پیرهادی ،1392[.
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 زیبایی‌های اعداد اول       ریاضی واقعیت مداردر کلاس درس
        غیرمترقبه‌ها در آمار و احتمال          

درستایش علامت منفی       مربع‌های لاتین
محمد‌بن حسن الحاسب الکرجی


