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 زیبایی های اعداد اول       ریاضی واقعیت مداردر کلاس درس
        غیرمترقبه ها در آمار و احتمال          

درستایش علامت منفی       مربع های لاتین
محمد بن حسن الحاسب الکرجی
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ریاضــی دان، مهندس و 
آب شــناس معروف ایرانی، 
الکرجی،  »حاسب  محمد بن 
قمری  در سال 342 هجری 
)شهر  ابودلف  کرج  در شهر 
آستانة فعلی واقع در استان 
این  شــد.  متولد  مرکزی( 
ریاضی دان پرآوازة ایرانی که 
در قرن چهارم و اوایل قرن 
پنجم قمری زندگی می کرد، 
هم عصر با ابوریحان بیرونی، 
زکریای رازی و ابن سینا بود. 

الکرجی به تحصیل مقدمات علوم، علوم حســاب، جبر و هندسه پرداخت. همچنین از 
مطالعات میدانی دربارة علوم تجربی نظیر مهندســی آب نیز غافل نشد. کرجی گرچه 
ریاضی دان بود و در بســیاری از آثار خود توجه ویژه ای به علم حساب، جبر و به ویژه 
جذرها داشــت- کتاب »الفخری فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمینه اســت اما 
نمی توان از کتابی چون »انباط المیاء الخفیه«- )استخراج آب های پنهانی( و شیوه های 
هندســی و فیزیکی مندرج در آن برای محاسبه شیب زمین و چگونگی استخراج آب 
غافل شد. در تاریخ ریاضی و از نظر ریاضی دانان بزرگ جهان، فعالیت های کرجی از آن 
جهت اهمیت دارد که منحصراً نشان دهندة نظریه های مربوط به محاسبات جبری است 

]پیرهادی ،1392[.



اللهم صلي علي محمد و آل محمد
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 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و در صورت امکان تایپ شود. شکل قرار گرفتن جدول ها، نمودارها و تصاویر، پیوست و در حاشیة مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، روان و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و در انتخاب واژه های علمی و فنی دقت شود. برای ترجمة مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، به همراه ترجمة یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال 
شود تا مورد بررسی هیئت تحریریه قرار گیرد و پس از تصویب مقاله و ترجمة ارائه شده، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده خواهد شد.  در غیر این صورت، مجله می تواند سفارش ترجمة مقاله را به مترجم دیگری 
بدهد. در متن های ارسالی تا حد امکان از معادل های فارسی واژه ها و اصطلاحات استفاده شود. پی نوشت ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شمارة صفحة مورد 

استفاده باشد. چکیده ای از اثر و مقالة ارسال شده در حداکثر 250 کلمه، همراه مطلب ارسال شود.
 در مقاله های تحقیقی یا توصیفی، واژه های کلیدی در انتهای چکیده، ذکر شود. هم چنین: مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله های رسیده مجاز است. مطالب مندرج در مجله، الزاماً مبین نظر دفتر 

انتشارات و فناوري آموزشی نیست و مسئولیت پاسخ گویی به پرسش های خوانندگان، با خود نویسنده یا  مترجم است. مقاله های دریافتی در صورت پذیرش یا رد، بازگشت داده نمی شود.

رضا حیدري قزلجه
مهدي حسني

ابوالفضل رفیع پور
حمید پزشک
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 مجید حق وردي
محسن غلامي

حمیدرضا کاشفي
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در یک قــرن اخير، تاریخ آمــوزش ریاضی 
جهان شاهد نقاط عطفی بوده كه عوامل سياسی، 
اجتماعی، نظامی یا فناورانه باعث دگرگون شدن 
فرایند آموزش و ایجاد بازنگری های اساســی در 
مؤلفه های آن شده است. دوران همه گيری بيماری 
كووید19 نيز یکی از همان برهه های تاریخی است. 
با تعطيلی ناخواستة مدارس، دانش آموزان بيشتر 
وقت خــود را در خانه انــد و از طریق كلاس های 

تلویزیونی و فضای مجازی آموزش می بينند.
در آموزش های الکترونيکی، نياز اوليه نهادهای 
آموزشی و افراد، دسترسی به سخت افزار و نرم افزار 
مناســب اســت. اما مهمتر از این دو، پایبندی به 
اصول و نظریه های یادگيری اصيل اســت جهت 
ایجاد محتوا، متناســب با نيازهــای فراگيران و 
اهداف كلی نظام آموزشی. ریاضی هم از این قاعده 
مستثنی نيست. توليد محتوای الکترونيکی و ایجاد 
محيط های یادگيــری، به یژه در زمينة ریاضی كه 
آموختن مفاهيم و مهارت های آن شــدیداً وابسته 
به تعامل بين شــاگرد و معلم اســت، با سرعت 
روزافزونی در حال پيشرفت است. به علاوه، وجود 
انبوه داده های آموزشــی در شــبکه های گسترده 
موجود، امکان بهره مندی از پيشرفت های جدید در 
حوزه هایی مانند هوش مصنوعی و یادگيری ماشين 

را بيش از پيش فراهم آورده است. 
اما در دوران این بيماری، حوزة آموزش ریاضی 
به شکل های دیگری هم تحت تأثير قرار می گيرد 
كه بارزترین وجه آن، توجه دوباره به استانداردهای 
آموزش ریاضی و به طور مشــخص استانداردهای 
فراینــدی اســت. یک موضوع ثابت و مشــخص 
ریاضی كه حدود و ثغور آن تعيين شــده باشد را 
به گونه های مختلفی می توان ارائه داد؛ چه به عنوان 
یک مبحث در كتاب درسی یا به عنوان یک جلسه 
تدریس ریاضی. در واقع دشــواری كار در همين 
قسمت است كه پس از انتخاب محتوای مورد نظر، 
آن را چگونه سازماندهی و ارائه كنيم. استاندارد های 
چندی برای این منظور وجود دارد، كه پنج مورد 

معروف آن ها عبارت اند از »گفتمان ریاضی«، 
»بازنمایی های چندگانــه«، »ارتباط و اتصال 
موضوعــی«، »اثبــات و اســتدلال« و »حل 
مسئله«. پرداختن به هر یک از این استانداردها 
در چارچوب آموزش های الکترونيکی نيازمند 
پژوهشــی جداگانه است كه در اینجا فقط به 

طرح موضوع بسنده می شود.
در تدوین اولية اســتانداردهای فرایندی، 
فرض اساســی این بــوده كــه آموزش های 
غيرحضوری به عنوان ابزاری در كنار ابزارهای 
حضــوری در دســترس اند و شــاید لزومی 
بــه تمركز بر روش هــا و فرایندهــای كاملًا 
غيرحضوری حس نشده بود. اما اكنون علاوه 
بر لزوم بازتعریف روش های تدریس، ساختار 
كلاس درس، شيوه های مشــاركت و تعامل 
گروهی، شيوه های پشتيبانی فردی و گروهی و 
مداخلات معلم، تدریس مشاركتی و...، می توان 
گفت جنبه های دیگری نيز اهميت یافته است. 
از جملــه، ارزشــيابی های فرایندی و مبتنی 
بر نقشة مفهومی و تلفيق بيشتر راهبردهای 
تدریس و ارزشيابی تکوینی، طرح پرسش های 
هدفمند و اســتخراج نحوة تفکر دانش آموزان 
و توجــه همزمان بــه فهم هــای مختلف و 
مهارت یابی های نادرست آن ها. با این شرایط، 
اســتاندارد »گفتمان ریاضی«، حتماً نيازمند 

تجدید نظر اساسی خواهد بود.
دو استاندارد »بازنمایی های چندگانه« و 
»ارتباط و اتصال موضوعی«، در شرایط اخير، 
هم اهميت بيشــتری می یابند و هم اینکه در 
فضــای مجازی امکانات بيشــتر و بهتری در 
زمينة آن ها در اختيار فراگيران قرار می گيرد. 
ابزارهــای مرتبط با »اثبات و اســتدلال« نيز 
نيازمند توجه پژوهشی و فنی بيشتری است. 
در استاندارد »حل مسئله« هم تمام جوانب، 
از چارچوب های مختلف حل مسئله گرفته تا 
فرایندهای طرح مسئله، همگی متأثر از فضای 

پی نوشت
1. آدرس زیــر پایه و منابع قابــل توجهی برای چنين 

هدفی گرد آورده است:
https://www.nctm.org/Research-and-
Advocacy/Moving-Forward---NCSM-and-
NCTM-Joint-Statement/

استانداردهای آموزش ریاضی در
جدید و مســتلزم اتخاذ تدابير ویژه از ســوی 
معلمان و توليدكنندگان محتوای آموزشــی 

خواهد بود.
بالاخــره، اگــر بپذیریم كه نــگاه غالب 
اخيــر،  دهه هــای  ریاضــی  آمــوزش  در 
ایجاد و  »ساخت و ســاز گرایی« بوده اســت، 
ردگيری ساخت و ســازهای ذهنی در فرایند 
كاملاً غيرحضوری، مستلزم دانش و مهارت هایی 
متفاوت و حتی نظریه پردازی هایی نوگرا است 
كه این نوجویی در عرصة آموزش ریاضی پيش 
از هر حوزه دیگری رخ می دهد. همچنين نقطة 
كليدی در بازنگری تدریس و آموزش ریاضی 
و استانداردهای آن، حركت به سوی مساوات 
آموزشی بيشتر با پر كردن شکاف دیجيتالی و 
پشتيبانی از تمام دانش آموزان برای دستيابی 

به آموزش باكيفيت ریاضی است .
اكنون كه ندای بازنگری در ســند تحول 
بنيادین آموزش و پرورش از سوی مقام معظم 
رهبری در سخنرانی 11 شهریور امسال طرح 
شده است، بی گمان یکی از جنبه های مهمی كه 
می تواند در این بازبينی مورد توجه واقع شود، 
پرداختن به آموزش های الکترونيکی اســت. 
ویروس كرونا یک مسئله است كه پرسش های 
تازه ای دربارة كليت نهاد مدرسه ایجاد كرده و 
بهانه ای است برای بازاندیشی دربارة هدف ها، 
محتوا و روش های آموزش ریاضيات مدرسه ای. 
مســلم آنکه، در هر نوع آمــوزش، حضوری 
یا غيرحضــوری، برخــورداری از فرصت های 
یادگيری غنی، »حقِ« دانش آموزان اســت و 
»تکليف« نظام آموزشی، ادا كردن این حق به 

بهترین شکل ممکن می باشد.
در پایان قابل ذكر است كه مجلة »رشد 
آموزش ریاضــی« با حدود چهار دهه فعاليت 
ارزشمند، در دورة فعلی انتشار خود و با تركيب 
جدید هيئت تحریریه، از اعضای جامعة ریاضی 
كشــور از جمله معلمان، اســاتيد، دانشجو، 
معلمان و سایر علاقه مندان صميمانه دعوت 
به همکاری می نماید. چشــم انتظار آثار شما 
عزیزان هستيم تا با نوشته های خود پشتيبان 

ما باشيد.

رضا حیدری قزلجه
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مهدی حسنی
دانشيار گروه ریاضی دانشگاه زنجان
mehdi. hassani@znu.ac.ir

اشاره
در این نوشتار مطالبی دربارة عددهای اول ارائه می كنيم كه با اطلاعات دورة متوسطه قابل فهم و بررسی است. این مطالب 
عمدتاً پاســخ به پرسش هایی هستند كه دبيران و دانش آموزان دربارة عددهای اول از مؤلف داشته اند. طرح مکرر چنين 
پرسش هایی كه كاملاً به طور طبيعی  به ذهن ها خطور می كند، نشان می دهد كه جای این مطالب در آموزش های مدرسه ای 
چقدر خالی است. برخی از این سؤال ها كه در نوشتار حاضر طرح و بررسی می شوند، عبارت اند از اینکه: آیا برای هر عدد 
اول دلخواه، قاعدة بخش پذیری وجود دارد، یا این پرسش كه: كدام چند ضلعی ها را می توان با خط كش و پرگار رسم كرد؟ 

جالب آنکه سؤال دوم هر چند ظاهری هندسی دارد، پاسخ آن در حوزة عددهای اول داده می شود. 

1. مقدمه
مقاله را با ارائة تعریفی از عددهای اول آغاز می كنيم. این تعریف 
براســاس تعداد شــمارنده های1 مثبت عددهای طبيعی انجام 
می شــود. عددی طبيعی را كه دارای دقيقاً دو شمارندة مثبت 
باشــد، »عدد اول«2 ناميم. مجموعة این عددها را با P نشــان 

می دهيم3 عبارت اند از: 

 P=}2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47
53,59,61,67,71,...{

عددهایی را كه بيش از دو شمارندة مثبت دارند، »عددهای مركب«4  
نامند. عدد 1 دقيقاً یک شمارندة مثبت دارد كه خودش است، و لذا 

با طبقه بندی حاضر، نه اول محسوب می  شود و نه مركب. 
اجازه دهيد خيلی ســریع به این پرسش كه: »چرا عددهای اول 
مهم هســتند؟« پاسخ دهيم. حکم مهمی در ریاضيات، معروف 
به »قضية اساسی حساب«5 بيان می كند كه هر عدد طبيعی را 
می توان به  صورت حاصل ضرب عددهای اول نوشــت. این حکم 
یکی از دو قضية مهمی است كه توسط اقلیدس اسکندرانی6 
دربارة عددهای اول بيان و اثبات شده است و تضمين می كند كه: 
»عددهای اول به معنای واقعی سنگ بنای همة عددهای صحيح 

هستند .«
دومين قضية مهم اقليدس در خصوص عددهای اول خاتمه نا پذیر 
بودن مجموعة عددهای اول را بيان و اثبات می كند. مسئلة دیگری 

كه در ریاضيات باستان دربارة این عددها بررسی شد، تشخيص 
اول بــودن یک عدد طبيعی )آزمون اول بودن7( و غربال كردن 
عددهای اول از بين عددهای طبيعی بود. این كار حدود یک قرن 
پس از اقليدس و توســط ارِاتسُتِن8، جغرافی دان، ریاضی دان و 

مسئول كتابخانة دانشگاه »اسکندریه«9 صورت گرفت. 

2. آزمون اول بودن و غربال اراتستن 
اساس كاركرد غربال اراتستن و آزمون اول بودن عددها به روش 

اراتستن حکم زیر است. 
 n عددی مرکب باشد. در این صورت n لم 1-2. فرض کنید 1<

 . p n≤ عامل اولی مانند p دارد که:  
اثبات: چون n  مركب اســت، می توان نوشــت:  n=ab كه
، b n> a و هم n> . اگر داشته باشيم: هم  a b n< ≤ <1

n كــه تناقــض اســت. پس اقلًا  ab ( n ) n= > =2  آن  گاه: 
. a n≤ b خواهد بود. مثلاً فرض كنيم:   n≤ a یــا  n≤

a اختيار شده است، لذا یا اول است و یا مركب. در هر  چون: 1<
دو صــورت حتماً عامل اولی چون p دارد. عدد اول p عامل n و 

n نيز هست. اثبات كامل است.  البته نابيشتر از
بين  n نتیجة1-2. )آزمون اول بودن اراتســتن( اگر عدد1<
عامل اولی نداشــته باشد،  n تمام عددهای اول نابيشــتر از

آن گاه اول است. 

A

B

C

X
O

E

Y

P

H
D

M
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نتیجــة 2-2. )الگوریتم غربال اراتســتن( می خواهيم از بين 
عددهــای n,...,1,2,3 عددهای اول را غربال كنيم. برای این كار 

مراحل زیر را انجام می  دهيم: 
1. عدد1 را چون اول نيست، خط می زنيم. 

2. عدد بعدی )یعنی2( كه اول اســت را نگــه می داریم و تمام 
مضرب های آن را خط می زنيم. 

3. عدد بعدی )یعنی3( كه اول اســت را نگــه می داریم و تمام 
مضرب هایش را خط می زنيم.                     

ادامه می دهيم. باقی  n  این كار را تا آخرین عدد اول نابيشتر از
عددها همگی اول اند و دقيقاً عددهای اول بين 1 تا n خواهند بود. 

مثال 1-2. می خواهيم تعيين كنيم كه آیا 641 اول اســت یا 
مركب؟ با مراجعه به جدولی از عددهای مربعی مشاهده می كنيم 
، و در  < <25 641 پس26 = < < =2 225 625 641 676 26 كه:

نتيجه : 
{p P : p } { , , , , , , , , }∈ ≤ =641 2 3 5 7 1113 17 19 23

از آنجا كه هيچ كدام از عددهای مجموعة اخير641 را  نمی شمارد، 
بنابر آزمون اول بودن اراتستن 641 عددی اول است. 

احتمالاً این پرســش در ذهن خوانندة كنجکاو پيش آمده است 
كــه: »در مثال بالا چگونه متوجه شــدیم كه 641 بر هيچ كدام 
از عددهای اول نابيشتر از مجذورش بخش پذیر نيست؟« به طور 
كلی در اجرای عملی آزمون اول بودن اراتســتن و برخی موارد 
محاســباتی دیگر، لازم اســت بخش پذیری بر عددهای اول را 

تشخيص دهيم. 

3. قواعد بخش پذیری برای تمام عددهای اول 
 a نشانگر»رقم یکان« عدد ud(a) قرار می دهيم a∈برای هر
باشــد. بخش پذیری بر 2 و 5 بر اساس رقم یکان قابل تشخيص 
است. عددی بر 2 بخش پذیر است كه رقم یکانش 6،4،2،0 و یا 8 
باشد. همچنين، عددی بر 5 بخش پذیر است كه رقم یکانش 0 و 
یا 5 باشد.2 و 5 تنها عددهای اولی هستند كه بخش پذیری n بر 

قابل تشخيص است.  ud(n) آن ها تنها براساس
بــا وجود آزمون های پراكنده برای بخش پذیری بر عددهای اول 
متفاوت، روشی واحد برای تمام آن ها مطلوب و مفيد است. اخيراً 
نگارنده در مقالة آموزشی- پژوهشی ]5[، روشی بازگشتی برای 
بخش پذیری بر تمام عددهای اول، به جز 2 و 5  ارائه داده و درستی 
آن را اثبات كرده است. برای تبيين این روش توجه می كنيم كه 

{ }ud(p) , , ,∈ 1 3 7 9 برای تمام عددهای اول p، به جز 2و5 داریم:
بر همين اساس، قضية زیر بررسی بخش پذیری عدد طبيعی n بر 
p را، به بررسی بخش پذیری عددی كوچک تر از n )كه غالباً یک 

رقم كمتر از n دارد( تحویل می كند. 
قضیة 1-3.  فرض كنيد p عددی اول به جز 2 و 5 است. 

. pf (p) −
=

1
10

باشد، قرار می دهيم:  ud(p) é اگر1=

. pf (p) −
=
7 1
10

ud(p) باشد، قرار می دهيم:  = é اگر 3

. pf (p) −
=
3 1
10

باشد، قرار می دهيم: ud(p) = é اگر 7

 . pf (p) −
=
9 1
10

ud(p) باشد، قرار می دهيم: = é اگر 9

در این صورت عدد طبيعی n بر p بخش پذیر اســت، اگر و تنها 
اگر رقم یکان n را حذف و از بقيه، f(p) برابر رقم یکان n را كم 

كنيم، حاصل بر p بخش پذیر باشد. 
توجه  می كنيم كه بر اساس حکم بالا، فرایند بررسی بخش پذیری 
عدد طبيعی n بر عدد اول p  معادل بررسی بخش پذیری عددی 
كوچک تر ازn بر p  است. لذا با تکرار این روش بالاخره می توان به 
عددی آن قدر كوچک رسيد كه بخش پذیری اش بر p به راحتی 

دیده شود. مثال های زیر این پدیده را بيشتر روشن می كنند. 

مثال 1 -3. برای p=13 داریم: f(13)=9 . در نتيجه »عددی بر 
13 بخش پذیر اســت كه اگر 9 برابر رقم یکان آن را از باقی عدد 
كم كنيم، حاصل بر 13 بخش پذیر باشد.« مثلاً برای 897 داریم: 
89-9×7=26

چون 26 بر 13 بخش پذیر است، لذا 897 نيز بر 13 بخش پذیر 
است. 

مثال 2-3. آزمون بخش پذیری بر عــدد اول 641 را بيان و به 
كمک این آزمون بررســی می كنيم، آیا عدد 4294967297 بر 
641 بخش پذیر است یا خير. برای انجام این كار توجه می كنيم كه: 

f ( ) −
= =
641 1641 64
 لذا »عددی بر 641 بخش پذیر است كه اگر 64 برابر رقم یکان 10

آن را از باقی عدد كم كنيم، حاصل بر 641 بخش پذیر باشد.« با 
اعمال مکرر این قاعده بر عدد 4294967297 نتيجه می شود: 

429496729-7×64=429496729-448=429496281
42949628-1×64=42949628-64=42949564
4294956-4×64=4294956-256=4294700
429470-0×64=429470-0=429470
42947-0×64=42947-0=42947
4294-7×64=4294-448=3846
384-6×64=384-384=0

   و چون0 بر 641 بخش پذیر اســت، لذا 4294967297 نيز بر 

 .) = +
5
24294967297 2 641 بخش پذیر است )توجه كنيد كه:1

4. روش تجزیة عددهــای بزرگ و آزمون اول 
بودن فرما 

بخش پذیــری بر عددهای اول، علاوه بر كاربردش در آزمون اول 
بودن اراتستن، در اجرای عملی قضية اساسی حساب نيز مفيد 
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اســت؛ یعنی زمانی كه بخواهيم عدد طبيعی داده شــده را به 
حاصل ضــرب عددهای اول تجزیه كنيم. با این حال، اگر عوامل  
اول عددی كه قرار اســت تجزیه شود، بزرگ باشند، كار تجزیه 
دشوار می شود.10 در چنين مواردی اگر بتوان عدد داده شده را به 
ضرب عوامل كوچک تر )نه لزوماً اول( تجزیه كرد، می توان اندكی 
از پيچيدگی كار كاســت. »روش فرما«11 برای تجزیة عددهای 
بزرگ در این مورد می تواند مفيد باشــد. اساس بررسی درستی 

روش و كاركرد آن اتحاد مزدوج است. 12

لــم1-4. فرض كنيد n عددی فرد باشــد. در این صورت n را 
می توان به دو عامل )نه لزوماً اول( تجزیه كرد، اگر و تنها اگر بتوان 

n را به صورت تفاضل دو مربع نوشت. 
اثبات: اگر n را به دو عامل )نه لزوماً اول( تجزیه كرده باشــيم، 
می توان نوشــت: n=ab. با استفاده از اتحاد مربع جمع و تفاضل 

دو جمله داریم: 

a b a bn ( ) ( )+ −
= −2 2

2 2

 b,a و البتــه حواســمان هســت كــه چــون هــر دوی
هــر دو زوج انــد. برعکــس، اگــر بتــوان  a b± فردنــد، لذا
 n را بــه صــورت تفاضــل دو مربــع نوشــت، آن گاه داریــم:

 n=x2-y2 و در نتيجــه: n=(x-y)(x+y)، و لذا n را می توان به دو 
عامل )نه لزوماً اول( تجزیه كرد.

 
نتیجة 1-4. )روش فرما برای تجزیة عددهای بزرگ(: این روش 
براساس لم بالا كار می كند. به این صورت كه طبق لم، اگر بتوانيم 
n را به صورت n=x2-y2 بنویسيم، تجزیه انجام شده است. چون:

آن گاه n مربع  x n> . اگر: x n≥ ، لــذا: x n y− = ≥2 2 0
x n> n تجزیه ای برای n.  اگر: n n= × كامل اســت و
قرار می دهيم و مقدار n آن گاه x را مقادیر صحيح بزرگ تر از 

را محاسبه می كنيم. هر زمان كه به عددی مربع كامل  x n−2

مانند y2 رسيدیم، كار تمام شده است. 

 ، nx +
=

1
2

نکتة مهم در روش بالا این اســت كه نهایتاً به ازای

ny به عدد مربع كامل می رسيم؛ چون همواره داریم:  −
=

1
2

در 

n n( ) n ( )+ −
− =2 21 1

2 2

در واقــع اگر در حالت مرزی بالا به مربع كامل برســيم، آن گاه 
تجزیة مربوط به صورت n=n×1 خواهد بود كه نشان از اول بودن 
n دارد. این حقيقت را به صورت رسمی تر در زیر بيان می كنيم. 

نتیجة 2-4. )آزمون اول بودن فرما(: فرض كنيد n عددی فرد 

nn x +
≤ <

1
2

باشد و برای تمام عددهای طبيعیx، با شرط
تفاضل  x2-n مربع كامل نباشــد. در این صورت n عددی اول 

است. 

مثال 1-4. برای تجزیة n= 2572807 به روش فرما مشــاهده 
می كنيم كه: 

n< ≤1603 1604
با قرار x=1604ِ می بينيم:  x2-n=9=32 كه مربع كامل است. لذا: 
n=16042-32=1601×1607

هر دو عامل به دست آمده اول هستند و همان طور كه می بينيد، 
بسيار به هم نزدیک اند. به همين سبب روش به سرعت به انتها 

رسيد. موارد زیر نيز از همين قبيل هستند: 
2021=43×47
231037=463×499

مثال 2-4. در مقایســه با نمونه های بالا، حــال n=1391 را 
در نظــر می گيریم كه عدد نســبتاً كوچک تری اســت. داریم: 
 x2-1391  با محاسبة x=38  و لذا الگوریتم از ، n< ≤37 38
آغاز می شــود. پس از محاسبات طولانی )و طی بيش از بيست 
مرحله( می بينيم كه بالاخره بــرایx=60  تفاضل مذكور مربع 

كامل می شود. در واقع داریم:  472=1391-602 . در نتيجه:
1391=602-472=13×107

 هر دو عامل به دست آمده عددهای اول اند و البته از هم دورند. 
به همين علت روش پس از طی مراحل بسيار به انتها رسيد. این 
وضع دربارة عددهای اول بدتر نيز می شود. لذا بررسی اول بودن 
عددها به روش فرما مستلزم محاسبات طولانی است و در عمل 

كاربردی نيست. 

5. عددهای اول فرما 
به نظر می رسد، یکی از انگيزه های فرما برای ابداع روش تجزیة 
عددهــای بزرگ كه در بخش قبل شــرح دادیــم، تجزیة عدد 
4294967297 بوده اســت. این عدد متعلق به دستة خاصی از 
عددهاست كه بعدها عددهای فرما نام گرفتند. حکم زیر خاستگاه  

اوليه این عدد را تشریح می كند. 
ma عددی اول باشــد. در  a,m و 1+ لم1-5. فرض كنيد 1<
 . n∈ این صورت a عددی زوج است و داریم: m=2n كه در آن:
. اگر a فرد باشد،  ma + ≥ + =21 2 1 اثبات: توجه می كنيم كه: 5

به نظر می رسد، یکی از انگیزه های فرما 
برای ابداع روش تجزیة عددهای بزرگ  

تجزیة عدد 4294967297 بوده است.
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آن گاه am فرد و لذا  am+1 زوج است، و این با فرض اول بودنش 
مغایرت دارد. پس a باید زوج باشد. دربارة m، اگر به شکلی كه 
s ≥ 3 ادعا شده است نباشد، آن گاه لزوماً دارای عامل فردی چون

است؛ یعنی: m=ns. در نتيجه: 
m ns n n(s ) n(s ) na a (a )(a a ... a )− −+ = + = + + + − +1 21 1 1 1

، لذا هر دو عامل در تجزیة بالا بزرگ تر از واحدند  s ≥ 3 از آنجا كه 
و این با فرض اول بودن am+1 در تناقض است. بنابراین m عامل 
. اثبات  n∈ فردی نداشته و به شکل m=2n است كه در آن: 

كامل است. 
ســاده ترین انتخاب برای a در لم بالا a=2 است. در این صورت 
22n اول باشند. فرما بررسی اول 

ممکن است عددهای به شکل 1+
بودن این عددها را كه بعدها با Fn نشــان داده شدند، آغاز كرد. 
Fn=22n را محاسبه كرده ایم. فرما 

در جدول1مقادیر آغازین  1+
 ،F5 های مذكور در جدول را، به جز Fn توانســت اول بودن همة
اثبات كند. وی در مکاتباتش با برخی ریاضی دانان معاصرش، از 
جمله پاسکال13، ادعا كرد كه تمامی عددهای توليد شده توسط 

n اول اند.   رابطة Fn برای 0≤

F ( ) ( a)

a ( ab b )a ( ab)a ( a b )

( ab)a ( a b )( a b )

( ab)a ( ab)( ab)( a b )

( ab)(a ( ab)( a b ))

( ab)(a a b a b ab )

= + = + = + = +

= + = + − + = + + −

= + + − +

= + + − + +

= + + − +

= + − + − +

52 32 8 4 4
5

4 4 4 4 4 4 4

4 2 2 2 2

4 2 2

4 2 2

4 3 3 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1

در نتيجه ab=641+1  عاملی اول برای F5 است.
توجــه كنيد كه در مثال 2-3، بخش پذیری F5 بر 641 را ثابت 
كردیم. این زمانی محقق شــد كه می دانستيم 641 عامل اولی 
برای  F5 است، در حالی كه در گزارة بالا با تکنيک های ساده ای 
این عامل را برای F5 استخراج كردیم. مضاف بر اینکه در انتهای 

اثبات، عامل دیگر F5، یعنی:
a a b a b ab− + − + =4 3 3 2 2 1 6700417

به دست آمد كه آن هم عددی اول است. بنابراین: 

F = + = ×
52

5 2 1 641 6700417
محاسبه های رایانه ای نشان می  دهند كه: 

F

F

= + = +

=
= ×

= + = +

=
= ×

6

7

2 64
6

2 128
7

2 1 2 1
18446744073709551617
274177 67280421310721

2 1 2 1
340282366920938463463374607431768211457
59649589127497217 5704689200685129054721

هــر چند اویلر حدس فرما مبنی بر اول بودن تمامی جمله های 
را رد كرد، اما وضعيت این حدس بدتر از آن بود  n n(F ) دنبالة0≤
كه تصور می شــد؛ به طوری كه با وجود توســعة روش ها و ابزار 
محاسبه ها، تا به امروز هيچ عدد اول فرمایی به جز همان هایی كه 
خود فرما تشخيصشان داد، پيدا نشده است. به موازات پيشرفت 
ماشين های محاسبه، تلاش ها در این  حوزه با ارائة الگوریتم های 

كارآمدتر كماكان ادامه دارد. 
اما چرا؟ اول بودن عددهای فرما چه فایده ای دارد؟ برای پاسخ به 
این سؤال لازم  است به یک مبحث هندسی وارد شویم. ارتباط 
فوق العادة بين این بحث شيرین هندسی با حدس فرما و عددهای 
اولش، نمونه ای از ریاضيات توسعه یافتة امروزی است كه جزئيات 
آن  را در انتهای اغلب كتاب های دانشگاهی در حوزة جبر مجرد 

می توان یافت. 

6. چند ضلعی های منتظم ترسیم پذیر 
بخش قابل توجهی از كتاب »اصول« اقلیدس به اجرای عملی 
ترسيم شــکل های هندسی اختصاص دارد. ابزار مجاز برای این 
كار، كه به ابزارهای اقليدسی معروف اند، عبارت است از پرگار و 
»سَطّاره« )یا سَتّاره(. ستّاره در متن های ریاضی قدیمی تر فارسی 

جدول1. اعداد فرما كه پنج تای نخست اول اند
543210n

4294967297655372571753Fn

دیری نپایيد كه اویلر14 ثابت كرد F5 اول نيست و حدس فرما را 
رد كرد. با توسعة تحقيقاتش در این زمينه، اویلر در حالت كلی تر 
ثابت كرد كه اگر  Fn بر عدد اول p بخش پذیر باشد، آن گاه داریم:

. با استفاده از همين واقعيت،  k∈ np كه در آن:  k+= +22 1
او مركــب بودن عددهای فرمای F9448 و F23471 را نيز ثابت كرد. 
توجه كنيد كه عددهای فرما به ســرعت رشد می كنند و بزرگ 
می شوند، و لذا بررسی اول بودنشان بسيار دشوار است. با این حال 
آزمون اول بودن ویــژه ای برای این عددها، موســوم به»آزمون 
پپين15«، ابداع شده است كه تا حدی كار را راحت می كند. در زیر 
اثباتی آسان برای مركب بودن F5 می آوریم. این اثبات تنها از اتحاد 
مزدوج استفاده می كند، و لذا نمونه ای جالب از استدلالی است كه 
در آن استفادة معنادار از اتحادهای دبيرستانی صورت گرفته است. 

F بــر 641  =
52

5 2 گــزارة 1-5. عــدد 4294967297=1+
بخش پذیر است.     

  1+ab=641:داریــم .b=5 و a=27 :اثبات: قــرار می دهيــم
وab-b4=24+1. بنابراین، بدون محاســبة مستقيم F5 می توان 

نوشت: 
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و عربــی به معنای خط كش نامدرج، یعنی ابزاری كه تنها با آن  
می توان خط راســت كشــيد و نه اندازه گيری كرد، آمده است. 
پرگارهای اقليدسی »فروریزنده« فرض می شوند؛ یعنی با برداشتن 
یک ساق آن از روی كاغذ فرو می ریزد. با این حال قضية 2 از مقالة 
نخست اصول اقليدس نتيجه می دهد كه ستّاره و پرگار اقليدسی 
با ستّاره و پرگارهای امروزی كه فروریزنده نيستند، معادل اند. با 
اســتفاده از خط كش غيرمدرج و پرگار می توان ترسيمات زیر را 

انجام داد:
1. ترسيم عمود منصف بر پاره خط مفروض )مثلاً به طریق نشان 

داده شده در نمودار »پایين« شکل 1(.
2. ترسيم نيم ساز زاویة مفروض )مثلاً به طریق نشان داده شده 

در نمودار »بالا« شکل1(. 
3. ترسيم خط عمود بر خطی مفروض از نقطه ای مشخص خارج 

از آن. 
4. ترسيم خط موازی با خطی مفروض از نقطه ای مشخص خارج 

از آن. 

همچنين قطر XY  را قائم بر AZ می كشيم. M را نقطة وسط 
شــعاع OX انتخاب و A را به M وصل می كنيم. نيم ساز زاویة 
AMO را رســم می كنيم و امتداد می دهيم تا شعاع OA را در 

نقطة P قطع كند. 
همچنين خطی عمود بر MP رسم می كنيم تا شعاع OZ را در 
نقطة H قطع كند. حال خطوط گذرا از نقطه های P و H و موازی 
 B را رســم می كنيم تا دایره را به ترتيب در نقطه های XY قطر
 E  و D، C، B، A قطع كنند. پنج نقطة D وC و همچنيــن ،E و

رأس  های یک پنج ضلعی منتظم هستند. 

شکل1. ترسیم نیم ساز زاویه )بالا( و ترسیم عمود منصف )پایین(

با به كار بســتن ترسيمات مقدماتی شکل1، ترسيم سه ضلعی 
منتظم )مثلث متساوی الاضلاع( و چهار ضلعی منتظم )مربع( با 
استفاده از خط كش غيرمدرج و پرگار كار دشواری نيست. سؤالی 
كه به طور طبيعی به ذهن می رســد، این است كه:  آیا می توان 
با خط كش غيرمدرج و پرگار، پنج ضلعی منتظم نيز رسم كرد؟ 
پاسخ این پرسش مثبت است، و روش های متعددی برای اجرای 
آن وجود دارد. یکی از این روش ها كه بيان ساده ای دارد، منتسب 

به ریچموند16 است.

1-6. روش ریچموند برای ترسیم پنج ضلعی 
منتظم 

این روش را براســاس شکل2 توضيح می دهيم. نقطة A را روی 
دایره به مركز O مشــخص می كنيم. قطر AZ را گذرا از A  و 

A

B

C

X
O

E

Y

P

H
D

M

شکل2. روش ریچموند برای ترسیم پنج ضلعی منتظم

مسلماً با نيم ســاز كردن زاویه های مركزی هر n  ضلعی منتظم 
رسم شــده می توان به یک 2n ضلعی منتظم رسيد. به همين 
 16n ،8 ضلعی منتظمn ،4 ضلعی منتظمn ترتيب می توان به
ضلعی منتظم، و به طور كلی به یک 2kn ضلعی منتظم رسيد

. (k )≥0
k+22 بنابراین، چون رسم مربع را در اختيار داریم، می توانيم هر

k) را با اســتفاده از خط كــش غيرمدرج و پرگار  )≥0 ضلعی منتظم
ترسيم كنيم. همچنين، چون مثلث متساوی الاضلاع را رسم كرده ایم، 
می توانيم با نيم ســاز كردن زاویه های مركزی دایرة محاطی اش به 6 
ضلعی منتظم، 12 ضلعی منتظم، 24 ضلعی منتظم، و به طور كلی به 

. (k )≥0 ضلعی منتظم رسيد k×3 2 یک
وضعيت مشــابهی دربارة 5 ضلعی منتظم، 10ضلعی منتظم، 
k×5 ضلعی منتظم  2 20 ضلعــی منتظم، و به طور كلــی برای هر 
k) برقرار اســت. سؤال اساسی در اینجا این است كه: »كدام  )≥0
nضلعی های منتظم را با اســتفاده از خط كــش غير مدرج و پرگار 

می توان ترسيم كرد؟«
اگر فرایند نيم ساز كردن زاویه های مركزی دایرة محاطی و رسيدن 
به دو برابر اضلاع را بدیهی انگاریم، ســؤال پایه ای  تر این اســت 
كه: برای n های فرد كدام nضلعی های منتظم را با اســتفاده از 

خط كش غيرمدرج و پرگار می توان ترسيم كرد؟ 

بررسی پراكندگی و توزیع عددهای اول 
بین عددهــای طبیعی، موضوع مطالعة 

بسیاری  از ریاضی دانان بوده است. 
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2-6.  طبقه بندی چند ضلعی های منتظم 
ترسیم پذیر 

همان طور كه در بالا اشاره كردیم، تاكنون هيچ عدد اول فرمایی 
به جز همان هایی كه خود فرما تشخيصشان داده بود، پيدا نشده 
است. حال می توان به این پرسش پرداخت كه اول بودن عددهای 
فرما چه فایده ای دارد؟ پاســخ این سؤال را گاوس17 با به دست 
آوردن شــرط كافی برای ترسيم پذیری ارائه كرد. كار وی توسط 
ریاضی دان كمتر شــناخته شدة فرانسوی به نام ونزل18 با اثبات 
لازم بودن شــرط ارائه شده توســط گاوس برای ترسيم پذیری 
تکميل شد. در واقع، احکام گاوس و ونزل دربارة چندضلعی های 
منتظم ترسيم پذیر با خط كش غيرمدرج و پرگار، جانی دوباره به 

حدس فرما  بخشيد. 

n  از دســته  آن   تنهــا  ونــزل(  )گاوس-  قضیــة 6-2-1. 
ضلعی هــای منتظــم ترســيم پذیر بــا خط كــش غيرمدرج 
 k

rn q q ...q= 1 22 یــا و   kn += 22 كــه  هســتند  پــرگار   و 
ها عددهای اول فرمای متمایز هستند.  jq و k ≥0 باشد كه در آن: 
توضيح اینکه چگونه یک مســئلة ترسيمی، با خانوادة خاصی از 
عددهای اول مرتبط می شود، به مفاهيمی نياز دارد كه خارج از 
ســطح این مقاله است. آنچه كه می توان اشاره كرد این  است كه 
این حکم جالب، در كنار حکم های مربوط به سه مسئلة معروف 
ریاضيات یونان باستان، در پی »مجرد سازی« مفاهيم مربوط به 
ترسيمات هندسی حاصل شده است. مجرد سازی مفاهيم ترسيم  
یعنی آزاد كردن امر ترسيم از اجرای عملی آن و مربوط كردنش 
به مفاهيمی از ریاضيات كه می توان بر اساس آن ها، برای امکان یا 
عدم امکان ترسيم برهان ریاضی اقامه كرد. به همين دليل حکم 
بالا فقط یک طبقه بندی از چند ضلعی های منتظم ترسيم پذیر با 
خط كش غيرمدرج و پرگار ارائه می دهد، و مطلقاً هيچ راهکار عملی 
برای ترسيم آن چند ضلعی ها روی صفحة كاغذ ارائه نمی كند. به 
دست آوردن راهکار عملی برای ترسيم چند ضلعی هایی كه امکان 
رسمشــان وجود دارد، كاری است از جنس روش ریچموند برای 
ترسيم پنج ضلعی منتظم كه براساس ترفند های هندسه و مثلثات 
حاصل می شود. این كار برای تعدادی از چند ضلعی های منتظم 
ترســيم پذیر، از جمله 17، 257 و 65537  ضلعی های منتظم 

انجام شده است كه البته بسيار پيچيده هستند. 
همان طور كه گفتيم تا به امروز تنها عددهای اول فرمای شناخته 
شده 3، 5، 17، 257 و 65537 هستند و مشخص نيست آیا عدد 
فرمای اول دیگــری وجود دارد یا خير. هر چند تحقيقات انجام 
شده در این زمينه مشخص كرده است كه به احتمال قوی تنها 
عددهای اول فرمای شناخته شده همين پنج عدد هستند. لذا در 
حال حاضر، پاسخ این سؤال پایه ای تر كه برای nهای فرد، كدام 
n ضلعی های منتظم را با استفاده از خط كش غير مدرج و پرگار 

می توان ترســيم كرد، عبارت  است از اینکه: »عددهای مذكور و 
حاصل ضرب های متفاوت آن ها با عوامل متمایز«؛ كه جمعاً 31 

عدد می شوند. تعدادی از عددهای مزبور از این قرارند

( F ), ( F ), ( F ),
( F ), ( F ),

( F F ), ( F F ),...
( F F ),

( F FF ), ( F FF )...,
( F F F ),

( F FF F ), ( F FF F )...,
( FF F F ),

= = =

= =

= =

=

= =

=

= =

=

0 1 2

3 4

0 1 0 2

3 4

0 1 2 0 1 3

2 3 4

0 1 2 3 0 1 2 4

1 2 3 4

3 5 17
257 65537
15 51
16843009
255 3855
286331153
65535 16711935
1431655765
42949672 ( F FF F F ).= 0 1 2 3 495

 دقــت كنيد كه مثلاً  نمی توان 3×3=9 یا 5×5=25 ضلعی های 
منتظم را با اســتفاده از خط كش غيرمدرج و پرگار رســم كرد. 

متمایز بودن عوامل در حکم گاوس- ونزل الزامی است. 

7. نتیجه  گیری و جمع بندی
بررســی پراكندگی و توزیع عددهای اول بين عددهای طبيعی، 
موضوع مطالعة بسياری  از ریاضی دانان بوده است. شکل3 توزیع 
عددهــای اول در فاصلة 1 تا20000 را نشــان می دهد. در این 
تصویر، فاصله های بين عددهای اول متوالی و رخنه های بين آن ها 
دیده می شود. زوج هایی از عددهای اول را كه تنها یک واحد رخنه 
بينشــان وجود دارد، »دوقلوهای اول«19 می نامند. چند دوقلوی 

اول آغازین عبارت اند از:         

( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ),
( , ), ( , ), ( , ), ( , )
3 5 5 7 1113 17 19 29 31
41 43 59 61 71 73 101103

یکی از پرســش های  عميق این  است: آیا نامتناهی دوقلوی اول 
وجود دارد؟ حدس زده می شود كه پاسخ این سؤال مثبت باشد. 
این حدس را »حدس  عددهای اول دوقلو« می نامند. این حدس 
دربارة »تکرار تمام نشــدنیِ فاصلة حداقلی بين عددهای اول« 
است. حدس عددهای اول دوقلو می گوید كه این مقدار حداقلی 
باید 2 باشد. یکی از آخرین دستاوردهای بسيار مهم در این زمينه 
كه حاصل كار گروهی جمعی از برجسته ترین ریاضی دان هاست، 

تأیيد مقدار حداقلی 246 است. 
از این قبيل حقایق در داستان عددهای اول فراوان وجود دارد؛ از 

عددهای اول سرشار  از شگفتی ها و اسرار سر به 
مُهر هستند. صحبت از عددهای اول برای همة 
سطوح دانش آموزان مقدور، و رسیدن به مرزهای 

حل نشده در آن به سرعت قابل حصول است.
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جمله »حدس گلدباخ«20، »حدس ریمان«21 و موارد بسياری 
كه سال ها فکر ریاضی دان ها را به خود مشغول كرده است. مسلماً 
بيــان این حقایق در شــنوندة علاقه مند هيجان  علمی به وجود 
می آورد و همين هيجان می تواند در وی شوق و علاقه ایجاد كند. 
عددهای اول سرشــار  از شگفتی ها و اسرار سر به مُهر هستند. 
صحبت از عددهای اول برای همة ســطوح دانش آموزان مقدور، 
و رســيدن به مرزهای حل نشده در آن به سرعت قابل حصول 
است. آنچه در این مقاله ارائه شد، بخشی از سخنرانی های نگارنده 
در جمع معلمان و دانش آموزان بود. گاهی بين همين جلســات 
بحث های مفيدی صورت گرفته اند؛ مانند قواعد بخش پذیری برای 

تمام عددهای اول كه در بخش 3مقاله ارائه شد. 

پی نوشت ها
1. شمارنده یا مقسوم عليه هر عدد صحيح n عددهایی هستند كه n  بر آن ها 
بخش پذیر است. مقسوم علیه می تواند مثبت یا منفی باشد. در این مقاله منظور 

ما از شمارنده یا مقسوم علیه، شمارنده های مثبت است. 
2. Prime Number

3. نماد P برگرفته از كلمة »prime« است. 
4. Composite Number
5. Fundamental Theorem of Arithmetic
6. Euclid of Alexandria (325 BC-265 BC)
7. Primality Test
8. Eratosthenes of Cyrene (276 BC-194 BC)

9. اسکندریه شهر بندری مهم مصر واقع در شمال غرب دلتای رود نيل است. 
نام شــهر از نام اسکندر مقدونی گرفته شــده است كه پس از فتوحاتش 
دستور ساخت این شهر را داده بود. پس از مرگ اسکندر و تجزیة امپراتوری 
او، در حدود سال 306ق.م بطلمیوس حاكم مصر شد و اسکندریه را به عنوان 
پایتخت انتخاب كرد و برای جلب دانشــمندان به شهر خود، دستور ساخت 
دانشگاه اسکندریه را صادر كرد. دانشگاه در حدود سال 300 ق.م افتتاح شد 
و شــروع به جذب استاد و پذیرش دانشجو كرد. اغلب استادان از آتن جذب 
شــدند. اقلیدس به عنوان رئيس بخش ریاضی انتخاب شــد و شروع به كار 
كرد. مهم ترین قسمت دانشــگاه كتابخانة آن بود که در حدود 40 سال پس 
از تأسيســش، بيش از 600 هزار طومار پاپيروس در خود داشته است! امروزه 
تعداد انگشت شــماری از این پاپيروس ها باقی مانده اند كه مهم ترین آن ها با 

محتوای ریاضی،»پاپيروس رایند« و »پاپيروس مسکو« نام دارند. 
10. هرچند همين دشواری هم در ریاضيات مفيد شناخته می شود، زیرا مبنای 
ســاخت و طراحی برخی از سيستم های امنيتی رمز نگاری است. در واقع، هر 
قدر تجزیه دشوارتر باشد، كليد رمز ساخته شده بر پایة آن امن تر خواهد بود، و 

این یعنی تبادل پيام ها و اطلاعات در امنيت انجام می شود. 
11. Pierre de Fermat (1601-1665)

12. اتحاد مزدوج بيان می كند كه برای تمامی عددهای حقيقی a و b داریم: 

. این البته حالت خاصــی از اتحاد مزدوج  a b (a b)(a b)− = − +2 2

داریم: n∈ اصلی است كه بيان می كند: برای هر 
n n n n n

n n n

a b (a b)(a a b a b

... a b ab b )

− − −

− − −

− = − + +

+ + + +

1 2 3 2

2 3 2 1

13.Blaise Pascal (1623-1662).
14.Leonhard Euler (1707-1783)
15.Pépin’s Primality Test
16.Herbert William Richmond (1863-1948)

17.Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
18. Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
19.Twin Primes 
20.Goldbach Conjecture
21.The Riemann Hypothesis
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شــکل 3. توزیع عددهای اول در فاصلة 1 تا 20000. در این تصویر برای 
عددهای طبیعی خانه هایی مربعی در یکصد سطر دویست تایی با شروع 
از گوشــة بالا چپ و به سمت راست چیده شده اند. در مواضع عددهای 
اول خانة سیاه و در مواضع عددهای مركب سفید رنگ آمیزی شده است. 

عدد 1 كه نه اول است و نه مركب با رنگ قرمز نشان داده شده است. 
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ابوالفضل رفیع پور
عضو هيئت علمي بخش آموزش ریاضي، دانشکدة ریاضي و كامپيوتر، دانشگاه شهيد باهنر كرمان

اشاره
در این مقاله، ابتدا رویکرد آموزش ریاضي واقعیت مدار معرفي مي شود و ارتباط آن با حوزة مدل سازي و 
كاربردها در آموزش ریاضي بیان مي شود. در ادامه، با توجه به اینکه در »سند برنامة  درسي ملي«، به كاربردهاي 
ریاضي در دنیاي واقعي اشاره شــده، راهبردهایي براي استفاده از رویکرد آموزش ریاضي واقعیت مدار در 

كلاس هاي درس ریاضي در سه بخش، ارائه شده است.

كلیدواژه ها: آموزش ریاضي واقعيت مدار، كلاس درس، كتاب درسي، مدل سازي

مقد مه
براســاس ادبيــات پژوهشــي، رویکــرد آمــوزش ریاضي 
»واقعيت مدار«1 به عنوان واكنش هلندي ها به دوران ریاضي جدید 
یا »ریاضي مدرن«2 شناسایي شده است. رویکرد آموزش ریاضي 
واقعيت مــدار به رهبري هانس فرودنتال3، آموزشــگر ریاضي 
هلندي، شروع شــد و به گفتة پنهیوزن4 )2001( این نهضت 
همچنان ادامــه دارد. ایدة اصلي در آموزش ریاضي واقعيت مدار 
این اســت كه به دانش آموزان فرصت دهيم كه ریاضي را تحت 
راهنمایي معلم خود، دوباره و توســط خودشان بسازند. در واقع، 
دانش رسمي ریاضي مي تواند به وسيلة دانش غيررسمي و عقل 
سليم دانش آموزان توسعه یابد ]Treffers, 1991[. این یعني به 
وسيلة انجام برخي فعاليت ها، شامل حل مسائل زمينه مدار كه 
براي دانش آموزان قابل درك هســتند، آن ها مي توانند از دانش 

غيررسمي خودشان براي خلق دوبارة ریاضي استفاده كنند.
به عقيدة فرودنتال )1991(، فعاليت هاي ریاضي در آموزش 
ریاضي واقعيت مدار، هم مي توانند در دنياي واقعي مطرح شوند 
كه باید براساس الگوهاي ریاضي سازماندهي شود، و هم مي توانند 
در دنياي ریاضي مطرح شــوند كه باید براساس ایده هاي جدید 

سازماندهي شوند تا بهتر فهميده شوند.
پژوهشــگران آمــوزش ریاضي كه در حوزة مدل ســازي و 
كاربردها فعاليت مي كننــد، آموزش ریاضي واقعيت مدار را جزو 
پيشينة حوزة مدل سازي و كاربردها در آموزش ریاضي شناسایي 
كرده اند. منظور از مدل سازي در آموزش ریاضي چرخة نمودار 1 
است كه در آن، فرایند مدل سازي با یک مسئله كه در موقعيت 

دنياي واقعي قرار دارد، شــروع مي شــود. سپس با صورت بندي 
مســئلة دنياي واقعي و تبدیل آن به یک مسئلة ریاضي دنبال 
مي شــود. در ادامه، این مســئلة ریاضي در دنياي ریاضي حل 
مي شــود و در نهایت، جوابي كه در دنياي ریاضي به دست آمده 
اســت، باید به دنياي واقعي برده شود تا با زمينة واقعي مسئله 
متناســب شــود ]Verschaffel, 2002[. در اینجا ممکن است 

جواب دنياي ریاضي به تفسير نياز داشته باشد.

نمودار 1. چرخة مدل سازي

دنیاي ریاضي

مسئلة ریاضي

ضي
ریا

لة 
سئ

ل م
ح

جواب ریاضي

صورت بندي

دنیاي واقعي

تعبیر و تفسیر

ت
 دق

ان
یز

ي م
رس

بر

جواب در دنیاي واقعي

مسئلة واقعی

در سند برنامة درسي ملي جمهوري 
اسلامي ایران، یکي از هدف هاي آموزش 
ریاضي، »توانایي به كارگیري ریاضي در 
حل مسائل روزمره« عنوان شده است

در سند برنامة درسي ملي جمهوري اسلامي ایران، یکي از 
هدف هاي آموزش ریاضــي، »توانایي به كارگیري ریاضي در 
حل مسائل روزمره« عنوان شده است )دبيرخانة شوراي عالي 
آموزش وپرورش، 1391(. همچنين، در بخش دیگري از ســند 
برنامة  درسي آمده است كه ریاضيات از نظر ماهيت، علمي مجرد 
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است، ولي بستر رشد و توســعة آن، مشاهده، توصيف و تجزیه 
و تحليل محيط پيراموني است. در ریاضيات مدرسه اي، فعاليت 
آموزشــي باید برخاسته از ریاضيات محيط پيراموني باشد. همة 
این ها نشان مي دهند كه كاربردي بودن ریاضي، جزو هدف هاي 
اساســي نظام آموزشــي ایران بوده و در اســناد بالادستي نظام 

آموزشي به آن ها اشاره شده است.
مرور ادبيات پژوهشــي به زبان فارســي نشان مي دهد كه 
چندین مقاله با تمركز روي آموزش ریاضي واقعيت مدار نوشــته 
شــده اند كه از آن جمله مي توان به مقالة رفیع پور )1393 ب(، 
غلام آزاد )1393(، و ساویزي  )1395( اشاره كرد. همچنين، 
تاكنون چندین پایان نامة كارشناســي ارشــد آموزش ریاضي با 
محوریت رویکرد آموزش ریاضي واقعيت مدار انجام شده اند كه از 

طریق »پایگاه ایران داك« قابل دسترسی هستند.
در مقالة حاضر، سه راهبرد مختلف براي استفاده از رویکرد 
آمــوزش ریاضي واقعيت مدار در كلاس هــاي درس ریاضي ارائه 
شــده اســت. این راهبردها حاصل تجربيات نویسندة مقاله در 
پژوهش هاي گوناگون و برگزاري كارگاه هاي آموزشــي در حوزة 

مدل سازي و كاربردهاست.

راهبرد اول: محیط اطراف خود را با دقت مشاهده 
كنید .

توصيــة كاربردي اول مبتنــي بر ادبيات پژوهشــي حوزة 
مدل ســازي و كاربرد در آموزش ریاضي است. السینا )2007(، 
آموزشــگر ریاضي اســپانيایي، در مقالة خود این ایده را مطرح 
مي كند كه در كلاس درس، كمتر از گچ و تخته استفاده كنيم و 
بيشتر از پدیده هاي محيط زندگي خود براي طرح مسائل ریاضي 
بهره بگيریم. براي این كار، كافي اســت ابتــدا دور و بر خود را 
خوب مشاهده كنيم و از اطلاعات منتشر شده در رسانه ها كه در 

دسترس هستند، به خوبي استفاده كنيم.
نویسندة مقاله حاضر از این رویکرد بارها براي طراحي مسائل 
متفاوت مدل ســازي كه برآمده از دنياي واقعي هستند، استفاده 
كرده اســت. بازخورد حاصل از اجراي این دســت فعاليت ها در 
كارگاه هاي مدل سازي، نشــان مي دهد كه شركت كنندگان در 
كارگاه هاي مدل سازي از حل این گونه مسائل دنياي واقعي حس 

خوبي دارند. 
براي مثال، شرایطي را در نظر بگيرید كه شخصي با بودجة 
محدود قصد دارد یک گوشي هوشمند بخرد. مسئله این است كه 
معيارهایي تدوین كنيد و براساس این معيارها، راهنمایي هایي به 
این شــخص ارائه كنيد تا او را در خرید گوشي هوشمند دلخواه 
یاري دهيد. حتي مي توان چارچوب مسئله را مشخص تر كرد. مثلًا 
با بودجه اي در حدود پنج ميليون تومان، فهرستي از گوشي هاي 
هوشمند و ویژگي هاي آن ها را در اختيار دانش آموزان قرار دهيد و 
از آن ها بخواهيد، یکي از این گوشي هاي هوشمند را انتخاب كنند. 
این انتخاب باید براساس معيارهاي متفاوت وزن دهي به هر یک 
از معيارها، انجام شود. مثلاً ظرفيت باتري، كيفيت عکس، قدرت 
پردازنده و ... مي توانند از جمله معيارهایي باشند كه در انتخاب 

بهترین گوشي هوشمند تأثير بگذارند.
مشابه این مسئله را مي توان به سادگي براي سایر موقعيت ها 

هم گســترش داد. مثلاً براي خرید بهترین »لپ تاپ« با بودجة 
مشــخص، یا خرید بهترین خودرو با بودجة محدود، یا انتخاب 
بهترین اپراتور تلفن همراه براســاس عادت هــاي مکالمة افراد 
متفاوت، مي توان روند مشــابهي را در نظر گرفت. گزارش اجراي 
نمونه هایي از این دست فعاليت ها، چاپ شده و در دسترس است. 
براي مثال، مقاله هاي احمدي و رفیع پور )1392 و 1393( در 

مورد انتخاب اپراتور تلفن همراه را ببينيد.

راهبرد دوم: در مسائل كتاب هاي درسي تغییر 
كوچکي ایجاد كنید.

نتایج تحليل محتواي كتاب هاي درســي ریاضي مدرسه اي 
با استفاده از چارچوب هاي نظري مختلف )براي مثال، رفيع پور، 
1391 و خاني و رفيع پور، 1394( نشان مي دهد كه درصد كمي 
از مسائل كتاب هاي درسي ریاضي مدرسه اي در حوزة مدل سازي 
و كاربرد قرار دارند. اما مي توان با ایجاد تغييرات كوچک در صورت 
مسائل، آن ها را به مسائل كاربردي چالشي تبدیل كرد. بنابراین 
توصية كاربردي دوم این اســت كه با ایجاد تغييرات كوچک در 
مسائل موجود، آن ها را به موقعيت هاي دنياي واقعي مرتبط كنيم. 
مثلاً با درج اطلاعات بيشــتر یا كمتر در صورت مسئله، آن ها را 
چالش برانگيز كنيم. براي ایجاد مسئلة جدید از روي مسئلة كتاب 
درسي، رهنمودهاي مختلفي وجود دارند كه در مقالة جداگانه اي 

با جزئيات بيشتر به آن پرداخته خواهد شد.
البته لازم به ذكر است، مثال هایي از مسائل كلامي تفسيري 
)مسائلي كه پاسخ نهایي آن ها نيازمند تفسير و مقابله با موقعيت 
مســئله اســت و نمونه اي از آن در مقالة رفيع پور )1393، الف( 
آمده است(، در كتاب هاي درسي ریاضي مدرسه اي قابل مشاهده 
اســت. اما از آنجا كه فقط در موقعيت هاي محدودي از مســائل 
كلامي تفسيري استفاده شده اســت، نمي توان از دانش آموزان 
انتظار داشت در مواجهه با مسائل دنياي واقعي، عملکرد مطلوبي 
از خود به نمایش بگذارند. مثلاً مسائل مطرح شده در صفحة 174 
كتاب درسي ریاضي اول دبستان، مسائل كلامي تفسيري هستند 
)تصویر 1(. اما چون این مسائل در صفحه هاي پایاني كتاب درسي 
مطرح شده اند و در سایر پایه ها، مثال هاي مشابه این مسائل دیده 
نمي شوند، خيلي اثرگذار نخواهند بود. لازم است مسائلي از این 
دست در سراسر مطالب كتاب درسي ریاضي و كلاس هاي درس 

ریاضي مطرح شوند.

تصویر 1. مسائل صفحة 174 كتاب ریاضي اول 
دبستان

1. یک اتوبوس 40 صندلي دارد. 24 نفر مسافر 
در اتوبوس بودند كه به ایستگاه امام خمیني)ره( 
رســید. 4 نفر از اتوبوس پیاده شدند. اتوبوس 

چند صندلي دارد؟

آموزش  در  اصلــي  ایدة   
ریاضــي واقعیت مدار این 
اســت كه به دانش آموزان 
فرصت دهیم كه ریاضي را 
تحت راهنمایي معلم خود، 
خودشان  توسط  و  دوباره 
دانش  واقع،  در  بســازند. 
به  ریاضي مي تواند  رسمي 
و  دانش غیررسمي  وسیلة 
دانش آموزان  سلیم  عقل 

توسعه یابد
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راهبرد سوم: از روش هاي متفاوت براي طرح 
مسئله استفاده كنید.

یکي دیگر از راهبردهاي مفيد كه براي طرح مسائل زمينه مدار 
دنياي واقعي، كارآمد است، استفاده از موقعيت هاي متفاوت براي 
طرح مسئلة ریاضي است. به گفتة استویانوا و الرتون )1996(، 
طرح مسئله مي تواند به صورت آزاد، نيمه ساختاري یا ساختاري 

باشد:
 طرح مسئله در موقعیت آزاد: در این موقعيت فرد باید 
طبق تجربيات قبلي خود مسئله طرح كند. براي مثال، مي توان 
از دانش آموزان خواســت براي دوســت خود یک مسئلة ریاضي 

طراحي كنند.
 طرح مسئله در موقعیت نیمه ساختاریافته: در این 
موقعيت باید براي شرایط داده شده، مسئله طرح كنند. مثلاً براي 

عبارت 5i+3i یک مسئله طرح كنيد.
 طرح مسئله در موقعیت ساختاریافته: در این موقعيت 
باید بر پایة مسئله اي مشخص، مسائل دیگري طرح شوند. براي 
مثال، مي توان از دانش آموزان خواســت براساس سؤال زیر، یک 

سؤال جدید طراحي كنند:
 چه تعداد پلاك خودرو با شکل كلي زیر مي توان براي شهر 

تهران صادر كرد؟

آن تلاش بيشتري خواهند كرد.
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3. 2 تاكســي از ابتداي خط شروع 
به حركت كردند. در یک تاكســي 4 
تاكسي دیگر 3 مسافر  و در  مسافر 
نشســته بودند. در بین راه چند نفر 
این  انتهاي  دیگر سوار شــدند. در 
مسیر چند مسافر از تاكسي ها پیاده 

شدند؟

2. ســعیده یک كتابخانه ي 2 طبقه دارد. 
در طبقه ي اول 12 كتاب و در طبقه ي دوم 
13 كتــاب دارد. او 4 كتاب از طبقه ي اول 
برداشت و در طبقه ي دوم قرار داد. او روي 

پي نوشت هاهم چند كتاب در این كتابخانه دارد؟
1. Realistic Mathematics Education
2. Modern Mathematics
3. Freudenthal
4. Panhuizen

منابع
1. احمدي، ح. و رفيع پور، ابوالفضل )1393(. »انتخاب اپراتور تلفن همراه: یک 

مسئلة مدل سازي ریاضي«. مجلة رشد آموزش ریاضي. شمارة 116.
ـــــ )1392(. »ریاضيات و تلفن همراه«. مجلة رشد آموزش ریاضي،  2. ـ

شمارة 112.
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واقعيت مدار«. مجلة رشد آموزش ابتدایي. دورة 19. شمارة 8.
9. غلام آزاد. ســهيلا )1393(. »رد پاي آموزش ریاضــي واقعيت مدار در 
ریاضيات مدرسه اي در ایران«. دوفصلنامة نظریه و عمل برنامة درسي. 

سال دوم. شمارة 3.
10. Freudenthal. H. (1991). Revisiting Mathematics Education. 
China Lectures Dordrecht: Kluwer Academic Publisher.
11. Panhuizen, M. Van Den. (2001). Realistics Mathematics 
Educatiom as Work in Progress. In F. L. Lin (Ed), Common 
Sense in Mathematics Education, 1- 43. Proceedings of 2001 
the Netherlands and Taiwan Conference on Mathematics 
Education, Taipei, Taiwan, 19- 23 November 2001.
12. Stoyanova E, Ellerton N. (1996). A framework for research 
into students' problem posing in school mathematics. In P. 
C. Clarkson (Ed). Technology in mathematics education. 
Melbourne, Australia: Mathematics Education Research Group 
of Australasia; 518- 525.
13. Treffers, A. (1991). Didactical Background of a Mthematics 
Program For Primary Education. In Leen Streefland (Ed), 
Realistics Mathematics Education in Primary Schools. 
Uterecht: Freudental Institute, Utrecht University.
14. Verschaffel, L. (2002). Taking the modeling perspective 
seriously at the school level: promises and pitfalls (plenary 
lecture). In A.D. Cockurn & E. Nardi (Eds.), Proceeding of the 
26th Conference of the international group for the psychology of 
mathematics education, vol. 1 (pp. 64- 80). Norwich, England 
University of East Anglia.

سخن پایاني
در این مقاله تلاش شد براساس ادبيات پژوهشي و تجربيات 
نگارنده در حوزة مدل سازي و كاربردها، سه راهبرد براي طراحي 
مسائل براساس رویکرد آموزش ریاضي واقعيت مدار، ارائه شود. 
این ســه رویکرد شامل توجه بيشتر به محيط پيراموني، تغيير 
مسائل كتاب هاي درسي ریاضي و استفاده از موقعيت هاي طرح 
مســئله بود. اســتفاده از رویکرد آموزش ریاضي واقعيت مدار، 
به طور مشخص مي تواند در آموزش  ریاضی در دورة همه گيری 
كرونا، مؤثر باشد. به خصوص اگر با استفاده از داده هاي منتشر 
شده در رسانه ها دربارة كرونا، یک مسئلة ریاضي طراحي شود، 
آن گاه دانش آموزان با مسئله بهتر ارتباط مي گيرند و براي حل 



حمید پزشک
دانشگاه تهران 

مقد مه
اگر به لغت نامة »آكســفورد« نگاه كنيــم، كلمة »آمار« را 
به عنوان شــيوه یا علم جمع آوری و تجزیــه  و تحليل داده های 
عددی در مقياس بزرگ تعریف كرده اســت كــه عمدتاً برای 
استنباط در مورد نسبت ها در كل بر اساس نسبت های در جزء 
یا نمونه به كار گرفته می شود. این تعریف درواقع بيان دیدگاهی 
است كه به آن دیدگاه »فراوانی گرا از آمار« می گویند. در این 
دیدگاه كه دیدگاه جزء به كل نيز ناميده می شود، برای شناسایی 
یک جامعه به بخشی از آن توجه می كنند. به این بخش كه طبق 
قاعده ای خاص انتخاب می شــود، »نمونه« می گویند. در مقابل 
ایــن دیدگاه از آمار دیدگاه دیگری وجود دارد كه به آن دیدگاه 
»بیزی« می گویند. این نام گذاری به افتخار توماس بیز )1761ـ 
1701(، دانشمند و فيلسوف انگليسی انجام شده است. قضية بيز 
كه بی تردید یکی از زیباترین قضيه های عالم ریاضی است، اساس 
دیدگاه بيزی را شکل می دهد. در این دیدگاه هم به نحوی از جزء 
برای كل استنباط می شود، فقط با این تفاوت كه از اطلاعات و 
دانش قبل از نمونه گيری اســتفاده می شود. به عبارت دیگر، در 
دیدگاه فراوانی گرا، اساس تصميم گيری دربارة  كل )جامعه( فقط 
اطلاعات به دست آمده از جزء )نمونه( است، اما در دیدگاه بيزی 
فرض بر این است كه شما قبل از نمونه گيری، اطلاعاتی )حتی 
مبهم( از جامعه دارید و سپس نمونه می گيرید. حال با تركيب 

این دو اطلاعات استنباط را در مورد جامعه انجام می دهيد.
هدف این نوشــتة كوتاه كه با الهام از یکی از یادداشت های 
والت هیکی، دبير ارشد نشریة داده ها، نوشته شده است، تجزیه 
 و تحليل یک مســئلة آماری خاص نيست. حتی قصد ندارد به 
لحاظ تاریخی به واقعه ای مرتبط به علم آمار و احتمال بپردازد. 
هدف این اســت كه در شرحی كوتاه بحث كنيم، در دنيای پر 

از پدیده های غيرقطعی اطراف ما، استفاده از علم آمار و احتمال 
چقدر در توجيه پدیده ها توانمند اســت. جالب است كه بدانيد، 
حتی نگاه محدود و غيرفنی به »آمار و احتمال« می تواند به شما 

ایده های جدیدی در مورد تفسير داده ها بدهد.
در این نوشته چند موضوع كلاسيک را كه به نحو غيرمتعارف 
حل شده اند، انتخاب كرده ایم كه كمک می كنند دریابيم، چقدر 
داده ها می توانند گمراه كننده باشند و چگونه وقایع می توانند ما را 

به مسيرهای درست یا اشتباه بفرستند!

1. اطلاع از نمونه های قبلی
الف( در جعبه ای سه مهرة سياه و چهار مهرة سفيد وجود 

دارد. همة مهره ها هم شکل اند و فقط رنگشان فرق می كند.
حالت اول: شــما یک مهــره به تصــادف از جعبه بيرون 

می آورید. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب شده سفيد باشد؟
4 كلاً هفت مهره وجود دارد 

7
پاسخ به نظر سرراست می آید: 

4 درست است. 
7

كه چهارتای آن ها سفيدند. بنابراین احتمال 

حالت دوم: از همان جعبه )با هفت مهره( چهار مهره بيرون 
می آوریم و بدون نگاه كردن به رنگشان، كناری می گذاریم. حال 
مهرة پنجم را بيرون می آوریم. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب 

شده سفيد باشد؟
پاسخ به سرراستی پاسخ قبلی به نظر نمی رسد! ولی باز هم: 
. چرا؟ قبل از اینکه جواب را به نحوی غيرمتعارف توجيه كنيم،  4

به این سؤال هم توجه كنيد:7
حالت سوم: از همان جعبه )با هفت مهره( شش مهره بيرون 
می آوریم و بدون نگاه كردن به رنگشان، كناری می گذاریم. حال 
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مهــرة هفتم را بيرون می آوریم. چقــدر احتمال دارد مهرة 
. 4
7

انتخاب شده سفيد باشد؟ باز هم: 

با اینکه با استفاده از روابط نه خيلی پيچيده نظریة احتمال 
می توان نشان داد پاسخ به سؤال های مطرح شده در حالت های 
4 اســت، ولی این توجيه زیبا و غيرفنی نيز 

7
دوم و ســوم هم 

كمک كننده است: در حالت های دوم و سوم، با توجه با اینکه 
هیچ اطلاعی از رنگ مهره هایی كه قبلاً بیرون آورده شده، 
نداریم، مســئله مانند آن است كه از ابتدا می خواهيم از همان 
جعبه )با هفت مهره( یک مهرة سفيد بيرون بياوریم. احتمال این 

4 است!
7

رویداد 

ب( شما دانش آموز یک كلاس 20 نفری هستيد. روزی معلم 
كيســه ای را به شما نشــان می دهد كه در آن 19 مهرة سياه و 
یک مهرة ســفيد وجود دارد. باز هم همة مهره ها هم شکل اند و 
فقط رنگشان فرق می كند. معلم می گوید صف ببندید و یکی یکی 
بيایيد جلوی ميز من و هر كدام به تصادف یک مهره از كيســه 
بيرون بياورید و بدون برگرداندن مهره به كيســه، نوبت را به نفر 
بعدی در صف بدهيد تا او هم مهره ای بيرون بياورد. هر كس مهرة 
سفيد را بيرون بياورد، جایزه ای نفيس می گيرد. حال به شما اجازه 
داده اند در مکان اول یا هفتم یا بيستم صف بایستيد. كدام مکان 

را انتخاب می كنيد؟ چرا؟
پاسخ: هیچ ارجحیتی بین مکان ها وجود ندارد و همة 
مکان ها هم شــانس هستند. احتمال برنده شــدن برای هر سه 
1 است 

20
1 اســت. برای مکان اول احتمال برنده شدن 

20
مکان 

و برای مکان های هفتم و بيستم، به دليل آنکه هیچ اطلاعی از 
رنگ مهره هایی كه قبلاً بیرون آورده شده اند، نداریم، باز 
1 است! البته یادآوری می كنيم كه با 

20
هم احتمال برنده شدن 

استفاده از روابط سرراست نظریة احتمال می توان این احتمال را 
1 است.

20
برای مکان های هفتم و بيستم به دست آورد و نشان داد 

2. مسئلة مونتی هال
فرض كنيد شما در یک مسابقة تلویزیونی برای بردن جایزة 
اصلی شركت می كنيد. مجری برنامه به شما سه در بسته نشان 
می دهد كه پشــت دوتای آن ها بز است و پشت یکی خودرویی 
گران قيمت. مجری به شــما می گوید: اگر شما دری را انتخاب 
كنيد، او یک در دیگر را كه پشــتش یک بز اســت، باز می كند. 
بعد به شما دو انتخاب می دهد: یا همچنان روی دری كه انتخاب 
كرده اید، پافشاری كنيد، یا انتخابتان را تغيير دهيد و در دیگری 
را كه مجری باز نکرده است، انتخاب كنيد. آیا روی انتخابی كه 
كرده اید پافشاری می كنيد؟ به عبارت دیگر، آیا فرقی می كند كه 

انتخابتان را عوض كنيد؟

پاسخ: به نظر می رسد این مسئله هم مثل مسئلة قبل است. 
1 است و حال 

3
ابتدا كه هر ســه در بسته اند، شانس برد خودرو 

1 شده است و فرقی 
2

كه مجری یک در را باز كرده، احتمال برد 
نمی كند شما انتخابتان را عوض كنيد یا خير.  اما با كمی استدلال 
ساده درمی یابيد: به نفع شماست انتخابتان را عوض كنید، 
زیرا احتمال برنده شدن بعد از آنکه مجری یک در را باز 

2 است! 
3

1 نیست بلکه 
2

كند 
فرض كنید شــما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب كردید. 
به حالت های جدول 1 توجه كنيد تا متوجه شــوید، بعد از آنکه 
مجری یک در را كه پشتش بز بود، باز كرد، به نفع شماست كه 

انتخابتان را عوض كنيد.

جدول 1. حالت های متفاوت در مسئلة هال
انتخاب  اگــر  نتيجه، 

اولتان را عوض كنيد
انتخاب  اگــر  نتيجه، 
اولتان را عوض نکنيد

در شمارة 3 در شمارة 2 در شمارة 1

بز خودرو بز بز خودرو

خودرو بز بز خودرو بز

خودرو بز خودرو بز بز

1 2

همان طــور كه در جدول بالا می بينيــد، برای این حالت 
خاص كه شما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب كرده بودید، با عوض 
كردن انتخابتان بعد از آنکه مجری در دیگری را باز می كند، در 
1 اوقات بازنده می شوید! 

3
2 اوقات خودرو را می برید و فقط در 

3
تفاوت مسئلة مونتی هال با مسئلة قبلی در چيست؟

تصویر 1. پشت كدام در خودرو وجود دارد؟

پاسخ: در مسئلة قبلی نکتة كليدی در این بود كه اطلاعی از 
مرحله های قبلی نمونه گيری نداشتيم و همه چيز بر حسب تصادف 
رخ می داد. ولی در مسئلة مونتی هال، مجری مطلعی وجود دارد 

كه مطمئن است، پشت دری را كه باز می كند، بز هست.

3. پارادكس روز تولد
فرض كنيد شما رئيس اداره ای با 23 كارمند هستيد. چقدر 
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احتمال دارد حداقل دو نفر از كارمندانتان دارای روز تولد مشترك 
باشــند )یا در یک روز از سال به دنيا آمده باشند(؟ فرض كنيد 

سال 365 روز دارد.
پاسخ: با توجه به اینکه سال 365 روز دارد، به نظر می رسد 
كه خيلی محتمل نباشــد كه دو نفر یا بيشتر از دو نفر روز تولد 
مشترك داشته باشند ولی این طور نيست. این احتمال بيش از 

50 درصد است!

1
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تصویر 3. از كدام قسمت از هواپیما باید بیشتر محافظت شود؟

تصویر 2. پارادكس روز تولد

واضح است اگر 366 نفر در اداره كار می كردند، با احتمال 1 
حداقل دو نفر روز تولد مشترك داشتند.

اجازه دهيد پيشامد A را تعریف كنيم: پيشامد آنکه حداقل 
دو نفر در یک روز به دنيا آمده باشند و  AC را پيشامد متمم آن 
در نظر بگيریم، با استفاده از رابطة زیر می توانيم احتمال پيشامد 

A را بيابيم:
cP(A) P(A )= −1

cP(A آسان تر است. شما دو نفر را در اداره انتخاب  ) محاسبة
كنيد. احتمال آنکه نفر دوم روز تولدی متفاوت از نفر اول داشته 
364 است. احتمال آنکه نفر سوم روز تولدی متفاوت از 

365
باشــد، 

363 است. اگر همين طور در اداره 
365

نفر اول و دوم داشــته باشد، 
را برای 23 نفر به صورت زیر بيابيم: cP(A ) جلو برویم، می توانيم

cP(A ) /= × × × ×…× =
365 364 363 362 343 0 4927
365 365 365 365 365

لذا در اداره ای با 23 كارمند، احتمال آنکه هيچ دونفری روز 
تولد مشــترك نداشته باشند، 0/4927 است. پس احتمال آنکه 
حداقل دو نفر در یک روز از سال به دنيا آمده باشند، برابر است 

با: 0/5073=1-0/4927.
جالب اســت بدانيد، اگر 57 نفر در اداره كار كنند، احتمال 
آنکه حداقل دو نفرشان روز تولد مشترك داشته باشند )یا در یک 
روز از ســال به دنيا آمده باشند(، بيش از 0/99 است! نمودار 1 

P(A) را به عنوان تابعی از تعداد كارمندان نشان می دهد.

4. توصیة آبراهام والد
در طــول جنگ جهانی دوم به آبراهام والــد مأموریت داده 

نمــودار 1. احتمال آنکه حداقل دو نفر در یک روز به دنیا آمده باشــند، 
به عنوان تابعی از تعداد افراد داخل یک گروه.

شد در مورد هواپيماهای صدمه دیده ای كه از پرواز بر فراز آلمان 
برگشته بودند، تحقيق كند. او باید آسيب های هواپيماها را بررسی 
می كرد تا مشاوره دهد از كدام قسمت ها باید بيشتر محافظت شود.

آبراهــام درمی یابد، بدنة هواپيما و سيســتم ســوخت از 
قسمت هایی هستند كه احتمال بيشتری دارد توسط گلوله ها یا 
تركش ها آسيب ببينند تا موتورهایشان. حال او باید به مقامات 

بالاترش چه پيشنهادی بدهد؟

پاسخ: محافظت های بيشتر را به قسمت های آسيب ندیده 
معطوف كنيد. بله درســت متوجه شدید، آبراهام والد كه در آن 
زمان عضو گروه پژوهش های آماری بود، پيشنهادی غيرمتعارف 
كرد كه حاصلش نجات جــان تعداد قابل توجهی از خلبان ها و 

هواپيماها شد.
بر اساس مشاهدات و آسيب های هواپيماهای بازگشته به 
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پایگاه، محافظ ها را برای قسمت هایی از هواپيما كه بيشترین 
آســيب را دیده اند، قرار ندهيد! در حقيقت این قسمت ها آن قدر 
مقاوم بوده اند كه آسيب را تحمل كنند. اگر یک قسمت اساسی 
یک هواپيمای برگشــته به پایگاه  ـ مثلاً موتورش ـ بدون آسيب 
مانده، بدان معنی اســت كه به احتمال زیــاد هواپيماهایی كه 

موتورشان آسيب  دیده اند، اصلاً نتوانسته اند برگردند.
توصية والد برای این موضــوع نه تنها یک مدرك تاریخی 
آماری قابل توجه به شــمار می رود، بلکه مقدمه ای بر اســتفادة 
بيشتر از آمار در طول جنگ جهانی می شود كه جهان را به سوی 

پيدایش حوزة علمی »تحقيق در عمليات« پيش می برد.

5. برآورد
فرض كنيد سکه ای در دســت دارید كه روی یک وجهش 
عدد 0 و روی وجه دیگرش عدد 1 حک شده است. قرار است در 
پرتاب های متوالی از این سکه، هرگاه وجه 1 مشاهده شد، 100 
تومان بگيرید و اگر عدد 0 مشــاهده شد، 100 تومان بپردازید. 
قبل از بازی به شما اجازه می دهند كه شانس مشاهدة وجه ها را 
برای خودتان برآورد كنيد تا تصميم بگيرید، آیا در بازی شركت 
می كنيد یا نه؟ چه ایده ای برای برآورد شانس مشاهدة 1 دارید؟

پاسخ: سکه را بــه تعداد دفعات نســبتاً زیادـ مثلاً 40 بارـ 
پرتاب می كنيم و تعداد دفعاتی كه عدد 1 را مشاهده كردیم به 
تعداد كل پرتاب ها )40 بار( تقسيم می كنيم. پاسخ قانع كننده ای 
است. این كار برآورد مناسبی از شانس مشاهدة عدد 1 می دهد. 
جالب اســت بدانيد، نظریة ریاضی قوی از این ایده پشــتيبانی 
می كند. این نحوه برآورد كه با اســتفاده از آزمایش های مستقل 
از هم به دست می آید، درواقع اساس »روش آماری فراوانی گرا« 
برای برآورد یک پارامتر ناشــناخته اســت كه به آن نام »برآورد 
ماكزیمم« درســت نمایی می گویند. مثلاً اگر در این 40 پرتاب 
18 بار عدد یک مشاهده شده باشد، برآورد مورد نظر برابراست:

. جالب است بدانيد در این نظریة فراوانی گرا، نمونة  /=
18 0 45
40

نسبتاً زیاد غالباً به نمونه های بزرگ تر یا مساوی 30 گفته می شود.
حال فرض كنيد دوست شــما قبل از پرتاب های شما این 
ســکه را 50 بار پرتاب كرده و 28 بار عدد 1 را مشــاهده كرده 
است. او این موضوع را به شما می گوید. آیا اطلاعی كه او می دهد، 

18 تأثير خواهد گذاشت؟ پاسخ این سؤال 
40

روی برآورد شما، یعنی
مثبت است. به كمک این مثال ساده به روش دیگر برآورد به نام 
»برآورد بيزی«، اشــاره می كنيم. در آمار بيزی، هم به نتایج به 
(، و هم به اطلاعاتی كه خارج از نمونه  18

40
دست آمده از نمونه )

در دسترس است، توجه می كنيم. در مثال ما، یک برآورد بيزی 
. ( ) /
( )

+
=

+
18 28 0 51
50 40

برای شانس مشاهدة عدد 1 عبارت است از 

همان طور كه در ابتدای این نوشته اشاره شد، صورت ساده ای 
كه می توان از روش آمار بيزی بيان كرد، این گونه اســت: »شما 
در مــورد پدیــده ای یک باور دارید كه غالباً بــه آن باور قبلی 
می گویند. حال اطلاعات جدیدی به دستتان می رسد )یا نمونه 
می گيرید(. واضح است با نوری كه اطلاعات جدید می تاباند، باور 
قبلی تغيير می كند و باور جدید یا باور بعدی حاصل می شود«. 
زیبایی آناليزی كه توماس بيز معرفی كرد، در این است كه چگونه 
اطلاعات قبلی را با نمونه ای كه خودمان می گيریم، تركيب كنيم 
تا اطلاعات به روز شــده را به دست آوریم. در مثال پرتاب سکه، 
ما این تركيب را با جمع زدن تعداد یک های مشــاهده شده در 
پرتاب های دوســتتان و پرتاب های خودتان و تقسيمش بر كل 
پرتاب ها انجام دادیم. اما بحث در موارد كلی تر پيچيده تر از مثال 

مطرح شده است.

6. سخن آخر
سؤال بااهميتی كه به ذهن می رسد این است كه: »چرا علم 
آمار این قدر با احتمال عجين شــده است؟« پاسخ به این سؤال 
دشــوار نيست. به عبارت دیگر، واضح است زمانی كه می خواهيم 
با اســتفاده از یکی از روش های فراوانی گرا یا بيزی دربارة جامعه 
استنباط كنيم و دیدی از جامعه به دست آوریم كه این دید برای 
قدم های بعدی، یعنی تصميم گيری و برنامه ریزی لازم اســت، با 
پدیدة »عدم قطعيت« مواجهيم. عدم قطعيت همه جا هست؛ از 
داشتن باور قبلی كه مطمئناً با تردید همراه و بسيار شخصی است 
تا اخذ نمونه كه غالباً تصادفی است و همچنين انجام استنباط كه 
بر مبنای اطلاعات نمونه انجام می شود. ابزار مواجهه با عدم قطعيت، 
احتمال اســت. به گفتة آماردان بزرگ دنیس لیندلی )2013- 
1923( احتمال درواقع »علم حساب دیفرانسيل عدم قطعيت« 
است. اگر بخواهيم با عدم قطعيت برخورد كنيم و یا به عبارتی آن 

را تحت كنترل درآوریم، باید از حساب احتمالات استفاده كنيم.
در مثال های كوتاه بالا به نقش احتمال در تجزیه  و تحليل 
حوادث پرداختيم. ادبيات غنی موجود در زمينة آمار و احتمال و 
فعاليت های پژوهشی محققان، شامل مقاله ها، كتاب ها و كارگاه ها 
در این زمينه موجب ظهور و توســعة حوزه های متفاوت علمی 
بين رشته ای، مانند آمار حياتی، نظریة بازی ها، هوش مصنوعی، 
یادگيری ماشــين، داده كاوی، ریاضيــات مالی، بيوانفورماتيک، 

یادگيری عميق، پردازش تصویر و ... شده است.

منابع
1. ایزد دوستدار، نوروز و پزشک، حميد )1396(. احتمال و استنباط آماری )ج 

1(. انتشارات دانشگاه تهران. چاپ ششم.
2. حميد پزشک و نوروز ایزد دوستدار )1398(. احتمال و استنباط آماری )ج 

2(. انتشارات دانشگاه تهران. چاپ چهارم.
3. https://www.businessinsider.com
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امیرحسین اصغری، دانشگاه جان مورس ليورپول    

مترجم: اطهر فیروزیان، كارشناس ارشد آموزش ریاضی

حدود 20 سال پيش، در كلاس ریاضی یک مدرسة راهنمایی، 
وقتی در حال تدریس عددهای منفی به گروهی از دانش آموزان 
13 ســاله بودم، اتفاقی افتاد كه داســتان آن را بارها به صورت 
شفاهی بيان كرده ام. تا همين اواخر، هميشه گمان می كردم كه 
این اتفاق تنها یک نمونــة خوب از خلق تعاملی یک مفهوم در 
یک كلاس ریاضی است. اما در یکی از پژوهش  های اخيرم دربارة 
تاریخ عددهای منفی]اصغری، 2019[، بخش به نظر بدیهی این 
داستان، یعنی خود عددهای منفی، به شکل جدیدی برایم روشن 
شد. در حقيقت به تعدادی از مزیت های بازنمایی رایج این عددها 

با یک علامت منها در مقابل آن ها، پی بردم.
ممکن اســت صحبت دربارة مزیت هــای چنين بازنمایی 
آشنایی، عجيب به نظر برسد. برای مثال، »واژه نامة استانداردهای 
ایالتی هستة مشترك برای ریاضی1« )2010(، عددهای صحيح را 

به شکل زیر تعریف می كند:
عــدد صحیــح2: عــددی كــه بــه شــکل a یــا 
a قابــل نمایــش اســت، بــه ازای هــر عــدد حســابی -a 

. [Asghari, 2019: 13-16] 
پس به نظر می رســد عددهای منفی با یک علامت منها در 
كنار آن ها تعریف می شوند و به همين دليل، ناچاریم »منفی سه« 
یا »منهای سه« را به صورت 3- بازنمایی كنيم. اما می توانستيم 
برای تمييز بين »منهای ســه«، مثلاً در »پنج منهای ســه« و 
»منفی سه« به عنوان یک عدد مستقل، از 3- استفاده كنيم. یا 
حتی می توانســتيم از دو رنگ  متفاوت برای تفاوت قائل شدن 
ميان عددهای مثبت و عددهای منفی بهره بگيریم؛ همان طوری 
كه چينی ها بيش از دو هزار ســال پيش از رنگ مشــکی برای 
 عددهای منفی و از قرمز برای عددهای مثبت استفاده می كردند

]Joseph, 2010[. پس چرا ما نماد a- را به جای هر نماد دیگری 

برای بازنمایی عددهای منفی آموزش می دهيم؟ گذشته از این ها، 
می دانيم كه استفاده از نماد مشابه برای عملگر )تفریق( و یک نوع 
عدد )عدد منفی( ممکن است برای دانش آموزان گيج كننده باشد.

اگر عددهای منفی به روش دیگری نمایش داده شــوند، چه 
اتفاقی می افتد؟ در اینجا ابتدا داســتان دانش آموزانی را می گویم 
كه نادانسته )حداقل در ابتدا(، بازنمایی دیگری از عددهای منفی 
را تجربه كردند. ســپس بازنمایی اختراعی آن هــا را با بازنمایی 
استاندارد مقایســه می كنم و در مورد جنبه های مثبت و منفی 
استفاده از علامت منها برای بازنمایی عددهای منفی شرح می دهم. 
مکالمه های زیر نعل  به نعل نيستند، ولی براساس اتفاقات واقعی 

هستند .
سؤال

معلم جوان، كه من هستم، به بچه ها می گوید: »به این جدول 
نگاه كنيد.«

»از چپ به راســت، عددهای هر خانه سه برابر می شوند و از 
راست به چپ، بر سه تقسيم می شوند. بنابراین می توانيم خانه های 

ردیف دوم جدول را در دو جهت كامل كنيم.«

»می دانيم كه در خانة بالای 81، عدد 34 و بالای 243 عدد 
1 چه عددی 

3
35 قرار می گيرد. اما در خانة بالای 1 یا بالای خانه 

بگذاریم؟ به عبارت دیگر، چه توانی از 3 با 1 برابر می شود؟

3534333231
1
23

24381279311
3

1
9
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3534333231
1
23

1
43

1
83

24381279311
3

1
9

353433323130

24381279311
3

1
9

353433323130÷13÷23÷33÷43

24381279311
32

1
33

1
34

1
3

اولین الگو
تعدادی از دانش آموزان )شــاید نيمی از كلاس( پاسخ دادند: 
»ببينيد! وقتی از 32 به 31 حركت می كنيد، توان نصف می شود؛ 

 باشد.«
1
23 پس خانة بعدی باید 

آن ها تصدیق كردند: »درســت است كه وقتی از 33 به 32، یا 
از 34 بــه 33 حركت می كنيم، این الگو وجود ندارد )می بينيم كه 
3، نصف 4 نيست(، اما مهم نيست. در حال حاضر خانه های سمت 

چپ 31 برای ما اهميت دارند.«

»خانه های سمت راست 32 از یک الگو پيروی می كنند )هر 
بار، به توان عدد سه یکی اضافه می شود( و خانه های سمت چپ 
32 از الگوی دیگری پيروی می كنند )هر بار، توان نصف می شود(.«

من گفتم: »اگر هدف ما فقط پر كردن خانه ها باشد، موفق 
شــده ایم. اما در این صورت، یــک ویژگی خيلی مفيد را كه در 
خانه های سمت راســت جدول داریم، از دست می دهيم: برای 
ضرب دو عدد از خانه های ردیف بالا )مثلًا 327 و 310( می توانيم 
پایه را بنویسيم و توان ها را جمع كنيم؛ یعنی: 337= 310×327. این 
ویژگی در خانه های سمت چپ وجود ندارد. شاید بتوانيم به یک 

×
1 1
32 1283 3 رابطه یا روش هوشمندانه  برای پيدا كردن حاصل  

1 به دست بياید. 
32

1 و 
128

برســيم؛ چيزی كه فقط با دانستن 
اما این رابطه هرچه كه باشــد، سخت تر از جمع دو عدد است.« 
)همچنين، حواسم به یک مفهوم مهم تر بود: بعداً می خواهيم با 

 كار كنيم كه در آن داریم:
1
23 معنی دیگری از 

× =
1 1
2 23 3 3

اما می فهمم كه دانش آموزان دیگر می خواهند چيزی بگویند. 
شاید آن ها الگوی دیگری مشاهده كرده اند؛ الگویی كه تا این حد 

منفصل نباشد.

دومین الگو
بقية دانش آموزان گفتند: »وقتــی از خانة 32 به 31 حركت 
می كنيــم، از توان 3 یکی كم می شــود. پس عــدد خانة بعدی 

می شود 30.«
مــن گفتم: »توجه كنيــد! وقتی از 33 به 32 یــا از 34 به 33 
می رویــم، هم این الگو برقرار اســت )می بينيد كــه 3 یکی از 4 

كمتر اســت(. به علاوه، حالا می توانيــم در31×30 توان ها را جمع 
كنيم و به 31 برســيم، و این همان چيزی است كه می خواهيم

. خب حالا تــوان 3 در خانة  )و )+× = × = =0 1 0 1 11 3 3 3 3 3 3
چيست؟« 1

3
بالای

آن ها پاسخ دادند: »اگر بخواهيم الگو را به همين شکل ادامه 
دهيــم، در این مورد توان 3 باید یکی كمتر از صفر باشــد؛ اما ما 

نمی توانيم یکی كم تر از صفر داشته  باشيم، می توانيم؟«
و ناگهان یک پيشنهاد مطرح شد؛ پيشنهادی كه هنوز هم بعد 

از 20 سال به صورت خوشایندی از آن شگفت زده ام.
یکی از دانش آموزان فریاد زد: »ببينيد! 31 یعنی فقط 3.  32 
یعنی دو تا 3 در هم ضرب شــوند. ما می توانيم آن ها را به شکل

1 یک تقسيم است، می توانيم 
3

× نمایش دهيم. پس چون ×2 13 و3

23÷ نشان دهيم!« 1÷ را به صورت 
2
1 3
3

و آن را به شکل

اســتفاده كــرده  بودیم، توافق  ×23 چون پيش تر از 32 برای
كردیم كه برای قســمت راست جدول همان نماد آشنای قبلی 

را به كار بریم.

كاری كه با این نماد اختراعی كردیم
این نماد )كه آن زمان پذیرفتم( شباهت های خاصی به نماد 
اســتانداردی داشــت كه در ذهنم بود. مهم ترین شباهتشان این 
بــود كه با این نماد، قانون جمع توان ها هنــگام ضرب در هر دو 
ســمت جدول برقرار می شد. برای مثال، برای پيدا كردن حاصل
می توانيم پایه را بنویسيم و توان ها را با هم جمع كنيم: ÷ ×27 103 3

17 و این قانون بــرای هر پایه ای كار می كند. 
1
3

، یــا همان  ÷173

سپس با یک قاعدة كلی كه در ذهن داشتيم، شروع به كاوش در 
نحوة انجام محاسبه با این موجودات جدید كردیم: می خواستيم 
قوانينی كه از توان می دانستيم را بی كم و كاست حفظ كنيم. ضرب 
عددهای توان دار به ما جمــع این موجودات جدید را می دادند و 
تقسيم عددها ما را به تفریق آن ها رساند. توانِ توان، به ضرب منجر 

شد و تقسيم به عنوان عکس عمل ضرب ظاهر شد.
از آنجا كه محاســبة توانِ توان، استدلال ریاضی مفيدی برای 
یکی از معروف ترین قوانين مربوط به عددهای منفی را در اختيارمان 

قرار می دهد، توضيح آن ارزشمند است.
می خواهيم هنگام محاسبه توانِ توان، پایه را نگه  داریم و توان ها 
) اعمال  )÷ ÷4 53 را در هم ضرب كنيم. اجازه دهيد این قانون را روی
 ( ) ( )÷ × ÷4 5 ) اما حاصل ) ( )a ÷ × ÷4 5 a) باید بشــود  )÷ ÷4 5 كنيم.

چيست؟ با هم ببينيم.
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(a ) a
(a ) a

÷ ÷
÷ ÷

= = =4 5 20
4 5 20
1 1

( ) ( )÷ × ÷ =4 5 پس باید داشته باشيم:20
ما تمام این محاسبه ها را در كلاس انجام دادیم. در این مرحله، 
سؤال اصلی برای من )به عنوان معلم( این بود كه چرا و چگونه باید 

نماد استاندارد یا همان علامت منها را معرفی كنم.

چرا
علامت هایی كه به اشتراك گذاشته می شوند، نقطة كليدی 
برای یک ارتباط اجتماعی موفق هستند. اگر هر كدام از ما نمادهای 
مختص خودمان را داشــته  باشيم، به زودی هيچ كس نمی تواند 
منظور دیگری را بفهمد و ریاضيات به یک بازی رمزگشایی تبدیل 
می شود. بنابراین هر مفهوم با مجموعه ای از نمادهای مورد توافق 
همراه می شــود كه یکی از آن ها نمایش 1- برای پاسخ معادلة 
s+1=0 است، نه 1÷. اما آیا انتخاب این نماد برای عددهای منفی، 
با توجه به شــباهت آن با نماد تفریق، عاقلانه اســت؟ در نهایت 
شــگفتی، دليل اصلی انتخاب علامت - برای نمایش عددهای 

منفی، همين استفادة دو پهلوست.
معمولاً وقتــی برای اولين بار در حــال كاوش در عددهای 
توان دار هســتيد، با عددهای منفی مواجه نمی شــوید. و از نظر 
تاریخی، قوانين علامت ها ابتدا در محاســبه های جبری و قبل از 
پذیرش عمومی عددهای منفی مورد استفاده قرار گرفت ]اصغری، 
2019[. برای مثال، وقتی عمليات روی عددهای طبيعی را درك 
كنيــم، تركيب آن ها، مثلاً ضــرب دوجمله ای ها نيز امکان پذیر 

می شود:
( )( )
( )( )
( )( )

a + b c + d = ac + ad + bc + bd

a + b c - d = ac - ad + bc - bd

a - b c - d = ac - ad - bc + bd
هيچ یک از این تســاوی ها به دانش عددهای منفی نيازی 
ندارد و درســتی هر كدام را می توان به شکل هندسی نشان داد. 
عبارت bd+ در )a-b()c-d( از این قانون نتيجه می شود كه »ضرب 
منها در منها می شود جمع« )نه این قانون كه »ضرب منفی در 
منفی می شود مثبت«(. در اینجا دانش عددهای صحيح مورد نياز 
نيســت و فقط علامت ها مهم هستند. این قانون را روی عبارتی 
مثل )7-3()5-2( هم می توانيم اعمال كنيم كه در حوزة عددهای 
طبيعی معنی دار نيست و به شکل هندسی رایج بازنمایی نمی شود. 
می توانيم چشم بســته قوانين را روی علامت ها به كار ببریم و به 

نتيجه برسيم:
( )( )− − = × − × − × + ×

= − − + =
2 5 3 7 2 3 2 7 5 3 5 7

6 14 15 35 12
جــدا از ضرب اصلی، همه چيــز در این زنجيره در محدودة 
عددهای طبيعی معنی دار اســت. پس عبارت )7-3()5-2( هر 

معنی و هر نتيجه ای كه داشته باشد، حتماً برابر با 12 است.
می توانســتيم حاصل این عبارت ضربی را با استفاده از نماد 
اختراعی دانش آموزانم محاســبه كنيم. چون )5-2( توان عبارت 
a اســت، پــس می توانيم توان را به شــکل a a

a
÷ = ×2 5 2

5
1

هم بنویسيم و داریم: ( )+ ÷2 5
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷2 5 3 7 2 5 3 7

فرایند انجام این ضرب به شکل زیر ادامه پيدا می كند:
( )( ) ( )( )− − = + ÷ + ÷ =
× + ×÷ + ÷ × + ÷ ×÷ =
+ ÷ + ÷ + =
− − + =

2 5 3 7 2 5 3 7
2 3 2 7 5 3 5 7
6 14 15 35
6 14 15 35
12

با علامت ـ دیگر حتی لازم نيســت عبارت )7-3()5-2( را 
به شــکل)7- +3()5- +2( بنویســيم. تنها چيزی كه نياز داریم 
این اســت كه بدانيم، چه زمانی علامت های منها را در هم ضرب 
می كنيم. درواقع ما آن ها را نه به عنوان علامت تفریق، بلکه به عنوان 
علامت های 5 و 7 ضرب می كنيم. در حقيقت، پيش دانسته های ما 
از عددهای صحيح برای انجام همة محاسبه های عددهای صحيح 

كفایت می كند و نيازی به یادگيری قوانين جدید نيست.

نتیجة داستان
فکر كردن بــه عددهای منفی به عنــوان منهای عدد، یک 
انعطــاف فرایندی با خود به همراه مــی آورد. البته چون در نظر 
گرفتن منهای عددها به عنوان عددهای منفی ممکن است یک 
مانع مفهومی برای ورود دانش آموزان به جبر متغيرها ایجاد كند، 
از لحاظ آموزشــی باید در این موضوع احتيــاط كرد ]اصغری، 
2019[. آگاهی از اینکه چرا علامت – به كار می رود و چرا نسبت 
به علامت های مشابه خود بهتر است، ممکن است به دانش آموزان 
كمک كند، یک عدد منفی را به عنوان عددی مستقل ببينند؛ نه 
فقط به عنوان عددی حسابی كه به علامت منها مجهز شده است. 
در نهایت به دانش آموزانم گفتم از a- استفاده كنند تا بتوانند با 
دیگران ارتباط ریاضی وار برقرار كنند. بنابراین فقط گفتم: »از این 
لحظه به بعد، به جای ÷ از - اســتفاده می كنيم!« حالا به لطف 
این بازنگری، می توانم به شکل بهتری از نمادی كه اختراع كرده  

بودیم، به سمت نماد استاندارد حركت كنم.
پی نوشت ها

1. Common Core State Standards for Mathematics
2. integer

منابع
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محمود نصیري

اشاره
مبحــث مربع هاي لاتين یکي از بخش هاي جدید در ریاضيات گسســته پایه دوازدهم رشــته ریاضي فيزیک 
است. در این مقاله كه از دو قسمت تشکيل شده است، در قسمت اول سعي مي كنيم مفهوم هاي اساسي در مورد 
مربع هاي لاتين و كاربردهایي از آن را بيان كنيم. ســپس مربع هاي لاتين متعامد و روش هاي ســاختن آن ها را 
همراه با كاربرد آن بررسي مي كنيم، سعي شده است علاوه بر روش كتاب  درسي روش هاي دیگري نيز بيان شوند. 
همچنين به مسئله هاي كتاب نيز اشاره اي شده است. در قسمت دوم كاربردي از مربع هاي لاتين را در مورد ساختن 

مربع هاي جادویي بيان مي كنيم.

کلیدواژه ها: مربع های لاتين، اویلر، جدول كيلی، مربع های لاتين متعامد

در مربع  4 × 4 شــکل 1، ســعي كرده ایــم از چهار نوع 
نماد رنگ آميزي یا ســایه استفاده كنيم، به طوري كه هيچ دو 
مربعي در یک ســطر و هيچ دو مربعي در یک ستون، رنگ یا 
ســایة یکسان ندارند. چنين مربع هایي را »مربع های لاتين«1 

می نامند.
توســعة منظم مربع های لاتين به وســيلة اویلر در سال 
1779 شــروع شــد و توســط كیلی )1890 ـ 1877( در 
مورد جــدول عمل روی گروه ها به كار برده شــد. چون اویلر 
برای نام گذاری این مربع ها از حروف لاتين اســتفاده می كرد، 
به هميــن دليل این مربع ها به نــام مربع های لاتين معروف 
شدند. در ســال 1930، مفهوم آن یک بار دیگر وقتی تئوری 
»شــبه گروه ها«2 مطرح شد به كار برده شد. مربع های لاتين 
در مبانی هندسه های متناهی نيز نقش مهمی را ایفا می كنند؛ 
موضوعی كه هم اكنون نيز در حال توسعه است. همچنين در 
سال 1930 بزرگ ترین زمينة كاربرد مربع های لاتين توسط 
فیشر3 مطرح شد كه آن ها را در دیگر ساختارهای تركيبياتی 
در طرح آزمایش های آماری بــه كار برد. به طور كلی مبحث 
مربع هــای لاتين، جدا از بحث تركيبيــات، به نام »طرح های 

تركيبياتی«4 معروف است. 

ســاده ترین و كاربردی ترین نمایش ایــن مربع ها به این 
صورت است كه به جای حرف ها یا نمادهای دیگر از عددهای 

طبيعی یا عددهای صحيح نامنفی استفاده كنيم. 

 n از x روی یک مجموعة n تعریف: یک مربع لاتين از مرتبة
شی یا نماد، یک آرایة n×n شامل n  سطر و n ستون است، 
 به طوری كه هر شــی یا نماد فقط یک بار در هر سطر و فقط 
یک بار در هر ستون واقع شده باشد. یعنی هر شی یا هر نماد 

در هيچ سطر و هيچ ستون آن تکرار نشده باشد.

یــک مربع لاتين از مرتبة 4 به صورت شــکل 3 اســت. 
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شکل 4
nn-1000321

1n000432

21000543

000000000000000:

000000000000000:

n-1n-200021n

12
3
4 n-2

n-1

i-1 i

n

مشاهده می كنيد كه در هر سطر و در هر ستون هيچ دو عدد 
مساوی وجود ندارد.

بنابراین، 

در یــک مربع لاتين  L كه روی یــک مجموعة X تعریف 
می  شود، هر خانه یا درایه، شامل عضوی از X است، به  طوری كه 
هر سطر L یک جایگشت از X  و هر ستون L نيز یک جایگشت 

از X است.
چنين مربع های لاتينی را چرخشی یا دوری نيز می نامند. 
در شــکل 3 یک مربع لاتين n×n چرخشی را روی مجموعة، 
}X=}1 ,2,3 ,... ,n -1 ,n مشــاهده می كنيد. در سطر اول 
تمام اعضای X، یعنی n, ...,2, 1 نوشــته شــده اند. سپس با 
تبدیل دوری عددها به صورت زیر در ســایر ســطر ها نوشته  

شده اند:
n n n→ → − → − → → → →1 1 2 000 3 2 1

می توانيم این گونه نيز مطرح كنيم كه از ســمت چپ، هر 
خانه به اندازة n -1 خانه به سمت راست انتقال یافته است.

فعالیت: اگر داشته باشيم: }X=}1 ,2,3 , ... ,n، یک مربع 
لاتين چرخشی n×n، یا تبدیل دوری زیر بنویسيد. 

n n n→ → → → → − → − → →1 2 3 4 000 2 1 1

مربع لاتین كاهش یافته5
اگر مربع لاتين خواسته شده در فعاليت  قبل را بنویسيد، 
به مربع لاتين شــکل 4 می رسيد. در این مربع لاتين نمادها 
یا عددهای ســطر اول و ستون اول یکی هستند. چنين مربع 

لاتينی را »كاهش یافته« یا »فرم استاندارد« می نامند.

تعریف: یک مربع لاتين n×n یــا از مرتبة n را كاهش 
یافته )یا فرم استاندارد( می نامند، هرگاه، نمادهای سطر اول و 
 , 000, n -1 همچنين ستون اول به ترتيب عددهای صحيح

2, 1, 0 یا عددهای طبيعی n, ... , 2,3, 1 باشند.
یــک مربع لاتين كاهش یافته از مرتبة 4 را در شــکل 7 

مشاهده می كنيد.
قضیه: به ازای هر عــدد صحيح و مثبت n، همواره یک 

شکل 5

3210

0321

1032

2103

مربع لاتين كاهش یافته از مرتبة n وجود دارد.

عددهای صحيح n -1 , 000, 2, 1, 0 را در اولين ســطر 
جدول n×n در نظر می گيریم. بقية ســطرها با تبدیل دوری 
عددها به یکدیگر به دســت می آیند. برای ساختن سطر iام، 
یک انتقال دوری از اولين ســطر انجام می دهيم، به طوری كه 
موقعيــت عددهای صحيح i -1 را به چپ حركت می دهيم. با 

انجام این عمل سطر iام به صورت زیر به دست می آید؛
i , i, , n , , , , i− − −1 000 101000 2

مثلًا سطر دوم با انتقال دوری سطر اول یک واحد به چپ 
بدست می آید. پس سطر دوم به صورت زیر است:

1 ,2,3 ,... ,n -1 ,0 
در واقــع i را مســاوی 2 اختيار كرده ایم. بــا این روش 
ســاختن، در هر سطر n نماد متمایز وجود دارد و این نمادها 
هر كدام دقيقاً یک بار در هر سطر رخ می دهند. همين ترتيب 
برای هر ســتون نيز برقرار است. مشاهده می كنيم كه اولين 
سطر و اولين ستون دارای مجموعه نمادهای یکسان از عددها 
 n هســتند. بنابراین یک مربع لاتين كاهــش یافته از مرتبة

ساخته ایم.
در شــکل6 یک نوع مربع لاتين كاهش  یافته را مشاهده 

می كنيد كه البته چرخشی نيز هست.
یک مربع لاتين كاهش یافته یا غيركاهش یافته از مرتبة 

یک وجود دارد.
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فقط یک مربع لاتين كاهش یافته 2 × 2 وجود دارد:
                                          

                                                                     

دارد. ســعی كنيد با نمادهای عددی آن را قبل از مشــاهدة 
شکل9 بنویسيد.

 آیا اكنون می توانيد تعــداد مربع های لاتين كاهش یافته
 4× 4 را مشخص كنيد؟

تعداد آن ها چهار تاست. در ادامه آن ها را آورده ایم. 
وقتی تعداد ســطرها و ستون ها بيشــتر می شود، به طور 

بی سابقه ای تعداد مربع های لاتين افزایش می یابد.
اگر بتوانيم تعداد مربع هاي لاتين كاهش یافته یا استاندارد 

 nL n!(n )!−1 n×n را محاسبه كنيم، آن  گاه به كمک رابطة 
  n×n و نيز رایانه مي توانيم تعداد كل مربع هاي لاتين از مرتبة
یعنی|L´n|  را محاســبه كنيم كه |Ln|  تعداد مربع هاي لاتين 

كاهش یافتة n×n است. 
در جــدول 1 تعداد مربع هاي لاتين كاهش یافته و تعداد 
كل مربع هــاي لاتين براي n=1  تا n = 8 آمده اســت. تعداد 
این مربع ها تا n = 11 محاســبه شــده و براي n ≤12 هنوز 

ناشناخته است.
 مثلًا: 

شکل 6
n-1n-2000210

L=

0n-1000321

10000432

000000000000000000

000000000000000000

000000000000000000

n-3n-40000n-1n-2

n-2n-300010n-1

BA
AB

21

12

12

21
21

12

یا

مربع لاتين 2 × 2 
كاهش یافته نمی باشد.

مربع لاتين 2 × 2 
كاهش یافته

شکل 7
CBA

B

C

نتیجه: فقط دو مربع لاتيــن از مرتبة 2 یا 2 × 2 وجود 
دارد، چرا؟

 
فعالیت: فکر می كنيد چه تعداد مربع لاتين كاهش یافتة 
3×3 وجــود دارد؟ در كل چه تعــداد مربع لاتين 3×3 وجود 

دارد؟
مطابق شــکل 7، سطر اول و ســتون اول را می نویسيم. 
فکر می كنيد a22 چه حرفی می تواند باشــد؟ واضح است كه 
B نمی تواند باشــد. یا باید A باشد یا C. اما A نيز نمی تواند 

باشد، چرا؟

a كه بــه تناقض  C=23 ، آن گاه بایــد:   a A=22 اگــر:
a در این صورت به طور مشخص سه  C=22 می رسيم. پس:  

درایة دیگر به طور یکتا معلوم می شوند. )شکل 8 و 9(

بنابراین فقط یک مربع لاتيــن كاهش یافته 3×3 وجود 

شکل 9
321

132

213

شکل 8

CBA
ACB
BAC

جدول 1. تعداد مربع هاي لاتين
nتعداد مربع هاي لاتين كاهش یافتهتعداد كل مربع هاي لاتين

111

212

1213

57644

161280565

51285120094086

61479419904000169420807

1087760324590829568005352814018568

           nn L ' ( !)( )! ! != ⇒ = × − = × × =4 4 4 4 1 4 4 3 576

1. چه تعداد مربع لاتيــن كاهش یافتة 4×4 وجود دارد؟ 
آن ها را بنویسيد.

سعي كنيد طریقه اي براي نوشتن آن ها مشخص كنيد.
!4 طریق براي جایگشــت عناصر ســطر اول و سپس!3 
طریــق براي بقية ســه ســطر وجــود دارد. بنابراین در كل 
مربع لاتين از مرتبة 4 وجود دارد. به همين  ! !× × =4 4 3 576
روش مي توان با داشــتن تعداد مربع هاي لاتين اســتاندارد از 
مرتبــة n، تعداد كل مربع هاي لاتيــن ازمرتبة n را پيدا كرد. 
 n را در تعداد مربع هاي لاتين استاندارد از مرتبة n!(n )!−1

. nL n!(n )!−1 ضرب مي كنيم كه برابر مي شود با: 
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2. تعداد مربع هاي لاتين مرتبة 3 را مشخص كنيد. )شکل 
)10

پاسخ: نشــان دادیم كه تعداد مربع هاي لاتين استاندارد 
مرتبة 3، یعني I3، فقط یکی است. پس: 

  nL ! != × × =3 2 1 12

، در این صورت 12 مربع لاتين  { }s , ,= 1 2 3 فــرض كنيم:
روی S تعریف می شــوند كه به صورت زیراند. L1 مربع لاتين 
استاندارد از مرتبة سوم است كه آن را با  I3 نيز نشان مي دهيم. 

بقية این مربع ها از روي I3  ساخته مي شوند.

عملیات روي مربع هاي لاتین
ســه نوع عمليات مي توانيم روي مربع هــاي لاتين انجام 
دهيم، به طوري كه مربع لاتين بودن آن ها حفظ شــود. یعني 
با انجام این عمليات روي هر مربع لاتين، مربع لاتين دیگري 

به دست مي آید.
1. جایگشت ستون6

2. جایگشت سطر7
3. جایگشت نمادها8، یعني نام گذاري مجدد نمادها بدون 

آنکه موقعيت آن ها نسبت به هم تغيير كند.
اگــر بتوانيم با هر یک از عمل هــاي فوق یک مربع لاتين 
را به مربع لاتين دیگري تبدیل كنيم، مي گویيم این دو مربع 

لاتين» ایزوتوپيک9« یا معادل هستند.
واضح است كه چون در یک مربع لاتين هيچ عضو تکراري 
در هر ســطر و هر ستون وجود ندارد، پس با انجام اعمال یک 

جایگشت روي آن، مربع لاتين دیگري به دست مي آید.

نتیجه: هر مربع لاتين را كه به صورت استاندارد یا كاهش 
یافته نباشد، با انجام عمليات فوق مي توان به صورت استاندارد 

تبدیل كرد.
بنابراین هر مربع لاتين معادل یک مربع لاتين استاندارد 
است. هر سه عمل فوق را در مثال هاي بعدي مشاهده مي كنيد. 

1. مربع لاتين ســمت راست با تعویض دو ستون از مربع 
لاتين ســمت چپ به دست آمده اســت: جایگشت ستوني. 

)شکل11(

شکل 22
4321

2

3

4

شکل 10 )1( یک حالت
4321

3142

2413

1234

شکل 10 )4( و )3( دو حالت
4321

3412

43

34

شکل 10  )4( یک حالت
4321

1432

2143

3214

 یک حالت

 سه حالت

یا

شکل 11
3210

0321

1032

2103

شکل 11
2310

3021

0132

1203

شکل 36
2310

0132

3021

1203

شکل 37
3102

0213

1320

2031

تعویض دو ستون

تعویض دو سطر

شکل 36
2310

3021

0132

1203

شکل 37
3210

1023

2301

0132

2

0

1
3 3

0
2

1

7

2. مربع لاتين ســمت راست با تعویض دو سطر از جدول 
مربع لاتين سمت چپ به دست آمده است: جایگشت سطري.

3. مربع لاتين ســمت راست با جایگزیني عددهاي 2، 0، 
1 و 3 به ترتيب به عددهاي 0، 1، 2 و 3 از مربع لاتين سمت 
راست به دست آمده است: جایگشت نمادها یا بر چسب گذاري 

مجدد.

جدول كیلي و مربع هاي لاتین
نمونــه اي از جدول كيلي را در »تقارن« كه نمایشــي از 

مربع هاي لاتين دارد، بررسي مي كنيم.

یک تبدیل طولپاي T یک تقارن شــکل F است، هر گاه 
. اگر تحت  T(F) F= تبدیل یافتة F خود F باشــد؛ یعنــي: 
یک بازتاب تبدیل یافته یک شــکل بر خودش منطبق شود، 
آن را  »نقــارن خطــي« مي نامنــد. اگر تحت یــک دوران با 
زاویة α كه α≥360°≤ °0 شــکل بر خودش منطبق شــود، 
آن دوران را »تقــارن دوراني« یا دوري شــکل مي نامند. مثلًا 
مســتطيل دو تقارن خطي دارد كه هر كدام از وسط هاي دو 
ضلع مقابــل مي گذرند. به علاوه دو تقارن دوراني دارد: یکي با 
اندازة زاویــه°180  و دیگري با زاویة دوران ° 360 كه در هر 
دو، مركز دوران مركز مســتطيل است. اگر تقارن های خطی 
مستطيل را به H و V و تقارن دورانی °180 را به R و تقارن 
°360 را به I ، كه همان »تقارن هماني« است، نشان دهيم، در 
جدول شکل14 تركيب این تقارن ها را تحت تركيب تبدیلات 
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مشــاهده مي كنيد كه نمایش مشابه یک مربع لاتين كاهش 
یافته را دارد.

نمادها در سطرها و در ستون ها متمایزند.

مثلاً تركيــب دو دوران °180، یعني RoR برابر دوران 360°، 
یعني I است. تركيب دوران °180 با بازتاب افقي بازتاب قائم است.

RoH=V
 فعالیت: یک پاره خط چند تقارن خطي دارد؟ همچنين 
یک پاره خط چند تقارن دوراني دارد؟ سعي كنيد تركيبي ازهر 
دو تقارن را مشــخص كنيد و جدول كيلي آن را بنویسيد. آیا 

این جدول یک مربع لاتين است؟ 

مربع هاي لاتین در طرح هاي تركیبیاتي
هر چند مربع هاي لاتين شــامل اشــياي ریاضي هستند، 
امــا صورت هاي متفاوتي از آن ها در طراحي آزمایش ها به كار 
مي روند. یک طرح آزمایشــي شــامل تخصيص پردازش روي 

واحد آزمایش است.
 فرض كنيم مي خواهيم پنج داروي  D، C، B، A وE را براي 
كاهش نشانه هاي یک بيماري مزمن تست كنيم. پنج بيمار به 
مدت پنج هفته براي این آزمایش انتخاب شده اند. پنج بيمار را 
 ،W1 مي ناميم و پنج هفته را به ترتيب به B5 و  B4، B3، B2، B1
W5 ،W4 ،W3 ،W2 نشــان مي دهيم. ساختار آن را در جدول 
شکل 40 مشاهده مي كنيد كه با یک مربع لاتين نشان داده شده 
است. هر بيمار در هر هفته فقط یک نوع دارو را مصرف مي كند، 
پس در پنج هفته پنج نوع داروي متفاوت را مصرف مي كند. در 
هر ســتون هيچ داروي تکراري وجود ندارد. به همين ترتيب هر 
هفته هر بيمار فقط یک نوع دارو را مصرف مي كند. پس در هر 

هفته پنج نوع داروي متفاوت توسط پنج بيمار مصرف مي شود. 
در هر سطر هيچ داروي تکراري وجود ندارد.

Znروشي براي نوشتن مربع هاي لاتین به وسیلة
از نظریة اعداد، با باقي مانده هاي هر عدد صحيح بر عدد طبيعي 
n آشنایي داریم. باقي مانده هاي هر عدد صحيح و مثبت بر عدد 
صحيح و مثبت n یکي از عددهاي 000,2,1,0 یا n-1 است. مثلًا 
باقي مانده هاي هر عدد صحيح و مثبت aبر 3 یکي از عددهاي 0، 

1 یا 2 است. با استفاده از هم نهشتي  داریم:

a ≡
3
0 a  يا    ≡

3
a  يا 1 ≡

3
2

  Z3 =}0,1,2{ :نشان مي دهيم؛ یعني   Z3 این عددها را به
.  Zn=}0،1،2 ،000 ،n-1{ :به طور كلی              .

بنابراین، به طور عادی ســطرها و ســتون ها در مربع های 
لاتين می توانند روی Zn  با عضوهای Zn  نمادگذاری شــوند. 
بــه این منظور عددهای هر خانه یا هــر درایه را به روش زیر 

مشخص مي كنيم. 
              [ ]L i, j (i j)n= + ] یا پيمانه       ]L i, j (i j)mod(n)= +  

بنابراین:

{ }(i )( j )L (i, j, a i , , , n , j , , n+ += = − = −1 1 01000 1 01000 1
در سطر (i )( j )a + +1 1  ام است كه از )پيمانةjام و ستونi درایة 
i j(n+ .محاسبه مي شود 

در مثال زیر نحوة محاسبه درایه ها را مشاهده مي كنيد.
مثال: یک مربع لاتين از مرتبة 4 بسازید.                     
i+j)4 پيمانه( = (i )( j )a + +1 1   پاسخ:                           

مثــلًا بــرای محاســبة درایــه یا عــدد واقع در ســطر 
ســوم و ســتون چهارم، یعنی a34 ، چنين عمــل می كنيم: 
در جدول شکل 16 محاسبة  ( )( )a a + += = + ≡ ≡

4 4
34 2 1 3 1 2 3 5 1
هر كدام نشان داده شده است.

 n ،000 ،2 ،1 اگر سطر اول و ســتون اول را با عددهای
شــروع كنيم. مربع  لاتين چرخشــی از مرتبة n را داریم كه 

I R H V

I R H V

R I V H

H V I R

V H R I

I

R

H

V

0

شکل 15
B5B4B3B2B1

EDCBAW1

CEDABW2

DBAECW3

BAECDW4

ACBDEW5

شکل 16
3210

+ ≡
4

0 3 3+ ≡
4

0 2 2+ ≡
4

0 1 1+ ≡
4

0 0 0
0

+ ≡
4

1 3 0+ ≡
4

1 2 3+ ≡
4

1 1 2+ ≡
4

1 0 1
1

+ ≡
4

2 3 1+ ≡
4

2 2 0+ ≡
4

2 1 3+ ≡
4

2 0 2
2

+ ≡
4

3 3 2+ ≡
4

3 2 1+ ≡
4

3 1 0+ ≡
4

3 0 3
3

3210

0321

1032

2103

شکل 14
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 n به پيمانه i +j -1 ،در شــکل 17 می بينيد. در این صــورت
محاسبه می شود.

واقع شود، در این صورت مربعی از همان مرتبة 3 به دست می 
آید كه به صورت مربع سمت راست شکل 45 است.

مثلًا در L3 ، عدد واقع در ســطر سوم و ستون سوم برابر 
است )a33 =1(، زیرا: 

a+ − ≡ ≡ ⇒ =
4 4

333 3 1 5 1 1

در Rn كه در فوق نشان داده شده است، عدد واقع در سطر 
n ام و ستون دوم برابر 1 است، زیرا:

n n

nn n a+ − ≡ + ≡ ⇒ =22 1 1 1 1

مربع های لاتین متعامد10
دو مربع لاتين از مرتبة، 3 را در نظر می گيریم )شکل 18(.

شکل 17
nn-121
nn-1000211
1n000322
21000433

000000000000000
Rn= 000000000000000

n-2n-3000nn-1n-1
n-1n-20001nn

i j mod(n)+ −1

شکل 18
CBA
BAC
ACB

شکل 18
γβα
αγβ
βαγ

شکل 19
CγBβAα
BαAγCβ
AβCαBγ

وقتی این دو مربع، چنان روی هم نهاده شوند كه هر درایه 
اولی در كنار درایة نظيرش از دومی واقع شــود، به مربع شکل 

19 می رسيم.
مشاهده می كنيم كه در این مربع هيچ دو درایه ای یکسان 

نيستند. یعنی هر دوبه دوی درایه ها متمایزند.
وقتی از برهم نهی دو مربع لاتين از مرتبة n، چنين مربعی از 
مرتبة n با این ویژگی به دست می آید كه نمادهای هر n2 درایه یا 

خانه متمایزند، این دو مربع لاتين را »متعامد« می نامند.
گاهی این دو مربع لاتيــن را مربع های »گریکولاتين«11 
نيز می نامند. زیرا به طور ســنتی، حروف لاتين برای مربع اول 
و حــروف یونانی برای مربع دوم به كار رفته اســت. به همين 
ترتيب اگر دو مربع لاتين شکل  20 را كه نمادهای آن ها عدد 
هســتند در نظر بگيریم و این دو مربع را چنان روی هم قرار 
می دهيم كه هر درایه از اولی در كنار درایة متناظر آن از دومی 

چــون در مربع )S) L1 , L2 ، هر دو بــه دوی درایه ها متمایز 
هستند، در نتيجه L1 و L2  را دو مربع لاتين متعامد می نامند. 
می توانيــم  )S) L1 , L2 را به صورت دقيق تر با زوج مرتب هایی از 

درایه های L1 و L2 نيز نشان دهيم )شکل 21(.

شکل 20
321
132
213

L1

321
213
132

L2

332211
123123
211332

L1L2

بنابراین تعریف كلی تر زیر را داریم:

، ijL b =  2 و ijL a =  1  ، n n×  تعریف: دو مربع لاتين  
 دو مربع لاتين متعامد ناميده می شــوند، هــر گاه، n2  زوج 

) دو به دو متمایز باشند. یعنی هر زوج مرتب  )ij ija .b مرتب  

رخ  ( )ij ija .b از نمادها، دقيقاً یــک بار در ميان n2  زوج مرتب
. i , , , n=1 2 000   j , , , n=1 2 000 می دهد كه: 

دو مربع لاتين شکل 22 متعامدند.

شکل 21
)3،3()2،2()1،1(

S(L ,L ) =1 2 )1 ،2()3 ،1()2 ،3(
)2 ،1()1 ،3()3 ،2(

3210

L1=
2301

1032

0123

2103

L2=
3012

1230

0321

)3،2()2،1()1،0()0،3(

 S) L1 , L2( =
)2،3()3،0()0،1()1،2(

)1،1()0،2()3،3()2،0(

)0،0()1،3()2،2()3،1(

دو مربع لاتين از مرتبة n مفروض اند. فهرستی از n2 زوج 
مرتب شــامل درایه هایی در همان موقعيت به ترتيب از مربع 
اول و مربع دوم را می نویسيم )این عمل را روی هم قرار دادن 
یا بر هم نهــی دو مربع تلقی می كنيم(. این دو مربع لاتين را 
متعامد می ناميم، هر گاه این فهرســت شــامل n2 زوج مرتب 

ممکن از n نماد هر كدام، دقيقاً یک بار رخ دهند.
  L2 با L1 دو مربع لاتين متعامد باشند، گویيم L2 و L1 وقتی
متعامد است یا L2 نيز با L1 متعامد است. بنابراین رابطة تعامد 
در مربع های لاتين متقارن اســت. یعنی اگر L1  با L2 متعامد 
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باشد، L2 نيز  با L1 متعامد است. اگر L1 یک مربع لاتين از مرتبة 
n باشــد كه درایه هایش از مجموعة x باشــند و L2 یک مربع 
لاتين از مرتبة n باشــد كه درایه هایش از مجموعة y باشند، 
گویيم L1 و L2 مربع های لاتين متعامد هستند هر گاه به ازای 
هرx ∈ x  و  y∈ y یک درایه )خانه( یکتای )i,j( وجود داشته 

. L (i, j) y=2 L و  (i, j) x=1 باشد، به طوری كه:  
در واقــع L1 و L2 را چنان روی هم می گذاریم كه هر خانة 

( )( )L i, j ,L (i, j)1 2
)i,j( توسط زوج مرتب 

پر شــود سپس، L1 و L2 را متعامد می ناميم. اگر و فقط اگر 
این انطباق یا روی هم گذاری شامل هر زوج مرتب از x×y باشد.

مرتــب،  زوج   16 هــر  قبلــی  مثــال  در 
,i) در این كنــار هم گذاری یا این  j) { , , , } { , , , }∈ ×01 2 3 01 2 3

نوع بر هم نهی رخ داده است.
در حالت كلی، ساختن مربع های لاتين متعامد ساده نيست.

مربع های لاتين متعامد از مرتبة یک وجود دارند، زیرا در 
شــرایط تعریف صدق می كنند، اما جذابيتی ندارند. به همين 

n در نظر می گيرند. دليل بعضی از كتاب ها 1<
به ســادگی می توان نشان داد كه مربع های لاتين متعامد 
از مرتبــة 2 وجود ندارند، زیرا فقط دو مربع لاتين از مرتبة 2 

وجود دارند كه آن ها را در شکل23 مشاهده می كنيد.

 )S) L1 , L2  یــک مربع لاتين اســت، امــا L1 و L2 متعامد 
نيستند، چرا؟

در مثال های قبلی مربع های لاتين متعامد از مرتبة 3 و 4 
را مشــاهده كردید. می توان دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 5 
را نوشــت، اما دو مربع  لاتين متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند. 

L1 و L2 دو مربع لاتين هســتند. اگر n  فرد باشد، متعامد 

در سطر iام و ستون jام است.  (i )( j )a + +1 1 نيز هستند. درایة 
. بایــد یک درایة یکتای  ( ) n na, b Z Z∈ × فرض كنيم : 

)i,j( پيدا كنيم، به طوری كه:       
[ ]L i, j b=2 ]  و     ]L i, j a=1

در واقع دستگاه زیر باید برای i و j جواب یکتا داشته باشد:
n n n n

i j a, i j b i a b, j a b+ ≡ − ≡ ⇒ ≡ + ≡ −2 2

چون 2 برای n های فرد، در Zn دارای وارون است كه برابر 
n می شود، در نتيجه: +1

2
( )

n ni a b+
≡ +

1
2         

( )
n nj a b+
≡ −

1
2   

بنابراین:
n فرد باشــد، آن گاه مربع هــای لاتين متعامد از  اگر 1<

مرتبة n وجود دارند.
در ادامه برای نمونه مطابق قاعدة بيان شــده، ساختن دو 
مربع لاتين متعامد از مرتبة 5 و دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 

7 را مشاهده می كنيد. )شکل 24(

شکل 23
21

L1= 12
12

L2= 21

2112S) L1 , L2( =
1221

در حدود 200 سال قبل، اویلر حدس زد كه مربع های لاتين 
n وجود ندارند. این حدس  k= +4 متعامــد از مرتبة n اگر 2
برای n= 6 توســط تاری12 در سال 1990 ثابت شد،  اما بقية 
n اســت، رد شد. در سال های 1959  > 6 حدس كه برای هر 
و 1960، باس، پاركر و شری خانده13 ثابت كردند كه به ازای 

، مربع های لاتين متعامد از مرتبة n وجود دارند. n > 6 هر 

روش هایی برای ســاختن مربع های لاتین متعامد از 
( n مرتبة فرد )1<

Z به صورت زیر تعریف می كنيم: 
n
دو مربع لاتين روی 

                  [ ]L i, j (i j)mod n= +1 و [ ]L i, j (i j)mod n= −2

شکل 24
43210

L1=

04321

10432

21043

32104

12340

L2=

23401

34012

40123

01234

4132231400

S) L1 , L2( =

0243342011

1304403122

2410014233

3021120344

به طور نمونه: 

ij (i )( j ) i jL a a ?+ + = + = = ≡ 
5

1 1 1

ij (i )( j ) i jL b b ?+ + = − = = ≡ 
5

2 1 1

( )( )a a + += = + ≡
5

34 2 1 3 1 2 3 0

( )( )b b + += = − ≡− ≡
5 5

34 2 1 3 1 2 3 1 4

( )( )a a + += = + ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 2

( )( )b b + += = − ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 4

ویژگی هایی از مربع های لاتین متعامد
1. طبق تعریف مربع های لاتين از مرتبه یک وجود دارند، 

n اختيار می كنند. اما معمولاً 1<
2. مربع های لاتين متعامد از مرتبة 2 وجود ندارند.

3. مربع های لاتين متعامــد از مرتبة 3 ،4 و 5 وجود دارند، 
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اما ثابت می شود مربع های لاتين متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند.
كه n عددی طبيعی اســت. ثابت  n > 6 4. بــه ازای هر
می شــود دو مربع لاتين متعامد از مرتبــة n وجود دارند. در 

مورد n فرد آن را ثابت كردیم. 

معیاری برای متعامد نبودن دو مربع لاتین
اگر دو مربع لاتين 

)  و   ){ }ijL i, j, a i , , , n, j , , , n= =1 1 2 000 1 2 000

 ( ){ }ijL i, j, b i , , , n, j , , , n= =2 1 2 000 1 2 000

 ij kra a a= = از مرتبه n داشــته باشــيم، به طوری كه: 
  یعنی دو درایــه در مربع اول با هم دارای 

ij krb b b= = و  
نمادهای یکســان باشــند و در مربع دوم نيز همين دو درایه 
متناظر نيز دارای نمادهای یکســان باشــند )لزومی ندارد با 
 L2 و L1 نمادهای مربع اول یکســان باشــند(، در این صورت
متعامد نيستند. زیرا با روی هم قرار دادن L1 و L2 یا برهم نهی 
ij و درایة دیگری  ija b ab= آن دو، یک درایه   )S) L1 , L2  برابر 
است كه نمادهای یکسانی دارند. پس L1 و 

kr kra b ab= برابر 
L2 متعامد نخواهند بود. نمایشــی از آن را در دو مربع لاتين از 

مرتبة 4 در شکل 25 مشاهده می كنيد.

)شــکل 25( روی هم گــذاری یــا »كنار هم  (L .L )S
1 2

در 
گذاشتن14« شکل 25 دو مربع را مشاهده می كنيد.

حال دو مربع لاتين شکل 27 را در نظر می گيریم.

شکل 25

L1=
a

a

L2=
b

b

S) L1 , L2( =
ab

ab

نتیجه:

ijL b =  2 ijL و  a .n =  1 دو مربــع لاتيــن از مرتبــة 
 ، ij kra a= ,i اگر: j, k, r n≤ ≤0 متعامدند، هــر گاه به ازای هر 

. ij krb b≠ آن گاه: 

مثال:
a  و   a= =11 22 1 دو مربــع شــکل 26 مفروض انــد و :

. پس این دو مربع لاتين متعامد نيستند.  b b= =11 22 3

شکل 26
213
132
321

شکل 26
321
213
132

321
ijL a  = 1

213
132

شکل 27
321

ijL b  = 2 132
213

، آن گاه:  ij kra a= . اگــر:  r, k, j, i≤ ≤0 3 بــه ازای هــر 
. پس این دو مربع لاتين متعامدند. ij krb b≠

جایگشت سطرها و ستون ها
اگر جای دو سطر )دو ستون( در یک مربع لاتين تعویض 
شــوند، مربع لاتين حاصل ممکن اســت با مربع لاتين اصلی 

متعامد باشد یا نباشد.
مربــع لاتين  L2   از مربع لاتين L1 با  تعویض ســطرهای 
  L2 و L1 اول و ســوم به دست آمده است، مشاهده می كنيم كه

متعامداند.
شکل 28

213

L2= 132

321

321

L1= 132

213

322113

S) L1 , L2( = 113322

231231

شکل29
321

L1= 132

213

321

L2= 213

132

213

L3= 132

321

3210

L1=
2301

1032

0123

3210

L2=
0123

2301

1032

3210

L3=
1032

0123

2301

مربع های لاتین دوبه دو متعامد15 
یــک مجموعــه مربع های لاتيــن دوبــه دو متعامد یک 
مجموعه ای از دو یا بيشــتر از مربع های لاتين هم مرتبه است، 

به طوری كه هر كدام با دیگری متعامد باشد.
دو مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 2 و 6 را بيان كردیم 

كه وجود ندارند.

هر چند مربع هاي 
لاتین شامل اشیاي 
ریاضي هستند، اما 

صورت هاي متفاوتي 
از آن ها در طراحي 

آزمایش ها به كار 
مي روند. یک طرح 

آزمایشي شامل 
تخصیص پردازش 

روي واحد آزمایش 
است.

ijL a  = 1 ijL b  = 2
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دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 3 وجود دارند.
 L3 متعامد است؟ چرا؟ L2 یا با L1 با L3 در شــکل 59، آیا

چگونه از L1 به دست آمده است؟
سه مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 4 وجود دارند.

مربع لاتين كاهش یافته L1 را در نظر می گيریم. ابتدا سطر 
چهارم را به ســطر دوم و ســطر دوم را به سطر سوم و سطر 
سوم را به سطر چهارم تبدیل می كنيم. مربع لاتين L2 به دست 

می آید كه با L1 متعامد است.
R R R R→ → →2 2 3 4 یا R R R R→ → →2 3 4 5  

به همين ترتيب، اگر در L1 ، عمل های زیر را به طور متوالی 
انجام دهيم.

R R R R→ → →4 2 4 3

 L2 و همچنين با L1 می رســيم كه بــا  L3 به مربع لاتين
متعامد است )شکل 31(.

از مرتبة 4 وجود دارند كه آن ها را مشخص كردیم.

تأثیر عمل های روی مربع هــای لاتین در مربع های 
لاتین متعامد

جایگشت نمادها روی مربع های لاتين تأثيری در متعامد 
بودن آن ها ندارد. یعنــی اگر دو مربع لاتين هم مرتبه متعامد 
باشند، با انجام جایگشت نمادها روی هر كدام باز هم متعامدند.

 L3 دو مربع لاتين متعامد باشــند. اگر L3 و L1 فرض كنيم
مربعی لاتينی باشــد كه از تعویض دو یــا چند نماد با همان 
جایگشت نمادها از L2 حاصل شــده باشد، آن گاه L1 با L3 نيز 

متعامد است.
فرض كنيد در L2 ، دو نماد a و b را  تعویض كنيم. اگر هر دو 
درایه متفاوت در L1 را در نظر بگيریم كه در L1L3 نيز متفاوت اند، 
حال اگر دو درایه یکسان مثلاً c را در L1 در نظر بگيریم، در این 
صورت در ca و cb نيز متفاوت اند؛ زیرا این درایه ها همان cb و  
ca در L2 هســتند. به عبارت دیگر، اگر دو درایه در L1L3 مساوی 
شــوند، در L1L2 نيز مساوی خواهند بود كه متناقض با متعامد 

بودن L1L2 است.
به طور كلی، اگر اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای 
یکــی از دو مربع لاتين متعامد انجام دهيم، باز هم در متعامد 

بودن تأثيری ندارد.
یعنی اگر L1 و L2 دو مربع لاتين متعامد هم مرتبه باشند و 
اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای L2  انجام دهيم و 
آن را L3 بناميــم، آن گاه  L1 و L3 نيز متعامدند. دليل آن دقيقاً 

مانند قسمت قبلی است. 
نتیجه: اگرL1 و L2 دو مربع لاتين متعامد از مرتبه n باشند 
و آن هــا را به صورت اســتاندارد 'L1 و' L2  تبدیل كنيم در این 

صورت  'L1 و'L2 نيز متعامد خواهند بود.
نتیجه: در همه مربع های لاتين متعامد می توانيم فرض 

باشند. , , , n1 2 000 كنيم سطر اول همه یکسان و عددها 
دو مربع لاتين شــکل32 را در نظر می گيریم. آیا این دو 

مربع لاتين L1 و L2 متعامدند؟

شکل31
33221100

S) L1 , L2( =
20310213

12033021

01102332

شکل31
33221100

S) L1 , L3( =
21300312

10013223

02132031

شکل31
33221100

S) L2 , L3( =
01102332

20310213

12033021

 L3 و L2 ، L3 و L1 متعامدنــد، همچنيــن L2 و L1 چــون
متعامدند، گویيم L1 و L2 و L3 دو به دو متعامدند.

چهار مربع لاتين دوبــه دو متعامد از مرتبة 5 وجود دارند 
)شکل 62(.

و بالاخره حداكثر شش مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 
7 وجود دارند. در حالت كلی قضيه زیر ثابت می شود:

1. بــه ازای هر n≤2 ، حداكثــر n-1 مربع لاتين دوبه دو 
متعامد وجود دارند.

در ادامه مشاهده خواهيد كرد كه در همة مربع های لاتين 
دوبه دو متعامد می توانيم فرض كنيم سطر اول همه یکسان و 

باشند. , , , n1 2 000 مثلًا عددهای 
وقتی تمام این عددها در ســطر اول باشند، خانه یا درایة 
a21 عدد 1 نمی تواند باشد. پس حداكثر n-1 انتخاب برای آن 

وجود دارد. 
n ، تعداد مربع های  ,≠ 2 6 2. به ازای هر n طبيعی كــه

لاتين دوبه دو متعامد بزرگ تر یا مساوی 2 است.
  ، q pα= 3. اگــر q-2 توانی از یک عدد p باشــد، یعنی 
آن گاه تعــداد مربع های لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة q دقيقاً 

برابر q-1 است.
مشاهده كردیم كه دقيقاً دو مربع لاتين دوبه دو متعامد از 
مرتبة 3 وجود دارد. همچنين سه مربع لاتين دوبه دو متعامد 

شکل 32
35241

L1=

13524

41352

24135

52413

شکل 32
52413

L2=

24135

41352

13524

35241

در L1 جایگشت ذیل را روی نمادهای عددی انجام می دهيم:
به مربع لاتين  'L1 می رسيم )شکل 33(. مشاهده می كنيم 
كه L1 به یک مربع لاتين كاهش یافته 'L1 تبدیل شــده است. 
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آیا 'L1 و L2 متعامدند؟
به همين ترتيب در L2  جایگشــت زیــر را روی نمادهای 
عددی انجام می دهيم. به مربع لاتين'L1 می رسيم )شکل 35(.

آیا 'L2 مربع لاتين چرخشی است؟
آیا 'L1 و L1 متعامدند؟

را مشاهده می كنيد.

مثال: فرض كنيم بخواهيم كيفيت پنج نوع لاستيک را كه 
آن ها را با نمادهای 1، 2، 3، 4 و 5 نام گذاری كرده ایم، توسط 
A كه هم مدل و دارای تاریخ  ,A ,A ,A ,A5 4 3 2 1 پنج اتومبيل 
ساخت یکسان هستند، به طور هم زمان در یک مسافت معين و 
در پنج روز از هفته آزمایش كنيم. طرحی ارائه دهيد كه طبق 
آن هر لاستيک توسط هر پنج اتومبيل و هر كدام در یک روز 

مشخص آزمایش شوند. 

 شکل 33
54321

L1' =
15432

21543

32154

43215

 شکل 34
54321

L2' =
43215

32154

21543

15432

4

2

3

5

3

1

2

4

شکل 35
5544332211

S) L'1 ,
 L'2

( =

1453423125

2312514534

3221155443

4135241352

 'L1 و'L2 را كنار هم قرار می دهيم. آیا  'L1 و'L2 متعامدند؟
شکل 35

روشی دیگر در ساختن مربع های لاتین از مرتبة فرد 
(n≤3(

ابتدا یک مربع n×n می سازیم. یک ضلع مربع، مثلًا ضلع 
بالایی را انتخاب می كنيم. اولين و آخرین مربع هایی را كه یک 
ضلع آن ها روی این ضلع n×n است، رها می كنيم. سپس از دو 
 n , , , ,−1 000 3 2 1

2
طرف،  هر یک از مربع های دیگر را به ترتيب 

n واحد به بالا  −1
2

به بالا انتقال می دهيم )مربع وسطی فقط 
انتقال می یابد(.

این عمل را برای سه ضلع دیگر به طور مشابه انجام 
( ), , , , n1112 13 0001 می دهيم. سپس مطابق نمونه عددهای

) را در خانه ها قرار  )n ,n , , nn1 2 000 و...،  ( ), , , n21 22 0002 و

می دهيم. اكنون عدد هر خانه را به اندازة n واحد به درون 
انتقال می دهيم تا در خانه های خالی واقع شوند. آیا می توانيد 

دليلی برای آن بيان كنيد؟ اكنون با جدا كردن عددها دو 
مربع لاتين متعامد را در شکل 36 مشاهده می كنيد.

به همين ترتيب ساختن دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 7 

شکل 37
D5D4D3D2D1

54321A1

15432A2

21543A3

32154A4

43215A5

بناميم، آن گاه  D ,D ,D ,D ,D5 4 3 2 1 اگر این پنــج روز را 
یک طرح آزمایش می تواند طبق جدول شکل 37 باشد. 

مثلاً توســط اتومبيل A2 ، هر پنج لاســتيک در پنج روز 
متفاوت آزمایش می شوند. هر روز توسط هر پنج اتومبيل هر پنج 
نوع لاستيک آزمایش می شوند. بنابراین هيچ نوع لاستيکی در 
یک روز توسط دو اتومبيل آزمایش نمی شود. یعنی در هيچ ستون 
این جدول عدد تکراری وجود ندارد. همچنين توسط هر اتومبيل 
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در پنج روز هر پنج نوع لاستيک آزمایش می شود. یعنی توسط 
هر اتومبيل در هيچ دو روزی یک نوع لاستيک آزمایش نمی شود. 
بنابراین در هيچ سطر این جدول نيز عدد تکراری نداریم. در واقع 

این جدول یک مربع لاتين از مرتبة 5 است.
جدول شکل 38 نيز یک طرح دیگر برای همين آزمایش 
می تواند باشــد. هر دو جدول تمــام ویژگی های فوق را دارند. 
فقط تفاوت در این است كه امکان دارد. آزمایش یک لاستيک 
از نظر نوع اتومبيل در روز دیگری انجام شــده باشــد و همان 

روزی نباشد كه در جدول شکل 37 مشخص شده است.
واضح است كه جدول های زیادی می توان برای این آزمایش 
طرح كرد. اكنون فرض كنيم بخواهيم به طور هم زمان مقاومت 
پنج نوع روغن ترمز را نيز توسط همين پنج اتومبيل در همين 
پنج روز بررســی كنيم. این روغن ترمزها را با عددهای 1، 2، 
3، 4 و 5 شماره گذاری می كنيم. شکل 39، می تواند یک طرح 

این آزمایش باشد.

زیادی را طرح كنيم، یا به عبارت  دیگر، مربع های لاتين زیادی 
را مشخص كنيم. در شکل 39 تعدادی از این طرح ها را در یک 

مربع لاتين مشاهده می كنيد.

امــا اگر بخواهيم این دو آزمایش هم زمان توســط همين 
پنج اتومبيل انجام شــوند، به جدولی مانند جدول شکل 40 
نيــاز داریم كه از ادغام مثلًا جدول های شــکل های 37 و 39 

به دست آمده است.
در این جدول هيچ دو زوج مرتب یکسان وجود ندارند. به این 
معنی كه مثلاً لاستيک شمارة 2 و روغن شمارة 4 فقط توسط 

یک نوع اتومبيل و فقط در یک روز مشخص آزمایش شده اند.
در روز چهارم اتومبيل A4 ، لاســتيک شــمارة 2 و روغن 

ترمز شمارة 5 را آزمایش می كند.

پي نوشت ها

1. latin Squares
2.Quasi groups
3.Fisher
4. Combinatorial Designs
5. Reduced Latin Square
6.Column Permutation
7.Row Permutation
8.Relabeling
9.Isotopic
10. Orthogonal Latin Squares
11. Greacolatin
12. Tarry
13. Bose, Parker and Shrikhande
14. Superimposing
15. Mutually Orthogonal latin Squares

منابع
1. Introduction to combinatorial Designs W.D.WALLIS 
champan Hall/CRC 2007
2. Combinatorial Designs: constructions and Analysis 
Dougllas R.Stinson Springer 2004
3.LATIN SQUARES and their Applicatios Donald Keedwell 
and jazsef Denes ELSEVIER 2015

شکل 40
D5D4D3D2D1

)5،5()4،4()3،3()2،2()1،1(A1

)1 ،2()5 ،1()5 ،4()3 ،4()2 ،3(A2

)2 ،4()1 ،3()5 ،2()4 ،1()3 ،5(A3

)3 ،1()2 ،5()1 ،4()5 ،3()3 ،2(A4

)4 ،3()3 ،2()2 ،1()1 ،5()5 ،4(A5

شکل 38
D5D4D3D2D1

54321A1

43215A2

32154A3

21543A4

15432A5

شکل 39
D5D4D3D2D1

54321A1

21543A2

43215A3

15432A4

32154A5

توسعة منظم مربع های لاتین به وسیلة اویلر در 
سال 1779 شروع شد و توسط كیلی )1890 
ـ 1877( در مورد جدول عمل روی گروه ها 
به كار برده شد. چون اویلر برای نام گذاری این 
مربع ها از حروف لاتین استفاده می كرد، به 
همین دلیل این مربع ها به نام مربع های لاتین 
معروف شدند

اگر می خواســتيم روغن ترمزها را به طور جداگانه مستقل 
از لاستيک ها آزمایش كنيم، مانند فوق می توانيم جدول های 
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ریاضی دان، مهندس و 

آب شناس قرن چهارم و

 اوایل قرن پنج هجری قمری

ریاضی دان، مهندس و آب شناس معروف ایرانی، محمد بن 
حاسب الکرجی، در سال 342 هجری قمری در شهر كرج 
ابودلف )شهر آستانة فعلی واقع در استان مركزی( متولد شد. این 
ریاضی دان پرآوازه ایرانی كه در قرن چهارم و اوایل قرن پنجم 
قمری زندگی می كرد، هم عصر با ابوریحان بیرونی، زكریای 
رازی و ابن سینا بود. الکرجی به تحصيل مقدمات علوم، علوم 
حساب، جبر و هندسه پرداخت. همچنين از مطالعات ميدانی 
دربارة علوم تجربی نظير مهندســی آب نيز غافل نشد. كرجی 
گرچه ریاضی دان بود و در بســياری از آثار خود توجه ویژه ای 
به علم حســاب، جبر و به ویژه جذرها داشت- كتاب »الفخری 
فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمينه است اما نمی توان از 
كتابی چون »انباط المياء الخفيه«- )استخراج آب های پنهانی( 

و شــيوه های هندســی و فيزیکی مندرج در آن برای محاسبه 
شيب زمين و چگونگی استخراج آب غافل شد. در تاریخ ریاضی 
و از نظر ریاضی دانان بــزرگ جهان، فعاليت های كرجی از آن 
جهت اهميت دارد كه منحصراً نشان دهنده نظریه های مربوط 

به محاسبات جبری است ]پيرهادی ،1392[.
كتاب الفخری او دارای دو بخش اســت: بخش اول آن به 
قواعد محاســبات جبری و كلياتی در حــل معادلات معين و 
ســياله اختصاص دارد. بخش دوم نيز شامل حل 254 مسئله 
است كه در پنج سطح طبقه بندی شده اند. كرجی در این كتاب 
به برخی از مسائل كتاب »حساب« دیوفانتوس پرداخته است 

كه نمونه ای از آن ها به شرح زیر است: 
»اگر گفته شــود چهار مرد هستند كه اگر اولی یک درهم 
از دومی بگيرد، دو برابر آنچه برای دومی باقی می ماند، خواهد 
داشــت، و اگر دومی دو درهم از سومی بگيرد، سه برابر آنچه 
برای سومی باقی می ماند، خواهد داشت، و اگر سومی سه درهم 
از چهارمی بگيرد، چهار برابر آنچه برای چهارمی باقی می ماند، 
خواهد داشــت، و اگر چهارمی، چهار درهم از اولی بگيرد، پنج 
برابر آنچه برای اولی باقی می ماند خواهد داشت، هر كدام چه 

مبلغی دارند؟« ]ترجمه قربانی، 1357[.

 این ریاضی دان پرآوازه ایرانی كه در 

قرن چهارم و اوایل قرن پنجم قمری 

زندگی می كرد، هم عصر با ابوریحان 

بیرونی، زكریای رازی و ابن سینا بود.

مجید حق وردی

استادیار دانشگاه آزاد اسلامی اراك
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فرشاد )1366( در كتاب »تاریخ علم در ایران« می نویسد: 
»در ریاضيات و هندسه، كرجی پيش از آنکه مرتبط با سنت های 
هندسی یونانی باشد، بيشتر با ریاضيات شرق ميانه كه خوارزمی 
نيز بدان گرایش داشته، ارتباط داشته است. در جبر، كرجی پا را 
از خوارزمی نيز فراتر نهاده اســت و به معادلات با درجات  بالاتر 

می پردازد. 
n را  nax bx c+ =2 نخســتين جواب های معادلــه از نوع
كرجی تعيين كرده است. در حل این معادلات وی به اعداد اصم 
)گنگ ( برخورد كرده و نوآوری اندیشه او بار دیگر به عرصه ظهور 

رسيده است« )فرشاد، 1366 ص 538(.
فيبوناچی، ریاضی دان بزرگ اروپا كه در قرن ســيزدهم در 
ایتاليا می زیســت، در بيشــتر كارهای خود از آثار ریاضی دانان  
مســلمان، به خصــوص خوارزمی و كرجی تأثير گرفته اســت. 
فيبوناچی كتابی در حســاب و جبر دارد كــه بخش عمدة آن 
به ویژه »معادله های سياله« از كتاب الفخری برداشته شده است. 
البته برخی معادله هایی كه از كتاب الفخری نقل كرده، نســبت 
به راه حل هایی كه در كتاب مذكور آمده، اندكی متفاوت اســت 
اما این نکته محرز است كه فيبوناچی تحت تأثير كتاب الفخری، 

كتاب خود را نوشته است.

عددها را به راحتی انجام داد، بلکه به همان آســانی به بررســی 
ریشه های سوم عددها نيز پرداخت:

,+ = − =3 3 38 18 50 54 2 16

é كرجی در رســالة جبر خود، توان های مقدارهای مجهول 
كسری تا توان ششم  

x , x , x , x , x , x− − − − − −6 5 4 2 2 1

را بدست آورد.

é كرجی به حل معادلة درجة دوم و اثبات درستی روش های 
مورد استفاده به روش هندسی پرداخت. 

به  py x= را با متغير جدید      p pax bx c+ =2 وی معادله
تبدیل كرد و ســپس آن را حل  ay by c+ =2 معادله درجه دوم

كرد ]كرامتی،104:1380[.
é مجموع جمــلات دنباله های زیر را محاســبه و به روش 

هندسی اثبات كرد ]كرامتی،1380[:
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كرجی با اســتفاده از روش هندســی به اثبات روابط زیر 
پرداخت ]آرام، 1359[
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»الکافی فی الحساب« كتاب دیگر كرجی به زبان عربی و با 
موضوع جبر، حساب و هندسه است و 75 بخش متنوع ریاضی 
دارد؛ نســخه ای از آن در ســال 1880ميلادی توســط ادولف 
هوفهایم1  بررســی و در سه جلد به زبان آلمانی منتشر شد. در 
این كتاب كرجی به بررسی روش های محاسبة عددهای صحيح 
و كســرها )مبناهای 10و 6 (، استخراج ریشه های دوم و تعيين 
مساحت و حجم پرداخت. وی در این كتاب از هيچ رقمی استفاده 
نکرده و تمامی اسامی عددها را با حرف  های كامل ثبت كرده است. 
كتاب »البدیع فی الحساب« شــامل مسائلی بدیع در علم 
حساب است كه نشان دهندة پيشرفت دانش جبر در اوایل قرن 
پنجم هجری اســت. این كتاب یک مقدمه و ســه مقاله به این 
شرح دارد: المقاله الاولی فی الاصول، المقاله الثانی العقول علی 

المجهولات و المقاله الثالث فی ذكر الاستقراء.
از دیگر كتاب های او می توان به »علل الحساب و الجبر و المقابله 
و شرحها«، »العقود و الابنيه فی الحساب« »الاجذار«، »المسائل و 
الاجوبه فی الحساب«، »مختصر فی الحساب والمساحه«، »نوادر 
الاشکال«،  »فی حساب الهند« و »فی الاستقراء« اشاره كرد. در 
پایان به برخی دیگر از فعاليت های ریاضی این دانشمند  به نقل 

از پیرهادی )1392( اشاره می شود:
é كرجی نه تنها عمليات محاســباتی مربوط به ریشة دوم 

كرجی در رسالة جبر خود، توان های  
مقدارهای مجهول كسری تا توان ششم را به 

دست آورد.  
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در گذر زمان، زندگی بشــر دستخوش تغييراتی خواسته یا 
ناخواسته شده است. همان طور كه پيشرفت های علمی باعث رشد 
و شکوفایی زندگی انســان ها شده، چه بسا دوران هایی هم بوده 
كه شيوع بيماری ها یا جنگ ها باعث از بين رفتن برخی تمدن ها 
گردیده است. آموزش علوم مختلف و نحوة تدریس آن ها، به ویژه 
آموزش ریاضی نيز متأثر از این تغييرات بوده است. از آموزش های 
فردگرا تا نظریه آموزشی ویگوتسکی، شاهدی هستند بر لزوم 
ایجاد تغييرات در زمينة آموزش و یادگيری كه لازم است متناسب 

شرایط اعمال شوند.
به عنوان یک معلم ریاضی با 29 ســال سابقه تدریس، نياز 
به تغيير در روش تدریس خود را به خوبی احســاس می كردم و 
بنابراین در دورة كارشناســی ارشد آموزش ریاضی، به دنبال این 
دغدغه خود بودم. به كمک اساتيد راهنما و مشاور، پایان نامه ام را 
با عنوان »تأثير تدریس ریاضی به روش كلاس معکوس« تدوین 
و ارائــه كردم و همچنين مقاله ای مســتخرج از آن را در اولين 
كنفرانس آموزش و كاربرد ریاضيات در كرمانشاه ارائه كردم كه در 

وبگاه سيویليکا قابل دسترسی است.
در تدریس بــه روش كلاس معکوس، معلم قبل از تدریس 
موضــوع مورد نظر در كلاس، با ســاخت ویدیو های آموزشــی، 
محتوای تدریس را در اختيار دانش آموزان قرار می دهد و از فرصت 
كلاس برای رسيدگی بيشتر به دانش آموزان استفاده می كند. پس 
از آشنایی با روش كلاس معکوس در دورة كارشناسی ارشد، چند 
سالی هســت كه این شيوه را در كلاس های خود به كار می برم. 
البته گاهی اوقات، به دلایل مختلف مجبور می شوم تدریس كامل 
را مجدداً در كلاس انجام دهم و كار از رفع اشــکال فراتر می رود؛ 
ولی به هر ترتيــب دانش آموزان به ویدیــوی محتوای تدریس 
معلمشان دسترسی دارند و می توانند بارها از آن استفاده كنند. به 

كارگيری این روش تدریس باعث شده تا به مرور زمان در ساخت 
ویدیوهای آموزشــی تجارب خوبی به دست آوردم و ویدیوهای 
آموزشی باكيفيتی را تهيه و در اختيار دانش آموزان خود قرار دهم. 
هر ویدیویی كه تهيه می كردم، در وبگاه آپارات نيز قرار می دادم 
تا ســایر دانش آموزان هم بتوانند از آن استفاده كنند. نگاهی به 
این ویدیوها، می تواند فرایند بهبود و تکامل آن ها را در گذر زمان 

نشان دهد كه با افزایش تجربه بنده رخ داده است.
با شيوع ویروس كرونا و تعطيلی مدارس، تغييرات ناگهانی 
و بزرگی در آموزش دروس ایجاد شــد. به ســبک و سياق قبل، 
ویدیوهای دروس را ســاخته و در وبگاه آپارات بارگذاری كردم، 
ولی امکان رفع اشــکال برای دانش آموزانم وجود نداشــت. در 
بستر شــبکه های اجتماعی با  دانش آموزان خود ارتباط گرفتم؛ 
ولی با این شــبکه ها نيز نمی شد اشــکالات ریاضی را رفع كرد. 
با جســتجوی بيشــتر با امکانات »مودل« آشنا شدم و به سراغ 
فضاهای برخط با امکان تدریس و رفع اشــکال همزمان رفتم. 
درس هــای باقيمانده از كتب درســی را با » اســکای روم« و 
» ادوبــی كانکــت« به صورت برخــط تدریس كــردم. این كار 
 برای دروســی مانند ریاضی پایة دهم موفقيت خوبی به همراه

 داشت و دانش آموزان به خوبی توانستند مشکلات درسی شان را 
رفع كنند ولی در درس هندســه دهم، مخصوصاً بخش هندسه 
فضایی، كار سخت تری در پيش بود. به نظر می آمد استفاده از این 
روش در تدریس و تفهيم فصل 4 كتاب هندسه 1 پایة دهم رشته 
ریاضی و فيزیک كه شامل تجسم فضایی و برش )سطح مقطع( و 

دوران حول محور است، كافی و مؤثر نبود.
تدریس و تفهيم موضوعات هندسة فضایی و اجسام سه بعدی 
در فضای دوبعدی تخته های كلاس درس كار ســاده ای نيست 
و نياز به قدرت بيان معلم و پروراندن قدرت تجســم ذهنی در 

محسن غلامی
كارشناس ارشد آموزش ریاضی و دبير ریاضی ناحيه دو اراك
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تصویر شماره 1
حالت های دو خط در صفحه

موازی باشند كه منطبق بودن حالت خاص موازی بودن است متقاطع باشند

تصویر شماره 2
حالت های دو صفحه: موازی و متقاطع كــه عمود بودن حالت خاصی از 

تقاطع دو صفحه است

تصویر شماره 3
حالت های دو صفحه: موازی و متقاطع كه عمود بودن حالت خاصی از تقاطع 

دو صفحه است

تصویر شماره 4
حالت هــای دو صفحه: موازی و متقاطع كه عمود بودن حالت خاصی از 

تقاطع دو صفحه است

دانش آموزان دارد. در كلاس های حضوری، با اســتفاده از فضای 
كلاس و وســایل داخل آن و به ویژه با اشاره به دیوارهای كلاس 
و حركت معلم به ســمت دیوارها و لمس آن ها، مفهوم صفحه و 
وضعيت صفحه ها نسبت به هم را تا حدودی می توان توضيح داد. 
همچنين برای معرفی خط در فضــا، از لبه های تخته تدریس، 
لبه  های موزایيک های كف كلاس و یا با اشاره به لبه های دیوارها 
می توان كمک گرفت. با شــرایط ویژة به وجود آمده، تفهيم این 
بخش از كتاب در فقدان حضور فيزیکی دانش آموزان در كلاس 
و در تدریس آنلاین، سخت تر هم شد. نوع سؤالات  دانش آموزان 
در جریان تدریس آنلاین، نشان می داد كه  دانش آموزان مفاهيم 

هندسه فضایی را به خوبی درك نمی كنند.
در جســتجوی راه حلی برای این مشکل، به نظرم رسيد در 
تدریس آنلاین با وجود عدم حضور فيزیکی دانش آموزان شــاید 
بتوان با استفاده از نرم افزارهای مناسب، درك بهتری از مفاهيم 
و موضوعــات مورد نظر را برای  دانش آموزان ایجاد كرد. حالا كه 
قرار بود تدریس در فضای مجازی صورت گيرد، پس چه بهتر كه 
بيشترین استفاده را از ظرفيت های این فضا به عمل آورم. به دنبال 
نرم افزاری بودم كه بتوانم در فضای دوبعدی صفحه  نمایش موبایل 
یا لپ تاپ دانش آموزان، موضوعات ســه بعدی را نمایش دهم. به 
نظرم پویانمایی و حركت اجســام می توانست برای آن ها حالت 
سه بعدی را شبيه سازی كند. وقتی یک شکل دوبعدی مکعب به 
حركت در می آید، دید سه بعدی بهتری ایجاد می كند و یا وقتی 
یک متوازی الاضلاع را كه به عنوان صفحه معرفی كنيم، به حركت 
درآمده و در نقش یکی از صفحات مکعب با كمک پویانمایی در 
مکعب جاسازی می شود، احساس بهتری در مورد سه بعدی بودن 

صفحه و مکعب به دانش آموز می دهد.
برای ایجاد حركت در اجسام دوبعدی، نرم افزارهای متعددی 
وجود دارد. گذشــته از نرم افزار ریاضــی جئوجبرا كه در بخش 
ســه بعدی، امکانات جالبی فراهم كرده است، با كمک نرم افزار 
»سویش مکس«1 و ساخت پویانمایی های بسيار ساده ای از صفحه 
و خط و حركت آن ها و همچنين حالت های آن ها نسبت به هم، 
می شــد در فضای دوبعدی صفحه نمایش تلفن همراه، تبلت و 
لپ تاپ، موضوعات سه بعدی را تدریس كرد. بنابراین برای درك 
بهتر مفاهيم مورد نظر، با كمک این نرم افزارها، برای موضوعات 
مورد تدریس، ویدیوهای مناسب را می ساختم و در تدریس خود 

از آن ها استفاده می كردم.
بــرای من كه تازه این نوع از تدریس را شــروع كرده بودم، 
ساخت پویانمایی ها و تبدیل فرمت آن ها جهت نمایش در كلاس 
آنلاین بسيار زمان بر بود؛ اما وقتی دانش آموزان این پویانمایی ها را 
دیدند، بسيار استقبال كردند. از تجربيات قبلی متوجه شده بودم 
كه ساخت ویدیو توسط معلم، باعث قدرشناسی بيشتر از جانب 
دانش آموزان خواهد شــد؛ زیرا آنان به ارزشی كه معلم برایشان 

قائل بوده، پی خواهند بــرد. دانش آموزان ضمن قدردانی بابت 
ساخت این ویدیوها، اعلام می كردند كه درس را متوجه شده اند. 
سؤالات و اشکالات درسی آن ها نيز خيلی كمتر شده بود. حتی 
می توانستند اشکالات دوستانشان را هم در همان كلاس آنلاین 
برای همه توضيح دهند و گاهی تأیيد درستی آن را از من جویا 
شوند. بعد از تدریس با این ویدیوها و مشاهدة نتيجة كار، متوجه 
شــدم كه ساخت ویدیو ارزش ســختی های آن را داشته است. 
علاوه بر این خود من هم از اینکه یک گام رو به جلو در مســير 
تکاملی ساخت ویدیوهای آموزشی، متناسب با موضوع تدریس 
برداشته بودم، احســاس رضایت خاطر داشتم؛ چرا كه من هم 

یادگيری جدیدی را تجربه كرده بودم.
خواننــدگان عزیــز جهــت مشــاهده تدریــس ایــن 
 بخــش و پویانمایی هــای ساخته شــده، می تواننــد به آدرس

 https://www.aparat.com/v/P8aWi مراجعه كنند و در ادامه، 
تصاویری از آن ها را ملاحظه نمایند.

در انتهای فصل 4 كتاب هندسه 1، مفاهيم مربوط به برش 
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تصویر شماره 10

تصویر شماره 5

تصویر شماره 6

تصویر شماره 7

تصویر شماره 8

تصویر شماره 9

)ســطح مقطع( و دوران حول محور آمده است. با توجه به نبود 
زمان كافی، ساخت پویانمایی برای این قسمت برایم كار سختی 
بود. لذا در اینترنت به جستجوی كليپ های آموزشی پرداختم. 
متأسفانه در سایت های فارسی كليپ مناسبی پيدا نکردم؛ ولی 
وقتی به انگليسی جستجو كردم، ویدیوهای آموزشی زیبایی را 
پيدا كردم كه دقيقاً مفهوم دوران و مخروط قائم و مفهوم برش و 
ایجاد مقاطع مخروطی را نمایش می داد. با استفاده از آن و قطع 
صدای انگليسی گوینده، خودم توضيحات لازم و درس مورد نظر 
را روی آن كليپ برای دانش آموزان ارائه كردم. برای مشــاهده 
تدریس و این كليپ آموزشی زیبا، به آدرس اینترنتی فوق الذكر 
مراجعه نمایيد2. تصاویری از این كليپ در شکل های زیر نمایش 

داده شده است.

آنچه ذكر شد، تجربه ای در استفاده از ظرفيت های موجود 
برای تدریس ریاضی و خصوصاً هندســه به صورت برخط بود. 
تغييرات بيشتر و تجربه تعطيلی ادامه دار مدارس به علت شيوع 
ویــروس كووید 19، نياز معلمان را بــه بهره گيری از روش های 
تدریس برخط و اســتفاده از امکانــات ارائه دهندگان این گونه 
خدمات گوشزد می نماید. در پایان اميدوارم همة معلمان فراتر از 
ارائة صرف محتوا به صورت مجازی، از امکانات دوسویه و تعاملی 
این فضاهای تدریس، به نحو شایسته ای بهره ببرند و با تدوین 
تجربيات خود در این زمينه، آن ها را با دیگران به اشتراك بگذارند.

پی نوشت ها
1. SWiSH Max

2. تأثيــر تدریس ریاضــی پایه دهم بــه روش كلاس معکوس در انگيزش 
دانش آموزان، مجموعه مقــالات اولين كنفرانس آموزش و كاربرد ریاضيات، 

كرمانشاه )1396(.

همان طور كه پیشرفت های 
علمی باعث رشد و شکوفایی 
زندگی انسان ها شده، چه بسا 
دوران هایی هم بوده كه شیوع 

بیماری ها یا جنگ ها باعث از 
بین رفتن برخی تمدن ها گردیده 

است. آموزش علوم مختلف 
و نحوه تدریس آن ها، به ویژه 

آموزش ریاضی نیز متأثر از این 
تغییرات بوده است. 
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استادیار دانشگاه فرهنگيان اصفهان

 علی رجالی، معلم ریاضی )لقبی كه 
مجمع معلمان ریاضی شــيراز به ایشان 
داد و از آن زمــان در تمام مکاتبات علمی 
ملی و بين المللی خود از این لقب استفاده 
می كند(، متولد ســال 1330 در اصفهان 
اســت. وی در ســال 1342 از »دبستان 
جعفری« فارغ التحصيل شــد و به ترتيب 
این مــدارج را طی كــرد: دیپلم ریاضی 
از دبيرســتان ســعدی اصفهان )1348(، 
ليسانس ریاضی از دانشگاه شيراز )بهمن 
1351(، فوق ليســانس ریاضی از دانشگاه 
شــيراز )خرداد 1353(، و دكترای آمار از 
دانشگاه استنفورد آمریکا )تابستان 1357(. 
یک ســال نيز عضو هيئت علمی دانشگاه 
شــيراز بود و به دنبال مأموریت یک ساله 
 در دانشــگاه اصفهــان، از ســال 1359 

به عضویت هيئت علمی دانشگاه صنعتی 
اصفهان درآمد. 

در مورد استاد رجالی نوشته اند: رجالی 
در چهاردهم شــهریورماه 1357 به ایران 
برمی گردد و از همان روز به عنوان استادیار 
كار خود را در بخش ریاضی دانشگاه شيراز 
آغــاز می كند. غيــر از تدریس درس های 
احتمــال و نظریــة اعداد، یکــی دیگر از 
درس هایی كه مســئوليت تدریســش به 
دكتر رجالی واگذار می شود، درس ریاضی 
عمومی 1 برای دانشجویان علوم و مهندسی 
بود. او در این درس متوجه می شــود كه 
دانشــجویان جدید برخلاف دانشجویان 
زمان تحصيلش، اصطلاحــات ریاضی را 
می دانند، ولی تفکر ریاضی و قدرت درك 
مفاهيم ریاضی را ندارند. چرایی بزرگی در 

چیز  دو  به  ابتدایی  دورة  از 

علاقه مند بودم: یکی معلمی 

و دوم ریاضی.

حمیدرضا كاشفي

اشاره
هیئت تحریریة مجله تصمیم گرفته است، 
از این پس در هر شماره از مجله مصاحبه ای 
با استادان و نامداران ریاضی و آموزش ریاضی 
كشور به چاپ برسد.  به بنده نیز افتخار داده 
شد، اولین مصاحبه را با جناب دكتر رجالی 
انجام دهم. هماهنگی های لازم توسط دوست 
مشتركمان، جناب آقای دكتر پیام سراجی 
صورت گرفــت و زمان مصاحبــه در خانة 
ریاضیات اصفهان مشخص شد. با جناب دكتر 
رجالی قبلاً در یک جلســه رسمی پیگیری 
تفاهم نامه بین  دانشگاه فرهنگیان اصفهان 
و خانة ریاضیات هم صحبت شــده بودم و 
علاقه مند بودم كــه گفت وگوی ما قدری از 
گفت وگوهای رایج تخصصی تر باشد تا بیشتر 
مورد استفادة استادان، معلمان و علاقه مندان 
ریاضی قرار بگیرد. قبل از ارائة متن مصاحبه، 
مختصری از زندگی نامة ایشان را برای آشنایی 

خوانندگان عزیز مجله نقل می كنم. 
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فکر او ایجاد می شــود كه مسير كاری اش 
را تغيير می دهد. او برای شناخت مسئله  
قصد داشت به مدارس برود و از مشکلات 
آموزشــی این دانشــجویان كه 9 ســال 
بعد از او وارد دانشــگاه شيراز شده بودند، 
 مطلع شود. اما فکر می كند اگر این جوان

27 ســاله بين  معلمان ظاهر شــود، در 
شيراز به او توجهی نمی كنند. او ظاهراً برای 
رسيدن به عشق هميشگی و بودن با پدر و 
مادرش در اصفهان، با تلاش استاد پرتوان 
همچون دكتــر محمد صدوقی الوندی به 

دانشگاه اصفهان مأمور می شود. 
كارهای رجالی در دانشــگاه اصفهان 
با اســتقبال روبه رو نمی شــوند.  اگرچه 
مسئوليت تدریس درس های آمار ریاضی، 
نظریــة اعداد و حســاب دیفرانســيل و 
انتگــرال به رجالی واگذار می شــود، ولی 
همکار استادی می شود كه درس تمرین 
دبيــری را تدریس می كرد. از این راه او به 
كمک معلمانش، آقایان موحدی، تلگينی، 
امام جمعــه زاده، مشــتاقيان پور و جمالی 
به مدارس راه می یابد و دانشــجویان این 
درس را بــرای تمرین دبيری به مدارس و 
كلاس های درسی معلمان خوبی همچون 
افراد فوق و آقایان قياســيان و غياثی نژاد 
می فرســتد. در این فاصله با آقای یحيی 
تابش از دانشــگاه صنعتی اصفهان آشنا 
می شــود و حتی قبــل از انتقــال به آن 
دانشگاه، مركز بررسی ریاضيات دبيرستانی 
را در دانشگاه صنعتی اصفهان با مشاركت 

دوستان آن دانشگاه راه اندازی می كند. 
بالاخره دكتر رجالی در سال 1359 با 
موافقت دانشگاه شيراز به دانشگاه صنعتی 
اصفهان انتقال می یابد. در مركز بررســی 
ریاضيات مدرســه ای، بعــد از ظهرهای 
دوشــنبه معلمان ریاضی اصفهان دور هم 
جمع می شــدند و جزوه هایی می نوشتند 
كه در نقاط دیگر هــم در اختيار دبيران 
قرار می گرفت. اســتادان دانشگاه صنعتی 
اصفهان، ضمن حضور در این جلســات، 
جزوه هــای مزبور را مطالعــه و روش های 
تدریس مطالب ریاضی را تمرین می كردند. 

در ایــن مركز وضعيت تدریس ریاضی در 
ایران نيز رصد می شد.

دكتر محمدرضا كوشش، در آیين 
اهدای »جایزة ابوریحان« به ریاضی دانان 
جــوان ایرانــی در »فرهنگســتان علوم 
جمهوری اســلامی« گفته بود: »من در 
رشتة فيزیک تحصيل می كردم. حضورم 
در كلاس درس دكتر رجالی باعث شــد، 

از فيزیک به ریاضی تغيير رشته بدهم.«
به جز مــوارد مذكور و دریافت جایزة 
فيلدز توســط مریــم میرزاخانی،  كه 
به دليل شــركت در مســابقات ریاضی 
دانش آموزی به خواندن ریاضی جذب شده 
بود؛ )مســابقاتی كه دكتر رجالی یکی از 

بنيانگذاران آن بود.( 
بخشــی از افتخــارات و خدمات این 

استاد ارجمند به شرح زیر است: 
 نخستين برندة ایرانی جایزة جهانی 

پاول اردیش در سال 2006؛
 برندة جایــزة دكتر بهزاد »انجمن 

ریاضی ایران« )1391(؛
 استاد برتر آماری سال 1398 مركز 

آمار ایران؛
 یکی از  بنيان گذاران نخستين مركز 
تحقيقــات معلمان ریاضــی در اصفهان؛ 

)پژوهشگاه های معلم(
 یکــی از بنيان گذاران مســابقات 

ریاضی دانش آموزی ایران؛
 پایه گذار كنفرانس های آمار ایران؛

 پایه گذاركنفرانس هــای آمــوزش 
ریاضی ایران؛

 یکی از مؤسسان انجمن رمز ایران؛
 پایه گذار نخستين خانة ریاضيات؛
 مؤلف كتاب های درسی ریاضی. 

و این ها فقط بخشی از كارهای استاد 
رجالی است. با این همه، ایشان در مراسم 
دریافت »جایزة ترویج علم ایران« در سال 
1397، با فروتنــی دربارة این موفقيت ها 
بيان داشــت: »ما تقســيم كار كرده ایم: 

دوســتانم كار می كنند و ایده می دهند و 
من جوایزش را می گيرم!«
٭٭٭

سال  در  دكتر، شما  آقای  جناب 
1398 از طــرف مركز آمــار ایران 
معرفی  آمار  برتر  اســتاد  به عنوان 
شدید و سال هاست كه به عنوان معلم 
و استاد نمونة آموزش ریاضی در میان 
دانشجویان و علاقه مندان به ریاضی 
و آمار شناخته شده اید. این عشق به 
معلمی از كجا نشئت  می گیرد؟ لطفاً 
بفرمایید چطور به معلمی علاقه مند 
شدید و كدام معلم یا استاد در علاقة 

شما به معلمی تأثیرگذار بودند؟ 
از دورة ابتدایــی به دو چيز علاقه مند 
بودم: یکی معلمــی و دوم ریاضی. این دو 
اســتعداد را آموزگاران دبستان جعفری 
اصفهان در رجالی كشف كردند. اعتقاد من 
این اســت كه آموزگاران مهم ترین نقش 
را در شناســایی و پرورش اســتعدادهای 
دانش آموزان خود می توانند داشته باشند. 
این تجربــه را در یکی از دبســتان های 
اصفهان به كمک مدیر و آموزگاران پياده 
كردیــم و نتيجه بخش هم بــود. در آن 
دبستان كلاس های علوم در آزمایشگاه با 
كار تيمی  دانش آموزان، با ساخت ميزهای 
كوچک و ابزارهای بســيار ســاده برگزار 
می شــدند و تدریس ریاضی با وســایل 
بــازی انجام می گرفــت. مطالعة تعقيبی 
مــا در مــورد دانش آموزان آن مدرســه 
جــواب خوبی به ما داد. ولی متأســفانه، 
 خانواده هــا و نظام آموزش وپــرورش ما، 
به دليل تهاجم فرهنگی »كارتل كنکور«! 
و آماده ســازی دانش آموزان برای شركت 
در آزمون های مدرسه های خاص و كنکور 
)كه ســال ها زندگی علمــی و خصوصی 
خود را صرف تهيــة راه حلی جدید برای 
نحوة سنجش و پذیرش دانشجو كردم و 

 من اعتقاد دارم، تا زمانی كه استانداردهای آموزش 
ریاضیات مدرسه ای تدوین نشود، كتاب ها به صورت 

سلیقه ای نوشته خواهند شد.

37 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1 / پاییز 1399



طرحی تهيه كردیم كه علی رغم موفقيت 
در كميسيون آموزش و تحقيقات مجلس، 
توســط لابی كارتل كنکور، به بهانة طرح 
غيرقابل اجرای حذف كنکور رد شد(، این 

روش را نمی پذیرند. 
در دبيرستان هم، دبيران علاقه مند و 
آگاهی كه بسياری از آن ها از دانشجویان 
مرحوم پروفســور فاطمی بودند و عاشق 
و شــيفتة معلمی، و برخی نيز رشته های 
پزشکی و مهندسی را رها كرده بودند و به 
منظور ادامة تحصيل به دانش سرای عالی 
برای كسب افتخار معلم  شدن رفته بودند، 
در بارور ســاختن این اعتقاد در رجالی و 
كســب موفقيت های بعدی او، بسيار مؤثر 
بودند. رجالی این شــانس را داشــت كه 
از محضــر معلمانی توانمنــد و علاقه مند 
نوربخش،  آقایــان  مرحــوم  همچــون 
ســپهری، و نیز آقایــان موحدی و 
 تلگینی، تقوی، جمالی، امام جمعه زاده 
و ... دبيران بسيار خوب ریاضی اصفهان بهره 
گيرد. در دانشگاه شــيراز، استادانی چون 
دكتــر جواد بهبودیان، دكتر حدیدی، 
دكتر رجبعلی پور، دكتــر وصال، دكتر 
فتاحی، دكتر ابن النصیر، و دكتر مولینز، 
در تشویق و ترغيب رجالی برای ادامة راهی 
كــه از ابتدا برای خود ترســيم كرده بود 

شما به معلمان جوان ریاضی چیست؟
من كوچک تــر از آن هســتم كه به 
معلمان عزیز توصيه ای داشــته باشــم. 
قبل از آن باید به مســئولان توصيه كنم. 
مــا اخيراً بــا اســتفاده از اطلاعات بانک 
جهانی ثابــت كرده ایم كه ارتباط )ضریب 
همبستگی( بالایی بين حقوق معلمان و 
توسعة پایدار كشورها وجود دارد. )حقوق 
كه عرض می كنــم، از معلمان عزیز عذر 
می خواهم. حقــوق فقط به عنوان معياری 
برای ارزش گذاری به معلمان است.( رئيس 
»مركــز تحقيقات آموزش علــوم ژاپن« 
در دیداری گفت: »وضع ژاپن نســبت به 
كشورهای مشابه مثل چين، تایوان، كره و 
ســنگاپور در آینده بسيار بد خواهد شد.« 
پرسيدم: »چرا؟« جواب او بدن مرا لرزاند! 
گفت: »چون حقوق معلــم در ژاپن برابر 
حقوق پزشــک و قاضی است، ولی در آن 
كشورها حقوق معلم از سایر اقشار بيشتر 

است!«
اما هر معلمی باید به علمی كه تدریس 
می كند، مسلط باشد. مثلاً  اگر در دبيرستان 
حساب دیفرانســيل و انتگرال یا حسابان 
می خواهد تدریس كند، باید آناليز را خوب 
بداند و بر درس آناليز مسلط باشد. برای هر 
جلسة تدریس، خود را به روز و آماده كند. 
رجالی سال هاست درس احتمال دانشگاه 
را تدریس می كند، ولی هيچ جلســه ای را 
بدون مطالعه حداقل دو سه ساعت قبل از 
كلاس، تدریس نکرده است. دانشجویانم 
شاید به خاطر دارند، یک شب كه در كنار 
همسر عزیزم در بيمارســتان بودم، فردا 
كلاس رفتم و به آن ها گفتم: »مرا ببخشيد، 
من دیشب نتوانستم درسم را آماده كنم. با 
پوزش فراوان اجازه دهيد امروز وقت شما 
را تلف نکنم و به من لطف كنيد و بپذیرید 
یک كلاس جبرانی برای این ســاعت در 
آینده داشته باشيم.« من به عنوان شاگرد 
كوچــک معلمــان ریاضی ایــران تلاش 
می كنــم، برای هر جلســة كلاس درس، 
موضوعی اجتماعی و یا حتی سياسی روز 
را آماده كنم و به دليل اینکه بيشتر آمار و 

احتمال تدریس می كنم، از آمار و اطلاعات 
آن مطلب سخن بگویم. در شهریورماهی، 
رئيس دانشــکدة محيط زیست دانشگاه 
صنعتــی اصفهان از من دعــوت كرد كه 
درس آمار زیست آن دانشکده را در مهرماه 
تدریس كنم. به ایشان عرض كردم: »من 
باید یک سال مطالعه كنم. مثال هایی  از 
رشــتة منابع طبيعی پيدا كنــم و زبان 
دانشجویان این درس را یاد بگيرم و بعد به 

آن ها تدریس كنم.«  
اعتقــاد رجالی به عنــوان یک معلم 
ســاده این اســت كه معلــم باید خيلی 
بداند، ولی خود را در ســطح دانش آموزان 
و دانشــجویانش پایين بيــاورد. به زبان 
آن ها و با اســتفاده از اطلاعات قبلی آن ها 
تدریس كند و بــه آن ها اجازة اظهار نظر، 
ایراد گرفتن و نقد معلم را بدهد. ما در خانة 
ریاضيات اصفهان، گاه چند معلم با هم به 
كلاس می رویم. یک روز من، آقای تلگينی 
و مرحوم خانم فيروزبخت با هم به كلاس 
رفته بودیم. بحثی در مورد نظریة اعداد بود 
كه به نوعی رشتة تخصصی من بود، خانم 
فيروزبخت هم كه خــود در نظریة اعداد، 
حدسية علمی داشتند، و آقای تلگينی هم 
كه سال ها این درس را تدریس می كردند. 
مــا ســر كلاس  در برابر پيشــنهاد حل 
مسئله ای توسط یک گروه از دانش آموزان 
تسليم شدیم. این ها تجربه های خوب من از 
تدریس هستند كه اميدوارم مورد استقبال 

معلمان عزیز قرار گيرد. 
همة ما دكتر كرم زاده را ریاضی دانی 
مطرح و یک مســئله حل كن حرفه ای در 
ســطح بين المللی می شناسيم. ایشان در 
یکــی از كارگاه هایی كه در اهواز با حضور 
شــركت كنندگان در المپيادهای ریاضی 
ایران برگــزار شــده بــود، در برابر حل 
مســئله ای كه آقای دكتر رجائی )استاد 
فعلی دانشگاه تربيت مدرس و برندة مدال 
المپياد بين المللی ریاضی( ارائه داد و بهتر از 
راه حل ایشان بود، تسليم شدند. معلم نقش 
راهنما را دارد و باید اندیشيدن را بيشتر از 
جواب مسئله به دانش آموز یاد دهد. فرصت 

اعتقاد رجالی به عنوان یک معلم ساده 
این است كه معلم باید خیلی بداند، 
ولی خود را در سطح دانش آموزان و 
دانشجویانش پایین بیاورد. به زبان 
آن ها و با استفاده از اطلاعات قبلی 
آن ها تدریس كند و به آن ها اجازة 
اظهار نظر، ایراد گرفتن و نقد معلم را 
بدهد

)معلمی و ریاضی(، نقش عمده ای داشتند. 
اگر راهنمایی و حمایت این عزیزان نبود، 
حتماً رجالی نمی توانست این مسير هموار 
را طی كند. )خوشبختانه غير از دو نفر اول 

بقيه در قيد حيات هستند(
به نظر شما معلم ریاضی خوب چه 
شاخص هایی باید داشته باشد؟ توصیة 
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دهد، همة دانش آمــوزان )نه فقط عده ای 
خاص( خود با راهنمایی معلم و هم فکری 
با هم یاد بگيرند و به جواب مسائل برسند. 
سر كلاس درس معلم باید همة مسائل و 
مشکلاتش را كنار بگذارد و فقط به وظيفة 

راهنمایی دانش آموزانش  بپردازد. 
خاطره ای را خوب است در این زمينه 
مطرح كنم. قرار بود سميناری در دانشگاه 
برگزار شــود و من مســئول برگزاری آن 
بــودم. عصر روز قبل از ســمينار، قبل از 
ساعت 4:30 كه كلاســم شروع می شد، 
به دبيرخانة ســمينار رفتم و از مسئولان 
ثبت نام پرســيدم: »امشب چند ميهمان 
داریم كه باید شام بخورند و فردا صبح چند 

نفر كه باید صبحانه بخورند؟« 
گفت:  ســمينار  اطلاعات  مســئول 

»امشب 70 نفر و فردا صبح 45 نفر.«  
گفتم: »پس شما قصد دارید 25 نفر 
از ميهمانان را شبانه بکشيد؟ دقيق بررسی 
كنيد ببينيد كجا اشتباه شده است، تا بعد 
از كلاس، آمار را به سلف سرویس بدهيم.«

آن ها را رها كردم و با نگرانی از خطای 
سيستم اطلاعاتی سمينار به كلاس رفتم. 
در ابتــدای كلاس گفتم: »دوســتان من 
امروز گرفتار و نگران سمينار فردا هستم. 
اگر دیدیــد نامرتبط حرف می زنم، به من 
هشــدار بدهيد تا كلاس امروز را كنسل و 
بعداً جبرانی بگذارم.« و شــروع كردم به 
درس دادن. دیدم یکی از دانشجویان گفت: 
»خسته نباشيد!« ســاعت را نگاه كردم، 
دیدم ساعت از شش گذشته است. این قدر 
مشــغول تدریس و بحث با دانشــجویان 
بودم كه نه  تنها مشکلات سيستم ثبت نام 
سمينار را فراموش كرده بودم، بلکه ساعت 
را هم فراموش كرده بودم. معلم بجاســت 
كه عــلاوه بر تســلط روی موضوع مورد 
تدریس، وظيفة راهنمایی دانش آموزانش 
را بــه عهده گيرد و بــه كتاب توجه كند. 
باز هم بد نيســت خاطره ای عرض كنم. 
بعد از اینکه  جایــزة جهانی پاول اردیش 
را گرفتم، از صدا و ســيما آمدند از كلاس 
من فيلم تهيه كننــد )به اصطلاح فيلمم 

كنند!(. دانشــجویی را فرســتاده بودم تا 
مثال حل شدة  كتاب درسی را شرح دهد 
و خــودم  كتاب را جلویم بــاز كرده بودم 
و از روی كتــاب می خواندم. بعد از آن به 
این فکر  افتادم كه شاید تهيه كننده، این 
بخش فيلم را حذف  كند، چون مردم فکر 
می كنند استادی باسواد است كه همه چيز 
را از حفظ بداند. برای معلم زشــت است 
كه ســر كلاس كتاب را باز كند. به ایشان 
تلفن زدم و گفتم: »آقا آن قسمت كه من 
از روی كتاب می خواندم ...« حرف مرا قطع 
كرد و گفت: » نگران نباشــيد آن قسمت 
را حذف كردیم!« گفتم: »نه دوست عزیز، 
من دلم می خواهد آن قســمت درشــت 
نشــان داده شــود.« رفتار معلم هميشه 
سرمشق خوبی برای دانش آموزانش است. 
پس اگــر می خواهيم دانش آموزان ما اهل 
مطالعه باشند، بهتر است آن ها بفهمند كه 
معلمشان هم اهل مطالعه است و حداقل از 
كتاب درسی استفاده می كند. معلم خوب 
اســت به همة دانش آموزان توجه داشته 
باشــد و با راهنمایی كردن )بدون ریختن 
آبرو!( تلاش كند هر دانش آموزی متوجه 
اشــکال جواب خود بشود. جرئت  دادن به 
همة دانش آمــوزان برای اظهار نظركردن، 
اجــازه دادن به كار تيمــی، جلوگيری از 
رقابت های ناسالم كه متأسفانه این روزها 
بسيار در نظام آموزشی ما رونق پيدا كرده 
است، تهية خوراك بيشتر برای دانش آموزان 

مســتعدتر و راهنمایی و جرئت  دادن به 
دانش آموزانی كه ظاهراً ضعيف هستند، و 
به روز بودن )مثلاً اســتفاده از فناوری های 
روز در امر تدریس(، از خصوصيات خوب 

یک معلم موفق است.

جناب دكتر، مــن معلم ریاضی 
كه  را  تلاش می كنم شــاخص هایی 
جناب عالی بــرای یک معلم ریاضی 
خوب نام بردیــد، در خودم تقویت 
كنم. اما فقط مــن معلم در آموزش 
دیگر  عمدة  بخش های  نیستم،  مؤثر 
مانند كتاب های درسی و سیاست های 
نظام آموزشی، از جمله آزمون ورودی 
دانشــگاه ها )كنکور( هم در تدریس 
و عملکرد من مؤثر هســتند.  اجازه 
بدهید بحث را به این دو محور ببریم. 
شما به عنوان كســی كه در دوره ای 
اهمیت  بوده اید،  درسی  كتاب  مؤلف 
كتاب های درسی را در تدریس معلمان 
و پــرورش اســتعداد دانش آموزان 
درسی  كتاب های  می بینید؟  چگونه 
باید  آمار چه شاخص هایی  و  ریاضی 
داشته باشــد؟ آیا كتاب های درسی 
فرمودید  كه  مــواردی  دارای  امروز 

هستند؟ راهکار چیست؟
من فکر می كنم، اگر به معلم خوب یک 
كتاب بد هم بدهند، باید خوب درس بدهد. 
اصل مطلب مــا در آموزش وپرورش معلم 
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اســت. بله، من این شانس را داشته ام كه 
همراه مؤلفان دو كتاب درسی دبيرستانی 
باشم: یکی حســاب دیفرانسيل و انتگرال 
كه همراه یکــی از همــکاران و دو دبير 
ریاضی نوشته شد و قبل از انتشار توسط 
حداقــل 40 دبير ریاضــی و چند انجمن 
علمی آموزشی معلمان نقد و بررسی شد 
و استادانی همچون دكتر منوچهر وصال، 
با دقت و وســواس علمی خاص خود آن 
را ویرایش علمــی و ادبی كردند، و كتاب 
دوم با همکاری سه نفر از استادان دانشگاه، 
مرحوم دكتر عميدی، دكتر بهزاد و دكتر 
محمودیــان، كه به منظــور اضافه كردن 
مفاهيم ریاضيات گسســته به برنامه های 
 درســی ایران به رشــتة تحریــر درآمد 

.]Rejali, 1996: 73-76[
در نوشــتن هر دو كتاب تلاش شد، 
ابتــدا هدف هــا و اســتانداردهای درس 
مشخص شود. من اعتقاد دارم، تا زمانی كه 

باید یاد گرفته باشد، چگونه آن را یاد گرفته 
است و با چه هدفی آن مهارت را می خواهد 
به كار بــرد. در آن زمان قرار بود فقط 30 
درصد دانش آموزان به دورة پيش دانشگاهی 
راه یابند و هدف آن ها رفتن به دانشگاه بود. 
پس دقيقاً مشــخص بود كه ما باید آن ها 
را برای رفتن به دانشگاه آماده می كردیم. 
در جلســات متعدد به طــور مرتب بين 
نویســندگان برای ایجاد ارتباط افقی بين 
فصل های كتاب و نيز این درس و ســایر 
درس ها هماهنگی انجام می شد. كتاب های 
قبلی، پيش نيازها  و دانش قبلی دانش آموز 
مورد عنایت قرار می گرفتند. حتی به طور 
آزمایشــی مباحثی از آن در دبيرستان ها 

تدریس می شد. 
از ســوی دیگر، دبيران ریاضی به طور 
مرتب به نقد و بررسی كتاب می پرداختند 
و نظر آنان در تأليف كتاب تأثيرگذار بود.  
كتاب قبل از ورود به مدرسه ها، در جلسات 
متعــدد آموزش ضمن خدمــت به صورت 
كارگاهی به همة مدرســان احتمالی ارائه 
می شد. فقط در یک كلمه عرض می كنم، 
این نوع هماهنگی و برنامه ریزی در شرایط 
فعلی متأســفانه برای تأليــف كتاب های 
درســی اعمال نمی شــود. مطمئناً كتاب 
درسی در یادگيری دانش آموز و جهت دهی 
به او بسيار مؤثر است و اهميت فراوان دارد. 
یک بار در جمع مسئولان دفتر تأليف عرض 
كردم: »من خيلی تظاهر به مسلمان بودن 
نمی كنم، ولی هر وقت می خواهم به دفتر 
تأليف بيایم، حتماً باید وضو بگيرم!« اعتقاد 
من این است كه اتاق فکر آموزش وپرورش، 
دفتر تأليف است و كتاب های درسی، بعد از 
معلم، مهم ترین ركن تعليم وتربيت هستند.

جناب دكتر مؤلفة دیگری كه بر 
تدریس من معلم ریاضی مؤثر است، 
آزمون ورودی دانشــگاه ها )كنکور( 
است. یعنی انتظارات برخی مدارس، 
برای  والدین و حتــی دانش آموزان 
موفقیت در كنکور، تیزهوشان و حتی 
پدیده های جدیــد در دورة ابتدایی، 

مانند محاسبات ســریع و چرتکه، 
تدریس و روش تدریس مرا به سمت 
نوعی تدریس ســوق می دهد كه با 
آنچه از محضر اســتادانی چون شما 
فرا گرفته ام تفاوت دارد. متأســفانه 
رسانه ها و صداوسیما هم بستر را برای 
تبلیغ این نوع آموزش فراهم كرده اند. 
لطفاً نظرات خــود را در مورد كنکور 
بفرمایید. چه پیشنهادی در این زمینه 

دارید؟
یــک زمان ما نگران كنکــور ورود به 
دانشگاه ها در دورة  كارشناسی بودیم و برای 
جلوگيری از عدم گسترش آن به دوره های 
عالی، طرح آزمون علوم ریاضی فرهنگستان 
را به عنوان الگو با مســئوليت آقای دكتر 
شهشهانی در ســال 1372 با محوریت 
دانشــگاه صنعتی اصفهان برگزار كردیم. 
همان طور كه در طرح پذیرش دانشجوی 
خانة ریاضيات اصفهان هم دیده شده است، 
قصد ما این بود كه آزمون های اســتاندارد 
فقط به عنوان یک عامل در پذیرش نقش 
داشته باشند و دانشگاه ها با در نظر گرفتن 
عوامل دیگری همچون ســوابق تحصيلی 
و تجارب و توانمندی های دیگر داوطلبان 
مستقلاً دانشجو بپذیرند. متأسفانه علی رغم 
حمایت تمامی ریاضی دانان كشور و وزیر 
وقت آموزش وپــرورش كــه از نتایج آن 
برای رتبه بندی معلمان اســتفاده كرد، به 

بهانه های ظاهراً قانونی دنبال نشد.
متأسفانه به دليل گشایش مدرسه های 
تيزهوشــان )به عنــوان یک تالی فاســد 
المپيادهای علمی!( و مدرسه های خاص و 
برگزاری آزمون های تستی این مدرسه ها، 
مــا اكنون نگران كنکــور و تدریس برای 
تســت زنی از اول دبســتان تا پایان دورة 
دكتری و حتی بعد از آن هســتيم )چون 
مقاله نویســی به جای تحقيق اصيل! هم 
خــود نوعــی روش غلط كنکور اســت(. 
برخــی كنکــور را تســهيل كنندة ایجاد 
عدالت آموزشــی قلمداد می كنند، ولی به 
قول مرحوم دكتر كاردان )استاد دانشگاه 

تهران(، كنکور كوركن است.

استانداردهای آموزش ریاضيات مدرسه ای 
تدوین نشود، كتاب ها به صورت سليقه ای 
نوشته خواهند شد. مقصودم از استاندارد و 
چارچوب برنامه این است كه ببينيم كسی 
كه این كتاب را می گذراند، چه مهارتی را 

من فکر می كنم، اگر به معلم خوب 
یک كتاب بد هم بدهند، باید خوب 
درس بدهــد. اصل مطلــب ما در 

آموزش وپرورش معلم است. 
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اینکه آمــوزگاران و دبيــران و حتی 
مدرسان دانشــگاه های ما مجبورند فقط 
روش های تســت زنی را به دانش آموزان و 
دانشجویان درس دهند، اینکه وقت عزیز 
جوانان مــا به جای اندیشــيدن و تلاش 
برای حل مســائل و تمرین زندگی كردن 
)كه هر لحظة آن، حل مسئله است!( هدر 
می رود و آن ها مجبورند از این كتاب های 
غيراســتاندارد و روش هــای نامناســب 
یادگيری استفاده كنند و تبليغات مخرب 
كنکــوری، جامعة ما را )اعــم از جوانان و 
خانواده ها( به اضطراب كشنده و نابودكننده 

كشانده است، جای تأسف فراوان دارد. 

با این مطالبی كه فرمودید، جایگاه 
ریاضی و آموزش ریاضی ایران نسبت 
به جهان در چه سطحی است؟ برای 

بهبود این جایگاه چه باید كرد؟
در ایــن مورد، در مقاله هــای »برای 
رفع اشکالات آموزش ریاضی ایران خيلی 
دیر شده اســت« و »هشــدار به جامعة 
ریاضی ایــران و علاقه مندان به توســعة 
پایدار كشــور«، مفصلاً وضعيت را ترسيم 
كــرده ام. ما بالقوه توان داریم، ولی كنکور، 
بی ارزش كردن شغل مهم و باارزش معلمی، 
در  آموزش وپــرورش  كوچک انــگاری  و 
برنامه ریزی ها این توان را از ما گرفته است.

در سال های اخیر شاهد استقبال 
 نکردن دانش آموزان از ادامة تحصیل 
در رشتة ریاضی دانشگاهی هستیم. 
به نظر شــما چه دلیلی دارد؟ آیا این 
مــورد باعث نزول بیشــتر جایگاه 
ریاضیــات ایران در دنیــا و كاهش 
ریاضی دانان نخواهد شــد؟ آیا روند 
كاهش علاقه مندان به رشته های علوم 
پایه به خصوص ریاضی، مشکلاتی را 
در آینده برای كشور به وجود خواهد 
برای  مثبت،  پاسخ  صورت  در  آورد؟ 
حل این مشــکل چه راهکارهایی را 

پیشنهاد می كنید؟
در مقالــه ای كه در دومين ســمينار 

علوم ریاضی و چالش ها در ســال 1398 
ارائه دادم، پاســخ این پرســش را عرض 
 كرده ام. اجازه دهيــد همان را تکرار كنم: 
»هر وقت در شــهر یا كشــوری ســيل 
می آید یا زلزله اتفاق می افتد، یک كميتة 
بحران در بالاترین سطح تشکيل می شود. 
متأسفانه در آموزش كشــور سيل آمد و 
زلزله شــد، ولی هيچ خبری از تشــکيل 
ایجاد سيســتم  كميتة بحران نيســت. 
3-3-6  بدون آمادگی، بازنشســته كردن 
معلمان با تشــویق وزیر بدون آماده سازی 
و جذب معلمان جدید، نوشتن كتاب های 
درســی ریاضی بدون داشــتن استاندارد 
ریاضيات مدرسه ای، راه اندازی پردیس های 
آماده ســازی  بدون  دانشــگاه فرهنگيان 
امکانات )مدرس، آزمایشگاه و محيط های 
مناســب آموزش معلمان( و جلوگيری از 
اســتخدام فارغ التحصيلان دانشگاه ها در 
آموزش وپــرورش و غيره، همگی از جمله 
زلزله هایــی بودند كه در نظام آموزشــی 
اتفاق افتادند، اما هيچ كميته ای تشــکيل 
نشــد و هيچ كس هم محاكمه نشــد! در 
فروردین ماه 98 سيلی در استان گلستان 
آمد و حداقل اســتاندار گلســتان بركنار 
شــد. اما در آموزش وپــرورش هيچ! چون 
آموزش اهميت ندارد! اگر در كارخانه  های 
توليدی مشکلی پيش بياید، حتی هيئت 
دولت جلسه تشکيل می دهد، ولی آموزش 
)مهم ترین توليد ملی یعنی توليد نيروی 

انسانی( اهميتی ندارد!
مطمئنــاً افت فعلی تأثير عمده ای در 
آیندة ریاضيات كشور خواهد داشت. اجازه 
دهيد نتيجه گيری مقالة هشدار به جامعة 
ریاضی ایران و علاقه مندان به توسعة پایدار 
كشور را كه حاصل مطالعات »كميسيون 
پيشــبرد ریاضيات فرهنگســتان علوم و 
بررسی های آماری« است را در اینجا مجدداً 
بيان كنم: »كاهش تعداد شركت كنندگان 
گروه آزمایشــی ریاضــی و فنی كنکور«، 
»كاهش درصد دانش آموزان رشــته های 
ریاضی فيزیک به كل دانش آموزان نظري« 
و »افت در ميانگين نمره های خام ریاضی 

داوطلبان گروه آزمایشی ریاضی و فني«، 
از وجــود افت كمّی و كيفــی ریاضی در 
ایران حکایت دارد و »نمرات پایين مطالعة 
تيمز«، كيفيت پایين نظام مدرســه های 
كشور را نشان می دهد. به عنوان برخی از 
دلایل افت ریاضــی، می توان به موارد زیر 

اشاره كرد:
 بی توجهی بــه دورة مهم ابتدایی و 
آموزگاران، و كوچک شــمردن این بخش 

مهم از زندگی بشری؛
 كنکور )از اول دبستان تا پایان دوره 

دكتری و حتی بعد از آن(؛
  ایجاد اضطراب و ترس از درس های 

ریاضی؛
 نداشتن استانداردهای آموزشی برای 

برنامه ریزی درسی؛
 افزایش بی رویة تعداد دانشــجویان 
و گسترش نامعقول دوره های تحصيلات 
تکميلی بــدون آمادگــی و فراهم آوردن 

امکانات مورد نياز؛

  مدرك گرایی بيش از حد در جامعه 
و بی كاری و بی هدف بودن فارغ التحصيلان 

دانشگاهی؛
 ایجاد بی برنامة دانشگاه فرهنگيان.

برای حــل این معضل كه مشــابه 
ولــی ســاده تر از آن در اوایــل انقلاب 
   ،]Rejali, 1989: 146-147[اتفاق افتــاد
راه حل هایی همچون برگزاری مسابقه های 
ریاضــی دانش آموزی كه نخســتين آن 
در ســال 1362 در اصفهان برگزار شد 

كاهش تعداد شركت كنندگان گروه 
آزمایشی ریاضی و فنی كنکور«، 

»كاهش درصد دانش آموزان 
رشته های ریاضی فیزیک به كل 
دانش آموزان نظري« و »افت در 

میانگین نمره های خام ریاضی 
داوطلبان گروه آزمایشی ریاضی و 
فني«، از وجود افت كمّی و كیفی 

ریاضی در ایران حکایت دارد
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رجالــی،  ]رجالــــی، 1377: 51-46؛ 
انتشــار نشــریاتی  و   ،]38-40 :1396
همچون »رشــد آموزش ریاضی« مطرح 
شــدند كه تأثيرات مهمی در گسترش 
علوم ریاضی داشتند. برای آغاز انتشارات 
مجلات توصيفی، غير از راه اندازی نشریة 
»فرهنگ و اندیشــة  ریاضــی« انجمن 
ریاضی ایران به كمک آقای دكتر یحیی 
تابش، تلاش زیــادی كردیم تا مرحوم 
مصحفی را راضی كنيم كه مجدداً مجلة 
»یکان« را در دفتر تأليف راه اندازی كند، 
 كه متأسفانه ایشــان قبول نکردند و لذا 
به دنبال انتشــار نشــریة رشد آموزش 
ریاضی رفتيم كه خود الگویی برای سایر 

نشریات رشد شد. 
اكنون هــم راهکارهایــی در مقالة 
هشــدار بــه جامعــة ریاضی ایــران و 
علاقه مندان به توسعة پایدار كشور آمده 
اســت، ولی مهم تــر از همه حل معضل 
كنکــور و توجه به اهميــت آموزش در 

لطفاً بفرمایید چطور به فکر تأسیس 
ممکن  اگر  افتادید؟  ریاضیات  خانة 
است در مورد بخش ها و فعالیت های 

خانة ریاضیات توضیح دهید.
رجالی كوچک تر از آن است كه این 
كارها را كرده باشــد. فقط اندیشيدن به 
مسئلة اساسی )همان چرایی كه در بالا 
عرض كردم(، توانم در استفاده از ایده ها و 
هم فکری دیگران، و مطمئناً لطف خداوند 
سبب شده  است كه این كارها در كشور 
انجام و در ســطح بين المللی )بيشتر از 
ایــران( مورد توجه قرار گيرد. من خدای 
بزرگ را شــاكرم كه به من لطف كرد و 
همــکاران و عزیــزان خوش فکری را در 
كنارم قــرار داد تا با همت و  تلاش آنان 
كارهای موفقی انجام شوند. علاوه بر آن، 
داشتن همسری مهربان و دلسوز كه نبود 
مرا در خانه تحمل و زندگی خصوصی ام 
را بــه تنهایــی اداره می كــرد، به عنوان 
عامل دیگر موفقيت بســياری از كارهای 

ذكرشده، نمی توان نادیده گرفت.
در مورد خانة ریاضيات فکر می كنم 
بهتر اســت، مقالة دیگری نوشــته شود. 
به اختصار بگویم: خانة ریاضيات نهادی 
غيردولتی و یک باشگاه علمی نشاط انگيز 
است كه مخاطبان آن از كودكان قبل از 
دبســتان تا آموزگاران، دبيران و استادان 
دانشگاه هستند. »خانة ریاضيات اصفهان، 
به عنــوان یک مركز علمي ـ پژوهشــي، 
پرنشاط و خلاق، با هدف توانمند ساختن 
آحاد جامعه، به منظــور ارتقاي كيفيت 
زندگي شخصي و اجتماعي آنان فعاليت 
مي كند. خانه بدین منظور، با گســترش 
آموزش ریاضي، به كارگيري علوم ریاضي، 
آگاه سازي همگاني بر پایة اشاعة فرهنگ 
كار گروهي، تأكيد بر آموزش هاي ضمني 
براي گروه هاي سني متفاوت و با استفاده 
از فناوری هــای روزآمد، به ارتقای درك 
عمومــي از اهميــت این علــوم در حل 

مسائل اهتمام مي ورزد.

برای  نکتــه ای  اگر  پایــان  در 

خوانندگان رشد آموزش ریاضی اعم 
دانش آموزان  و  معلمان  استادان،  از 

دارید، بفرمایید.
رجالــی كوچک تر از آن اســت كه 
بــرای معلمان ریاضی ایــران توصيه ای 
اســت  ولــی خــوب  باشــد.   داشــته 
هر كدام از ما به این نکته توجه داشــته 
باشــيم كــه: ریاضيــات و یادگيری آن 
مســتقيماً به توان حل مسئله و درك  و 
به كارگيری مفاهيــم و ابزارهای ریاضی 
نياز دارد. در یادگيری و یاددهی ریاضی 

به این نکته توجه كنيم.
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ریاضی ایران و شاخه ریاضی فرهنگستان 
آن طــرح را بهنــگام كرده انــد و برای 
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از طرف تصميم سازان انجام شود]پروانه و 

رجالی، 1398[.

جناب اســتاد شــما پایه گذار 
خیلــی از انجمن ها و كنفرانس های 
علمی هســتید.  لطفاً بفرمایید این 
همه كارهای مهــم و ایده های ناب 
خانة  نخستین  پایه گذاری  خصوصاً 
ریاضیات از كجا نشــئت  می گیرد؟ 
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مقد مه 
توسعة همه  جانبة علمی كشور، یکی 
از  هدف هایی است كه به تصریح در اسناد 
بالادستی بر آن تأكيد شده است. با توجه 
به اینکه پيشــرفت در بيشــتر حوزه های 
علوم، به ویژه علــوم كاربردی، مبتنی بر 
علوم پایة قوی و كارآمد اســت، بنابراین 
داشتن چشم انداز برای توسعة علوم دیگر، 
بدون در نظر گرفتن زیرساخت های لازم 
برای توســعه و شکوفایی علوم پایه عملی 
نيست. برای ایجاد توسعة پایدار بی تردید 
نيروی انسانی متخصص، مهم ترین نقش 
را داراســت. بدین منظور و برای دستيابی 
به آنچه در ســند راهبردی توسعة علوم 
پایه و فراتر از آن، ســند چشم انداز 1404 
آمده اســت، نياز مبرمی به ارتباط نزدیک 
دانشگاه و مدرســه وجود دارد كه بتوانند 
از توانایی های خود برای حل مشــکلات 
و پاسخ گویی به نيازهای یکدیگر استفاده 
كنند. یکی از برنامه هایی كه در سال های 

اخير در جهت برقراری ارتباط علمی بين 
دانشگاه تحصيلات تکميلی علوم پایة زنجان 
و آموزش و پرورش به اجرا درآمده، برگزاری 
برنامة »مدرسة تابستانی ریاضی« است كه 

موفقيت  قابل توجهی كسب كرده است. 

هدف ها 
به  تابســتانی ریاضی سالانه  مدرسة 
منظور برقــراری ارتباط هر چه بيشــتر 
دانشگاه و مدرســه و ترویج علوم ریاضی 
برگزار می شــود. هدف های این مدرسه از 

سال 1395 به قرار زیر است: 
 شناساندن زیبایی های علوم ریاضی؛ 

 تبيين كاربردهای ریاضيات؛ 
 تشویق و تمرین كار گروهی؛ 

 كمک به فرایند هدایت تحصيلی؛ 
 تمرین درست اندیشيدن. 

 برنامه ها 
برنامه های مدرسه عبارت اند از: 

é بازدید از محيط دانشگاه؛ 

علی طاهرخانی، سعاد ورسایی
 اعضای هيئت علمی دانشگاه تحصيلات تکميلی علوم پایة زنجان 

)از طرف كميتة برگزاری مدرسة تابستانی ریاضی(

دانشکدة ریاضی دانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پایة زنجان 

é انجام بازی های فکری؛ 
é حضور در كارگاه نرم افزار ریاضی؛ 

é شركت در كارگاه حل مسئله؛ 
é حضور در سخنرانی ها؛ 

é اجرای برنامه های دانش آموزی. 
در تمامی این برنامه ها سعی می شود 
دوستی های علمی شکل بگيرند و تقویت 
شوند. این دوستی ها كه مبنای آن علاقه به 
ریاضيات است، گام نخست در »همکاری 
گروهی« و تمرین در جهت آن اســت. در 
این محيط، دانش آموزان فرا می گيرند كه 
چگونه نظــرات خود را ابراز كنند، به آرا و 
نظرات دیگران گــوش دهند و با دیگران 

گفتمان درستی داشته باشند. 

ویژگی های آموزشی در 
مدرسة تابستانی 

1. علاقه، مبنای آموزش: برنامه های 
آموزشــی مدرسه در جهت تعميق علاقة 
دانش آموزان به ریاضی و تشویق و تمرین 
درست اندیشيدن طراحی شده اند. به این 
منظــور در همة برنامه ها بــر زیبایی های 

ریاضی و كاربردهای آن تأكيد می شود. 
2. آموزش ریاضی به عنوان یک 
علــم كاربردی و مرتبــط با زندگی 
روزمره: در برنامه های آموزشــی مدرسه، 
آموزش از طریق بازی و با مشاهدة دوبارة 
واقعيت های ملموس پيرامونی و با به چالش 
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مدرسة تابستانی ریاضی 
سالانه به منظور برقراری 

ارتباط هر چه بیشتر دانشگاه 
و مدرسه و ترویج علوم ریاضی 

برگزار می شود. 

كشيدن دانسته های معمول دانش آموزان 
صورت می پذیرد. 

از  آموزشی  استفادة  بر  تأكید   .3
رایانه و فضای ســایبری: نرم افزارهای 
ریاضی و فضای ســایبری برای ارتباط با 
مخاطب، تهية محتوای آموزشی، و به عنوان 
وسيلة كمک آموزشــی مورد استفاده قرار 

می گيرند. 
4. تأكید بــر كارگروهی: در  همة 
برنامه های آموزشــی مدرسه سعی بر آن 
اســت كه یادگيری به صورت كار گروهی 
انجام شود و دانش آموزان با همراهی مربی 
و هم گروهی های خود، با طرح ســؤال  و 
به شيوة استقرایی، خود به پاسخ مطلوب 

دست یابند. 

 جامعة هدف 
در شــرایط كنونی، تحت فشار افکار 
عمومی، اقبال به رشــتة ریاضی كاهشی 
محســوس و نگران كننده یافته است. لذا 
مدرســة تابســتانی، با هدف تأثيرگذاری 
موضعی و كمک به دانش آموزان علاقه مند 
به ریاضی، در جهت انتخاب مطمئن رشتة 
ریاضــی و دنبال كــردن علاقه های خود، 
 دانش آموزان دبيرستانی دورة اول متوسطه 
را به عنوان جامعة هدف مدرسه برگزیده 
اســت. بنابراین مطالب آموزشی مدرسه 

متناسب با آنان تنظيم می شود. 
ظرفيت مدرسه برابر با 80 دانش آموز 
است كه از ميان دانش آموزان علاقه مند به 
ریاضی از استان زنجان و تهران و با توجه 
به كارنامة تحصيلی آنان انتخاب می شوند. 
از سال 1396 به بعد، تمام دانش آموزان به 
مدت 3 روز و 2 شــب در خوابگاه دانشگاه 
اقامت می یابنــد و علاوه بر شــركت در 
برنامه های مدرســه، زندگی دانشجویی را 
نيز تجربه می كنند. ســعی می شود سهم 
دانش آموزان دختر و پســر در این مدرسه 

حتی الامکان یکسان باشد.   
قبــل از آغــاز برنامه های مدرســه، 
دانش آموزان به گروه های پنج نفری تقسيم 
می شــوند و هر گروه به سرپرســتی یک 
دانشجوی تحصيلات تکميلی در برنامه ها 

شــركت می كند. همراهی دانشجویان با 
گروه های دانش آموزی، موجب آشــنایی 
ســریع تر با محيط جدید، اجرای هرچه 
بهتر برنامه ها، و نيل به هدف های آموزشی 

مدرسه در جوی صميمی تر می شود. 

عوامل اجرایی 
عوامل اجرایی شــامل اعضای كميتة 
مدرسه و دانشجویان تحصيلات تکميلي 

منتخب از ميان علاقه مندان است. 

ë ساختار كمیتة مدرسه 
ساختار كميتة مدرسه شامل چهار یا 
پنج عضو  هيئت علمی، سه تا چهار دبير 
آموزش و پرورش، و سه تا چهار دانشجوی 

دكتراست. 
هستة ثابت كميتة مدرسه به ترتيب 
حروف الفبا عبارت اند از: محمود اعجازی 
)دبير از تهــران(، جعفر زنجانی )معاون 
آموزش متوسطة ادارة كل آموزش و پرورش 
زنجــان(، علیرضا شمسیان )دانشجوی 
دكتــرا(، بلال صفت پناه )دانشــجوی 
دكترا(، علــی طاهرخانی )عضو هيئت 
علمی(، سعید كرمی )عضو هيئت علمی(، 
دكترا(،   پســا  )محقق  محمدی  محمد 
مهدی مفیدی )دبير از زنجان(، خدیجه 
ندایی اصل )عضو هيئت علمی(، و سعاد 

ورسایی )عضو هيئت علمی(. 
كميتة مدرســه هر دو هفته یک بار 

تشکيل جلسه می دهد. 

ë وظایف كمیتة مدرسه 
عبارت اند از: 

é تصميم گيــری و برنامه ریزی برای 
مدرسه و بررسی برنامه های پيشنهادی در 

طول سال به مثابه اتاق فکر؛ 
é هماهنگی بــا دانشــگاه و ادارات 
آمــوزش و پــرورش اســتان ها و اجرای 
برنامه های مدرســه با كمک دانشجویان 
دكترا با هدف بالا بردن كيفيت برنامه ها و 

نيز انتقال تجربه؛
é نظارت بر حسن اجرای برنامه های 

مدرسه و جریان منظم امور اجرایی. 
é نحوة بررسی و انتخاب برنامه ها 

توســط  معمولاً  جدید  برنامه هــاي 
اعضای كميته با رعایت هدف های مدرسه 
و ویژگی های آموزشــی آن تهيه می شوند 
و محتــوای آن هــا از نظــر هماهنگی با 
درس های دبيرســتان بررســی می شود. 
سپس مجری هر برنامه با اجرای آزمایشی 
آن، طرح و توانایی های خود در اجرای آن 
به نمایش می گــذارد. در این مرحله، در 
صورت تأیيد یک طرح، برنامه و مجری آن 
مورد نقد جدی قرار می گيرند و برای رفع 
ضعف ها پيشنهادهایی ارائه می شوند. علاوه 
بر برنامه هایي كه براي اجرا در مدرسه مورد 
بررسي قرار مي گيرند، برنامه یا موضوع های 
دیگري هم در طول سال براي بررسي به 
كميتة مدرسة تابستاني پيشنهاد مي شود 
و كميته نيز كمک  و پشــتيباني علمي و 
فکري لازم را برای این برنامه ها و طرح ها 

ارائه مي دهد.  معرفی برنامه ها 
در ادامه، گزارش برنامه های آموزشی 

ثابت مدرسه، به تفکيک ارائه می شود: 

بازی های فکری
یکــی از برنامه هایی كه در مدرســة 
تابســتانی ریاضی با توجه به نظر كميتة 
برگزاری، برگزار می شود، برنامة بازی های 
فکری اســت. هدف های اصلی این برنامه 
عبارت انــد از ایجــاد شــور و نشــاط در 
ميــان دانش آموزان به كمــک بازی هایی 
كه پيشــينة مرتبط با ریاضيــات دارند، 
و همچنين واداشــتن دانش آمــوزان به 
بهره بــردن از قدرت تفکــر و هوش خود 
در حين رقابت با دوســتان و دانش آموزان 
دیگــر. در این مرحله، معمولاً از بازی هاي 
هگز، نيم، سيم و دوز استفاده می شود. ابتدا 
این بازی ها و پيشينة تاریخی و علمی آن ها 
برای دانش آموزان بيان و ســپس از آن ها 
خواسته می شود، در گروه های متفاوت به 
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كمک استادان و دانشجویان به بازی با هم 
بپردازند. سپس در زمانی حدود یک ساعت، 
در جوی رقابتی و بسيار شاد، مسابقه هایی 
ميان دانش آموزان برگزار می شود. در پایان 
به هشــت نفر اول این رقابت جوایزی به 

عنوان یادبود اهدا می شود. 
é آموزش نرم افزار و استفاده از فضای 

مجازی برای یادگيری ریاضيات: 
بــا توجه بــه اینکــه امــروزه اغلب 
دانش آموزان با اینترنت و رایانه آشــنایی 
دارنــد، در قالــب یــک كارگاه ریاضی، 
تلاش می شــود از این ظرفيت در راستای 
هدف های علمی-آموزشــی و به ویژه در 
جهت آمــوزش بهتر ریاضيات اســتفاده 
می شود. در این كارگاه كه در محل سایت 
دانشــگاه برگزار می شــود، دانش آموزان 
آموخته های ریاضی خود را در كتاب های 
درسی به وسيلة نرم افزار آزمایش می كنند 
و با یادگيری نحوة استفاده از یک نرم افزار 
ریاضی برای حل مسئله، مثال هایی را حل 
می كنند. سعی بر این است كه دانش آموزان 
در گروه های دو یا سه نفره، خود دستورات 
مربوطه را توليــد و وارد كنند و نتيجه را 
ببينند. همچنين با توجه به بررسی های 
صورت گرفته و به دليل آنکه  وبگاه »ولفرام 
آلفا«1  در دســترس اســت، یــک موتور 
جست وجوی محاسباتی قوی در خود دارد، 
و كار با آن آســان است، این وبگاه مبنای 

آموزش در كارگاه قرار گرفته است. 
گفتنی است، هرساله با توجه به نياز، 
می توان از نرم افزارهای دیگر و به خصوص  
»جئوجبرا«2 استفاده كرد. از آنجا كه این 
مدرســه مخصوص دانش آموزان دورة اول 
متوسطه  اســت، در كارگاه نرم افزار سعی 
بر این اســت كه مثال هایی در حد كتاب 
درسی این دوره انتخاب، و بيشتر جنبه های 
جذاب و تصویری و رسم نمودارها با نرم افزار 

تجربه شوند. 
 در انتهــای برنامه، پــروژه ای مطرح 
می شود كه به محاسبه های بسياری نياز 
دارد و از این رو دانش آموزان با استفاده از 
دستورات معرفی شده در این كارگاه، خيلی 

سریع تر و با دقت بيشتر محاسبه ها را انجام 
می دهند. در پایان به گروه های برتر در این 

زمينه نيز جوایزی اهدا می شود.
 

é حل مسئله 
این كارگاه با هدف تقویت مهارت های 
حل مسئله با تأكيد بر راهبرد چهارمرحله ای 
جورج پوليا تشــکيل می شود. چند تن از 
آموزش و پرورش  ریاضی  محترم  همکاران 
نيــز در كارگاه حضور دارند و مجری را در 

اجرای برنامه كمک می كنند. 
در روز اول، پــس از مرور راهبردهای 
حل مسئله و نيز مرور مراحل چهارگانة آن، 
بر مرحلة چهارم )بازگشت به عقب( تأكيد 
بيشتری می كنيم و همراه دانش آموزان از 
یک مسئله ساده با بحث و بررسی، به یک 
مسئله نسبتاً پيچيده می رسيم و سعی بر 
آن است كه آن مسئله را حل كنيم. مرحلة 
بعد، رقابت بين گروه ها در حل مسائلی است 
كه به صورت های چندگزینه ای، كوتاه پاسخ 
و صحيح-غلط تقسيم شده اند. مرحلة سوم 
به حل مسئلة  تشریحی اختصاص دارد و 
دانش آموزان حل ناقص یک مســئله را با 

استدلال های خود تکميل می كنند. 
روز دوم به تشــریح روش استفاده از 
رایانه  برای پژوهش های علمی اختصاص 
دارد و یک یا دو مســئله  نيز از كتاب های 
درسی ریاضی با اســتفاده از نرم افزارهای 
»ميپل« و جئوجبرا حل می شوند. مراحل 
دوم و سوم نيز دقيقاً مشابه روز اول انجام 
می گيرند و با تغيير مسائل، همان فعاليت ها 

انجام خواهند شد. 

 گزارش برگزاری یکی از 
سال ها 

همچنان كه ذكر شد، مدرسة ریاضی از 
سال 1395 تا سال 1398 در چهار دوره به 
طور منظم در تابستان هر سال برگزار شده 
است. اما در سال 1399، با وجود تشکيل 
مرتب جلسات هماهنگی آن، برگزاری این 
دوره به دليل شــيوع ویروس كووید-19 
استثنائاً لغو شد. در اینجا گزارش مختصر 
برگزاری یکی از سال ها)ســال 97(، برای 

نمونه ذكر می شود. 
سومين مدرسة تابســتانی ریاضی از 
23 تا 25 تيرماه سال 1397 در »دانشگاه 
تحصيلات تکميلی علوم پایة زنجان« برگزار 
شد. در این مدرسه 60 دانش آموز شركت 
داشتند. با توجه به بحث های صورت گرفته 
در جلسه های كميتة برگزاری مدرسه كه 
به صورت منظم و هر دو هفته یک بار بعد 
از برگزاری مدرسه های سال های 1395 و 
1396 برگزار شده بود، تصميم گرفته شد 
شــركت كنندگان در مدرسة سال 1397 
دانش آموزان خوب مدرســه های معمولی 
از شــهرهای تهران و زنجان باشــند. 35 
دانش آموز دورة اول متوســطه از تهران و 
25 دانش آموز از دبيرستان های زنجان در 
این مدرسه حضور داشتند. علاوه بر اعضای 
كميتة برگزاری مدرســه، هشت مربی از 
تهران و سه مربی از زنجان به برگزاری آن 

كمک كردند. 
افتتاحية مدرســه، آقــای دكتر  در 
حســین فضلی، معــاون آموزشــی و 
پژوهشی دانشگاه تحصيلات تکميلی علوم 
پایة زنجان، آقای محمود شهبازی، معاون 
آموزش متوسطة ادارة كل آموزش و پرورش 
استان زنجان، آقای دكتر جعفر زنجانی، 
رئيس ادارة تکنولوژی، و گروه های آموزشی 
متوســطة این ادارة كل و برخی از اعضای 
هيئت علمی دانشــکدة ریاضی دانشگاه 
تحصيلات تکميلی علــوم پایة زنجان، و 
از آموزش و پرورش  همچنين همکارانــی 
زنجــان و مناطــق 4 و 7 تهــران حضور 

داشتند.
برنامه های اصلی مدرسه، همان گونه كه 
پيش از این نيز ذكر شــد، مانند دوره های 
دیگر عبارت بودند از آشنایی با نرم افزارهای 
ریاضی، بازی های فکری و حل مســئله. 
علاوه بر این برنامه ها، سه سخنرانی علمی 
نيز طی برگزاری این مدرســه برگزار شد. 
ســخنرانی اول در روز اول مدرسه و قبل 
از افتتاحية رســمی مدرسه، توسط آقای 
دكتر مهدی افشــار ارائه شد. ایشان در 
این ســخنرانی به بيان كاربردهایی از علم 
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ریاضی پرداختند. در سخنرانی دوم كه آن 
هم قبل از مراسم اختتاميه صورت گرفت، 
جناب آقای دكتــر محمدرضا حیدری  
خواجه پور، اســتاد پيش كسوت فيزیک 
دانشــگاه تحصيلات تکميلــی علوم پایة 
زنجان، دربارة تجربه های خود از یادگيری و 
به خصوص یادگيری ریاضی صحبت كرد. 
ایشان بر یادگيری در همة جنبه ها، بدون 
درگير شدن با كليشه های رایجی چون »به 
درد بخور بودن مســئلة  مورد یادگيری« 
تأكيد داشــت. در مراســم اختتاميه نيز 
آقای دكتر منوچهر ذاكر، استاد دانشکدة 
ریاضی دانشگاه تحصيلات تکميلی علوم 
پایة زنجان، دربــارة »الگوهای پيش فرض 

مغز در یادگيری ریاضی« سخنرانی كرد. 
علاوه بر برنامه های علمی، مدرســة 
تابستانی سال 1397 شــامل برنامه های 
تفریحــی نيز بــود. از جملــه می توان به 
شــركت كنندگان  ورزشــی  فعاليت های 
در ســالن ورزشــی و همچنين، تماشای 
فينال جام جهانی 2018 روسيه در سالن 
آمفی تئاتر دانشــکدة شــيمی اشاره كرد. 
تماشای فوتبال نيز برای دانش آموزان بسيار 

جذاب بود. 
نکته قابل ذكــر پایانی، حمایت های 
بســيار خوب علمــی و مالی دانشــگاه 
تحصيــلات تکميلی علوم پایــه زنجان و 
دانشکدة ریاضی و حمایت های معنوی دكتر 
ثبوتی بنيانگذار این دانشگاه از برگزاری این 
رویداد در چند سال اخير است. از این رو 
در برگزاری مدرســه در این سال ها، حق 
ثبت نام اندكی برای دانش آموزان در نظر 
گرفته شــد و حتی برخی از دانش آموزان 
نيز بدون پرداخت هزینه در این مدرســه 
شركت كردند كه به این وسيله از مسئولان 

دانشگاه صميمانه قدردانی می شود. 

پی نوشت ها
1. Wolfram Alpha
2.  GeoGebra

نام كتاب: ریاضيات در دورة ابتدایی
نویسنده: ریچارد اسکمپ

رضا  حــق وردی،  مجيــد  ترجمه: 
حيدری قزلجه 

ناشر: انتشــارات دانشگاه آزاد اسلامی 
اراك

ریچارد اسکمپ، یکی از بنيان گذاران 
»گــروه بين المللــی آمــوزش ریاضی«1 
)PME( است كه این گروه تاكنون حدود 
45 كنفرانس بين المللی سالانه در زمينة 
روان شناسی آموزش ریاضی در كشورهای 

متفاوت برگزار كرده است.
اســکمپ معلــم ریاضــی و فيزیک 
مدرسه های انگلستان بود و از این موضوع 
كه دانش آموزان او مفاهيم ریاضی را خوب 
نمی آموختند، رنج می كشــيد. به همين 
دليل تصميم گرفــت برای ادامة تحصيل 
به دانشگاه بازگردد. او با خود اندیشيد كه 
ادامة تحصيل در رشتة ریاضی به او كمک 
چندانی نخواهد كرد كه بتواند مشکلات 
یادگيری شاگردان خود را كاهش دهد؛ چرا 
كه از نظر او یادگيری، موضوعی از جنس 
روان شناســی بود و نه ریاضی. به همين 
دليل تصميم گرفت، در رشتة روان شناسی 
ادامة تحصيل دهد. اما خيلی زود متوجه 
شد كه این رشته هم نمی تواند به او كمک 
چندانــی كند؛ چرا كه روان شناســی آن 
زمان در سيطرة دیدگاه »رفتارگرایی« قرار 

داشت.

 نوشتة ریچارد اسکمپ

معرفی کتاب

رضا حیدری قزلجه
استادیار دانشگاه فرهنگيان تهران

رفتارگرایی همان مکتبی اســت كه 
یادگيــری را تغيير رفتار تعریف می كند و 
در آموزش نگاه جزئی نگر دارد. به این معنا 
كه توصيه می كند: مفهوم یا مهارت مورد 
تدریس به قطعات كوچک تقسيم شود و 
گام های كوچکی برای آموزش آن تعریف 
شود. شکســتن هدف كلی به هدف های 
جزئی، و سپس هدف های رفتاری، بخش 
جدایی ناپذیــر این دیدگاه اســت. درواقع 
این مکتب مرز روشنی بين نوع یادگيری 
حيوان و انسان قائل نيست. به عبارت دیگر، 
رفتارگرایان همان گونــه كه با روش هایی 
مانند »شرطی سازی«، یک موش یا كبوتر 
را شــرطی می كنند كه برخی حركات را 
انجام دهد، انتظــار دارند كه فرایندهایی 
مانند محرك و پاســخ، باعث تغيير رفتار 
در دانش آموزان شود. این مطالب از جانب 

اسکمپ قابل پذیرش نبودند.
اسکمپ معتقد بود كه مسائل آموزش 
ریاضی از درون خود ریاضيات و توســط 
آن قابل حل نيســتند. به عبــارت دیگر، 
منحصراً با تغييرات محتوایی شتاب زده در 
سرفصل های درس های ریاضی، نمی توان 
مســائل آموزش ریاضی را حل كرد. بلکه 
برای حل این گونه مسائل، دیدگاه  جامع تری 
مورد نيازمند است كه به حوزه هایی مانند 
روان شناسی، جامعه شناسی و فلسفه نيز 

نظر داشته باشد.
با این شرایط، اسکمپ متوجه شد كه 
خودش باید دســت به كار شود. بنابراین 
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با همکاری روان شناسی به نام فیشباین2 
گروه بين المللی آموزش ریاضی را تأسيس 
كرد و با انتشار مقاله ها و كتاب های متعدد و 
ایراد سخنرانی های پرشمار در مؤسسه های 
متفاوت باعث شد كه حوزة جدیدی به اسم 
روان شناسی آموزش ریاضی پدید آید كه 
نوع یادگيری افراد را تجزیه و تحليل می كرد 
و به رفع موانع یادگيری ریاضی و ارتقای آن 

در دانش آموزان همت می گماشت.
كتاب »ریاضيات در دورة ابتدایی« یکی 
از كتاب های كلاســيک در حوزة آموزش 
ریاضی اســت كه با وجود قدمت نســبی، 
مطالــب و نکات آن همچنان تازگی دارند. 
كتاب در دو بخــش و جمعاً 10 فصل به 

شرح زیر سازمان دهی شده:
بخش اول

فصل اول: چرا هنوز برای بسياری از 
افراد ریاضی موضوع دشواری است؟

فصل دوم: هوش و درك
فصل ســوم: شــکل گيری مفاهيم 

ریاضی
فصل چهارم: ساخت دانش ریاضی
فصل پنجم: فهم نمادهای ریاضی

بخش دوم
فصل ششم: دست به كار شدن

فصل هفتم: محتوا و ساختار ریاضيات 
مقدماتی

یادگيری  مدیریت  هشــتم:  فصل 
هوشمندانه

فصل نهم: تأثير احساسات بر یادگيری
فصل دهم: توسعة مستمر حرفه ای

در فصل های ده گانة كتاب، موضوع هایی 
ماننــد موارد زیر با جزئيات نســبتاً كافی 

تشریح شده اند:
é ســطوح متفــاوت درك و فهم در 

ریاضی؛
é ماهيت مفاهيم ریاضــی و فرایند 

شکل گيری آن ها در ذهن؛
é تعریف یادگيری و انواع آن؛

é نمادهای ریاضی و نســبت آن ها با 
مفاهيم ریاضی مرتبط؛

é محتــوا و ســاختار ریاضيات دورة 
ابتدایی؛

é قدرت دوگانة معلم در كلاس؛
é تأثيــر عواطــف و احساســات بر 

یادگيری ریاضی؛
و ...

در كتــاب فقط به معرفــی نظریه ها 
اكتفا نشده، بلکه تلفيق نظریه و عمل به 
شکل هنرمندانه ای رخ داده است. با وجود 
آنکه بخش اول كتاب )پنج فصل نخست( 
بــه ارائة نظریه های مربوط در زمينة فهم، 
مفهوم، طرحواره های  هوش، شکل گيری 
ذهنی و نمادهای ریاضی اختصاص دارد، 
اما این گونه نيست كه مطالب كاملاً نظری 
باشــند. بلکه برای درك عميق تر مباحث 
نظری، در سراســر این بخش، مثال های 
ملموس برآمــده از دل كلاس های واقعی 
ریاضــی وجود دارند كــه باعث معنادارتر 
شدن متن برای خواننده می شود. همچنين 
در انتهای هــر فصل، بخشــی به عنوان 
»فعاليت های پيشنهادی برای خوانندگان« 
وجود دارد كه آنان را به شــکل فردی یا 
گروهی و به صورت عملــی با مفاهيم آن 

فصل درگير می كند.
به عــلاوه، در بخــش دوم )پنج فصل 
انتهایی كتاب( كه بيشتر به كاربرد نظریه ها 
اختصاص دارد، شــاهد ارائة فعاليت های 
مبتکرانه و مرتبط با مفاهيم ریاضی دورة 
ابتدایی هســتيم كه بيشتر آن ها در قالب 
بازی هستند و همگی را می توان در كلاس 
اجرا كرد. از نظر اسکمپ، استفاده از آن ها 
در جریان تدریس به یادگيری هوشمندانه 

در دانش آموزان منجر خواهد شد. 
بــا مطالعة كتاب دیده می شــود كه 
اســکمپ قلم روانی دارد و نوشته هایش 
سرشــار از مثال های عينی برآمده از دل 
كلاس های درس واقعی و زندگی روزمره 

هستند و نشان می دهند، نویسنده، عامدانه 
ســعی دارد منظور خود را از طریق مثال 
تشریح و بيان كند. به همين دليل است كه 
انتظار می رود، خوانندگان و به ویژه معلمان، 
احســاس نزدیکی زیادی با دیدگاه مؤلف 

پيدا كنند.
این كتاب از زمان آغاز دورة كارشناسی 
ارشــد آموزش ریاضی در سال 1380 در 
كشورمان، در دانشگاه های متفاوت به عنوان 
منبع اصلی درس »روان شناســی آموزش 
ریاضی« مورد اســتفاده قرار گرفته است. 
به علاوه، فصل های این كتاب، بســياری 
از ســرفصل های درس »مبانــی آموزش 
ریاضــی« را در رشــتة آمــوزش ابتدایی 
دانشگاه فرهنگيان نيز پوشش می دهد كه 
از این نظر، كتاب می تواند منبع مناسبی 

برای این درس باشد.
این كتاب توســط دو دانش آموختة 
دكترای ریاضی با گرایش آموزش ریاضی، 
اســتادیار  حــق وردی،  مجید  دكتر 
دانشــگاه آزاد اسلامی واحد اراك، و دكتر 
رضا حیدری قزلجه اســتادیار دانشگاه 
فرهنگيان تهران، به فارسی ترجمه شده 
است. انتشارات دانشگاه آزاد اسلامی اراك 
آن را در سال 1397 چاپ و منتشر كرده 
و چاپ دوم آن هم در سال 1398 توسط 

همان ناشر انتشار یافته است.

پی نوشت ها
1. The International Group for 

the Psychology of Mathematics 
Education (PME)

2. Fischbein, E.

فصل های این كتاب، بسیاری از 
سرفصل های درس »مبانی آموزش 

ریاضی« را در رشتة آموزش 
ابتدایی دانشگاه فرهنگیان نیز 
پوشش می دهد كه از این نظر، 

كتاب می تواند منبع مناسبی برای 
این درس باشد.
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ریاضــی دان، مهندس و 
آب شــناس معروف ایرانی، 
الکرجی،  »حاسب  محمد بن 
قمری  در سال 342 هجری 
)شهر  ابودلف  کرج  در شهر 
آستانة فعلی واقع در استان 
این  شــد.  متولد  مرکزی( 
ریاضی دان پرآوازة ایرانی که 
در قرن چهارم و اوایل قرن 
پنجم قمری زندگی می کرد، 
هم عصر با ابوریحان بیرونی، 
زکریای رازی و ابن سینا بود. 

الکرجی به تحصیل مقدمات علوم، علوم حســاب، جبر و هندسه پرداخت. همچنین از 
مطالعات میدانی دربارة علوم تجربی نظیر مهندســی آب نیز غافل نشد. کرجی گرچه 
ریاضی دان بود و در بســیاری از آثار خود توجه ویژه ای به علم حساب، جبر و به ویژه 
جذرها داشــت- کتاب »الفخری فی صناعه الجبر و المقابله« در این زمینه اســت اما 
نمی توان از کتابی چون »انباط المیاء الخفیه«- )استخراج آب های پنهانی( و شیوه های 
هندســی و فیزیکی مندرج در آن برای محاسبه شیب زمین و چگونگی استخراج آب 
غافل شد. در تاریخ ریاضی و از نظر ریاضی دانان بزرگ جهان، فعالیت های کرجی از آن 
جهت اهمیت دارد که منحصراً نشان دهندة نظریه های مربوط به محاسبات جبری است 

]پیرهادی ،1392[.
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معلمــان بــرای  و اطلاع رســانی   تحلیلــی  فصلنامــة آموزشــی،   
آموزش وپــرورش  وزارت  كارشناســان  دانشــجومعلمان   
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 زیبایی های اعداد اول       ریاضی واقعیت مداردر کلاس درس
        غیرمترقبه ها در آمار و احتمال          

درستایش علامت منفی       مربع های لاتین
محمد بن حسن الحاسب الکرجی


