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بعد از امتحانات مس��تمر و لاكس��ي كه در درس‌هاي رياضي برگزار شده، حالا نوبت 
امتحانات پايان نيم‌سال اول است كه از اهميت بسياري برخوردارند. از نظر معلم اهميت 
موضوع در آن اس��ت كه متوجه مي‌شود دانش‌آموزان لاكسش در چه بخش‌هايي  اشكال 
دارند تا در آغاز نيم سال دوم بيشتر به آن‌ها بپردازد. ديگر اينكه متوجه مي‌شود، چه كساني 
در لاكس، خوب درس خوانده و چه دانش‌آموزاني نسبت به بقيه كم كاري داشته‌اند تا به 

آن‌ها تذكر دهد و از آن‌ها بيشتر كار و تمرين طلب كند.
از نظر دانش‌آموز هم اهميت موضوع تا حدي مشابه موارد فوق است.

اول اينكه دانش‌آموزان متوجه اش��كالات و ايرادهاي خودش��ان در لاكس درس مي‌ش��وند و براي جبران آن در نيم‌س��ال دوم 
ميك‌وشند. دوم اينكه به كمك‌اري‌ها و يا شيوه‌هاي مطالعة نامناسب خود پي مي‌برند و سعي ميك‌نند مديريت زمان و روش‌هاي خود 

را بهبود بخشند. در واقع، لزوم برنامه‌ريزي دقيق و كاربردي را در مسير آموزش خود احساس ميك‌نند.
نكتة بسيار مهمي كه بايد مورد توجه خاص شما دانش‌پژوهان عزيز قرار بگيرد آن است كه شما همواره بايد روي نقاط قوت 
خودتان تمركز داش��ته باش��يد،‌ نه روي نقاط ضعف! اگر شما در درسي يا موضوعي از كي درس موفق بوده‌ايد، به دنبال دلايل اين 
موفقيت باشيد. آن‌ها را پيدا و تجزيه و تحليل كنيد و سپس به بقية درس‌ها يا موضوع‌هايي كه در آن‌ها موفقيت چنداني كسب 

نكرده‌ايد، سري بزنيد و تا آنجا كه مي‌توانيد موفقيت‌هاي خود را به اين درس‌ها يا موضوع‌ها تعميم دهيد.
براي مثال، دانش‌آموزي در كي درس يا موضوعي از موضوعات رياضي بسيار موفق بوده است. وقتي سير طي شده در طول نيم 
سال اول را بررسي ميك‌ند، درميي‌ابد كه به آن موضوع علاقه‌مند بوده، سر لاكس خوب تمركز داشته و تمرين‌ها را به موقع حل 

كرده است. پس اگر همين كارها را براي موضوع‌هاي ديگر هم انجام دهد، به احتمال زياد نتيجة خوبي خواهد گرفت.
پس مهم‌ترين توصية من به شما اين است كه روي نقاط قوت خودتان تمركز كنيد، دلايل رسيدن به اين موفقيت‌ها را 
بيابيد و به بقيه درس‌ها و موضوع‌هاي درسي تعميم دهيد. ان‌شاءالله اين شعار را به خاطر مي‌سپاريم كه 

»هر پيروزي مقدمه‌اي براي پيروزي‌هاي ديگر است«.

مؤيد و پيروز باشيد 
 سردبير

هر پيروزي مقدمه‌اي 
براي پيروزي‌هاي 

ديگر است
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آموزشی
نجمه مؤمني

كارشناسي‌ ارشد رياضي، دبير ناحية 1 كرمان

هندسه  
كاربرد

صنعت اشاره
از آنج�ا كه موض�وع محس�وس و ملموس كردن 
مسائل علمي همواره از اهميت ويژه‌اي برخوردار بوده 
اس�ت، ارائة اس�تدلال‌هاي س�اده و ج�ذاب و مثال‌هاي 
مناس�ب، خدمت بزرگي به جويندگان اين دانش مي‌كند. 
در درس‌ه�اي عل�وم پايه مث�ل رياضي، يكي از س�ؤالات 
اساس�ي در كلاس درس از ط�رف دانش‌آم�وزان، كاربرد 
مطالب تدريس ش�ده اس�ت. مخصوصاً در درس هندس�ه كه 
جنب�ة اثباتي دارد. در اغلب قضايا، بدون اش�اره به پيدايش 
و كاربرد آن‌ها، تنها به اثبات قضايا اكتفا مي‌ش�ود كه انگيزة 
لازم را ب�راي دانش‌آموزان فراهم نمي‌كن�د. در  اين مقاله به 
خواص مستطيل، يكي از مباحث هندسه كه دانش‌آموزان در 
مدرس�ه مي‌خوانند، اش�اره ش�ده و به كاربردهايي از خواص 

مستطيل در صنعت پرداخته شده است.

مقدمه
در كتاب هندس�ة 1 دبيرستان، تنها كاربردي از هندسه كه در 
كل كتاب آمده اس�ت، دو قضية فيثاغورس و تالس اس�ت. در دورة 
ابتداي�ي ب�ه دانش‌آموزان آموخته‌ايم كه قطرهاي مس�تطيل با هم 
برابرند و در دبيرس�تان آن را براي دانش‌آم�وزان اثبات مي‌كنيم. 
اما هرگ�ز به دانش‌آم�وزان نمي‌گوييم كه چرا اثبات  اين مس�ئله 
مهم اس�ت. فراواني اثبات قضايا و مسائل در هندسة 1 بدون اينكه 
كاربرد حتي يكي از آن‌ها در زندگي نشان داده شود، باعث خسته 

شدن و دلزدگي دانش‌آموزان مي‌شود.
دانش‌آموز مي‌پرس�د: »حالا فهميديم كه قطرها در مس�تطيل 

مساوي‌اند، خوب بعدش چي؟«
در ادام�ه، خ�واص مس�تطيل و كاربردهاي�ي از آن در صنعت 
بي�ان مي‌ش�ود. اما قب�ل از آن مس�تطيل را تعري�ف مي‌كنيم. »به 

متوازي‌الاضلاعي كه چهار زاوية قائمه دارد، مستطيل مي‌گويند.«

خواص مستطيل
چ��ون مس��تطيل ي��ك متوازي‌الاض�لاع اس��ت، پ��س خواص 
متوازي‌الاضلاع را به ارث مي‌برد. خواص متوازي‌الاضلاع عبارت‌اند از:

1. اضلاع روبه‌رو موازي و مساوي‌اند.
2. قطرها كيديگر را نصف ميك‌نند.

3. زواياي روبه‌رو مساوي و زواياي مجاور، مكمل‌اند.
خاصيتي كه در مس��تطيل برقرار اس��ت، اما در متوازي‌الاضلاع 

هميشه درست نيست، عبارت است از: »قطرها با هم مساوي‌اند.«

به‌كارگيري خاصيت مستطيل در صنعت
دو ميلة AB و CD را با طول‌هاي مس��اوي در نظر مي‌گيريم. 
وس��ط آن‌ها را سوراخ ميك‌نيم. س��پس اين دو ميلة سوراخ‌شده را 

در
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طوري روي هم قرار مي‌دهيم كه س��وراخ‌ها در برابر هم قرار گيرند. 
از اين دو سوراخ لولايي عبور مي‌دهيم )شكل 1(.

D B

CA

O

شكل 1

دو ميل��ة AB و CD مي‌توانند دور لولاي O بچرخند. هنگاميك‌ه 
دو ميله دور لولا مي‌چرخند، شكل چهارضلعي ACBD تغيير ميك‌ند،‌ 

اما هميشه كي مستطيل است. )چرا؟(
كيي از كاربردهاي اين خاصيت را در پايه‌هاي ميز تاش��و مي‌توان 
دي��د. كي جفت لولة خميده مطابق ش��كل 2 چهارپاية ميز تاش��و را 

تشيكل مي‌دهند.

شكل 2

پاية ميز را مي‌توان مانند ش��كل 3 كه لوله‌اي با دو گوش��ة قائمه 
است، نشان داد.

شكل 3

دو ميلة گوشه‌دار ´ABB´A و ´CDD´C را در نظر مي‌گيريم كه 
 AB=A´B´=CD=C´D D قائمه‌اند و:́  در آن‌ها چهار زاوية D، B´،B و́ 
A´B را a و فاصلة داخلي  )ش��كل 4(. فاصلة خارجي دو پاي��ة AB و́ 
C´D را b مي‌ناميم. فاصلة a اندكي بزرگ‌تر از فاصلة  دو پاي��ة CD و́ 

b اختيار شده است.
قطعات CD ،A´B´ ، AB و ´C´D را از نقاط وسطشان به ترتيب 
CDD´C را از داخل  O1 ، O´ ، O و O1́ سوراخ ميك‌نيم. لولة گوشه‌دار́ 
لولة گوش��ه‌دار ´ABB´A عبور مي‌دهيم )چون a>b است، اين عمل 

 O´ و سوراخ O1 در مقابل سوراخ O ممكن است(؛ به‌طوريك‌ه سوراخ
مقابل O1́ باشد. 

D

C b

 D´

 C´

B

A a

 B´

 A´

شكل 4

OO و O1O1́ كي لولا عبور مي‌دهيم. هر  س��پس از دو س��وراخ́ 
كي از دو لولة گوشه‌دار مي‌توانند آزادانه دور دو لولاي مذكور بچرخند 

)شكل 5(.

D

D´

A

A´

B

B´

C

C´

شكل 5

 CDD´C ABB´A و́  حكم: هنگاميك‌ه كيي از دو لولة گوشه‌دار́ 
دور دو لولاي OO1 و O´O1 مي‌چرخد، شكل فضايي حاصل از دو لولة 
گوشه‌دار لولا شده، تغيير شكل مي‌دهد. اما همواره صفحه‌اي كه از دو 
DD مي‌گذرد، موازي با صفحه‌اي اس��ت كه از دو  BB و́  خط موازي́ 

CC مي‌گذرد. براي اثبات حكم مي‌گوييم: AA و́  خط موازي́ 
CDD´C دو مس��تطيل مس��اوي‌اند،  ABB´A و́  1. دو چهارضلعي́ 
D قائمه‌ان��د و داريم:  زي��را هر ي��ك از چهار زاوي��ة D ، B´ ، B و́ 

. AB A B CD C D′ ′ ′ ′= = =

ABB´Aاند،  O وسط‌هاي دو ضلع مقابل مستطيل́  2. دو نقطة O و́ 
OO موازي‌اند. با همين ش��يوه   BB با خط́  AA و́  پس دو خط́ 
OO موازي  DD با خط́  CC و́  اس��تدلال ثابت ميك‌نيم دو خط́ 
DD موازي  BB´، AA´، CC و́  هس��تند. بنابراين چه��ار خ��ط́ 

كيديگرند.
CC در كي صفحه‌اند. اين  AA و́  AA´||CC، پس دو خط́  3. چون:́ 
 DD BB و́  BB´||DD، پس دو خط́  صفحه را P مي‌ناميم. چون:́ 

در كي صفحه‌اند. اين صفحه را Q مي‌ناميم.
4. چهارضلعي ACBD مستطيل است، زيرا دو قطر آن مساوي هستند 
و كيديگ��ر را نصف ميك‌نند. بنابراين: AC||DB. با همين ش��يوه 

.A´C´||D´B استدلال نتيجه مي‌شود:́ 
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AA از صفحة P با دو خط متقاطع DB و  5. دو خط متقاطع AC و́ 
´DD از صفحة Q موازي‌اند. پس اين دو صفحه موازي‌اند.

نتيجه: اگر چهار نقطة C´ ، A´ ، A و C از دستگاه لولايي )شكل 
BB و  5( را روي زمي��ن قرار دهيم، آن‌گاه صفح��ة Q كه بر دو خط́ 
´DD مي‌گذرد، موازي با س��طح زمين قرار مي‌گيرد. بنابراين اگر كي 
DD قرار گيرد، اين صفحه  BB و́  صفحة فلزي يا چوبي روي دو لولة́ 

موازي با سطح زمين قرار مي‌گيرد.
بست‌هايي سطح ميز را به پايه‌ها ربط مي‌دهند )شكل 6(. زير ميز 
تاش��و چند بست به ش��كل الف و ب نصب شده‌اند كه سطح ميز را به 

پايه‌ها ربط مي‌دهند.

			 )ب(   )الف(	

شكل 6

BB بين دو بست  اين بست‌ها زير ميز چوبي قرار مي‌گيرند و لولة́ 
در صفحة ميز در نقاط M و N قرار مي‌گيرند )شكل 7(.

P

M

N

شكل 7

اكنون ميز تاش��و ساخته شده است. هر وقت بخواهيم اين ميز را 
DD را از بس��ت )ب( درمي‌آوريم و پايه‌ها را دور لوله‌ها  تا كنيم، لولة́ 

مي‌چرخانيم.

شكل 8

از جمله كاربردهاي ديگر خواص مس��تطيل در ساختن »ميز بالا 
بر هيدرولكي« است )شكل 9(. اين‌گونه ميزها هرجا كه تنظيم ارتفاع 
براي انجام دادن عملي لازم باش��د، ب��ه كار مي‌رود. براي مثال، كارگر 
رنگ‌ كار ارتفاع ميز را با فشار دكمه با پدال پايي تنظيم ميك‌ند تا به 

 منابع .........................................................................................................................
1. اس. لف، لارنس )1370(. آموزش هندسه به روش ساده. ترجمة فيروز يارايي 

و محمد مجدآبادي. نشر شمع. تهران. چاپ اول.
2. رستمي، محمدهاشم )1378(. دائرئ‌المعارف هندسه )ج 1(. انتشارات مدرسه. 

تهران.
3. شرف‌الدين، احمد )1377(. هندسه دلپذير. انتشارات مدرسه. تهران.

ايران )1383(. گزيدة مقالات هفتمين  4. هفتمين كنفرانس آموزش رياضي 
كنفرانس آموزش رياضي. دانشكده علوم دانشگاه كردستان. سنندج.

قسمت‌هاي متفاوتي كه مي‌خواهد رنگ كند، تسلط كامل داشته باشد.
بهك‌ارگيري ميز بالا بر هيدرولكي موجب مي‌شود كه كارگر ديرتر 
خسته شود و در نتيجه كارايي او افزايش يابد. كي مسئلة زيباي ديگر 
در كش��ويي آكوردئوني است )ش��كل 10(. در كشويي فلزي علاوه بر 
محكم بودن، چون به آس��اني جمع مي‌ش��ود و پس از جمع شدن در 
كنار جرز مغازه جاي كمي اش��غال ميك‌ند، مورد توجه است. از خارج 
مغازه‌اي كه در كشويي دارد مي‌توان داخل آن را مشاهده كرد و از تنوع 

كالاهاي آن مطلع شد.

شكل 10شكل 9

نتيجه‌گيري
به تبع پيش��رفت علم و دانش، تغييرات گسترده‌اي در همة ابعاد 
زندگي بشر مشاهده مي‌شود كه با سرعت و شتاب زياد به سمت جلو 
در حال حركت اس��ت و تغيير در نظام آموزشي نيز ضروري است. در 
اين راس��تا نياز اس��ت در كتاب‌ها تغييراتي اعمال شوند. به دليل عدم 
ارتباط هندسه با دنياي واقعي و تأيكد بر حفظ كردن قضايا در هندسه 
و عدم انگيزش لازم براي حل مس��ائل هندسه، نياز است براي رهايي 
از اين مشكل و رسيدن به آموزش و فراگيري ايده‌آل درس‌هايي مثل 
هندسه، كتاب‌هاي درسي به‌طور اساسي تغيير كنند و هم‌زمان با بيان 
نظري مطالب به كاربرد آن‌ها به‌عنوان فعاليت يا حتي مطالب خواندني 

اشاره و اهميت داده شود.
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آموزشی
دكتر محرم نژاد ايردموسي، عضو هيئت علمي دانشگاه شهيد بهشتي 

بخش اول: مسئله‌ها
،f1(x)=f(x) ف��رض  ب��ا  و   xf (x)
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ف��رض  ب��ا   .161 
.f2015(2015) مطلوب است مقدار .fk=f1ofk- 1

162. حاصل عبارت زير را به‌دست آوريد:
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N .163 عددي اس��ت كه در آن هر رق��م 1، 2، 3، 4، 5، 6 و 7 دقيقاً 
‌3بار بهك‌ار رفته، اما رقم 8 در اين عدد بهك‌ار نرفته اس��ت. ثابت 

كنيد N مربع كامل نيست.

164. براي هر عدد طبيعي f(n) ، n برابر است با تعداد روش‌هاي نوشتن 
 ،n=a1+a2+...+ak :به‌صورت مجموع چند عدد طبيع��ي. مانند n
به‌ط��وري ك��ه: a1≤a2≤...≤ak≤ak+1. براي مث��ال: f(4)=4، چون: 
1+1+1+1=2+1+1=2+2=4. اكنون f(n) را برحسب n به‌دست آوريد.

165. آي��ا تواني از 2 وجود دارد كه چهار رقم س��مت راس��تش برابر 
2014 باشد؟

اشاره
»پاي تخته« عنوان بخش ثابتي در »ماه‌نامة برهان« است كه از دو بخش داخلي مسئله‌ها و راه‌حل‌ها تشكيل شده است. در هر 
شماره از ماه‌نامه، 10 مسئلة جديد مطرح مي‌شود كه همة خوانندگان را به چالش مي‌طلبد. توصيه مي‌كنيم كه به‌طور فعال به حل آن‌ها 
بپردازيد و راه‌حل‌هاي خود را براي انعكاس در ماه‌نامه برايمان بفرستيد تا با نام خودتان در شماره‌هاي بعد چاپ شود. از طراحان مسائل 
رياضي نيز مي‌خواهيم كه مسائل جديد خود را براي طرح در بخش مسئله‌ها برايمان بفرستند. توجه داشته باشيد كه مسائل جديد بايد 

همراه با حل )يا راه‌حل‌هاي( آن‌ها و در صورت امكان با ذكر مأخذ باشد.
مسائل و راه‌حل‌هاي خود را مي‌توانيد يا از طريق پستي )به آدرس ماه‌نامه( و يا از طريق پست الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة دوم 
سريع‌تر و بهتر خواهد بود. در صورتي‌كه خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، صفحات نوشته‌هاي خود را اسكن )با وضوح حداقل 
150dpi( و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر سال اسامي نفرات برتر در ماه‌نامه درج خواهد شد و به بهترين‌ها جوايز نفيسي اهدا مي‌شود.

نكتة آخر اينكه در چند شمارة اول، سهم مسئله‌ها بيشتر است و با دريافت پاسخ‌هاي شما، بخش راه‌حل‌ها به‌تدريج پربارتر خواهد شد. 
منتظر راه‌حل‌هاي ارسالي شما هستيم.

تختهپاي

166. جملة 2015- امُ در دنبالة  ..., 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 را به‌دست 
آوريد.

 ،n ف��رد  طبيع��ي  ع��دد  ه��ر  ازاي  ب��ه  كني��د  ثاب��ت   .167 
1n+2n+...+nn بر n2 بخش‌پذير است.

n .168ضلع��ي منتظمي در صفحه رس��م ش��ده اس��ت، به‌طوريك‌ه 
هيچك‌دام از اضلاع آن عمودي نيس��ت. اگر m2 ،m1، ... و mn به 

ترتيب شيب اضلاع باشند، ثابت كنيد:
m1m2+m2m3+...+mn- 1mn+mnm1=-n

169. ن��ه خ��ط راس��ت داري��م ك��ه ه��ر ك��دام مرب��ع ABCD را 
ب��ه دو چهارضلع��ي ب��ا نس��بت مس��احت 2 ب��ه 3 تقس��يم 
 كرده‌ان��د. ثاب��ت كني��د س��ه‌تا از اي��ن خط��وط از ي��ك نقطه 

مي‌گذرند.

170. چندجمل��ه‌اي P(x) از درجة n، حداق    ،  ريش��ة متمايز دارد. 
 ثاب��ت كني��د: P(x) چندجمله‌اي صفر اس��ت )P(x)=0 به ازاي

.)x∈R هر
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بخش دوم: راه‌حل‌ها
131. ب�دون اس�تفاده از ماش�ين حس�اب ع�دد 159999 را به 

عامل‌هاي اول تجزيه كنيد.
159999=4002-1=204-1=)202-1()202+1(

=)20-1()20+1(×401=3×7×19×401    
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132. همة مقادير صحيح n را بيابيد، به‌طوري كه حاصل 
مقداري صحيح داشته باشد.
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 a+b2 و a2+b ، a+b دو عدد حقيقي هس�تند. اگ�ر b و a .133
گويا باشند و a+b≠1، آن‌گاه ثابت كنيد a و b گويا هستند.

 چ��ون a2+b و a+b2 گوي��ا هس��تند، پ��س تفاض��ل آن‌ها يعني 
(a+b- 1)(a-b) نيز گوياست. چون a+b- 1 عدد گويايي غيرصفر است، 
پس a-b نيز گوياس��ت. نهايتاً چون a+b و a-b گويا هستند، جمع و 
تفاض��ل آن‌ها يعني 2a و 2b گويا هس��تند. در نتيجه a و b نيز گويا 

هستند.

،a2+b2اگ�ر هس�تنــد.  حــقيق�ي  ع�دد  دو   b و   a  .134 
a3+b3 وa4+b4 گوي�ا باش�ند، ثابت كني�د a+b و ab گويا 

هستند.
مـــــفروض��ات  و   a4+b4=(a2+b2)2 - 2a2b2 تــــس��اوي  از 
تــــس��اوي  از  a2b2∈Q. س��پس  مــي‌ش��ود:  نتيــج��ه   مس��ئله 
 .a6+b6∈Q :نتيجه مي‌ش��ود (a4+b4)(a2+b2)=(a6+b6)+a2b2(a2+b2)
از ط��رف ديگ��ر: a6+b6=(a3+b3)2 - 2a3b3. در نتيج��ه: a3b3∈Q. پس 

.ab∈Q
حال با توجه به تساوي a3+b3=(a+b)(a2+b2 -ab) نتيجه مي‌شود: 

.a+b∈Q

كـني�د:  ثاب�ت   b و   a حقيق�ي  ع�دد  دو  هـ�ر  ب�راي   .135
 .)x جزء صحيح ( [2a]+[2b]≥[a]+[b]+[a+b]

اگر {x} نشان‌دهندة جزء اعش��اري x، يعني x-[x] باشد، آن‌گاه 
 b به‌جاي [b]+{b} و a به‌جاي [a]+{a} ب��ا جاي‌گذاري .x=[x]+{x}

داريم:
[2a]+[2b]=2[a]+[2{a}]+2[b]+[2{b}]
[a]+[b]+[a+b]=2[a]+2[b]+[{a}+{b}]

در نتيجه كافي است ثابت كنيم: 
[2{a}]+[2{b}]≥[{a}+{b}]

ب��ا حالت‌بندي روي مقادي��ر {a} و {b} )4 حال��ت( در بازه‌هاي 
 نامساوي به‌راحتي ثابت مي‌شود.
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136. ثابت كنيد 

داري��م:   
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ف��رض  ب��ا 
تس��اوي  از  نتيج��ه  در   .AB= - 1 ديگ��ر:  ط��رف  از   .A3+B3=4 
 .S3+3S- 4=0 :داريم S=A+B و با فرض A3+B3=(A+B)((A+B)2 - 3AB)
ب��ا تجزية عبارت داري��م: 0=(S2+S+4)(S- 1) كه نتيجه مي‌دهد 

.A+B=1 :در نتيجه .S=1

y ، x .137 و z سه عدد حقيقي مختلف هستند. ثابت كنيد:
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مي‌دانيم اگر a+b+c=0، آن‌گاه: a3+b3+c3=3abc )درس��تي اين 
 a3+b3+c3=3abc نتيج��ه را ثابت كنيد و نش��ان دهيد برعكس، اگ��ر
آن��گاه: a=b=c ي��ا a+b+c=0(. براس��اس بره��ان خلف، ف��رض كنيد: 
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 در نتيجه:
x y y z z x (x y)(y z)(z x)= − + − + − = − − −30

ك��ه نتيجه مي‌ده��د: x=y يا y=z يا z=x كه تناقض اس��ت. پس 
عبارت حكم برابر صفر نيست. 

138. مكان هندسي نقاطي مانند (x,y) را پيدا كنيد كه در تساوي 
x3+y3+3xy=1 صدق مي‌كنند.

 x=y=-1 يا x+y- 1=0 :در نتيجه ،x3+y3+(- 1)3=3xy(- 1) :داري��م
يعني مكان هندسي، كي خط راست و كي نقطه است. در اينجا نيز از 

نكتة مسئلة قبل استفاده كرديم.

 y و x و هر دو عدد حقيقي b و a 139. ب�راي ه�ر دو عدد حقيقي
ثابت كنيد:
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با ساده كردن نامساوي به نامساوي 2≥0(ay-bx) مي‌رسيم.

دهـي�د  نـش�ان   ،n صـحي�ح  عـ�دد  هـ�ر  ازاي  بـ�ه   .140 
n4 - 22n2+9 مركب است.

اگر n مضرب 3 باش��د، آن‌گاه n4 - 22n2+9 مضرب 9 و در نتيجه 
مركب است. اگر n مضرب 3 نباشد، n2 به فرم 3k+1 است و در نتيجه 

n4 - 22n2+9 مضرب 3 خواهد شد كه نشان مي‌دهد مركب است.
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معرفی مجلات  رياضي جهان

احسان يارمحمدي

 «Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem» مجلة 
را مي‌توان كيي از بهترين و ارزنده‌ترين مجله‌هاي رياضي 
جهان ناميد. چراكه هم از نظر ش��مارگان سالانه و هم از 
نظر ارائة فايل‌هاي رايگان »پي‌دي‌افِ« متناظر با مقالات 
آن، و ه��م از نظر تن��وع مقالات گنجانده ش��ده در آن، 
گوي س��بقت را از بيش��تر مجلات رياضي جهان ربوده 
است. رياضي‌آموزان و علاقه‌مندان به رياضي مي‌توانند با 
مراجعه با تارنماي اينترنتي اين مجله، فايل »پي‌دي‌اف« 
متناظر با مقالاتي را كه از سال 1978 تا پنج سال قبل از 
هر تاريخ كه به تارنما مراجعه كنند، دريافت دارند. البته 
افرادي كه مايل‌اند ش��ماره‌هاي جديد اين مجلة وزين را 
داشته باش��ند، مي‌توانند با پرداخت حق اشتراك آن از 

اين مهم بهره‌مند شوند.
مقالات گنجانده شده در اين مجلة كانادايي از تنوع 
و س��اختاري منسجم برخوردار هس��تند و افراد متفاوتي 

Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem :اسم 

cms.math.ca/crux/ :تارنما 
 ناشر: »انجمن رياضي كانادا«1

 مكان انتشار: اتُاوا در ايالت انُتاريو كانادا

 زبان: انگليسي و فرانسه

0705-0384 :2‌ISSN 

40397795072002 :3‌OCLC 

 سال آغاز انتشار: 1978

 تعداد چاپ در هر دوره: 10 شماره

 نشاني:
Graham P. Wright, Managing Editor
Crux Mathematicorum
Canadian Mathematical Society
577 King Edward
Ottawa. Ontario K1N 6N5

از جاي‌جاي عالم هس��تي براي اين مجله مقاله ارس��ال 
ميك‌نند. اما ش��ايد بتوان اذعان كرد كه مقالات مربوط 
به موضوعات هندسه در اين مجله داراي سبكي متفاوت 
و مدرن نسبت به مقالات مندرج در ساير مجلات جهان 
اس��ت. علاقه‌مندان به هندس��ه مي‌توانند ب��ا مراجعه به 
آن‌ها، به افزايش دانش خود در زمينة هندس��ه بپردازند. 
نحوة ارسال مطالب و مقالات براي اين مجله نيز اسلوب 
ويژه‌اي دارد كه هم براي دس��ت‌اندركاران و گردانندگان 
مجلات رياضي كشور )ايران(، و هم براي افرادي كه قصد 
دارن��د با روش‌هاي نگارش و ارس��ال مقاله براي مجلات 
رياضي كش��ور آش��نا ش��وند، مي‌تواند مفيد باشد. دليل 
 اين موض��وع تاحدي به اين نكت��ه برمي‌گردد كه مجلة 
Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem از ادغام 

Mathematical Mayhem و Crux Mathematicorum دو مجل��ة 
پديد آمده است كه هر كي از آن‌ها در گذشته با داشتن 
خط‌مشي‌هاي ويژة خود دست به چاپ و انتشار مقالات 
رياض��ي مي‌زده‌اند. در واقع، »انجم��ن رياضي كانادا« با 
بررس��ي وضعيت اين دو مجله و شرايط حاكم بر فضاي 
رياضياتي موجود در كشور كانادا و نيز تلاش‌هاي انجمن 
رياضي كانادا براي ارائة كي مجله رياضي ارزنده در عرصة 
 بين‌الملل، دس��ت به تلفيق دو مجلة مزب��ور زد و مجلة 
 Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem

را به جامعه جهاني عرضه كرد.
در تارنماي اين مجله و در قس��مت »اطلاعاتي براي 
 مش��اركتك‌نندگان و مؤلف��ان« مش��اهده ميك‌نيم كه 
مجل��ه س��اخـتار لاكس��كي خ��ود، يعن��ي دو بـخ��ش

 Mathematical Mayhem و Crux Mathematicorum
را حف��ظ كرده اس��ت و هر ي��ك از آن‌ها در س��اختار 
 كلي مجل��ه داراي نقش��ي مجزا از هم هس��تند. بخش
Crux Mathematicorum خود به چهار قس��مت اصلي 
زير ب��ا ويژگي‌ها و ش��رايط مندرج در هر ي��ك از آن‌ها 

دسته‌بندي مي‌شود.  

Crux Mathematicorum
 with Mathematical Mayhem
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مقالات
مقالات بايد با دقت نگاشته شوند و به‌صورت معقول، 
كوت��اه و داراي توضيحات و تفس��يرهاي لازم و طبيعي 
باشند. مؤلفان مقالاتي كه مقالات آن‌ها براي چاپ توسط 
مجله مورد پذيرش قرار گيرد، مي‌بايد كه رضايت خود را 
براي چاپ و نش��ر مقالة خود )مقالاتشان( به مجله اعلام 
كنند و نيز حق چاپ و نشر مقاله )مقالاتشان( را به مجله 
انتقال دهند. بعد از چاپ و نشر هر مقاله، انجمن رياضي 
كانادا به مخاطبان خود اجازة استفاده و در اختيار داشتن 
مقالات را مي‌دهد. خوانن��دگان و علاقه‌مندان مي‌توانند 
مقالات خود را از طريق دو روش زير به نشاني لاكسكي 

مجله يا نشاني الكترونكيي آن بفرستند:

Robert Dawson,
Dept. of Mathematics&Computing Science
St. Mary's University
923 Robie St.
Halifax, NS B3H 3C3
Canada
Or emailed to: crux-articles@cma.math.ca

مسائل و راه‌حل‌هاي كِراكس4
خوانندگان و علاقه‌مندان مي‌توانند مسائل پيشنهادي 
خود را كه حداكثر در سطح دانش‌آموزان پيش‌دانشگاهي 
باش��د، به همراه راه‌حل )راه‌حل‌هاي( آن‌ها به كيي از دو 

روش زير براي مجله ارسال دارند:

Shawn Godin, Crux Mathematicorum
Cairine Wilson Secondary School
975 Orleans Blvd.
Orleans, ON KC 2Z5
Canada
Or emailed to: Crux-editors@cms.math.ca

اسكولايد5
اي��ن قس��مت به ارائ��ة نمونة س��ؤالات و مس��ائلي 
اختص��اص دارد كه در امتحانات م��دارس و آزمون‌هاي 
رياضي به‌صورت تش��ريحي و ي��ا به‌صورت چندگزينه‌اي 
در اختي��ار دانش‌آموزان قرار گرفته‌ان��د. به‌ويژه مي‌تواند 
براي معلمان رياضي كه قصد دارند در طراحي س��ؤالات 
امتحان��ات رياض��ي از تن��وع و دگرگوني نوع س��ؤالات 
بهره‌مند شوند، براي دست‌اندركاران مجلات رياضي كه 

مي‌خواهند س��اختار مجلة آنان دربرگيرندة پرسش‌ها و 
مسائل درسي متنوع باشد، و بالاخره رياضي‌آموزاني كه 
مي‌خواهند توانايي ذهني خود را در رابطه با شكل‌هاي 
گوناگون سؤالات و مسائل منطبق با سرفصل درسي‌شان 
محك بزنند، مفيد و مؤثر باشد. البته معلمان و مدرساني 
ك��ه مي‌خواهند س��ؤالات گنجانده ش��ده در امتحانات 

رياض��ي را ك��ه از دانش‌آموزان خود به‌عم��ل آورده‌اند، 
براي مجله بفرس��تند و يا طراحان اين دسته از سؤالات 
و پرس��ش‌ها كه مي‌خواهند حاصل كار خود را از طريق 
مجله در اختيار علاقه‌مندان بگذارند، مي‌توانند به كيي 

از دو روش زير مطالب خود را براي مجله ارسال كنند:

Lily Yen and Mogens Hansen
7255 Hewitt Street
Burnaby, BC
V5A 3M3
Canada
Or emailed to: Crux-skoliad@cms.math.ca

بخش المپياد6
اين قسمت براي مسائلي كه در المپيادهاي رياضي 
كارب��رد دارند، طراحي و تدوين ش��ده اس��ت. مخاطبان 
مي‌توانند در اين قسمت نمونه مسائل المپيادهاي رياضي 
كش��ورهاي گوناگون و راه‌حل‌هاي آن‌ها را در سال‌هاي 
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متفاوت مشاهده كنند. علاقه‌مندان به ارسال مطلب در 
اين زمينه مي‌توانند به كيي از دو روش زير با اين قسمت 

مجله در ارتباط باشند:

Professor Nicolae Strungaru
Department of Mathematics and Statistics
Grant MacEwan University
10700-104 Avenue
Edmonton, AB T5J 4S2
Canada
Or emailed to: Crux-olympiad@cms.math.ca

بخش Mathematical Mayhem نيز داراي قسمتي 
است كه علاقه‌مندان مي‌توانند از طريق آن به كيي از دو 
روش زير به ارائة راه‌حل‌هاي خود براي سؤالات و مسائل 

اين قسمت بپردازند:

Shawn Godin, Crux Mathematicorum
Cairine Wilson Secondary School
975 Orleans Blvd.
Orleans, ON KC 2Z5
Canada
Or emailed to: Crux-editors@cms.math.ca

البته مجله داراي قسمت‌هاي مفيد ديگري نيز هست؛ 
از جمله قسمت »معرفي كتاب« كه به معرفي كتاب‌هاي 

رياضي ارزنده مي‌پردازد. مترجمان چيره‌دست، علاقه‌مند 
و آش��نا به رياضي مي‌توانند با مراجعه به اين قسمت به 
ترجمة آثار فاخر آن دست بزنند و جامعة رياضيات ايران 

را از آثار جديد و به روز جهان بهر‌ه‌مند سازند.
در پايان پيش��نهاد تهية اين مجله و مطالعة كياكي 
مقالات آن را به جامعة رياضي ايران شامل دانش‌آموزان، 
معلم��ان، مدرس��ان، اس��اتيد و... عرض��ه مي‌داريم و از 
مترجمان علاقه‌مند و آش��نا به رياض��ي كه به همكاري 
در زمينة ترجم��ة مقالات رياضي تمايل دارند نيز تقاضا 
ميك‌ني��م، با ايجاد هماهنگي‌هاي لازم و كافي با اعضاي 
هيئت تحريريه و نيز انتخاب مقالات مناسب و متناسب با 
خط‌مشي‌هاي مجلة رياضي »برهان دورة دوم متوسطه«، 
دس��ت به ترجمة مقالاتي از اين مجله كانادايي بزنند تا 
در راس��تاي گسترش فرهنگ رياضي‌خواني و استفاده از 
منابع و مطالب رياضي كارا از س��اير كش��ورهاي جهان، 

اقدامات ارزنده‌اي را انجام داده باشيم.  

 پي‌نوشت‌ها ..................................................................................
1. Canadian Mathematical Society
2. ISSN=International Standard Serial Number
3. OCLC=Online Computer Library Center
4. Crux
5. Skoliad
6. Olympiad Corner

پرسش‌
پيكارجو!

هاي 1

دواير C(o,r) و C´(o´,r´) در نقطة A مماس داخل هس��تند. از o مماسي بر 
دايرة كوچ‌كتر )´c( وارد ميك‌نيم تا در نقطة C بر دايره مماس شود و دايرة c را 
 BAC هس��تند(. اندازة زاوية O در كي طرف C و B( قطع كند B نيز در نقطة

كدام است؟
الف( °30       	           ب( °45   	                       ج( 60°          

د( °50                           هـ( مقدار اين زاويه ثابت نيست.

در رياضيات آن‌چه مهم است، فكر 
كردن است! 

رياضيات الفبايي است كه خداوند 
جهان را بر مبناي آن خلق كرد.

گاليله
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ايستگاه اول:

دول‌
ج

عددي
ويژه

با جايزه!

ايستگاه انديشه و ادب رياضي

جدول زي�ر، يك جدول عددي كوچك )4*4( 
اس�ت كه  هيچ خانة س�ياه ش�ده‌اي ن�دارد. تمام 
عناصر جدول عددهاي چهار رقمي هس�تند كه از 
چپ به راس�ت يا از بالا به پايين نوشته مي‌شوند. 
پ�س از حل كام�ل ج�دول، دو ع�دد چهاررقمي 
روي قطره�اي اصل�ي و فرع�ي ج�دول )از بالا به 
پايين( به‌وجود مي‌آيد كه س�ال تولد و وفات يك 
رياضي‌دان به‌ن�ام ايراني براس�اس تقويم ميلادي 
اس�ت. نام اين رياضي‌دان رمز جدول ماست. آن را 

براي ما بفرستيد تا جايزه‌اي برايتان ارسال كنيم!

افقي

1. مربع كي عدد طبيعي بزرگ‌تر از سي و كوچ‌كتر از چهل.
2. عدد طبيعي كه تنها دو عامل اول دارد كه كيي از آن‌ها بين 40 و 50 است و ديگري كي رقمي است.

3. حاصل‌ضرب دو عدد اول كه كيي از آن‌ها كي رقمي و ديگري اندكي بيشتر از عدد مساحت مربعي است كه محيط آن 84 واحد است.
4. صد برابر كي عدد اول.

1. در اين س��ال بلز پاسكال، 
رياضي‌دان بنام و فيز‌كيدان فرانسوي 

ديده به جهان گشود.
2. چهارمي��ن ع��دد اول بزرگ‌ت��ر از 

.5000
3. عدد مساحت مستطيلي كه محيط 
آن 254 واحد و طول آن 87 واحد 

بيشتر از عرض آن است.
4. در اين سال رنه‌دكارت، رياضي‌دان 

و فيلسوف فرانسوي درگذشت.

دي
مو

ع

1

2

3

4

4321
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آموزشی
حميدرضا اميري

"IF AND ONLY IF" OR 
"EQUIVALENCE THEOREMS"
Statements including the expression "if and 
only if" are rather common and very useful 
in mathematics. If we can show that "A if and 
only if B", we are proving that A and B are 
equivalent statements, because either one of 
them is true (or false) only when the other 
one is true (or false). The statement "A if and 
only if B" means that "A is a necessary and 
sufficient condition for B" and that at the 
same time "B is a necessary and sufficient 
condition for A."

Thus to prove that the statement "A if and 
only if B" is true, we must prove that:

1. If A, then B.
(A is a sufficient condition for B; B is a 

necessary condition for A.)
2. If B, then A.

(B is a sufficient condition for A; A is a 
necessary condition for B).

Therefore, the proof of an "if an only if" 
statement has two parts. We can use any one 
of the techniques we know to construct each 
part. 

Notice that the statements "If A, then B" 
and "If B, then A" are converses of each 
other.

9
آموزش ترجمة متون رياضي

»اگر و فقط اگر« 
يا 

»قضيه‌هاي هم‌ارز«

گزاره‌هاي داراي اصطلاح »اگر و فقط اگر« 
نس��بتاً متداول و در رياضيات بسيار سودمند 
 A« هس��تند. اگر ما بتوانيم نش��ان دهيم كه
 B و A ثاب��ت كرده‌ايم كه »B اگ��ر و فقط اگر
گزاره‌هايي هم‌ارز هس��تند، زيرا وقتي كيي از 
آن‌ها درست )يا نادرس��ت( باشد، ديگري نيز 
درس��ت )يا نادرست( اس��ت. گزارة »A اگر و 
فقط اگر B« به اين معني است كه »A شرط 
 B« است« و در عين حال B لازم و كافي براي

شرط لازم و كافي براي A است.«
بنابراين براي اثبات درستيِ گزارة »A اگر 

و فقط اگر B« ما بايد ثابت كنيم كه:

.B آن‌گاه A 1. اگر
 B اس��ت؛ B كي ش��رط كافي براي A(   

كي شرط لازم براي A است.(

.A آن‌گاه B 2. اگر
 A اس��ت؛ A كي ش��رط كافي براي B(   

كي شرط لازم براي B است.(

بنابراين اثبات كي گزارة »اگر و فقط اگر« 
داراي دو قسمت است. مي‌دانيم ما مي‌توانيم با 
بهك‌ار بردن هر كي از اين تكن‌كيها )روش‌ها( 
هر قسمت را بسازيم. توجه كنيد كه گزاره‌هاي 
 »A آن‌گاه ،B و »اگ��ر »B آن‌گاه ،A اگ��ر«

عكس كيديگرند.
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آموزشی

پرسش‌
پيكارجو!

هاي 2

چندجمل��ه‌اي f با ضرايب صحيح مفروض اس��ت. مي‌دانيمf(2)  بر 5 و 
f(5) بر 2 بخش‌پذير است. در اين صورتf(7)  بر كدام بخش‌پذير است؟

الف( 10	        ب( 7	                ج( 3
د( 4	        هـ( 8

لغات و اصلاحات جديد

1. Statements گزاره‌ها
2. Expression اصطلاح
3. If and only if اگر و فقط اگر
4. Useful مفيد، سودمند
5. Equivalent هم‌ارز
6. Necessary لازم
7. Sufficient كافي
8. Condition شرط 

9. Construct شكل دادن، ساختن
10. Converse عكس

ابهام در نمادگذاري!
اگر (6 و 4)=A و A×B ،    B=[4, 6]  كدام است؟!
A×B = 2×12=24 )الف
{y≤6≥4 و A×B={(x, y)} | 4<x<6 )ب

ترجمه براي دانش‌آموز
EXAMPLE 1. A nonzero real number is 
positive if and only if its reciprocal is positive.

Proof. The two parts of this statement are 
the simple statements

A: A real number a is positive.
B: The reciprocal of a, denoted as a-1, is 

positive
Part 1. If A, then B.

(The fact that the number a is positive 
is sufficient to imply that its reciprocal is 
positive.) By definition of reciprocal 

a * a-1=1.
So the number a * a-1 is positive.

By the properties of operations of real 
numbers, the product of two numbers is 
positive only if the two numbers are either 
both positive or both negative. Because by 
hypothesis a is positive, it follows that a-1 is 
positive.
Part 2. If B, Then A.
(The fact that the number a is positive is 
necessary to imply that its reciprocal is 
positive.) By definition of reciprocal

a * a-1=1
So the number a * a-1 is positive.

By the properties of operations of real 
numbers, the product of two numbers is 
positive only if the two numbers are either 
both positive or both negative. Because by 
hypothesis, a-1 is positive, it follows that a is 
positive.
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آموزشی

حسين كريمي
دبير رياضي شهر تهران

بحثي در باب
 مساحت چندضلعي‌هاي منتظم

مي‌دانيم مساحت س��ه‌ضلعي منتظم )مثلث متساوي‌الاضلاع( به 
 و مس��احت چهارضلعي منتظم )مربع( 
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ضلع a برابر اس��ت با: 
به ضلع a برابر اس��ت با: a2. اكنون مي‌خواهيم براي به‌دس��ت آوردن 

مساحت nضلعي منتظم كي رابطة كلي به‌دست آوريم.
ف��رض كنيم nضلعي منتظم ABC...M، به ضلع a، محاط درون 
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دايره‌اي به مركز O باشد. پس: 

A B

M C
R R

O

شكل 1

 OH متساوي‌الس��اقين اس��ت، بنابراي��ن AOB و چ��ون مثل��ث 
ه��م ‌ارتفاع، هم‌ميانه و هم‌نيم‌س��از زاوية AOB محس��وب مي‌ش��ود 

)شكل2(. بنابراين داريم:
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در مثلث OBH داريم:
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شكل 2

پس مس��احت مثلث OAB از رابطة زير محاس��به مي‌ش��ود:
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 ،ABC...M ضلعي منتظ��مn از ط��رف ديگ��ر، مي‌دانيم ك��ه در 
n مثلث كيسان به مانند AOB داريم، پس:

a ضلعي منتظم به ضلعn مساحت 
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   مثال 1. مساحت مثلث متساوي‌الاضلاع به ضلع a را به‌دست آوريد.
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   مثال 2. مساحت مربع به ضلع a را به‌دست آوريد.
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 مسئلة 1. مساحت دوازد‌ه‌ضلعي منتظم به ضلع 5 را به‌دست آوريد.
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 مسئلة 2. مساحت هشت‌ضلعي منتظم به ضلع 4 را به‌دست آوريد.
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 مسئلة 3. مساحت شش‌ضلعي منتظم به ضلع 3 را به‌دست آوريد.

OAB

OAB

n OAB n

a

ˆAOB
n
aBH

HOB
n

a
BHˆtan HOB tan
OH n OH

aOH
tan

n
aS AB OH a

tan
n

aS
tan

n
naS nS S

tan
n

a aS a
tan

a aS a
tan

S

°

°

°

°

°

°

°

°

°

=

= 

∠ = 

= ⇒ =

⇒ =

= × = × ×

⇒ =

= = ⇒ =

= = =

= = =
×

2

2

2

2 2
2

3

2 2
2

4

12

3
4

360

2
180

180 2

1802

1 1
2 2 1802

1804

1804

3 3 3
44 31804

3
4 4

4 11804
4

a ( )
( )tan

aS ( )
( )tan( )

aS
tan

aS
tan

°

°

°

°

×
= = = = +

− −

×
= = = = +

− −′

×
= = =

×

×
= = =

− −

2

2
8

2
6

2
5

12 12 25 75 75 2 3
4 2 3 2 34 15

8 8 16 32 32 2 1
4 2 1 2 14 22 30

6 6 9 81 3
234 30 4

3
5 5 4 5

4 36 4 5 2 5 5 2 5

 مسئلة 4. مساحت پنج‌ضلعي منتظم به ضلع 2 را به‌دست آوريد.
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بديه��ي اس��ت ك��ه ه��ر ق��در تع��داد اض�لاع را در nضلع��ي 
 منتظ��م بيش��تر كني��م )يعن��ي n را ب��ه س��مت ∞ مي��ل دهي��م(، 
nضلعي منتظم به س��مت دايره ش��دن ميل خواهد ك��رد كه از اينجا 
 π مي‌تواني��م به كمك ماشين‌حس��اب، تقريب‌هاي خوب��ي براي عدد

به‌دست آوريم.
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                                       دايره
 

حال براي nهاي بزرگ، مساحت nضلعي منتظم و مساحت دايره 
را هم‌ارز در نظر مي‌گيريم كه داريم:
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دايره    
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و براي مقادير مختلف n داريم:
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ابهام در نمادگذاري!
 g={(2,3), (3,6), (5,6), و f={(2,3), (3,4), (4,5), (5,6){ اگ�ر

{(7,2) توابعي روي Z باشند، f-g كدام است؟
 f-g={(3,4), (4,5)} (الف
 f-g={(2,0), (3,-2), (5,0)} (ب
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آموزشی

 ارتباط بين
آربلوس 

و    نمايش هندسي اتحادهاي جبري
مريم شاه‌محمدي

دبير منطقة يك 
آموزش‌وپرورش شهر تهران

چکیده
اهدف از نگارش مقالة حاضر، طرح و بيان يك موضوع مرتبط با مباحث كتاب‌هاي درسي رياضي متوسطه، به‌عنوان يك پيشنهاد 
موردي به‌منظور تعميق دانسته‌هاي فراگيرندگان و عينيت‌بخشيدن به مسائل انتزاعي در آموزش رياضي است. »آربلوس«1 يكي از 
قديمي‌ترين و جالب‌ترين اش�كال هندسي اس�ت كه متأسفانه در كتاب‌هاي درسي در مدارس ايران جايگاهي براي آن منظور نشده 
اس�ت. در مقالة حاضر، آربلوس و برخي از خواص آن معرفي ش�ده اس�ت. همچنين، با در نظر گرفتن رويكرد هندس�ي ـ كاربردي در 
تأليف كتاب‌هاي درس�ي رياضي در س�ال‌هاي اخير، سعي شده است با بررسي موضوعي مس�احت آربلوس و ارائة روش‌هاي ترسيمي 
و محاس�باتي س�اده در نرم‌افزارهاي »math prof»،«geogebra« و »calques 3D« و ارتباط بين آن و اتحادهاي جبري به‌صورت 

شهودي نمايش داده شود.

كليدواژه‌ها: آربلوس، مساحت، حجم، اتحاد جبري

مقدمه
آربلوس كي كلمة يوناني به معناي چاقوي كفاشي 
است. همچنين، به تيغة چاقويي كه خرازان و پينه‌دوزان 
باستان از آن اس��تفاده ميك‌ردند، شباهت دارد. آربلوس 
كي شكل هندسي است كه از سه نيم‌دايره ساخته شده 
اس��ت )شكل 1(. كي نيم‌دايره با قطر AB و دو نيم‌دايرة 
كوچ‌كت��ر كه در كي نقطه روي قطر دايرة بزرگ (C) با 
كيديگر مماس بيرون و در راستاي قطر AB بر نيم‌دايرة 
بزرگ‌تر مماس درون هس��تند. مركز هر سه نيم‌دايره در 
ي��ك امتداد و مجموع قطره��اي دو نيم‌ دايرة كوچ‌كتر 
ب��ا قطر نيم‌دايرة بزرگ برابر اس��ت. در واقع دو نيم‌دايرة 
كوچ‌كتر در نيم‌دايرة بزرگ محاط شده‌اند. سطحي كه 
توس��ط سه نيم‌دايره توصيف ش��ده، محدود شده است، 

آربلوس ناميده مي‌شود]1[.
ارشميدس2، رياضي‌دان يوناني، اولين كسي بود كه 
خواص رياضي اين كمان‌ها را مطالعه و بررسي كرد. البته 
خواص آربلوس مورد توجه رياضي‌دانان مش��هوري چون 
دكارت3، فرما4، نيوتن5 و ابوس�عيد س�جزي نيز بوده 

است.

شكل 1. نمايش هندسي يك آربلوس

پيشينه‌اي براي نمايش هندسي اتحادهاي جبري
يونانيان باس��تان، فقط از صورت هندسي مسطحه 
مفاهيم جبري اس��تفاده ميك‌ردند. اقليدس6، در كتاب 
دوم اص��ول خود، كي تعبير هندس��ي از اتحاد مربع دو 
جمله‌اي: 2=a2+b2+2ab(a+b) و ديگر اتحادهاي جبري 
درج��ة دوم پيش��نهاد ميك‌ن��د. ارش��ميدس در كتاب 
»مأخوذات« كه نصيرالدين محمد طوسي تحريري بر 
آن نوشته است،‌ تعبير هندسي ديگري از اتحاد فوق ارائه 
مي‌دهد. او ثابت ميك‌ند مكمل نيم‌دايره‌هايي با قطرهاي 
a و b و نيم‌دايره‌اي با قطر (a+b)يا )آربلوس( برابر است با 

. ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
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2

2 4
4 4 4 13 2
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2

دايره‌اي به قطر 
ابوس��عيد س��جزي، در كت��اب »في‌مس��احئ الاكر 

A C B
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بالاكر«، صورت هندس��ي مسطحة ارشميدس و اقليدس 
را ب��ا در نظر گرفتن آن در فضا تعمي��م مي‌دهد. او كي 
 (a+b)3=a3+b3+3ab(a+b) :تفس��ير س��ه‌بعدي از اتحاد
ارائه مي‌دهد. بدين صورت كه كي مكعب را به دو مكعب 

و سه متوازي‌السطوح تقسيم ميك‌ند.

ويژگي‌هاي آربلوس
آربلوس كي شكل هندسي خودمتشابه است. كيي از 
ويژگي‌هاي جالب آربلوس، همساني محيط آن با محيط 

كي دايره معين است]5[ )شكل 2(.

A C B

اشياء وابسته: 
c = 12/57
d = 9/55
e = 3/02

circumference of Arbelos=c+d+e

2a 2b

ش�كل 2. نمايش محاس�بة محيط آربلوس در نرم‌افزار 
جئوجبرا

در حالت كلي با فرض AC=2a و CB=2b داريم:
AC طول كمان نيم‌دايره به قطر = πa               )1(
CB طول كمان نيم‌دايره به قطر = πb               )2(
AB طول كمان نيم‌دايره به قطر = π(a+b)         )3(
)πa+πb+π(a+b)                    )4 = محيط آربلوس
2(a+b) 2 = محيط دايره به قطرπ(a+b)            )5(

از رابطه‌هاي فوق لم 1 نتيجه مي‌شود.
لم 1. محيط ي��ك آربلوس ب��ا نيم‌دايره‌هاي داخلي 
 (a+b) با محيط دايره‌اي به ش��عاع ،b و a به ش��عاع‌هاي
برابر اس��ت. كيي ديگر از خواص جالب آربلوس، همساني 

مساحت آن با مساحت كي دايرة معين است.

ل�م 2. فرض كنيد CH مماس مش��ترك داخلي دو 
نيم‌دايره به ش��عاع‌هاي a و b و محدود به كمان نيم‌دايره 
به قطر AB باشد )ش��كل 3(. در اين صورت اندازة طول 

 .
ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

CH برابر است با: 

A C

H

B

2a 2b

شكل 3. نمايش مماس مشترك داخلي دو نيم‌دايرة آربلوس

برهان: از نقط��ة H به نقاط A و B وصل ميك‌نيم 
 )ش��كل 4(. با توجه به رابطة فيثاغ��ورس در مثلث‌هاي 

BCH ، ACH و AHB داريم:

ش�كل 4. تعيي�ن ان�دازة مم�اس مش�ترك داخلي دو 
نيم‌دايرة آربلوس

A C

H

B

2a 2b

x y
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(2a)2+CH2=x2                                           )6(
(2b)2+CH2=y2                                           )7(
x2+y2=4(a+b)2                                          )8(

با جاي‌گ��ذاري رابطه‌ه��اي )6( و )7( در رابطة )8( 
داريم:

4a2+4b2+2CH2=4a2+4b2+8ab                     )9(
ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

   
قضية 1. مساحت كي آربلوس )شكل 5(، همواره با 

مساحت كي دايره برابر است.

شكل 5. مساحت يك آربلوس

بره�ان: با توجه به خاصيت مماس مشترك داخلي 
دو نيم‌داي��رة دروني آربل��وس و رابطة هندس��ي قضية 
فيثاغ��ورس در مثل��ث قائم‌الزاويه )ش��كل 6( و انعكاس 

آربلوس داريم:
AB2=AD2+BD2                                      )10(
BD2=BC2+CD2                                       )11(
SArbelos+A1+A2=B1+B2                              )12(

 π
8

ب��ا ضرب كردن رواب��ط )10( و )11( و )12( در 
داريم:

B1=A1+S1                                               )13(
B2=A2+S2                                               )14(

ب��ا جاي‌گذاري رواب��ط )13( و )14( در رابطة )12( 
خواهيم داشت:

SArbelos+A1+A2=A1+S1+A2+S2                   )15(
⇒SArbelos=S1+S2=S                    

شكل 6. رابطة فيثاغورس در تعيين مساحت نيم‌دايره

از تريكب لم 2 و قضية 1، نتيجة زير حاصل مي‌شود:
نتيجة 1. مس��احت ي��ك آربلوس ب��ا نيم‌دايره‌هاي 
داخلي به ش��عاع‌هاي a و b، با مساحت دايره‌اي به شعاع 

برابر است. ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

تعريف 1. كي نيمك‌ره به ش��عاع (a+b) و دو نيمك‌ره 
به ش��عاع‌هاي a و b را كه در آن مماس هس��تند )شكل 
7(، در نظ��ر بگيريد؛ به‌گونه‌اي كه مركز هر س��ه در كي 
امت��داد، و مجموع قطرهاي دو نيمك‌��رة كوچك با قطر 
نيمك‌رة بزرگ برابر باش��د. فضاي هندس��ي محصور بين 
دو نيمك‌رة كوچك و نيمك‌رة بزرگ را »مس��تدير كروي 

آربلوس« مي‌ناميم.

b
a

شكل 7. مستدير كروي آربلوس

قضية 2. حجم مستدير كروي آربلوس با شعاع‌هاي 
داخلي a و b، با نصف حجم استوانه‌اي به ارتفاع (a+b) و 

 برابر است )شكل 8(.
ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

شعاع قاعدة 

a+b

b
a

شكل 8. حجم مستدير كروي آربلوس

بره�ان: حجم مس��تدير كروي ‌آربل��وس را با V1 و 
حجم استوانة مفروض را با V2 نشان مي‌دهيم.

ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

       )16(

                                     
 )17(

با مقايسة رابطه‌هاي )16( و )17( حكم قضيه ثابت 
خواهد شد.

S

SArbelos

A B
C

D

SArbelos

A2

B2

A1

B1

B

B2

A

S2

D

A2BCA A1

B1
S1

D
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 پي‌نوشت‌ها ..................
1. Arbelos
2. Archimedes
3. Descartes
4. Fermat
5. Newton
6. Euclid

ارتباط بين نمايش هندسي اتحادهاي جبري با آربلوس
Sr و  =a+b را ب��ا (a+b) مس��احت داي��ره‌اي به ش��عاع
مس��احت دايره‌ها با شعاع‌هاي a و b را به‌ترتيب با Sr=a و 

Sr=b نشان مي‌دهيم )شكل 9(.

Sr=a+b=Sr=a+Sr=b+2SArbelos                           )18(
π(a+b)2=πa2+πb2+2πab                            )19(

⇒(a+b)2=a2+b2+2ab                            

2a 2b

πab

πab

πa2 πb2

شكل 9.  ارتباط آربلوس و اتحاد مربع دو جمله

با در نظر گرفتن قضية 2، مي‌توان كي تعبير هندسي 
براي اتحاد مكعب دو جمله‌اي مطرح كرد:

نتيجة 2. مكمل دو كره به شعاع‌هاي a و b و كره‌اي 
به ش��عاع (a+b)، كي اس��توانه به ارتفاع (a+b) و شعاع 

است )شكل 10(.
ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

قاعدة 
اگر حجم كره‌اي به شعاع (a+b) را با Vr=a+b و حجم 
كره‌هايي با ش��عاع‌هاي a و b را به‌ترتيب با Vr=a و Vr=b و 
را با 

ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

حجم مخروطي به ارتفاع (a+b) و شعاع قاعدة 
V نشان دهيم، داريم:

Vr=a+b=Vr=a+Vr=b+3V                               )20(

ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

 )21(
⇒(a+b)3=a3+b3+3ab(a+b)                

a+b

ab
ab

CH
ab CH

ab

V
(a b)

a
b

ab(a b)

V
( ab) (a b)

ab(a b)

(a b)
a

b
( ( ab) (a b))

ab

⇒
=

⇒
=

= π +
− π − π

= π
+

= π

+ = π
+

π +
= π + π +

π

+

2
3

3
3

1
2

2 3
3

3

2

2 4
2

2
2

2

3
3

3

2
2

4

4

4
4

1
3

2

3

3
3

3

2

a

b

شكل 10.  ارتباط آربلوس و اتحاد مكعب دو جمله

نتيجة 3. مكمل دو كره به شعاع‌هاي a و b و كره‌اي 
به ش��عاع (a+b)، س��ه مخروط به ارتفاع (a+b) و شعاع 

 است.
ab

ab

CH ab CH ab

V (a b) a b

ab(a b)

V ( ab) (a b) ab(a b)

(a b) a b ( ( ab) (a b))

ab

⇒ = ⇒ =

= π + − π − π

= π +

= π + = π +

π + = π + π + π +

2

3 3 3
1

2
2

3 3 3 2

2

4 2
2 2 2
3 3 3
2

2 4
4 4 4 13 2
3 3 3 3
2

قاعدة 
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شكل 11.  آربلوس در زندگي روزمره

نتيجه‌گيري و پيشنهادات
بي‌ش��ك كي��ي از عوام��ل تأثيرگ��ذار ب��ر عملكرد 
رياض��ي فراگيرندگان، توانايي تصويرس��ازي مس��ائل و 
دانش هندسي آن‌هاس��ت. لذا ايجاد ارتباط بين مسائل 
گوناگون رياضي و بيان آن‌ها در تقويت قوة تصويرسازي 
ذهني دانش‌آموزان نقش بس��زايي دارد. آربلوس كيي از 
ابزارهاي موجود در زندگي روزمره اس��ت )شكل 11( كه 
به‌دليل برخورداري از شكل هندسي خاص و ويژگي‌هاي 
س��اختاري، در تصويرسازي بس��ياري از مفاهيم رياضي 
كاربرد دارد. همان‌گونه كه مطرح ش��د، آربلوس مفاهيم 
هندس��ي چون دايره، مماس مشترك داخلي و خارجي 
دو دايره، دايره‌هاي مماس درون، مماس برون، مساحت، 
حجم و... )عناوين فصل دوم كتاب هندسة سوم رياضي( 
را دربرمي‌گيرد. نظر به اينكه علي‌رغم تغييرات كتاب‌هاي 
درس��ي در س��ال‌هاي اخير،‌ در نگارش و محتواي كتاب 
هندس��ة 2، تغييراتي صورت نگرفته اس��ت. بازنگري و 
اشاره به مواردي از اين دست در تكميل مباحثي از كتاب 

مذكور، پيشنهاد مي‌شود.
از ط��رف ديگ��ر، ارتباط آربلوس با تعبير هندس��ي 
اتحاده��اي جب��ري، در جه��ت تعمي��ق دانس��ته‌هاي 
دانش‌آم��وزان )كتاب رياض��ي 1 متوس��طه( موضوعي 

كاربردي و قابل تأمل به‌نظر مي‌رسد.
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عدد 197 را در نظر بگيريد و با اس��تفاده از رقم‌هاي 
آن، دنبالة اعداد زير را تشيكل دهيد:

197 و 107 و 57 و 33 و 17 و 7 و 9 و 1
همان‌ط��ور كه مي‌بينيم، از جملة چهارم به بعد، هر 
جمله از جمع س��ه جملة ماقبل خود به‌دس��ت مي‌آيد 
و جملة آخر 197 اس��ت. به اعدادي چ��ون 197 اعداد 

»يكت«1 مي‌گويند. به تعريف زير توجه كنيد:
تعريف: عدد n رقمي N=a1a2...an را كي عدد يكت 

گويند، هرگاه دنباله‌اي تشيكل دهيم كه:
الف( n جملة اول آن a1,a2,...,an باشند.

 n ام به بع��د، هر جمله از جمع‌-n +1 ب( از جمل��ة
جملة قبلي به‌دس��ت آيد. آن‌گاه عدد N در دنباله ظاهر 

شود.
اعداد يكت براي اولين‌بار در س��ال 1987 توس��ط 
رياضي‌داني به‌نام مايك كيت2 معرفي شدند. در جدول 
زير فهرست اعداد يكت 2 رقمي، 3 رقمي، 4 رقمي و 5 

رقمي را آورده‌ايم:

جمعاً 94 عدد يك��ت كوچ‌كتر از 1039 داريم. عدد 
27847652577905793413 كوچ‌كترين عدد يكتي 
است كه در آن تمامي رقم‌هاي 0 و 1 و 2 و... و 9 حداقل 
كي بار به كار رفته‌اند و در س��ال 2004 كش��ف شد. در 

اينجا چند عدد يكت كه اول هستند را مي‌آوريم:
7459893730247 و 1084051 و 197 و 61 و 47 و 19

اكنون س��ؤال‌هايي را مطرح ميك‌نيم كه هنوز حل 
نشده باقي مانده‌اند:

1. آيا بي‌نهايت عدد يكت وجود دارد؟
2. نكتة جالب اينكه عدد يكت 10 رقمي وجود ندارد، 
 آي��ا اعداد 10 رقمي تنها اين خاصي��ت را دارند يا اعداد 

n رقمي ديگري هم وجود دارند؟

 پي‌نوشت‌ها ..................................................................................

1. Keith
2. Mike Keith 

(رياضي‌دان و مهندس نرم‌افزار آمريكايي ـ زادة 1955)

اعداد كيتتعداد رقم‌ها

75 و 61 و 47 و 28 و 19 و 214

742 و 3197

7909 و 7647 و 7385 و 4788 و 3684 و 2580 و 2208 و 1537 و 41104

93933 و 86935 و 62662 و 55604 و 34348 و 34285 و 531331

آموزشی

عليرضا پوئيد
دبير رياضي و رايانة 
دبيرستان‌هاي شيراز

اشاره
در تدري�س كت�اب رياضي 2 فص�ل اول، 
دانش‌آم�وزان ب�ا مفه�وم »دنبال�ه« آش�نا 
مي‌ش�وند. در اينجا ع�دد كي�ت را به آن‌ها 
معرف�ي مي‌كنيم تا با زيباي�ي بعضي از دنباله‌ها 

آشنا شوند و به درس رياضي علاقه پيدا كنند.

عدد
مايك كيتكِيت
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي

ايستگاه دوم:

عددی ی
عما

م

معماي اول
از كي رياضي‌دان پرس��يدند: چند س��ال داري؟ 
او در ج��واب گفت: ميانگين س��ن من و همس��رم و 
فرزندانمان 25 سال اس��ت و ديگر چيزي نمي‌توانم 
بگويم! از همسر او پرس��يدند: شما چند سال داري؟ 
و او جواب داد: ميانگين س��ن م��ن و فرزندانمان 20 
س��ال است و ديگر چيزي نمي‌توانم بگويم! از كيي از 
فرزندان پرسيدند: ش��ما چند سال داري؟ و او گفت: 
ميانگين سن ما بچه‌ها 12/5 سال است و مادرمان 40 

سال دارد. رياضي‌دان چند سال دارد؟

معماي دوم
روزي دسته‌اي از كبوتران در پرواز بودند كه به دسته‌اي از گنجش‌كها 
برخوردند. سردستة كبوتران به دستة گنجش‌كها نزدكي شد و از سردستة 
آن‌ها پرس��يد: شما چندتاييد؟ و گنجشك گفت: ما و ما... و كبوتر صحبت 
او را قطع كرد و گفت: آهان، همون معماي قديمي*! پس سي‌و‌شش‌تاييد! 
گنجشك گفت: نه بابا بذار حرفم را تمام كنم! ما بيشتر از سي‌وشش‌تاييم. 
داشتم مي‌گفتم: ما و ما و شما و نصفه‌اي از شما و نصفه‌اي از نصفة شما گر 

كيي افزون شود، جملگي صدتا شويم!
گنجش‌كها و كبوترها چندتا بودند؟

دو معماي عددي جالب
معماهاي عددي در ميان معماهاي رياضي جايگاه ويژه‌اي دارند، چرا كه توانايي 
شما را براي حل معادله‌هاي گوناگون و محاسبات رياضي مي‌آزمايند. به‌همين دليل 
تصميم گرفتيم تا در اين شماره، شما را به حل دو نمونة بسيار جالب از آن‌ها دعوت 

كنيم. پاسخ‌ها را در همين شماره ببينيد و با راه‌حل خودتان مقايسه كنيد.

پرسش‌
پيكارجو!
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تابع f با ضابطة 

با برد Rf و دامنة Z مفروض است. كدام گزينه صحيح است؟
Rf=Z )ج 		 Rf⊂(Q-Z) )ب    	Rf=Q )الف

Rf ⊂N )هـ    	 Rf⊂Z, Rf ≠Z )د

 پي‌نوشت‌ها ............................................................................................................................
منظور معمايي بسيار قديمي است كه مي‌گويد: ما و ما و نصفه‌اي از ما و نصفه‌اي از نصفة ما، گر تو 

هم با ما شوي، جملگي صدتا شويم.
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قه
دقي

ند 
در چ

رياضيات
آموزشی

دستگاه‌هاي عددي
»دس��تگاه ع��ددي« طريقي براي نوش��تن اعداد اس��ت. ب��راي مثال، در دس��تگاه دهده��ي روزمره‌مان، 
اع��داد را مث�لاً به‌ص��ورت 434/15 نماي��ش مي‌دهي��م. ارق��ام واق��ع در اي��ن ع��دد، ي��كان، ده��گان، 
 ص��دگان، ي��ك دهم‌ه��ا، ي��ك صدم‌ها، ي��ك هزارم‌ه��ا، و  غي��ره را مش��خص ميك‌نن��د، و ب��ه »ضرايب« 

(coefficients) موسوم‌اند.
بنابراين:

/ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= × + × + × + +
1 5434 15 4 100 3 10 4 1
10 100

58
18

اين نمايش صرفاً توصيف اختصاري مجموعي از توان‌هاي ده است، و هر عدد حقيقي مي‌تواند به اين طريق 
نوشته شود.

اما مزيت خاصي در مورد دس��تگاه در »پايه يا مبناي ده« موجود نيس��ت. كي 
عدد مي‌تواند در مبناي هر عدد صحيح مثبت nي، با اس��تفاده از ضرايبي نوش��ته 
 در مبناي دو يا دودويي 

/ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= × + × + × + +
1 5434 15 4 100 3 10 4 1
10 100

58
18

شود كه از 0 تا n-1 تغيير ميك‌نند. براي مثال، عدد 
مي‌تواند به‌صورت 1000/0101 نوشته شود. ضرايب سمت چپ مميز نشانگر ‌كيها، 
دوها، چهارها و هش��ت‌ها، يعني توان‌هاي ‌2 اند. موارد س��مت راست نيم‌ها، ربع‌ها، 
كي هش��تم‌ها و كي شانزدهم‌ها را نشان مي‌دهند. اغلب رايانه‌ها از دستگاه دودويي 
اس��تفاده ميك‌نند، زيرا براي كار در اين دس��تگاه الكترونكي��ي، دو ضريب )0 و 1( 

آسان‌ترند.

تأليف: پال گلِندينينگ
مترجم: غلامرضا ياسي‌پور

دهدهيدودويي

0
1
10
11

0
1
2
3

1010
1011
1100

10
11
12
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خانواده‌هاي اعداد
اع��داد را مي‌توان در خانواده‌هايي رده‌بن��دي كرد كه در ويژگي‌هاي 
معيني ش��ر‌كياند. به اين طريق، راه‌هاي بس��ياري براي قرار دادن اعداد 
در رده‌بندي‌ه��ا موجودند. در واقع، درس��ت همان‌طور كه بي‌نهايت عدد 
وج��ود دارد، بي‌نهاي��ت طريق گوناگون موجود اس��ت كه اي��ن اعداد را 
 مي‌توان زير تقسيم و از كيديگر متمايز كرد. براي مثال، »اعداد طبيعي«

(natural numbers) يعن��ي اعداد صحيحي كه اش��يا را در دنياي واقعي 
با آن‌ها مي‌ش��ماريم، تنها كيي از چنين خانواده‌هايي هستند؛ همان‌گونه 
كه »اعداد صحيح« (integers) چنين‌اند، يعني اعداد درس��ت، از جمله 
اعداد كمتر  از صفر. »اعداد گويا« (rational numbers) خانوادة ديگري 
را تشيكل مي‌دهند و به تعريف خانواده‌اي حتي بزرگ‌تر كمك ميك‌نند؛ 

يعني خانوادة اعداد گنگ.
خانواده‌ه��اي »اع��داد جب��ري«  (algebraic numbers)و »اع��داد 
متعال��ي« (transcendental numbers) توس��ط رفتاره��اي ديگ��ري 
تعريف ش��ده‌اند، در حاليك‌ه اعض��اي جميع اي��ن خانواده‌هاي مختلف 
 »اعداد حقيقي« (real numbers) هس��تند كه در مقابل »اعداد موهومي« 

(imaginary numbers) تعريف شده‌اند.
گفتن اينكه عددي عضو خانوادة معيني است، طريق مختصر توصيف 
ويژگي‌هاي گوناگون آن است و اينكه چه نوع پرسش‌هاي رياضي مي‌توان 
به طريقي سودمند دربارة آن مطرح كرد. غالباً خانواده‌هاي اعداد از توليد 
توابعي به‌وجود مي‌آيند كه چگونگي س��اخت دنباله‌اي از اعداد را توصيف 
ميك‌نن��د. به طري��ق ديگر، مي‌توانيم كي تابع يا قاع��ده را براي توصيف 

خانواده‌هايي تشيكل دهيم كه به‌طور شهودي آن‌ها را مي‌شناسيم.
به‌عنوان نمونه، ما به‌طور غريزي اعداد زوج را مي‌شناس��يم، اما آن‌ها 
چيستند؟ از لحاظ رياضي مي‌توانيم آن‌ها را به‌صورت جميع اعداد طبيعي 
به‌ص��ورت n×2ي ك��ه در آن‌ها n ع��ددي طبيعي اس��ت، تعريف كنيم. 
همچنين، ‌اعداد فرد اعدادي طبيعي به‌صورت 2n+1 ‌اند، در حاليك‌ه اعداد 
اول اعدادي بزرگ‌تر از 1اند كه تنها مقس��وم‌عليه‌هاي آن‌ها 1 و خودشان 

هستند.
خانواده‌هاي ديگري نيز به‌طور طبيعي در رياضيات رخ مي‌دهند. مثلًا 
در »اعداد فيبوناتچي« )... ،34، 21، 13، 8، 5، 3، 2، 1( هر عدد مجموع 
دو عدد پيش��ين آن اس��ت. اين الگو به‌طور طبيعي در زيست‌شناس��ي و 
 رياضي��ات، ه��ر دو رخ مي‌دهد. اع��داد فيبوناتچي به‌ط��ور تنگاتنگي با 

نسبت طلايي نيز مرتبط‌اند.
مثال‌هاي ديگر ش��امل جدول‌هاي ضرب‌اند كه با ضرب عدد صحيح 
مثبتي در عدد خاص ديگري ساخته مي‌شوند، و مربع‌ها كه در آن‌ها هر 
 n ضرب در n عدد حاصل‌ضرب كي عدد طبيعي در خودش است؛ يعني

.n يا مربع ،n2 يا

خط عددي
خطِ عددي مفهومي سودمند براي انديشيدن در 
م��ورد معني عمليات رياضي اس��ت. خط مزبور خطي 
افقي با تقس��يمات خاصي اس��ت كه با اعداد درس��تِ 
مثبت و منفي در هر جهت آن از كيديگر، به درازا كشيده 
مي‌شوند. كل »اعداد درس��ت« (whole numbers) كه 
توسط خط عددي پوش��ش داده شده‌اند، به‌عنوان اعداد 

صحيح شناخته مي‌شوند.
جمع كي عدد مثبت، متناظر با حركت به سمت 
راس��ت خط عددي، به اندازة فاصل��ه‌اي هم‌ارز با عدد 
مثب��ت مفروضمان  اس��ت. تفريق كي ع��دد مثبت، 
متناظر با حركت به سمت چپ، به اندازة فاصلة مثبت 

داده شده است.
به اين ترتي��ب،‌ كي منهاي ده به معني 10 واحد 
حركت كردن به سمت چپ كي است كه منهاي نه را 

مي‌دهد و 9- نوشته مي‌شود.

بين اعداد صحيح نش��ان داده شده در شكل، اعداد 
ديگري، از قبيل نيم‌ها، ‌كيسوم‌ها و ‌كيچهارم‌ها وجود 
دارند. اين اعداد نس��بت‌هاي ساخته شده با تقسيم هر 
عدد صحيح بر كي عدد صحيح ناصفر هس��تند. اين‌ها 
همراه ب��ا اعداد طبيعي- صفر و اعداد صحيح مثبت كه 
 در واقع نس��بت‌هاي تقسيم شده بر ‌1 اند- »اعداد گويا« 
(rational numbers) را تش��يكل مي‌دهن��د. اين‌ه��ا با 
زيرتقسيم‌هاي ريزتر و ريزتر خط عددي مشخص مي‌شوند.
ولي آي��ا اعداد گويا خ��ط عددي‌مان را كامل 
ميك‌نن��د؟ آش��كار مي‌ش��ود ك��ه تقريب��اً جميع 
عدده��اي بين صف��ر و كي نمي‌توانن��د به صورت 
نس��بت‌ها نوش��ته ش��وند؛ اين اعداد به‌نام »اعداد 
معروف‌ان��د؛   (irrational numbers) گن��گ« 
يعني اع��دادي ك��ه نمايش دهدهي‌ش��ان هيچ‌گاه 
متوقف نمي‌ش��ود و س��رانجام تكرارش��ونده نيستند. 
 مجموع��ة كامل اع��داد گويا و گنگ ب��ا هم به‌صورت 

»اعداد حقيقي« (real numbers) شناخته مي‌شوند.

زیر تقسیم های واقع 
در خط عددی

3+4=7

7 8654321

1-6=-5

-5-6-7 -4 -3 -2 -1
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ايستگاه سوم:

ريـاضي

ه‌هاي
طيف

ل

لطيفة اول
رياضي‌داني براي تعطلايت آخر نيم‌س��ال به كيي 
از روستاهاي خوش آب و هواي اطراف شهر خود رفته 
بود. روزي از ايام تعطيل براي گردش به تپه‌ها رفت كه 
با چوپاني مواجه شد كه مشغول چراندن گوسفندانش 

ب��ود. بي‌مقدمه رو به چوپان ك��رد و گفت: »آهاي آقا، 
ببخش��يد اين گوس��فند رو چند مي‌فروشي؟« چوپان 

گفت: »اونا فروشي نيستن!«
رياضي‌دان كمي س��كوت ك��رد و بعد گفت: »من 
مي‌تون��م بدون ش��مارش بهت بگم، چند تا گوس��فند 
تو گله‌ات داري. اگر درس��ت گفتم يكيش��ون مال من! 

قبوله؟«
چوپان سري به علامت تأييد تكان داد. رياضي‌دان 

گفت: »387 تا!«
چوپان با تعجب گفت: »درسته! برام دوري از كيي 
از گوسفندهام خيلي سخته، ولي خب قول دادم و بايد 

به قولم عمل كنم، برو كيي‌شون رو بردار!«
رياضي‌دان به س��راغ حيوان‌ها رفته و كيي از آن‌ها 
را برداش��ت و بر دوش انداخت و آمادة رفتن شد كه با 
صداي چوپان مكث ك��رد. چوپان گفت: »من مي‌تونم 
بگم ش��غل تو چيه و اگر درس��ت بگم، بايد اونو به من 

برگردوني!«
رياضي‌دان سري به علامت تأييد تكان داد. چوپان 
گفت: »ت��و رياضي‌داني!« و رياضي‌دان با تعجب گفت: 

»درسته، ولي از كجا فهميدي؟!«
چوپ��ان گفت: »از اونجا كه تعداد گوس��فندام 
رو درست گفتي، ولي اون كه روي دوشت 

انداختي، سگمه!«

ايستگاه انديشه و ادب رياضي
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لطيفة دوم
روزي گروهي از رياضي‌دانان و گروهي از مهندسان براي 
شركت در كي سمينار دربارة كاربردهاي رياضيات در مهندسي 
با قطار به شهري مسافرت ميك‌ردند. مهندسان هر كدام كي 
بلي��ت گرفته بودند، در حاليك‌ه رياضي‌دانان همگي فقط كي 
بليت خريده بودند. مهندسان با خنده و استهزا داشتند دربارة 
سرنوشت آن‌ها موقع ورود مأمور كنترل بليت با هم مي‌گفتند. 
در همين هنگام كيي از رياضي‌دان‌ها فرياد زد: »مأمور كنترل 

بليت!« و ناگهان همة رياضي‌دان‌ها به س��مت دست‌شويي 
قطار هجوم بردند و وارد آن شدند و در را بستند!

كمي بعد مأمور كنترل بليت‌ها وارد س��الن شد و از 
همة مهندس��ان بليت خواست و بعد از كنترل، به طرف 
در دست‌ش��ويي رف��ت و به در ضربه‌هاي��ي زد و گفت: 
»بليت لطفاً!« كيي از رياضي‌دان‌ها آن كي بليت را از زير 
در به او نشان داد! و مأمور از آنجا رفت و چند دقيقة بعد 
رياضي‌دان‌ها از دست‌شويي به‌جاي خودشان بازگشتند.

بعد از پايان سمينار و موقع بازگشت مهندسان همگي 
كي بلي��ت خريدند و رياضي‌دان‌ها هي��چ بليتي نخريدند! 

هن��گام حركت قطار، ناگهان كي��ي از رياضي‌دان‌ها فرياد زد:  
»مأمور كنترل بليت!« و همة مهندسان به سمت دست‌شويي 
هجوم بردند و در را بستند. بعد كيي از رياضي‌دان‌ها به طرف 

در دست‌شويي رفت و گفت: »بليت لطفاً!«

لطيفة سوم
روزي كي رياضي‌دان، كي فيز‌كيدان 
و كي مهندس در كي قطار در حال سفر 
بودند. ناگهان پرنده‌اي سياه‌رنگ از مقابل 
پنجرة قطار گذش��ت. مهندس گفت: 
»چ��ه جالب! معلوم مي‌ش��ه همة 
پرنده‌ه��اي اينجا س��ياه‌رنگ 

هستند!«
گفت:  فيزي��‌كدان 
»نه، معلوم مي‌شه بعضي 
از پرنده‌ه��اي اين ش��هر 

سياه‌رنگ هستند.«
و رياضي‌دان گفت: »نخير، 
مي‌ش��ود گفت كه لااقل كي پرنده 
در اين شهر هست كه لااقل كي طرف 

بدنش سياه‌رنگ است!«
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آموزشی
مراد كريمي
دبير رياضي شهركرد

اشاره
ب�راي ورود به مطل�ب، ابتدا به معرفي 
اجمالي تابع نمايي و بيان برخي از ويژگي‌هاي 
آن مي‌پردازيم و س�پس روش تش�خيص تابع 
نماي�ي را از روي جدول مطرح مي‌كنيم و س�ه 
روش يافتن ضابطة تابع نمايي به كمك جدول را 

بيان خواهيم كرد.

بـــا جــدول
ايــي 

نمـ
بــع 

ــا
ص ت

خي
شـ

ت

تعريف تابع‌نمايي
هر تابعي به شكل كلي y=f(x)=kax با شرايط a>0 و 

a≠1 و k≠0 كي تابع نمايي است.

ويژگي‌هاي تابع‌نمايي
1. ب��ا توجه به تعريف تابع نمايي a نمي‌تواند منفي، 

صفر و كي باشد.
2. دامن��ة تابع نمايي y=kax مجموعة اعداد حقيقي 

است.
3. برد تابع نماي��ي y=kax اگر k>0 مجموعة اعداد 
حقيقي مثبت، و اگر k<0 مجموعه اعداد حقيقي منفي 

است.
4. تاب��ع نمايي y=kax تاب��ع كي به كي و در نتيجه 

معكوس‌پذير است.
5. تابع نماي��ي y=kax هم��واره از ناحيه‌هاي اول و 
دوم، يا از ناحيه‌هاي س��وم و چهارم محورهاي مختصات 

مي‌گذرد.
6. تابع نمايي y=kax همواره از نقطة (k,0) مي‌گذرد 
)محور عرض‌ها را در نقطه‌اي به عرض k قطع ميك‌ند(.

7. در تاب��ع y=kax (k>0 , a>1) ب��ا افزايش مقادير 
x، مقادير y نيز افزايش ميي‌ابند. بنابراين تابع افزايش��ي 

است. 

8. در تابع y=kax (k>0 ,0<a<1) با افزايش مقادير 
x، مقادي��ر y كاه��ش ميي‌ابن��د. بنابراين تابعي 

كاهشي است.

y=kax

(0, k)

(0, k)
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الف( روش تشخيص تابع نمايي از روي جدول
مي‌دانيم در توابع نمايي y=kax (a>1) همواره به ازاي 
افزايش مقدار ثابتي در مقادير ورودي )متغير مس��تقل(، 
مقادير خروجي )متغير وابسته( در عدد ثابت و مثبت غير 
 x كي ضرب مي‌شوند. بنابراين، اگر در كي جدول مقادير
و y از كي رابطه، داده شده باشد، چنانچه دامنة تغييرات 
x به‌ص��ورت منظم و در كي فاصلة معين باش��د )دنبالة 
حسابي باشند( و ميزان تغييرات مقادير y بر اثر ضرب در 
كي عدد ثابت باشد )دنبالة هندسي باشند(، داده‌هاي اين 

جدول مي‌توانند بيانگر رفتار كي تابع نمايي باشند.

   مثال 1. مشخص كنيد داده‌هاي مربوط به كدامكي‌ از 
جداول زير بيانگر تابع نمايي است.

3210x

241263y

   

   

+1

×2 ×2 ×2

+1 +1

جدول 1. 

حل ج�دول 1. با توجه به جدول، ب��ه ازاي افزايش 
ه��ر واحد در مقادير x )كي واحد(، مقادير y در كي عدد 
ثابت )2+( ضرب مي‌شوند. پس جدول 1 كي تابع نمايي 

را مشخص ميك‌ند.

10864x

171395y

   
+2 +2 +2

جدول 2. 

ح�ل جدول 2. با توجه به جدول، به ازاي افزايش 2 
واح��دي در مقادير x، مقادير y در هيچ عدد ثابت مثبت 
غير كي ضرب نمي‌ش��وند. پس جدول 2 كي تابع نمايي 

را مشخص نميك‌ند.

5421x

541862y
   

×3 ×3 ×3

جدول 3. 

ح�ل جدول 3. با توجه به جدول، با  اينكه هر كي 
از مقادي��ر y با ض��رب در كي عدد ثاب��ت )3+( حاصل 
مي‌شوند، ولي مقادير x به مقدار ثابتي افزايش نميي‌ابند. 

پس جدول 3 تابع نمايي را نمايش نمي‌دهد.

-2-101x

-5-214y

جدول 4. 

 y و x ح�ل جدول 4. در ج��دول 4 دامنة تغييرات
نامنظم اس��ت و علاوه بر آن، بعضي مقادير y، عددهاي 
منفي هس��تند. بنابراين جدول 4 تابع نمايي را نمايش 

نمي‌دهد.

ب( روش‌ه�اي پيدا كردن ضابطة تابع نمايي از 
روي جدول

روش اول: قرار دادن مختصات دو نقطه در تابع: 
در اين روش مختص��ات دو نقطة دلخواه از جدول را در 
تابع f(x)=kax قرار مي‌دهيم و س��پس با تقس��يم كردن 
 a جمله درجة بيشتر بر جملة با درجة كمتر، ابتدا مقدار
و س��پس مقدار k را به‌دست مي‌آوريم و در ضابطة كلي 

تابع نمايي قرار مي‌دهيم.

   مث�ال2. ضابطة تابع مربوط ب��ه جدول‌هاي زير را به 
دست آوريد.
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جدول 6. 
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روش دوم: استفاده از دنبالة هندسي: مي‌دانيم كه  
بعض��ي از مقادير كي تابع نمايي، كي دنبالة هندس��ي با 
 y=kax و ضابطة N قدرنسبت مثبت و غير كي و با دامنة
tn=a1.q يا 

n- 1 است. زيرا جملة عمومي دنبالة هندسي به‌صورت
 y=k.ax نوشته مي‌شود كه همان 
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به‌صورت 
با دامنة N است. بنابراين، براي به‌دست آوردن ضابطة تابع 
 f(x) و n را به x نمايي از روي دنبالة هندسي، كافي است

را به tn تبديل و سپس نقش n و x را عوض كنيم.

   مثال3.ضابط��ة تابع مربوط به جدول 7 را به‌دس��ت 
آوريد.
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روش س�وم: استفاده از دستور 
 d قدرنسبت دنبالة هندسي و q ،ضريب k ،اين دس��تور
قدر نس��بت دنبالة حسابي است )در اين روش به كمك 

كي نقطة دلخواه مقدار k را محاسبه ميك‌نيم(.

   مث�ال4. ضابطة تابع مربوط به جدول 8 را به‌دس��ت 
آوريد.
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فوق به‌دست آوريد.
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جدول9. 
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آموزشی
هوشنگ شرقي

بيشتر بدانيم

دربارة چهارضلعي های‌

محاطيمحيطي و
اشاره

دربارة چهارضلعي‌هاي محيطي و محاطي در بحث دايره‌ها و در كتاب هندس�ة 2 بحث ش�ده است. اما قضايا و بحث‌هاي تكميلي 
آن‌ها كه مي‌توانند به درك بهتر دانش‌آموزان از اين موضوع منجر شوند، آن‌چنان كه بايسته است مورد توجه قرار نگرفته‌اند. در اينجا 

مي‌خواهيم به كنكاشي عميق‌تر در اين زمينه بپردازيم.

چهارضلعي‌هاي محاطي
چنانچه مي‌داني��د، چهارضلعي ABCD را محاطي گوييم، هرگاه 
از رئ��وس آن دايره‌اي بگذرد. از كتاب درس��ي ني��ز مي‌دانيم كه كي 
چهارضلعي محاطي اس��ت، اگر و فقط اگر، مجم��وع دو زاوية داخلي 

روبه‌روي آن °180 باشد: 
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                                            ياABCD محاطي است
در مورد اين چهارضلعي قضاياي تكميلي زير برقرار هستند.

A

BD

C

1. در ه��ر چهارضلعي محاطي، عمودمنصف‌ه��اي اضلاع در كي 
نقط��ه همرس‌اند. نقطة همرس��ي عمودمنصف‌ها مركز دايرة محيطي 

چهارضلعي است.
OA=OB=OC=OD=R
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Â
ˆ ˆAPE AFE
ˆAPB
ˆAFE
ˆMNB
ˆMNA

ˆ ˆC MNA

Â
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 )و يا 
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اگ��ر 
صورت ABCD محاطي است و از A و B و C و D دايره‌اي مي‌گذرد 
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و بر عك��س؛ يعني اگر ABCD محاطي باش��د، آن‌گاه 
و...(. اثب��ات قضية عكس، ‌با توجه به زواياي محاطي روبه‌رو 
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به كي كمان، س��اده است، اما براي اثبات قضية اصلي، از برهان خلف 
استفاده ميك‌نيم.
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. مي‌خواهيم نشان دهيم 



 

ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D )
ˆ ˆA D

ˆB̂ A
ˆB̂ C
ˆD̂ C
ˆˆ ˆ ˆD A D D

BCˆD̂ A

ˆ ˆD D

BC CD
ˆ ˆA A

P̂

Â
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فرض كنيم در ش��كل داريم: 
از C ، B ، A و D ي��ك داي��ره مي‌گذرد. دايرة محيطي مثلث ABC را 
رسم ميك‌نيم. )چگونه؟( اگر اين دايره از D بگذرد كه حكم ثابت شده 
اس��ت. اما اگر نگذرد، نقطة D درون، يا بيرون اين دايره واقع مي‌شود. 
D قطع  اگر D درون دايره باشد، مطابق شكل، امتداد BD دايره را در́ 

D را به C وصل ميك‌نيم. حال با توجه به شكل داريم: ميك‌ند.́ 
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 )چرا؟( و اين تناقض است. در 
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ولي مطابق شكل داريم: 
حالتي هم كه نقطة D بيرون دايره بيفتد، نشان دهيد به تناقضي مشابه 
مي‌رسيم. پس فرض خلف باطل است و بايد ABCD محاطي باشد. به 

نمونه‌هايي از كاربردهاي اين قضيه توجه كنيد.

 BD وسط كمان C قطر نيم‌دايره و AB مثال 1. در ش��كل زير   
 AFE نقطه‌اي دلخواه بر محيط نيم‌دايره باشد، اندازة زاويه P است. اگر

را به دست آوريد.
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 و در نتيجه:
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حل: طبق فرض: 
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. )چ��را؟( همچنين
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Â
ˆ ˆP̂ A A

Â
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 و 
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Â
ˆ ˆP̂ A A

Â
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. ولي
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كي كمان و در نتيجه مساوي‌اند، پس 
هر دو روبه‌رو به EF هستند، پس طبق قضية گفته شده، چهارضلعي 
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PFEA محاطي اس��ت. در نتيجه: 
( در نيم‌دايره، محاطي روبه‌رو به قطر و در نتيجه قائمه 
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Â
ˆ ˆP̂ A A

Â
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APE )يا 
.
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   مثال 2. در مثلث ABC، ارتفاع‌هاي BM و CN را رس��م كرده‌ايم. 
∆AMN~∆ABC :نشان دهيد

A

CB

M

N

حل: چون زواياي قائمة M و N هر دو روبه‌رو به BC هستند، پس 
MNBC محاطي است و زواياي MNB و C مكمل هم هستند. چون 
 و چون 
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Â
ˆ ˆAPE AFE
ˆAPB
ˆAFE
ˆMNB
ˆMNA

ˆ ˆC MNA

Â
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 نيز مكمل هم هس��تند، پس:
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 و 
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زاوية A در دو مثلث AMN و ABC مش��ترك است، لذا دو مثلث دو 
زاوية برابر دارند و متشابهند.

چهارضلعي‌هاي محيطي
چنانچ��ه مي‌دانيم، ي��ك چهارضلعي را محيط��ي گوييم، هرگاه 
مانند ش��كل زير، اضلاع آن بر دايره‌اي مماس باشند و در اين صورت، 
دايرة مزبور را دايرة محاطي مي‌گوييم. از كتاب درس��ي مي‌دانيم، كي 
چهارضلعي محيطي است، اگر و فقط اگر مجموع اضلاع روبه‌روي آن 
با هم مساوي باشند؛ يعني ABCD⇔AB+CD=AD+BC محيطي.

A

B

D

C

اما قضية ديگري هم در مورد اين چهار ضلعي‌ها وجود دارد كه به 
آن اشاره ميك‌نيم:

»در ه��ر چهارضلع��ي محيط��ي نيم‌س��ازهاي زواي��اي داخلي 
چهارضلعي در كي نقط��ه همرس‌اند و اين نقطه، همان مركز دايرة 

محاطي است.«
OH1=OH2=OH3=OH4=r
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A

O

r

H2

H1

H4
H3

B

D

C

عكس قضية فوق نيز برقرار است؛ يعني:
»ه��ر چهارضلعي كه در آن نيم‌س��ازهاي زواي��اي داخلي در كي 
نقطه همرس باش��ند،‌ كي چهارضلعي محيطي است و نقطة همرسي 

نيم‌سازها، مركز دايرة محاطي چهارضلعي است.«
درستي اين قضيه و قضية عكس را به‌عنوان تمرين اثبات كنيد.

   مثال. در چهارضلعي ABCD، نيم‌س��ازهاي زواياي داخلي در كي 
 AD=2CD اقطار چهارضلعي باشند و BD و AC نقطه همرس‌اند. اگر

و CD ، AB=3BC چند برابر BC است؟
حل: چون نيم‌سازهاي زواياي داخلي در كي نقطه همرس‌اند، پس 

چهارضلعي محيطي است و در نتيجه: 
AD+BC=AB+CD

A

B

D

C

به كمك مفروضات مسئله داريم:
2CD+BC=3BC+CD⇒CD=2BC

تمرين
 DAE چهارضلعي محاطي است و زاوية ABCD 1. در شكل زیر

مساوي زاوية CAB جدا شده است.
A

1

1 1

1

2

2

B
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الف( نشان دهيد:
∆ADE~∆ABC

و از آنجا نسبت تشابه را بنويسيد و نتيجه بگيريد:
 AD.BC=AC.DE  )1(

ب( نشان دهيد:
∆ABE~∆ACD

و از آنجا نسبت تشابه را بنويسيد و نتيجه بگيريد:
  AB.CD=AC.BE  )2(  

ج( از جمع كردن طرفين رابطه‌هاي )1( و )2( ثابت كنيد:
AD.BC+AB.CD=AC.BD        )قضية بطلميوس(

2. به كمك قضية بطلميوس مسائل زير را حل كنيد:
 و 
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AB  =  5 ، ال��ف( در ش��كل زي��ر داريم:
BD=AC=BC+2. طول‌ه��اي اضلاع و اقطار چهارضلعي را به‌دس��ت 

آوريد.
A

D
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B
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1
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ب( در شكل زير ABCD ذوزنقة متساوي‌الساقين محاط در دايرة 
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د( 
)مرحلة ‌اول پانزدهمين المپياد رياضي ايران(

راهنمايي: نشان دهيد HBCO محاطي است.

3. ثابت كنيد در هر چهارضلعي محيطي با محيط 2P و مساحت 
 به‌دست آيد.
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S، شعاع دايرة محاطي از دستور 
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روش‌هاي بررسي هم‌ارزي بودن يك رابطه
احراز سه ويژگي »بازتابي« )انعكاسي(، »تقارني« و 
»ترايايي« )تعدي( در كي رابطه، نش��ان مي‌دهد كه آن 
رابطه هم‌ارزي اس��ت. بدون بررسي مستقيم سه ويژگي 
مذكور در كتاب‌هاي درس��ي دبيرس��تان سه روش براي 

بررسي هم‌ارزي بودن كي رابطه وجود دارد:
1. تبديل رابطه به كي گراف جهت‌دار.

2. تبديل رابطه به كي ماتريس مجاورت.
3. تبديل رابطه به كي افراز با تش��يكل لاكس‌هاي 

هم‌ارزي در صورت امكان.
به دو روش اول كه تنها در فضاهاي گسس��ته قابل  

اس��تفاده‌اند، در كتاب رياضيات گسس��تة س��ال چهارم 
به‌خوبي پرداخته ش��ده است. آنچه خواهيد خواند روش 
سوم براي تشخيص هم‌ارزي‌ها به‌ويژه در فضاي پيوستة 

R2 است.

افراز يك مجموعه
زيرمجموعه‌ه��اي ناته��ي و مجزاي A ك��ه اجتماع 
آن‌ه��ا A اس��ت، مجموع��ه‌اي را تش��يكل مي‌دهند كه 
آن را ي��ك افراز از آن مجموعه گوين��د. براي مثال، اگر  
A={1,2,3,4}، آن‌گاه: P={{1},{2,3,4}} ي��ك اف��راز 

دوبخشي از مجموعة A است )شكل 1(.

نمودار 
رابطه‌و تشخیص 

هم‌ارزي

سيمين افروزان و فريده كمالي‌محمدزاده
دبيران رياضي منطقة 2 تهران

آموزشی

رابطة هم‌ارزي R روي يك مجموعه ناتهي مانند A(R⊆A×A)، رابطه‌اي اس�ت كه داراي سه خاصيت 
»بازتابي«  )به ازاي هر xRx ،x∈A(، »تقارني« )اگر xRy آن‌گاه yRx( و »ترايايي« )اگر xRy و yRz آن‌گاه 
xRz( باش�د. يك افراز از A، مجموعه‌اي اس�ت كه عضوهاي آن زيرمجموعه‌هاي ناتهي از A هستند كه 
اش�تراك دو به دو اين زيرمجموعه‌ها تهي، و اجتماع آن‌ها A اس�ت. هر رابطة هم‌ارزي روي A، آن را به 
زيرمجموعه‌هايي افراز مي‌كند كه اين رابطه بين عضوهاي هر كدام از آن زيرمجموعه‌ها برقرار اس�ت. هر 
ي�ك از اين زيرمجموعه‌ها يك »كلاس هم‌ارزي« ناميده مي‌ش�وند. مجموعة اين كلاس‌ها يك افراز از آن 

مجموعه است.
»ي�ك رابطه روي يك مجموعه هم‌ارزي اس�ت، اگ�ر و تنها اگر آن بتواند مجموع�ه را به كلاس‌هاي هم‌ارزي 

افراز كند.«
در اين مطالعه با اس�تناد به قضية دو ش�رطي فوق به بررس�ي رابطة هم‌ارزي و معرفي افراز متناظر آن با به 
تصوير كشيدن كلاس‌هاي هم‌ارزي پرداخته شده است. بالاخص در صفحة R2 شهود افرازها نشان مي‌دهد كه 
چگونه مي‌توان صفحه را با حركت در كلاس‌هاي هم‌ارزي جارو كرد. در پايان راهكاري آس�ان و س�ريع براي 
تش�خيص هم‌ارزي‌هاي مطرح ش�ده در كتاب‌هاي دبيرس�تاني كه روي  R2 و يا بخشي از آن تعريف شده‌اند، 

ارائه خواهد شد. 

چکیده
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شكل 1. 

كلاس‌هاي هم‌ارزي
اگر R كي رابطه هم‌ارزي در مجموعة ناتهي A باشد، 
مجموعة {x∈A|xRa} شامل 1‌a را كه با نماد [a] نشان 

مي‌دهند، لاكس هم‌ارزي a گويند.

خواص كلاس‌هاي هم‌ارزي
اگر R كي رابطة هم‌ارزي در مجموعة ناتهي A باشد: 

.x∈[x] ، x∈A 1. به ازاي هر
.[x]=[y] و x∈[y] آن‌گاه ،y∈[x] 2. اگر

.[x]≠[y] يا [x]=[y] ، x,y∈A 3. به ازاي هر

هم‌ارزي و افراز
قضي��ة بني��ادي زير حك��م ميك‌ند كه ي��ك رابطة 
هم‌ارزي بي��ن اعضاي كي مجموعه، اف��رازي طبيعي به 

مجموعه مي‌دهد.

قضي�ه: فرض كنيد P كي اف��راز دلخواه از مجموعة 
ناتهي A باشد. اگر رابطة R در A به صورت:

ي��ك مجموعه از عضوهاي P مانند S وجود داش��ته 
xRy ⇔ x,y∈S باشد به‌طوريك‌ه

 P كي رابطة هم‌ارزي و افراز R تعريف ش��ود، آن‌گاه
مجموعه لاكس‌هاي هم‌ارزي R است.

   مثال1. اگر A={1,2,3,4} و P={{1},{2,3,4}} كي 
افراز دو بخش��ي از مجموعة A باش��د، رابطة هم‌ارزي 
مرب��وط به آن را مش��خص كنيد و هم��ة لاكس‌هاي 

هم‌ارزي آن را بنويسيد.
حل:

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,3),(3,2),(2,4),(4,2),(3,4),(4,3)}
[1]={x∈A,xR1}={1},
 [2]={x∈A,xR2}={2,3,4}=[3]=[4]
→ P={[1],[2]}

 x,a∈Z ، xRa⇔2|x-a مث�ال2. نش��ان دهيد رابطة    
كي رابطة هم‌ارزي روي مجموعة اعداد صحيح است.

2|x-a→x-a=2k, k∈Z→x=2k+a :حل
با تغيير a روي اعداد صحيح دو لاكس هم‌ارزي روي 
Z خواهيم داش��ت. اگر a زوج باش��د، x هم زوج  است و 
اگر a  فرد باش��د، x هم فرد است. لذا رابطة تعريف شده 
روي Z آن را به مجموعه اعداد فرد و مجموعه اعداد زوج 

افراز ميك‌ند:
[0]={...,- 4,- 2,0,2,4,...}, [1]={...,- 3,- 1,1,3,...},
P={[0], [1]}, Z=[0]∪[1].
براي تش��خيص هم‌ارزي بودن كي رابطه در R2، با 
توجه به رابطة تنگانگ هم‌ارزي و افراز، مي‌توان به قابليت 
افراز صفحه توسط آن رابطه با رسم نمودار مربوط به آن 
پرداخت. اگر كي رابطه روي R2 يا بخش پيوس��ته‌اي از 
آن، كي افراز متش��كل از منحني‌هاي دوبه‌دو مجزا پديد 
آورد كه تمام صفح��ه را جارو كند، آن رابطه كي رابطة 
هم‌ارزي است. براي روشن شدن مطلب به مثال‌هاي زير 

توجه كنيد:

   مثال3. هم‌ارزي ب��ودن رابطة زير را روي R2 تحقيق 
كنيد2.

(x,y)R(a,b)⇔x2 -b2=a2 -y2 
حل: با مرتب كردن تساوي به‌طوريك‌ه جملاتي كه 
تنها شامل x و y هستند در كي طرف آن، و جملاتي كه 
تنها ش��امل a و b هستند در طرف ديگر تساوي باشند، 

داريم: 
R(a,b)⇔x2 +y2=a2 +b2(x,y). اگر a2+b2=c، آن‌گاه 

x2+y2=c, c≥0 معادلة كي دسته دايره است. اين دايره‌ها 
تمام صفحه را مي‌پوشانند، بنابراين R كي رابطة هم‌ارزي 
اس��ت و هر دايره كي لاكس هم‌ارزي از اين افراز اس��ت 

)شكل 2(.

ش�كل2. از چپ به راس�ت: كلاس هم‌ارزي [(0,0)]، 
لاكس [(1,1)]، كلاس [(0/5 -,1 -)] و نماي�ي از 

همة كلاس‌ها كه تمام صفحه را مي‌پوشانند.

A

2
3 4 1

[(0,0)]
1

-1

-1 1
0

0

[(1,1)]
1

-1

-1 1
0

0

1

-1

-1 1
0

0

[(- 1,- 0/5)]
[(5, 4/5)]

4
2

2 4 6
0

0

6

6ـ

4ـ
2ـ

6ـ4ـ2ـ
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توجه كنيد ك��ه اگ��ر F(x,y)=x2+y2، آن‌گاه رابطة 
هم‌ارزي F(x,y)=F(a,b) كي افراز از صفحة R2 است.

   مثال4. ه��م‌ارزي بودن رابطة زير را روي R2 تحقيق 
كنيد.

حل: 
x-b=y+a→x- :ح�ل (x,y)R(a,b)⇔x-b=  

y=a+b. اگ��ر F(x,y)=x-y، آن‌گاه از رابطة اخير نتيجه 
مي‌ش��ود: F(x,y)≠F(a,b). تنها در حالتي كه b مساوي 
صفر باشد، تساوي برقرار اس��ت. هر نقطة دلخواه مانند 
(a,b) در صفحه با نقاط خط y=x-b-a در رابطه اس��ت، 
ولي خط مذكور از آن نقطه نمي‌گذرد. اين مطلب نشان 
مي‌دهد كه رابط��ه خاصيت بازتابي ندارد. نقطه فقط در 
حالتي كه روي محور طول‌ها باش��د، روي خط موردنظر 
قرار مي‌گيرد. همچنين، خواص ديگر هم‌ارزي براي رابطة 

R برقرار نيست )شكل 3(.

1

-1

1

2

A

0
0

2 3

شكل3.  نقطة A(1,1) با نقاط خط y=x- 2 در رابطه 
است، ولي نقطه روي خط قرار ندارد.

   مثال5. هم‌ارزي ب��ودن رابطة زير را روي مجموعه 
R×(R.{0}) بررسي كنيد.

 (x,y)R(a,b)⇔xb=ya 
حل: 

x a xxb ya , y,b F(x, y) F(a,b)
y b y

= → = ≠ → = =0

 R ي��ك رابطة هم‌ارزي اس��ت. تمام خطوطي كه از 
مبدأ مي‌گذرند )غير از محور طول‌ها( ولي ش��امل مبدأ 
نيس��تند، كلية لاكس‌هاي هم‌ارزي را تشيكل مي‌دهند. 
اين خطوط اشتراكي ندارند و تمام R×(R-{0}) را جارو 

ميك‌نند )شكل 4(.

R×(R-{0}) روي R شكل 4.  افراز

   مثال6. هم‌ارزي بودن رابطة زير را روي R2  بررس��ي 
كنيد.

 (x,y)R(a,b)⇔(x-a)(y-b) =0
ح�ل: y=b ي��ا 0→x=a=(y-b)(x-a). هر نقطه در 
صفح��ه با نقاط دو خط م��وازي محورهاي مختصات كه 
از آن نقط��ه عبور ميك‌ند، در رابطه اس��ت. اين خطوط 
صليبي كيديگر را قطع ميك‌نند و در نتيجه كي افراز از 

صفحة R2 نيستند )شكل 5(.

A

BC

-1
0

0

1

2

2 31

4

3

شكل5.  رابطة R خاصيت ترايايي ندارد.

A R B, B R C; ARC

   مثال7. هم‌ارزي بودن رابطة زير را روي R2 بررس��ي 
كنيد.

(x,y)R(a,b)⇔xy=ab
ح�ل: xy=ab→F(x,y)=xy=F(a,b). رابطة R كي 
رابطة هم‌ارزي است. محورهاي مختصات لاكس هم‌ارزي 

[(0,0)] است )شكل 6(.

2 31

1

2

-1

-2

-1-2-3

[(- 2, 2)]
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شكل6. از چپ به راست: دو كلاس از رابطة R،‌ تمامي 

كلاس‌هاي هم‌ارزي

   مثال8. هم‌ارزي بودن رابطة زير را روي R2 بررسي كنيد.
(x,y)R(a,b)⇔x+b=y+a

ح�ل: چ��ون R ، x+b=y+a→x-y=a-b كي رابطة 
هم‌ارزي اس��ت و صفحه را به خطوط موازي افراز ميك‌ند 

)شكل 7(.

شكل 7. 

   مثال9. هم‌ارزي بودن رابطة زير را روي R2 بررسي كنيد.
(x,y)R(a,b)⇔y-b=(x-a)2

حل: در اين مثال نمي‌توان x و y را از a و b جدا كرد 
و به كي طرف تساوي انتقال داد. رابطة R متضمن انتقال 
منحني y=x2 در صفحه است. منحني‌هاي حاصل كيديگر 
 را قط��ع ميك‌نن��د و ل��ذا R كي رابطة هم‌ارزي نيس��ت 

)شكل 8(.

.R شكل 8.  نمايي از برخي از منحني‌هاي حاصل از رابطة

نتيجه‌گي�ري نهايي: تش�خيص ه�م‌ارزي بودن 
رابطه در صفحه به روايت شهود

 R2 براي تش��خيص ه��م‌ارزي بودن كي رابط��ه در
مي‌توان به قابليت افراز صفحه با رس��م نمودار مربوط به 
آن پرداخت. برخي از روابط تعريف شده در R2 به‌سادگي 
 F(x,y)≠F(a,b) )٭٭( و يا F(x,y)=F(a,b) )به معادلة )٭
تبديل مي‌ش��وند. روابطي كه در كتاب‌هاي دبيرس��تاني 
مطرح شده‌اند، از اين دست روابط هستند. رابطة متناظر 
)٭( كي رابطة هم‌ارزي است، ولي رابطة مربوط به )٭٭( 

هم‌‌ارزي نيست.
هر رابطة هم‌ارزي در صفح��ه را مي‌توان به توانايي 
نقاش زبردس��تي تش��بيه كرد كه هربار كه قلم‌مو را بر 
صفحه ميك‌شد، كي لاكس را ترسيم ميك‌ند؛ بدون آنكه 
هيچ لاكسي قطره رنگي از لاكس ديگر به خود گيرد و به 

اين كار ادامه مي‌دهد تا تمام صفحه رنگين شود.

شكل 9.  

 پي‌نوشت‌ها .......................................................................................................................................
.a∈[a] 1. هر عضو با خودش در رابطه است؛ پس

2. در اي��ن مثال‌ه��ا، براي ملموس ش��دن نمودار مربوط به رابطه، يكي از زوج‌ه��اي مرتب رابطه با حروف 
(x,y) مشخص شده است.

پرسش‌
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رياضيات در سينماي جهان
احسان يارمحمدي

 نام فيلم: شهرآشوب
 كارگردان: يدالله صمدي 

 تهيه كننده: محسن علي‌ اكبري
 نويسنده: فريدون دانشمند 

 بازيگران: حسين ياري، جعفر دهقان، 
محمود پاك‌نيت، س��ام درخش��اني، الهام 
حميدي، س��عيد ن‌كيپور، محمد صادقي، 

رويا تيموريان و بهزاد خداويسي 
 موسيقي: محمدرضا درويشي

 فيلم‌برداري: حسن پويا 
 تدوين: مهرداد خوشبخت

 مدت فيلم: 90 دقيقه
 محصول: ايران

 سال توليد: 1384 
 زبان: فارسي

 sin1°  موضوع فيلم »شهرآشوب« رسالة
غياث‌الدين جمشيد كاشاني است كه توسط 
دوست و شاگرد هميش��گي وي، معين‌الدين 
كاشاني حفظ و نگهداري مي‌شود. در اين بين 
فرد بد سرش��تي وجود دارد كه ميك‌وشد قتل 
جمشيد كاشاني  را به معين‌الدين كاشاني نسبت 
دهد، رس��الة  ° sin1را از وي با اس��تفاده از هر 
روش غيرانساني بربايد و افتخار تأليف اين رساله 
را از آن الُغُ بيگ س��ازد. اما از آنجا كه تماشاي 
اين فيلم نيازمند آگاهي از مواردي دربارة دوران 
زندگي، دستاوردها و نيز جايگاه علمي جمشيد 
كاش��اني نزد جهانيان است، بنابراين نخست به 
شرح آن‌ها مي‌پردازيم و سپس موضوع فيلم را 

پي‌‌مي‌گيريم.
تيموري��ان دودماني ترك تب��ار بودند كه بين 

س��ال‌هاي 1370 تا 1506 ملايدي بر قسمت 
عمده‌اي از آس��ياي ميانه فرمانروايي ميك‌ردند. 
اين امپراتوري توسط تيمور1 گوركان، مقلب به 
»تيمور لنگ« بنيان نهاده شد و نقش مهمي را 
در اعتلاي فرهنگ  و  دانش در آن دوره از خود 
ب��ر جاي نهاد. تيمور م��ردي بود كه به دانش و 
هنر علاقة فراوان داشت و همواره به دانشمندان 
و هنرمن��دان احترام بس��يار مي‌گذاش��ت. اين 
ويژگي‌هاي او باعث شده بود كه وي افراد زيادي 
از برجسته‌ترين نقاشان، معماران، شاعران، فقها 
و دانش��مندان را در محافل و دربار خود داشته 

باشد.
بعد از تيمور پسرش معين‌الدين شاهرخ 
تيموري ملقب به »ش��اهرخ ش��اه« فرمانرواي 
سلسلة تيموريان شد. او نيز به‌مانند پدر فردي 

هنرپرور، ادب دوس��ت و دانش مسلك بود و با 
رفتار و من��ش خود باعث ايجاد تحولات بزرگ 
فرهنگي و هنري در عصر بعد از تيمور لنگ شد. 
بعد از شاهرخ شاه فرزندش غياث‌الدين بايسُنقُر 
مش��هور به »بايسُ��نقُر ميرزا« ك��ه او نيز مانند 
پدر و پدربزرگش از حاميان و مش��وقان بزرگ 
هنر، معم��اري، فرهنگ و دانش بود، فرمانرواي 
تيموري��ان ش��د. او كي��ي از  برجس��ته‌ترين و 
ممتازترين خوش‌نويس��ان دوران خود به‌شمار 

مي‌آيد.
با مرگ بايسُ��نقُر ميرزا، برادرش الغ بيگ 
به حكمراني تيموريان رس��يد. الُُ��غ بيگ را از 
عجايب تاريخ بشريت دانسته‌اند. او در حالي كه 
پادشاه كيي از بزرگ‌ترين امپراتوري‌هاي زمان 
خود بود، رياضي‌داني برجس��ته، اخترشناس��ي 
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زبردست، و ادب دوست و دانش‌ پروري بي‌بديل 
بود. الغ بي��گ كتابي با عنوان »زيج2 الُغُ بيگ« 
تأليف كرد كه از آن به عنوان دقيق‌ترين تقويم 
اسلامي ياد مي‌شود. جايگاه علمي او در زمينة 
ستاره‌شناسي تا اين اندازه برجسته است كه نام 
وي را در كرة ماه در كنار بزرگ‌ترين دانشمندان 

علم اخترشناسي قرار داده‌اند.
دوران تولد و زندگاني غياث‌الدين جمشيد 
كاشاني مقارن با به قدرت رسيدن تيمور لنگ و 
حكمراني جانشينان وي تا زمان الُغُ بيگ بود. هر 
چند كه زمان تولد و كودكي جمشيد كاشاني با 
قتل و غارت امراي تيموري گذش��ت، اما همان 
گونه كه اش��اره كرديم، به دليل علاقة حاكمان 
تيموري به دانش و هنر، او توانس��ت به‌ صورت 
جس��ته و گريخت��ه به مطالعه و كس��ب دانش 
بپردازد و در نهايت به دربار الُغُ بيگ راه پيدا كند 

از مهم‌ترين دس�تاوردها و نوآوري‌هاي 
جمشيد كاش�اني مي‌توان به موارد زير 

اشاره كرد.
1. گس��ترش و ترويج كس��رهاي اعش��اري 
به قياس با كس��رهاي ش��صتگاني كه در 

اخترشناسي متداول بود.
2. محاس��بة عدد π. جمش��يد كاش��اني در 
»الرسالئ المُحيطيه« عدد π را با دقتي كه 
تا 150 سال پس از وي بدون رقيب ماند، 

محاسبه كرد.
3. محاس��بة  ° sin1. جمش��يد كاش��اني 
س��ينوس )جيب( كي درجه را با استفاده 
از روش‌هاي خلاقان��ه‌اي با كمك معادلة 
درجة سوم تا هفده رقم اعشار تعيين كرد، 
به ‌گونه‌اي كه هفده رقم اعشاري به دست 
آمده ب��ا مقداري كه امروزه و با اس��تفاده 

است.
5. دسته‌بندي معادلات درجة اول، دوم، سوم 
و چهارم و نيز حل عددي معادلات درجة 

چهارم و بالاتر.
6. ابداع روش‌ه��اي كنوني براي پيدا كردن 
ريش��ة n- امُ عددي دلخواه كه س��اليان 
بعد توس��ط رياضي‌دان ايتاليايي، پائولو 
روفين�ي3 )1822- 1765( و رياضي‌دان 
هورن�ر4  ج�ورج  ويلي�ام   انگليس��ي، 

)1837- 1786( مجدداً ابداع شد.
7. نگارش مهم‌ترين كتاب دربارة حساب در 

آن روزگار به نام »مفتاح الحساب«.
8. ساخت كي ابزار رصد براي اجرام آسماني 
و محاس��بة طول س��تارگان به نام »طَبَقُ‌ 
المَناطِق« كه جمش��يد كاش��اني دربارة 
چگونگ��ي كار ب��ا آن نيز رس��الة »نزُهَئ 

و به اين واسطه و با استفاده از حمايت‌هاي مالي 
و معنوي حكومت و شخص الُغُ بيگ، به پژوهش 

و كنكاش در امور مورد علاقه‌اش بپردازد.
جمش��يد بن مس��عود بن طبيب كاشاني، 
ملقب به غياث‌الدين جمش��يد كاشاني كه در 
كشورهاي غربي به »الكاشي« معروف است، از 
ز بردست‌ترين حساب‌‌دانان و آخرين رياضي‌دان 
برجستة دورة اس�لامي و از بزرگ‌ترين مفاخر 
تاريخ ايران به‌شمار مي‌آيد. او اگرچه فيز‌كيدان 
بود، اما علاقه و اش��تياقش ب��ه رياضيات باعث 
ش��د كه به شمارش��گري ماهر تبديل شود. به 
سبب همين اشتياق، جمشيد كاشاني بعد‌ها به 
دس��تاوردهاي ارزنده‌اي در رياضيات نائل آمد و 
خدمات شايسته‌اي را در اخترشناسي از خود به 

جاي گذاشت.

از رايانه‌هاي پيش��رفته به دس��ت مي‌آيد، 
كيسان است.

4. تكمي��ل و تصحي��ح روش‌ه��اي قديمي 
انج��ام چهار عمل اصلي و ابداع روش‌هاي 
جديد براي آن‌ها. در واقع جمشيد كاشاني 
بنيان‌گذار روش‌ه��اي كنوني چهار عمل 
اصلي و به ويژه دو عمل ضرب و تقس��يم 

الخَدائقِ« را به رشتة تحرير درآورد.
9. تصحيح زيج ايلخاني.

جمش��يد كاش��اني در همة آثارش خود را 
چني��ن معرفي كرده اس��ت: »كم‌ترين بندگان 
خداوند )يا نيازمندترين بندگان خدا به رحمت 
او(، جمشيد، پسر مس�عود طبيب كاشاني، 

پسر محمود پسر محمد.«
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نظ�ر پژوهش�گران و ب�زرگان تاريخ علم 
دربارة غياث‌الدين جمش�يد كاش�اني به اين 

شرح است:
پاول لوكي5 )1949- 1884(: پژوهش��گر 
برجس��تة آلماني كه بيش از هر تاريخ ش��ناس 
ديگ��ري در راه شناس��اندن ارزش آثار رياضي 
اين دانش��مند بزرگ به جهاني��ان تلاش كرده، 
دربارة‌ آثار جمشيد كاشاني چنين گفته است: 
پ��س از پژوهش دربارة برخي آثار كاش��اني كه 
خوش‌بختانه بيشتر آن‌ها در كتابخانه‌هاي شرق 
و غرب موجود است، او را رياضي‌داني هوشمند، 
مخترع، نقَّاد و صاحب افكار عميق يافتم. كاشاني 
از آث��ار رياضي‌دانان پيش از خود آگاه و به ويژه 
در فن محاسبه و به كاربستن روش‌هاي تقريبي 
چيره‌دس��ت بود. اگر الرس��اله المُحيطية او به 
دست رياضي‌دانان غربي معاصر وي رسيده بود، 
از آن پس مردم مغرب زمين از بعضي منازعات 

و تأليف��ات مبتذل درب��ارة اندازه‌گي��ري دايره 
)محاس��بة عدد π( بي‌نياز مي‌شدند. اگر نظرية 
واض��ح و روش‌ علمي وي در مورد شناس��اندن 
كسرهاي اعشاري انتش��ار يافته بود، فرانسوا 
وي‌يت، اسِتِون و بورگي ناچار نمي‌شدند كه 
كي قرن و نيم پس از كاش��اني نيروي فكري و 
عمل��ي خود را براي از نو يافتن اين كس��رها به 

كار اندازند.
ادِوارد اسِ�تورات كِنِ�دي6: پژوهش��گر 
برجس��تة‌ آمركيايي دربارة جمش��يد كاش��اني 
چنين گفته اس��ت: پيش از هر چيز بايد گفت 
كه كاش��اني حاسبي زبردست بود و در اين فن 
مهارت‌ شگفت‌انگيزي داشت. شاهد اين ادعا آن 
است كه وي با اعداد شصتگاني خالص به آساني 
و رواني حساب ميك‌رد. او كسرهاي اعشاري را 

ابداع كرد و روش تكراري را در حس��اب به‌طور 
كامل و پيگير به كار مي‌بس��ت. با چيره‌دستي 
مراحل��ي را تنظيم ميك‌رد ك��ه بتواند حداكثر 
مقدار خطا را پيش‌بيني كند و در هر جا درستي 

اعمال را بيازمايد.

آدول�ف- آن�دري پاولوويچ يوش�كِويچ7: 
پژوهش��گر برجستة  روس��ي در كتاب »تاريخ 
رياضيات در س��ده‌هاي مياني« دربارة جمشيد 
كاشاني چنين گفته است: مفتاح‌الحساب كتابي 
درس��ي، درب��ارة رياضيات مقدماتي اس��ت كه 
استادانه تأليف شده و مؤلف آنچه را كه طبقات 
مختلف خوانندگان كتاب به آن نياز داشته‌اند، 
در نظر گرفته است. اين كتاب از حيث فراواني 
و گوناگوني م��وارد، مطالب و رواني بيان تقريباً 
در ميان همة آثار رياضي سده‌هاي ميانه يگانه 

است.

فيلم شهرآشوب با اين نوشته آغاز مي‌شود: 
»در سال 832 هجري قمري رصدخانة سمرقند 
به درخواست الغ بيگ، فرزند شاهرخ شاه و حاكم 
سمرقند، به دست غياث‌الدين جمشيد كاشاني، 
رياضي‌دان و اخترش��ناس جه��ان علم احداث 
شد. حاس��دان و مغرضان او را به قتل رساندند 
و قتل او را به نزد‌كيترين دوس��تش- طبيب و 
خوش‌نويس- معين‌الدين كاشاني نسبت دادند.«

موضوع فيلم ش��هر آشوب دربارة دو رساله 
از غياث‌الدين جمشيد كاشاني است كه بعد از 
مرگ وي توسط دوست و همكارش معين‌الدين 
كاشاني حفظ و نگهداري مي‌شود. معين‌الدين 
كاش��اني از س��وي كيي از عمال دربار الُغُ بيگ 
به نام سوباتاي، متهم به قتل جمشيد كاشاني 
مي‌ش��ود و براي حفظ جان خود و  حراست از 

رس��الة sin1° از شهر س��مرقند مي‌گريزد و به 
شهر هرات مي‌رود تا با بايسُنقُر ميرزا، شاهزادة‌ 
تيم��وري- برادر الُغُ بيگ- ملاقات كند. اما بين 
راه و هنگام ورود به هرات، اتفاقاتي رخ مي‌دهند 
ك��ه زمينه را ب��راي متهم ش��دن وي از جانب 
سوباتاي به‌عنوان قاتل جمشيد كاشاني و سارق 
رسالة sin1° به‌صورت فزاينده‌اي مهيا مي‌سازد. 
در ادامه معين‌الدين كاشاني توسط سوباتاي 
به شدت مجروح مي‌شود و در آستانة مرگ قرار 
مي‌گيرد، اما در نهايت آبتين كه دخترش توسط 
سوباتاي به قتل رسيده است و دوست معين‌الدين 
كاشاني نيز هست، سوباتاي را از پاي درمي‌آورد 
و معين‌الدين نجات ميي‌ابد. بايسُنقُرميرزا نيز در 
نامه‌اي به برادر خود الُغُ بيگ، آنچه را كه رخ داده 
است، بيان ميك‌ند و بدين‌وسيله معين‌الدين از 
قتل غياث‌الدين جمش��يد كاشاني و نيز سرقت 

رسالة sin1° تبرئه مي‌شود.

البته در اين مقاله س��عي شد از پرداختن 
ب��ه رواي��ت و جزئي��ات فيلم اجتناب ش��ود تا 
علاقه‌من��دان هنگام تماش��اي آن از هيجان و 

انگيزش كافي برخوردار باشند.

 پي‌نوشت‌ها .............................................................
1. تيمور در زبان ازبكي به معناي آهن است.

2. زيج در اخترشناسي دوران قديم كاربرد فراوان داشت. 
در واقع زيج كتابي بود شامل مجموعه‌اي از جداول 
و اطلاعاتي دربارة سياره‌ها، ستاره‌هاي مشهور و نيز 
زمان طلوع و غروب خورشي��د در روزهاي متفاوت 
سال در يك محل خاص. از جداول زيج براي آگاهي 
از موقعيت و رصد اجرام آس��ماني، تعيين طول روز 
و ش��ب، تهية تقويم‌ها، جهت‌ياب��ي و ديگر اهداف 

اخترشناسي استفاده مي‌شد.
3. Paolo Ruffini
4. William George Horner
5. Paul Luckey
6. Edward Stewart Kennedy
7. Adolph- Andrei Pavlovich Yushkevich
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آموزشي
مراد كريمي

دبير رياضي شهركرد

خواصي جالب از 

تابع هموگرافيك
 كه در آن شرايط 
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 مختصات را به موازات خودشان به‌گونه‌اي انتقال دهيم كه روي مجانب‌ها 

 مجانب افقي( ق��رار گيرند، معادلة 
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 يا xy=k تبديل مي‌ش��ود ك��ه در آن داريم: 
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 و به كمك آن مي‌توان ويژگي‌هاي تابع هموگرافكي را 
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به‌سادگي بررسي كرد.

 xy=k خاصيت اول: اگر از هر نقطة دلخواه روي تابع هموگرافكي
دو عمود بر مجانب‌ها رسم كنيم، مساحت مستطيل‌هاي حاصل، برابر 
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و مساوي مقدار ثابت |k| است 
اثبات: با توجه به شكل زير، اگر از نقطة M روي نمودار xy=k دو 
MH را بر مجانب‌ها رسم كنيم، در اين صورت مساحت  عمود MH و́ 
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 xy=k روي تابع α به‌طول M خاصيت دوم: اگر از هر نقطة دلخواه
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مسائل برای حل

آمادگي 
براي 

آزمون‌هاي 
مستمر

2رياضي
1. نمودار تابع f با ضابطة f(x)=2x را بكش��يد و از روي آن، نمودار تابع 

 را رسم كنيد.
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g با ضابطة 

2. الف( ثابت كنيد:
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ب( ثابت كنيد:
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ع��دد  س��ه  ك��ه  آوري��د  به‌دس��ت  ط��وري  را   x  .3 
Log2(2x-2) ،Log2(2x-3) و Log2(2x-1+2) كي دنبالة حس��ابي 

تشيكل بدهند.

1هندسه
1. در ش��كل زی��ر مي‌داني��م: 'AC||A'C و 'BC||B'C. ثاب��ت كني��د: 

.AB||A'B'

A

A′

x z
y

B

C

C′

B′

O

2. در مثل��ث ABC، از نقطة M روي BC دو خط به موازات دو ضلع 
ديگر مثلث رسم ميك‌نيم تا AC را در D و AB را در E قطع كند. 

ثابت كنيد:
AE.AC+AB.AD=AB.AC

3. در مثل��ث ABC از نقطة دلخ��واه D روي BC خطي موازي ميانة 
AM رسم كرده‌ايم كه AC را در E و امتداد AB را درF  قطع كرده 
اس��ت. ثابت كنيد طول‌هاي DE و AM و DF جملات متوالي كي 

دنبالة حسابي‌اند.

2هندسه
 CH دو قطر عمود بر هم در دايره‌اي به شعاع 5 هستند و CD و AB .1
وتري از دايره در كي طرف CD است و CH=8. اگر K نقطة برخورد 
CH و AB و بين مركز دايره و A باشد، طول AK را به‌دست آوريد.

2. در ش��كل زی��ر O مركز نيم‌دايره و CD||AB ان��دازة كمان CD را 
به‌دست آوريد.

750

A BO

DC
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3. طول ش��عاع دايرة محاطي مثلث قائم‌الزاويه‌اي را به‌دست آوريد 
ك��ه مجموع اض�لاع زاوية قائمة آن 4 واح��د بزرگ‌تر از طول وتر 

آن است.

حسابان
1. ثابت كنيد تابع f با ضابطة f(x)=x+[x] وارون‌پذير اس��ت و ضابطة 

وارون آن را به‌دست آوريد.
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2. زوج ي��ا فرد بودن تابع f با ضابطة 

را بررسي كنيد.

3. نشان دهيد هر تابع f با دامنة اعداد حقيقي كه نمودار آن داراي دو 
محور تقارن موازي محور yها باشد،‌ متناوب است. 

)راهنمايي: اگر خط x=a محور تقارن نمودار تابع f باشد، آن‌گاه: 
.)f(a+x)=f(a-x)

حساب ديفرانسيل و انتگرال
1. مقادير a و b و c و d را طوري به دست آوريد كه تابع با ضابطة زير 

در x=1 پيوسته باشد.
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تاب��ع  نم��ودار  ماي��ل  مجان��ب   y=x-1 راس��ت  خ��ط  اگ��ر   .2

 باشد، a و b و c را به‌دست آوريد.
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3. ثاب��ت كني��د معادل��ة 

 حقيقي در بازة )2 و 1( و كي ريش��ة حقيقي ديگر در بازة )3 و 2( 

دارد.

مسائل جبر و احتمال
1. نمودار هر كي از رابطه‌هاي زير را رسم كنيد:

{x2+y2≤4  و R2|y ≤ x2∋(x,y)}=R1 (الف
{y≥x2 و R2| (x- 1)2+(y- 2)2≥4∋(x,y)}=R2 (ب

 R به صورت زير تعريف ش��ده اس��ت. ثابت كنيد Z روي R 2. رابطة
هم‌ارزي است.

x,y∈Z ؛ xRy ⇔ 3|x-y

3. رابطة R روي R2 به صورت زير تعريف شده است. شكل لاكس‌هاي 
هم‌ارزي اين رابطه را مشخص و [(1,1)]را رسم كنيد.

(x,y)R(z,t) ⇔ x2+y2=z2+t2

مسائل رياضيات 3 تجربي
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1. وجود حد تابع به معادلة 
را بررسي كنيد.
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2. حد هر كي از تابع‌ها به معادله‌هاي 
و تابع‌هاي fog(x) و gof(x) را در x0=0 بررسي كنيد.

3. هر كي از حدهاي زير را به دست آوريد:
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مسائل رياضيات گسسته
1. ابت��دا ثابت كنيد: (a,ka±b)=(a,b) و س��پس نش��ان دهيد كه اگر 

.(a,b)=(b,r) :آن‌گاه ،a=bq+r

 .d=(a+b,c) :ثابت كنيد ،[a,b]=c و (a,b)=d :2. اگر داشته باشيم
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3. باقي‌ماندة تقسيم عدد 

را بر 5 بيابيد.
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احسان يارمحمدي
معرفي كتاب

 مؤلف: ابوالقاسم قرباني با مقدمة بهمن مهري

 ناشر: انتشارات زعيم )به سفارش مؤسسة آموزش عالي غياث‌الدين جمشيد كاشاني(

 نوبت چاپ: اول، 1390

كتاب »كاش��اني‌نامه« ب��ه قلم زندهي‌اد ابوالقاس�م 
قربان�ي به ش��رح قس��متي از زندگي و اح��وال او و نيز 
تأليفات و آثار به‌جاي مانده از اين رياضي‌دان بزرگ ايران 
پرداخته است. اين كتاب داراي شش بخش به شرح زير 

است.

 بخ�ش اول: آنچ��ه دربارة زندگي كاش��اني 
مي‌دانيم

 بخش دوم: تأليفات كاشاني
كت��اب  درب��ارة  بحث��ي  س�وم:  بخ�ش   

»مفتاح‌الحساب«
 بخش چهارم: سيري در »رسالة محيطيه«
 بخش پنجم: بررسي »رسالة وتر و جيب«

 بخش شش�م: كاش��اني نخس��تين مخترع 
كسرهاي اعشاري

در ادامه به ارائة چند س��طر از اين كتاب ارزش��مند 
مي‌پردازيم و تمامي شما رياضي‌آموزان و رياضي‌ورزان را 

به مطالعة آن تشويق ميك‌نيم:

٭ در بخ��ش اول )آنچ��ه درب��ارة زندگي كاش��اني 
مي‌دانيم( مي‌خوانيم:

»... دانشمندِ خاورشناس و رياضي‌دان آلماني، پاول 
لوكي1 نخست در سال 1944 ملايدي كتابي در شرح و 

تفسير قسمتي از مفتاح‌الحساب كاشاني نوشت. كتاب 
اول )متأسفانه بعد از مرگش( در 1951 ملايدي و كتاب 

دوم در 1953 ملايدي به چاپ رسيد.
اينك وصف »رس��الة وتر و جيب« كاشاني را از زبان 
لوكي بش��نويد: هانكل در كتاب تاريخ رياضيات خود 
شرح مي‌دهد كه چگونه كي منجم و رياضي‌دان مسلمان 
)كاشاني( در قرن پانزدهم ملايدي جيب كي درجه را از 
روي جيب سه درجه با دقت فراوان حساب كرده است، و 
چگونه معادلة درجة سوم مربوط به آن مسئله را تشيكل 
داده و با روش اس��تادانه‌اي آن را حل كرده است. هانكل 
مي‌گوي��د كه اين روش زيباي حل مع��ادلات عددي، از 
حيث دقت و ظرافت دست كمي از روش‌هاي تقريبي كه 
از زمان فرانس�وا ويت2 به بعد در مغرب زمين متداول 
شده است، ندارد. بعد از روش استخراج جذر و كعب كه در 
اصل با آن شباهت‌هايي دارد، اين نخستين روش محاسبة 
تقريبي است كه در تاريخ رياضيات بدان برمي‌خوريم. به 
حق مي‌توان اين روش را بديع‌ترين و جالب‌ترين روشي 
دانست كه در همة نوش��ته‌هاي )رياضي( اسلامي وجود 
دارد. مخترع چنين روش تحسين‌آميزي كي نفر ايراني 
ب��ود كه در نيم��ة اول قرن پانزدهم مي�لادي در انجمن 
دانش��وراني كه نزد الغ‌بيگ گرد آمده بودند، مي‌زيست 
و در آثارش خود را جمشيدبن‌مسعودبن طبيب كاشاني 

ناميده است.

كاشاني‌نامه
)زندگي‌نامه غياث‌الدين جمشيد كاشاني(



43 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و پنجم |  شمارۀ 4 |  دی 1394

٭ در بخش سوم )بحثي دربارة كتاب مفتاح‌الحساب( 
مي‌خوانيم:

»... موضوع مقالة چهارم، مفتاح‌الحساب، اندازه‌گيري 
ابعاد، س��طح و حجم شكل‌هاي هندس�ي3 است. در اين 
مقاله كاشاني علاقة خود را به فن محاسبه و مهارت خود 
را در اين باب بار ديگر نشان داده و از جمله، سطح هر كي 
از چندضلعي‌هاي منتظم مه��م و حجم چندوجهي‌هاي 
منتظم را، هم در دستگاه‌شمار شصتگاني و هم در دستگاه 

دهگاني حساب كرده است...
كاش��اني ج��دول جي��ب را درجه به درج��ه )از كي 
درجه تا نود درجه( و روش بهك‌ار بردن آن‌ها و بس��ياري 
جدول‌هاي مفي��د ديگر را در اين مقال��ه آورده و جدول 
مضرب‌ه��اي عدد پي (π) را كه خود با دقتي كه س��ال‌ها 
بعد از زمان وي بي‌رقيب ماند، حس��اب كرده و نتيجه را، 
هم در دستگاه ش��صتگاني و هم در دستگاه دهگاني، به 

اختصار ثبت كرده است...
باب س��وم از مقالة چهارم مفتاح‌الحس��اب مربوط به 
چندضلعي‌هاي منتظم است. كاشاني قطر4 دايرة محاطي 
چندضلعي منتظم را قطر اقصر و قطر دايرة محيطي آن 
را قطر اطول چند ضلعي منتظم ناميده است. همچنين، 
براي محاس��بة ش�عاع5 دايرة محاطي (r) و شعاع دايرة 
محيطي (R) برحسب ضلع چندضلعي (a) و تعداد اضلاع 
آن  (n)دس��تورهايي داده است كه با علائم و اصطلاحات 

كنوني به‌صورت زير درمي‌آيند:
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و براي محاس��بة مس��احت (S) چندضلعي منتظم 

 اس��تفاده ك��رده و مقدار 
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از دس��تور: 

 را براي پنج‌ضلعي، شش‌ضلعي، هفت‌ضلعي، 









n n

a aR , r cot
n

sin
n

S n cot
na

n cot
n

AG a

AD a

AZ a

AH a

a

°

°

°

°

°

° ° °

°
° °

°
° °

°
°

−

= =

=

= =

= = − =

= = − =

= = − =

= −

2

0

1

2

3 2

1

180
21802

180
4

180
4

60

180 60 120

60180 160
2
60180 165
2

60180
2

هشت‌ضلعي، نهُ‌ضلعي، ده‌ضلعي، دوازده‌ضلعي، پانزده‌ضلعي 
و شانزده‌ضلعي منتظم، هم در دستگاه شمار شصتگاني و 
هم با كسرهاي  اعشاري كه خود مبدع آن‌هاست، حساب 
كرده و در جدول قرار داده است تا براي محاسبة مساحت 
(S)، مربع ط��ول ضلع (a2) چند‌ضلعي‌هاي منتظم را در 

اعداد مذكور ضرب كنند. ...«

 پي‌نوشت......................
1. Paul Luckey
2. Francois Viete
3. Geometric
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5. Radius
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آموزشی

خانه‌تكاني رياضيات!
 براي  سال
2   0   1   6

عنايت‌الله راستي‌زاده، دبير رياضي )استان فارس ـ شيراز(

اشاره
در رقابت‌هاي سالانة رياضي، معمولًا مسائلي طرح مي‌شوند كه نشانه‌هايي از سال برگزاري مسابقه 
را به صورت غيرمس�تقيم در خود دارند، از آنجا كه چند روزي بيش�تر به آغاز س�ال نوي ميلادي )2016( 
باقي نمانده است، مسائل زير با ايده گرفتن از نمونه مسائلي كه اغلب در رقابت‌هاي رياضي مطرح شده‌اند 
و با تغييراتي در صورت آن‌ها و با تأكيد بر جنبة آموزشي و نزديكي آن‌ها به سرفصل‌هاي كتاب‌هاي درسي 
انتخاب و يا طراحي شده‌اند. اين مسائل پاسخ‌دهندگان را آماده مي‌كنند تا ضمن تقويت قدرت استدلال و 
خلاقيت خود، توانايي حل نمونه‌هايي متنوع را به چالش بكشند و با اين خانه‌تكاني رياضيات، براي رقابت‌هاي 

2016 آماده شوند!

 x 10=2(25 - 102016)- 2(25+102016)، مقدارx نمون�ة 1. اگر
را حساب كنيد.

پاسخ:
روش اول: با اس��تفاده از اتحاد 2 -(a-b)2=4ab(a+b) و 

انتخاب a=102016 و b=25 داريم:
4(25)(102016) = 10x  ⇒102018=10x    ⇒x=2018
a2 -b2=(a+b)(a-b) روش دوم: با استفاده از اتحاد مزدوج 

و انتخاب a=102016+25 و b=102016 - 25 داريم:
[(102016+25)-(102016 - 25)][(102016+25)-(102016 - 25)]
=50×2×102016 = 102018

.x=2018 :و در نتيجه

 نمون�ة 2. چ��ه تـع��داد ع��دد صـحي��ح در دنـبال��ة 
20162015,... , 1,2016,20162 ه��م مرب��ع كام��ل و هم 

مكعب كامل‌اند؟
پاسخ:

از آنجا كه: 7×32×25=2016، پس: 
2016k=(25 × 32 × 7)k=25k × 32k × 7k

لازمة مربع كامل بودن اعداد صحيح بزرگ‌تر از كي 

اين اس��ت كه همة توان‌ها زوج باشند و براي اينكه عدد 
صحيح بزرگ‌تر از كي مكعب كامل باشد، بايد همة توان‌ها 
 k مضرب 3 باش��ند. با توجه به تجزية 2016، لازم است
مضرب 6 باش��د. بزرگ‌ترين عدد مضرب 6 كوچ‌كتر از 
2015 عدد 2010 است به اين صورت: 335×6=2010. 

در دنبالة
1,2,3 ,...,2014 ,2015

335 ع��دد مضرب 6 هس��تند. اين بيان مي‌دارد كه 
335 عدد صحيح از دنبال��ة 20162015,...,2016,20162 
هم‌زمان مرب��ع كامل و مكعب كامل هس��تند. علاوه بر 
اي��ن، عدد كي )جملة اول دنبالة صورت مس��ئله( نيز به 
وضوح هم مربع كامل و هم مكعب كامل اس��ت. بنابراين 
335+1=336 عدد صحيح از دنباله، هم مربع كامل و هم 

مكعب كامل‌اند.

نمونة 3. فرض كنيم n عدد صحيح مثبت باشد، nامين 
عدد مثلثي به صورت زير تعريف مي‌شود:
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هم��ة زوج اع��داد صحي��ح مثلثي را پي��دا كنيد كه 
اختلاف آن‌ها از هم 2016 شود.
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توجه كنيم كه: n+m+1>n-m. همچنين كيي از دو 
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نمون�ة 4. مي‌دانيم: 
چند رقمي است؟

پاسخ:
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از آنجا كه: 
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اما:
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پس عدد 52016 داراي 1410 رقم است.

نمونة 5. تابع f ب��راي همة اعداد صحيح مثبت تعريف 
شده است و داريم:

: n>1 و براي هر f(1)=2016
f(1)+f(2)+...+f(n)=n2f(n) 

در اين صورت مقدار )f )2016 را حساب كنيد.
پاسخ:

ابتدا توجه كنيم كه:
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و اگر به‌همين صورت ادامه دهيم، مي‌توان ديد:
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مي‌توان حدس زد:
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كه پس از ساده كردن به 
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نمونة 6. دنبالة فيبوناتچي به صورت زير تعريف مي‌شود:
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در اين صورت ثابت كنيد:
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اثبات: 
جملات دنباله به صورت زير است:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... 
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به استقراي رياضي مي‌توان ثابت كرد:
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و بنابراين حكم ثابت شد.
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پاسخ ها

راهنماي حل
مسائل

 آمادگي براي 
آزمون‌هاي مستمر

2رياضي
1. با نقطهي‌ابي، نمودار تابع‌نمايي y=2x را رسم كنيد و براي 

رسم نمودار g(x) آن را به صورت زير تغيير دهيد:

[ ]

x

a
a m
b b

m
N

ba
aN

ab

x
x

a c
b

g(x)

Log
Log

Log

Log
Log

Log

x a x
x

x
f (x) c x

b cos x x
dsin x

x xf (x)
(a )x bx c

x xsin x

xf (x)
x x

g(x)

y

Log c a b

L

+

+
−

−
=

=

= +

 −
>

−= =
 + π <
 π

+ +
=

− + +

− +
=

+   = +   + −   

= − = −

= −

= ⇒ =

⇒

1

3

2

2

2

2

1
1

2

2 1
4

1

1
1

1

1

1
1

3 5
2

2 1
1 1

2 1 12
4 42

1
4

1
4

ca b b
m m m
a

am
bb

m
N
c

N a ab
a c c
N N a
ab c c

ab
c

a b b
bc c c
aa a

c c

og Log cLog

Log
c Log

Log

Log
Log Log Log
Log Log Log

Log

Log Log Log
Log

Log Log

= =

⇒ = =

= =

+
= = + = +1 1

حال كافي اس��ت نمودار f را كي واحد در جهت مثبت 
 واحد در جه��ت منفي محور yها 
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مح��ور xها به جلو و 
 مجانب 
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ب��ه پايين منتقل كنيد. )نم��ودار با خط 
مي‌شود.(
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2. الف(                 
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3. با توجه به فرض مسئله، نتيجه مي‌شود:
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)OA'B' عكس قضية تالس در مثلث(
2. از قضية تالس استفاده ميك‌نيم:
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.DE+DF=2AM :3. بايد نشان دهيم
به اين منظور از قضية تالس 
و نيز فرض MB=MC به صورت 

زير استفاده ميك‌نيم:
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OM=ON=r و AM=AN ،3. مطابق شكل
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و  
 ANOM نتيج��ه  در 

. r=AN مربع است و

همچنين مي‌توان نوشت:
CN=CP  ,  BM=BP  ,  AM=AN 
⇒BP+CP=CN+BMBC=AB-
AM+AC-AN⇒AM+AN=AB+AC-
BC=4⇒2AN=4⇒AN=2⇒r =2

حسابان
1. نشان مي‌دهيم كه f كي به كي است:

f(x1)=f(x2)  x1+[x1]=x2+[x2]
⇒ [x1+[x1]]=[x2+[x2]] ⇒ [x1]+[x1]=[x2]+[x2]

)توج��ه داريد ك��ه به ازاي ه��ر k، k∈Z+[x]=[x+k] و 
)[x1], [x2]∈Z

⇒ 2[x1]=2[x2] ⇒[x1]=[x2] و x1+[x1]=x2+[x2]
⇒ x1=x2⇒ .كيبهكي‌ و وارون‌پذير است‌ f

 x در ضابطة آن نقش ،f و ب��راي يافتن ضابط��ة وارون
و y را ع��وض ميك‌نيم و از دو طرف تس��اوي حاصل، جزء 
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DF=R-{1,-1} .2. پ��س دامن��ة تابع، متقارن اس��ت. حال 
مي‌نويسيم:
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f زوج است. 

3. فرض ميك‌ني��م دو خط x=a و x=b (a>b)    محورهاي 
تقارن منحني تابع f باشند. بنابراين:

1( f(a-x)=f(a+x)   2  و( f(b-x)=f(b+x)
در تساوي اول به جاي a-x، x قرار مي‌دهيم:

f(a-a+x)=f(a+a-x) ⇒ f(x)=f(2a-x)
حال در تساوي اخير به جاي b-x،x قرار مي‌دهيم:

f(b-x)=f(2a-b+x)
اكنون از تساوي )2( نتيجه مي‌شود:

f(b+x)=f(2a-b+x)
و در اين تساوي به جاي x-b، x قرار مي‌دهيم:
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 f و با توجه به تعريف تابع متناوب، نتيجه مي‌ش��ود كه

متناوب و دورة تناوب آن )2a -2b( است.

حساب ديفرانسيل و انتگرال
1. چون x=1 ريشة مخرج كسر تابع f در همسايگي راست 
f است، پس براي آنكه f در اين نقطه پيوسته باشد، بايد 

x=1 ريشة صورت كسر هم باشد. بنابراين a=1 و از آنجا:
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

ي
ي و هم‌زبان

ت، همدل
ت و مل

دول

ك سالانه مجلات عمومی رشد )هشت شماره(: 350/000 ریال
 هزینة اشترا

ك سالانه مجلات تخصصی رشد )سه شماره(: 200/000 ریال
 هزینة اشترا

  نشانی: تهران، صنـدوق پستی  امور مشتركین: 16595/111
 تلفن امور مشتركين:  14ـ 77339713 و 77335110 و 77336656ـ021

ت  در خواستی:
 عنوان مجلا

 نام و نام خانوادگی:................................................................
ت: ..........................

صیلا
 میزان تح

 تاریخ تولد:....................... 
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 تلف
ستی:  ................................................................

شانی كامل پ
 ن

ن:................................... 
ستا

شهر
ن:................

ستا
ا

خیابان: .................................................................... 
ستی: ..........................................

شمارة پ
ك: ...................

پلا
ش بانكی:....................................................................

شمارة فی
مبلغ پرداختی:................................................................

ك خود را بنویسید:
ك مجله رشد بوده‌اید، شمارة اشترا

 اگر قبلا مشتر
  

	  
	              

   
	

		


ضا:
                                     ام

ك:
نحوة اشترا

ت، 
ك تجار

ب 39662000 بان
ك به شماره حسا

س از واریز مبلغ اشترا
پ

ش زیر، 
ت، به دو رو

ت افس
ش كد 395 در وجه شرك

شعبة سه‌راه آزمای
ك مجله شوید: 

مشتر
w و تكمیل برگة 

w
w.roshdm

ag.ir  :شانی
ت رشد به ن

1.  مراجعه به وبگاه مجلا
ش واریزی؛ 
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2. ارسال ا
ش را نزد خود نگه ‌دارید.

يا از طريق دورنگار به شمارة 77333192. لطفاً كپی فی

....................................................................

........................................................................

و در همس��ايگي چپ f هم، به ازاي x=1، مخرج كس��ر 
صفر مي‌ش��ود، پس بايد x=1 ريشة صورت كسر هم باشد و 

از آنجا b=1 و در نتيجه:
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 و در نتيجه: c=3 و 
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بنابراين: 

2. چ��ون تاب��ع داراي مجانب مايل اس��ت، پس بايد درجة 
مخ��رج برابر 1 باش��د. ل��ذا: a-1=0 و a=1. و چون ضريب 
زاوية مجانب مايل 1 اس��ت، پس b=1. با اين فرض براي 
يافت��ن معادلة مجانب مايل، عب��ارت صورت را بر مخرج 

تقسيم ميك‌نيم:
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بنابراين، )y=x+)1-c مجانب مايل تابع است و در نتيجه 
c2-c+1≠0 :كه به ازاي آن c =2 1 و-c=-1
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 )تابع سينوس، در 
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، پس: 
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و چون 
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ناحية اول مثلثاتي، صعودي است( و در نتيجه: 
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f(1) < 0 :بنابراين
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)تاب��ع   
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پ��س:   ،
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چ��ون:  و 

س��ينوس، در ناحية دوم مثلثاتي، نزولي است( و در نتيجه: 

 .
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f و طبق »قضية بولتزانو« لااقل كي  بنابراي��ن: 0 < (2)

x∈(1,2) وجود دارد كه f(x)=0 و اين معادل با حكم است.
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 و در نتيجه: 
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، پس: 
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و چ��ون: 

f(3) < 0. پ��س معادله كي ريش��ة حقيقي ديگر در بازة 

)3 و 2( دارد. به عنوان تمرين، با رس��م نمودارهاي دو تابع 

 نش��ان دهيد كه 
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معادلة فوق فقط همين دو ريشه را دارد.

جبر و احتمال
1. اين مسئله نمونة مسائل حل شدة كتاب درسي است. با 
اس��تفاده از نقطهي‌ابي براي هر نامساوي،‌ مجموعة جواب 

را مشخص و اشتراك مناطق قابل قبول را هاشور بزنيد.

2. سه خاصيت انعكاسي، تقارني و تعدي را براي اين رابطه 
بررسي كنيد.

I)   xRx ⇔ 3|x-x    (انعكاسي)
II)  xRy ⇒ 3|x-y ⇒ 3|-(x-y)=y-x ⇒ yRx  (تقارني)
III) xRy , yRz ⇒ 3|x-y  3   و|y-z ⇒ 3|(x-y)+(y-z)
⇒ 3|x-z ⇒ xRz   (تراگذري)

3. طبق تعريف لاكس‌هاي هم‌ارزي داريم:
[(a,b)]={(x,y)∈R2 | (x,y)R(a,b)}

 {(x,y)∈R2  |  x2+y2=a2+b2}⇒

 داــــيره‌هــاي��ي ب��ه مــــرك��ز مب��دأ مختص��ات 

.
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 و به شعاع
[(1,1)]={(x,y)∈R2 | x2+y2=2}

رياضي 3 تجربي
1. براي محاس��بة ح��د چپ از ضابط��ة f(x)=x2+1 و براي 
محاسبة حد راست از f(x)=x2+x-1 استفاده ميك‌نيم و...

 و چون تابع g در صفر تعريف نشده است و 
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 .2
براي اين تابع نمي‌توانيم حد چپ و راست در صفر تعريف 
كنيم، لذا g در صفر حد ندارد. fog و gof را تشيكل دهيد 

و حد آن‌ها را در صفر به دست آوريد.

 و براي )ب( به عدد 3 مي‌رسيم 
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3. براي )الف( به عدد 
)از قضية فشردگي استفاده كنيد(.

رياضيات گسسته
 d1| d2 ثابت كنيد .(a,ka±b)=d2 و (a,b)=d1 :1. فرض كنيد

.d1= d2 :و نتيجه بگيريد كه d2| d1 و
a=bq+r  r=a-bq
(a,b)=(b,a)=(b,-bq+a)=(b,r)

   a=a′d يا d|b و d|a در اين صورت ،(a,b)=d 2. مي‌دانيم اگر
.b=b′d و
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).)a+b,ab( =1 :آن‌گاه ،)a,b( =1 در حالت كلي، اگر(

، پس 
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n همواره  3. ب��ا توجه ب��ه اينكه براي ه��ر 5≤
داريم:

x

x

K K K K

x

x x

f (x) x x x
x

xf (x)
x

g(x) x

xx g(x)
x

lim g(x)

tan xlim
sin x

A ( K!) ( K!) ( K!) ( K!)

a b
lim f (x)

a b(a,b) d ( , )
d d

a b a( ,
d

→

→

= = = =

→

 + <
= + − >
 =
+

=
−

= −

−
+ ≤ ≤

−

= + + +

+
= −

= ⇒ =

+
⇒

∑ ∑ ∑ ∑

2

2

2

3
2

1
3

30

1394 1394 1394 1394
1 3 9 4

1 1 1 1

2 2

0

1 2
1 2

0 2

1
1

1
12
1

2
3

1

8
27

1

d

k

b)
d

ab(a b , ) d (a b,c) d
d

n!

k! ...

A

×

=

=

⇒ + = ⇒ + =

≡

≡ + + + + + + + ≡

+ + + ≡

⇒ ≡ + + + ≡ + + + ≡

∑

2

5

1394 5 5

1
5

5 5 5
1 3 9 4

1

0

1 2 6 24 0 0 0

1 2 1 4 3

3 3 3 3 3 2 3 1 4



 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و پنجم |  شمارۀ 4 |  دی 481394



ید
شو

نا 
ش

د آ
ش

ی ر
ها

له‌
مج

با 
 

ی 
وز

آم
ش 

دان
ی 

 ها
له

مج
د:

شو
ی 

ر م
ش

نت
ی م

صیل
تح

ل 
سا

در 
ره 

شما
ه 

و ن
ه 

نام
ماه‌

ت 
ور

ص
ه 

ب

د:
شو

ی 
ر م

ش
نت

ی م
صیل

تح
ل 

سا
در 

ره 
شما

ت 
ش

 ه
ه و

نام
ماه‌

ت 
ور

ص
ه 

ب

ود:
ش

ی 
ر م

ش
نت

ی م
صیل

تح
ل 

سا
در 

ره   
شما

ه 
س

 و 
مه

ل‌نا
ص

ت ف
ور

ص
ه 

ب

ن، 
ی��ا

رب
، م

ان
��ر

دی
، م

ان
م��

معل
ی 

را
ب��

ی، 
ص��

ص
تخ

 و 
�ی

وم�
عم

د 
ش��

ی ر
ه��ا

له 
مج

ن 
گيا

هن
فر

اه 
�گ

ش�
دان

ن 
ویا

ش ج
دان

س، 
ار

�د
 م�

یی
را

اج
ن 

ن��ا
رك

 كا
ن و

را
�او

ش�
م

د. 
��و

ش
می‌

ر 
ش��

نت
 م

 و
�ه

هی�
 ت

،..
و.

ي 
ش��

وز
آم

ي 
ه��ا

وه‌
گر

ن 
س��ا

شنا
كار

و 

 4 
ارة

��م
ن ش

تما
�اخ

س�
ی، 

مال
ش��

هر 
ش��

یران
ن ا

ب��ا
خیا

ن، 
��را

 ته
ی:
�ان
ش
ن 

 .2
66

ك 
پلا

ش، 
رور

ش وپ
موز

   آ
    

    
    

 
02

ـ 1
 88

30
14

78
ر:  

ماب
و ن
ن 

تلف


w
w

w.
ro

sh
dm

ag
.ir
ه:  

گا
وب 

ی 
ش�

وز
ی آم

وژ
نول
 تك
�د
رش
 

یی
ــدا

ش ابت
وز

د آمـ
ش�

ر  
م 
معل

د 
رش
 

ردا
ه ف

رس
مد
شد 

ر 

ي:
ص

ص
تخ

ل 
سا

رگ
بز

ي 
ها

له‌
مج

یی
تدا

ش اب
وز
 آم
رة
دو
ل 
 او
یة
 پا
ي و

تان
س
ش‌دب

 پي
ان
وز
ش آم

دان
ی 

برا

یی
تدا

ش اب
وز
 آم
رة
دو
م 
سو

 و 
وم
ی د

ها
یه 
 پا
ان
وز
ش آم

دان
ی 

برا

یي
تدا

ش اب
وز
آم ة 
دور

م 
شش

م و 
نج
م، پ

هار
ی چ

ه ها
 پای
ان
وز
ش آم

 دان
ای
بر

ی 
س�

فار
ب 

 اد
ن و

ب�ا
ش ز

وز
م�
د آ

ش�
ر 

ي 
الم

س
ف ا

�ار
مع
 و 
آن
�ر
ش ق

وز
م�
د آ

ش�
ر  

ی 
بدن
ت 
ربی

ش ت
وز
م�
د آ
ش�

ر 
�ه 

رس
مد
ور 

ش�ا
ش م

وز
م�
د آ
ش�

ر 
�ر 

 هن
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
یا 
راف

جغ
ش 

وز
م�
د آ
ش�

ر 
خ  

ری�
 تا
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
ی 
ع�
ما
جت
م ا
�و
 عل
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر  
ك 

زی
 فی
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
ی  

اض
 ری
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
ي 
رج
خا
ي 
ه�ا

ان‌
 زب
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
�ه
رس

مد
ت 

ر�ي
دي
د م

ش�
ر 

ی 
س�

شنا
ت 
س
 زی
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
ی 
�یم

 ش
ش

وز
م�
د آ
ش�

ر 
ی 
تان
س�

دب
ش 

پی�
ش 

وز
م�
د آ

ش�
ر 

ش 
ان�
ر د

ک ا
و
ی 

ه ا
ف�
حر

ی و 
فن
ش 

وز
م�
د آ

ش�
ر 

ول
ه ا
سط

متو
ش 

وز
 آم
ورة

ن د
وزا

ش آم
دان
ی 

برا

ول
ه ا
سط

متو
ش 

وز
 آم
ورة

ن د
وزا

ش آم
دان
ی 

برا

وم
ه د

سط
متو

ش 
وز
 آم
رة
دو
ن 
وزا

ش آم
دان
ی 

برا

وم
ه د

سط
متو

ش 
وز
 آم
رة
دو
ن 
وزا

ش آم
دان
ی 

برا

ی 
وز

آم
ش 

دان
ی 

 ها
له

مج
د:

شو
ی 

ر م
ش

نت
ی م

صیل
تح

ل 
سا

در 
ره 

شما
ت 

ش
 ه

ه و
نام

ماه‌
ت 

ور
ص

به‌

مي
مو

ل ع
سا

رگ
بز

ي 
ها

له‌
ضیمج

ریا
وم
طه د

س�
متو

معماي اول: اگر س��ن پدر را x و س��ن م��ادر را 40 و تعداد 
فرزن��دان را n و مجموع س��ن آن‌ه��ا را y در نظر بگيريم، به 

معادلات زير مي‌رسيم:
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و از معادلة س��وم داري��م: y=12/5n كه ب��ا جاي‌گذاري 
در معادلة دوم نتيجه مي‌ش��ود: 12/5n=20n+20+40 و در 

 كه غيرقابل‌قبول است! 
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نتيجه: 7/5n=20 و 
اما كجاي كار اش��كال دارد؟ واضح است! رياضي‌دان، پدر 
خانواده نيس��ت! مادر خانواده اس��ت و 40 سال سن دارد! و با 

اين فرض همة معادله‌ها سازگار و به‌صورت زير خواهند بود:
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از معادل��ة دوم نتيج��ه مي‌ش��ود: x+y=20n+20 و ب��ا 
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جاي‌گذاري در معادلة اول نتيجه مي‌شود: 
x=35 و y=25 ، n=2

ع��دة  و   x را  گنجش��‌كها  ع��دة  اگ��ر  دوم:  معم�اي 
كبوتره��ا را y ف��رض كنيم، طب��ق گفتة گنجش��ك داريم: 

 و از آنجا نتيجه مي‌شود:
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 y≤9 :پس ،x>36 بايد مضرب 3 باشد و چون y بنابراين
 .x=40 و y=6 :زوج است، پس y اما چون .y=9 و لذا: 3 يا 6 يا

يعني چهل گنجشك و 6 كبوتر بودند. 

1. مطاب��ق ش��كل و با رس��م 
خط��وط اضاف��ي خواهي��م 
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         )گزينة ب(

2. با توجه ب��ه تعريف تابع چندجمل��ه‌اي و اينكه همواره 
، مي‌توانيد تحقيق كنيد كه براي هر تابع 
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. بنابراين، با 
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چندجمله‌اي f، همواره: 
توجه به فرض مسئله و رابطة فوق مي‌توان نوشت:
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                                      )گزينة الف(

3. با مخرج مش��ترك‌گيري و تجزية صورت كسر خواهيم 
داشت:
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لذا صورت كسر حاصل‌ضرب 9 عدد صحيح متوالي و بر 
630 بخش‌پذير است )زيرا بر 9، 7، 2 و 5 بخش‌پذير است(. 
پس حاصل f(x) همواره عددي صحيح اس��ت و در نتيجه: 

Rf⊂Z. ولي: Rf≠Z، زيرا مثلًا: f(x)≠1. )چرا؟(
پس پاسخ صحيح گزينة )د( است.

4. ب��ا توج��ه به‌ص��ورت معادله و ب��ه كمك اتح��اد مربع 
دوجمله‌اي مي‌توان نوشت:
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یا

یا
ووو

بنابراين 8 يا x=0 و معادله دو ريشة حقيقي دارد )گزينة 
ب(.

5. با توجه ب��ه اينكه OM كوچ‌كتر 
از 12 اس��ت، ل��ذا مكان هندس��ي 
M، نق��اط درون قطاعي به ش��عاع 
12 س��انتي‌متر و به مركز O است 
)قط��اع OAB(. ح��ال در مثل��ث 
 (OA=OB=12) متساوي‌الس��اقين 
OAB، مي‌دانيم كه مجموع فواصل 
هر نقطه روي قاعدة AB، از دو ساق 

مثلث، مساوي ارتفاع وارد بر ساق، يعني BH است )اين 
ويژگي در كتاب هندسة 2 دبيرستان اثبات شده است(. 
اما در مثلث قائم‌الزاوية BH ، OBH روبه‌رو به زاوية °30 و 

نصف وتر OB، يعني مساوي 6 سانتي‌متر است.
بنابراين مجموع فواصل هر نقطه روي AB، از دو س��اق 
مثلث و يا از ox و oy مساوي 6cm است و در نتيجه براي 
 6cm هر نقط��ه درون اين مثلث، مجموع اي��ن فاصله‌ها از
كمتر است. )چرا؟( پس فضاي نمونة اين پيشامد تصادفي 
مجموع��ه نق��اط درون قط��اع OAB و پيش��امد مطلوب 
مجموع��ه نقاط درون مثلث OAB اس��ت و بنابراين احتمال 

برابر است با:
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                                                 قطاع

پاسخ ها

پاسخ پرسش‌هاي 
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پاسخ معماهاي عددي 
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