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در اين شماره می خوانيد :

وزارت آموزش وپرورش
سازمان پژوهش وبرنامه ريزی آموزشی
دفترانتشارات كمك آموزشی

برای دانش آموزان دورۀ متوسطهفصل نامۀ آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی
�3	���:,H�

I��?����*"6$���	)1
��;���!��	
���2�!��$�J���6�0�!"�#�K��$����3	���0��2;$�:1
�!��J�L�"���0	
�;��M��:,H�
FDJ((($&((#��)�/3�"(�
((1���
(��K
(((#I�L(�
((M��N2+((,(((��O((4��/�P(((A(.�/�Q�((((�G��"((($�3�R
((I��
(��DS
T((��U�
((V���
"�
1���
�

W��Q�X�����C�*&�Y�Z��3����.�
��CY�[�����
��D.����DT.
A��[\
A��Q�X����C�*&�Y�Z��3����.�
��CY�[�����
��D.����5I�[\
A��Q�X��
999/�D�
1���U*&�Y��N
��
1��]�JS�/��*
-��
��D#+���C
��3�"�
1��"6

# �̂�/�"
56�_�
 �`��*��N
��
1��a1�
-�� �
���"�
1��"�&
6��
��DS
T��_
^�-�
1�U�
V���

9�((�
.��
-&I��C
+��� b���
-�/�
��&���1
(.��"((#4
1�3��
(��DS
T������9H((($��3�*Y�
��DS
T��_4
���/�cd((���Q2((	���R((���3�D((b5e���
93�����"W�
��d�f��g�!3��Ih�
.���V13��
��D5e��
1�
��K
#I��3�Db5e��iS
J��*���3
j#(($������93&��"
��3�#((A������(($���
��DS
T���

��



;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�����	
���
	�����������	��
���	�
�����
������	��������
����
��������������
�����	�
 ��!�"�
���#��	���

��$%& ��������
�'�(��	� �)"�		*(����%�(�$ ��(��	�+,��$���
�-%%.��-
�
����*
��/01�'�$2��)"�		*(�34%5

����%$��6	*��7��8*�	���
91*,�����%������
��,�
5�*�����(��	�4��:���#���	�6�"�;�<
�=*>�?�
�3�����05

�8������* �3�@(	���
�����	����
��3����
�&A�����%�(�$ �8*�	���8* ��
 ��(��6�%:B1�
������&C<
�*(�34%5�
��-(�D�$��E�	����*:"���9$
��FC<
�8�

�*(�
�2���!	���G��"�-%.
�H$%
��I(��	�J*��
CK�
�I(�;�����*��
L ����)7����	�-(��* ������	��#�

������!	���M,���;������
CK�
��	� �*��8��$>�
 ��
%NO�8��	*. ��H:��-�1*2"����PQ���!	���;�<
����3��
%NO

�3��
CK�
�PR7����$$��)"�		*(����
%NO�3���O� �/(��"���
�"������
%NO�8�����8*"	���)"�	� ���7����*��
L 

�
%NO�
 ��@(	�H(����I(������!	���;���3�@(	�HCK�
�'����	�R �8��M,�
 ����$$��;���8*"	������
CK�
�8��
 �
%&"

�6�"�M,�HCK�
�
 �
%&"�3��
CK�
�*����7����*��
L ����S �	�T
��U*��
L �)��*V
�* �
�&A�W�
CK�
�M,����PQ���!	���6*@�

��8��M,�
 �
O#>�* ����	����
�;������
CK�
�8*"	���8�5�J�X��
 �����	� �6�"��$
�
O#>�*��
L �'�$$��M,���;�����

�
CK�
�YZ����"�	���
�����	�����YZ�
���#��8���	�
��-(��S#[
�\	�	�]���#���	��&A* �̂=*O*����'���"��
���_V


��C *̀�
����.��
� a8���
�����	�����N. �
��-(���@(	�'�"�M,���;����$�"�	�b�1����* �!*O�����	��>���	�MO��,��@:��
�

�6*@��8��	� �*����
%NO�
 ��(� �̂
(����I(����S *.O�����)"�����-
�c������6�"�;���HCK�
�
 ����*&"�
����	���;�����

��$$��;�<
�8��@(	�3�� ����8*"�
CK�
���6�
���C *��3*Q�*����7�����
�*��8�����!�(	��
����M *̀�
�-(����O��
����	� �6	��

�+(�V���@(	�3*��
L �������"* �6	�	�d��
��*��
L �
 ����8	���21��@(	��>���
 ����*������	�R �8��M,�
 �4%��8*"	����

'�$$��	*T(��	����	�����(� �̂�C *̀�
�;���8�������$$2���21��!	� �6	���;���
CK�
�-
�
���&A*O��	�/01���6�"

��#��)%.O�
�����	�3e* ��T,�*(���)O��	�&:��
C: �̂����*%� �M(e	�
 �*:"�!��f
�8*:C.
��(*"��-
�g���8*�7�	

�����	��#�����h�*��8*�	���*:"��A����$$��6	*��7��6�%"�-(������$������*��8���:C>�8������8���
�����	�	��.��i*fA�
 

�G�$�
��C *̀�
��6�"�P(����=*>�?�
���*��
%NO���M *̀�
�
 �����+%:>���*@��* ����%���j ���	�6�%"�-(��* ��%������
��4$
��	

���,����B
�M *̀�
��"��
��I:��k *$
���8*:C.
�3*�	�:$������6	*��7��* ����%$��;���8*��*�7�	���,���8*�	���3�� �FA* �̂�'�%$��)"�		*(���1	�I(��	���;����3	� �*�

�l*&����*
�* ���(	�����%Q�)7	���&[
�m(*���
 �6�%"�-(��* ����(�"��*.1�
$%
��-(���	����

�
CT
�3�� ��(��6	���;���8*�	���
������C *̀�
���,�'�%$���*7���*
�3�� ����m(*������%"* �
�"�	

��7��7��	�*:"��@(	�8*�7�	����%$��n*5����*��8��8*�	����7��
 �*���%�7�� �
CT
�
�*V��
 ��

�'''�o*"�8��'�%����*:"�3*��

*���9�$
�'�$$��6	*��7��*��8�����8*
4(4>���V�
'�%"* ����%Q����(p
�
V%:����A*.����E�*&���������6*$Q��	
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�% 	�7

)1+�"�����@:��"����



���

�)&�A)B5�C%���=)�D���E#E��)��F�����F���$
�)&�%G/�H+(D�I�E&�����6)95���(�=D�3(��H1&
�J)&�F��(���(����K�J)&�=)1/�)��L��J��3�/��
�:G�L)��I�E&�����(��HM�=(����HE#E��)���NO&
�(��=�()G+L(-�I�L��5�����3��1���(��.�$�@
)P���
�"<���)4E&�-��5(Q�����(���F����H���L��JL)��:��L
�(���F����H������(��>�$�@�EE<����7�H+��(��.�$
�RS%H��?�F�T��EH��U��)��L������@)���C�E<����%<�V

C%��5�3�)��F&�)&(�M�=D�W�).

��
�A.��
���
`�13�*�����
��%��DI�H$
��C�!�
��C�3���
1�
�/��((��*
�Y�C
��
�&1�
.��(($��.�k1��9�����3�3����!�DWS
J��3�&�
�lR�(($2Im��
��%��D.��*/�����C
�Y�_WS
J��3�&((���
��%�

9�����&$&�

���O<�J)&�F�
��1
��%���R�(($2I��
��%��/�
5!��3��3�&((�
��k((�S/�
�k1���
86��9%��
�����;�X/�E��OX
T�����
��CY�DI�� #((A�
�n/�E��9@�S&Sd��/�=�
�$����8�.�����1�3�*������N�
M6��3�&�
�

�n/�E��*������D#�
$
�� #A.�/3�� W1��[./3
�[	/�%��D.�DI�����j�!
�*���+1�/�� ((�
.����
�D#4�`����!�D-/�$�
��CY
�
.�9�1��V.��o���3����
.
�D#A.��[+��k1��C�1�.
�
. �D�j	�H((�W�/�D.
��n/�((E��%\
!��&((��
�pJ((A� ����D(((�j	
���8�.����1�3�C&((q
�
��1�0��S&Sd��
1��
�$

9��Y����&�

�R1��.���1�3�R1��1&r-�N�&	�D.�����X/�E��%((���&-���
��/s
.Y�R1��3�O!�/�t�u�*������&���
�&-�0�9%� I��&r-��3�((0
�v��w�CY��3�DI�� �3����[�+,-����D�
`/3�n/�E������D��&#$�
��1&r-�93*���������/s
.Y������1�3��
��DMS�k�1
0�/�u
.�*����1/
r-
�k1���%� I��.�R1����v��w�C&w�
����H$����1�3�R1�]T$��.�O!�/
���&13��.��1&r-���V13�c�X�*��93&((������8�.�D.�[1�M-���1�3

9��3����H$3�D.�����S&Sd��� W1���,E.�/3��
�
�D�j	��.�DJT��HI���g1�X�*��C�&((-�������
���X/�E�
�>l�$� ��C
+�m�U/��D.��&$&��U/��k1��93�I�]�	&-�x��
�
.���X/�E����1&r-�]1�W-�c2��.�/�H$��C
��
�&1�K&M��
�U��D5	
4�DI�� I�HI���C
 w����DJT��� �̀�93��3��
I/�$�y&X
�9%1�/Y����H$3�D.���1�3����

.�C
A+1����&
��H.
z�_JT��R1�*�
�_JT��/3�*��Z5	�&4�{&
e��DI�� I�HI���C
 w�DJT���(( �̀
�3&((�����[	
���8�.���((�
.�H.
z�����T��F
��C&�
IG�H.
z
�9F3&�������1�3�D.�[1�M-��8�.����&���+1�C&�
I�/3�DI�
^�CYG
��<�5|}I�~�
�&1���@:���3�9H$��N��
b�$�HI���a��$��8�.
�������1�3��
�������
1�!�)�1��C3�I3��
.����

SY��
 ����
#$
�[+���8�.���A���3�����&��C&����0�N��
�$�DI�3�I��26�

9�  I����HI��
�R1�*��U��D5	
4�D((I�� I�HI���C
 w����DJT��� �̀�
((��
��:F�3
�G��&5W���J��*��Z
\
!�_5	
4��.��.�FF��C&�
IG�DJT�
�H$3�D.�����
�$�HS
��k1���3�9HA����
+�Y�
���!�CY����
.

�)&�3X�-����<
�%���� � ���%�
�OX
T���R�$2I

����0�
����X/�E�
�%����
#1�
VS���0�
�

��C�3�/s�%�����M^
��  I�0�(�
84�%�

��	�� (�.�0�)��)Y��OZ

3����

�[��

�1*�

�N�NQ&



��
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��3�����&��OM ��R1�� �̀�93��3��((1
���`�1/��
�(($�9%1�/Y���
��*�&��D#4
1��
((,#�������&���
�&-�0��

-��3�� �̀���!�F�C&�
I
�������&�
��*��C&1x1&5-��
��y
 V�$�� �̀���V13�c�X�*��9���PM 

�3�&��.�[+���
�$�)�  I�H4
1�3�Z13�
.���&((���3
#(($�4
9� $�����C&1x1&5-�D.�/���&�����O
 �̂C&�
I��3���  I

�H.
z�_JT������%��3�C��/3����DJT��y&������.&w�D+-�� �̀
��.��/26�%1��dV.�� �̀�
�����((1

�0���������1�3�R1��CY��.�O((!�/
�3�&��_JT���� I�HI���CY�3��((#����3����DJT���K&((w�C��/3
���0�
��k1��D.���&�
��4�9�(( I������S&-�����0�
��R1�L�.
�*��y
$��3��q 1/�3�/3�
�&�S���W.�
��C�!�9H((��3��
�A.�_!26
�DI��S
���3��3�I�C
,-/
j#��{�&����(($��.�c�	����3&���
6
����
#1�
VS���0�
��9H�&��
��CY�)�
.�3����DS
(($���;N�
I}3�D�}�
�/�{
W��R1�
.���1*��H$���&$&��x�����
1�/ bxS���/
A#����0�
��D.
�[�+,-��.��.��
1�/*����0�
��/�{
W��CY�3�&��.�_JT���3��

�

9��3���
����!��D.��~�\&$��&�,��C
��3���
1��*���=�S&��} .�K&I�s
��.����CY�H((��3�H(($/3�DI�3&.��
#1�
VS��((�0�
��_#j�((�
���>��&M��\&$�[\&�

1��9�  I���
I��� I��@[$
.��3�Z�
V���Y
�y
+((���k1�-�[�
I����L�.�3�&((���|1�
���l~�
((A} ����3��m
�D��&#(($��R1��/3�D.�DI���W�.�D(($���0�
��R((1�9H((A��3���
�k1��*��3�&��/3�9H(($���&(($&���<��/x5����0�
��D.���q�0���
����DNA��5	���
#�
(($��D�
`/3��
����/x5��� W1��
����0�
�

9� �3����[�+,-
�;:D��/�0������/x5��C&q
���R�$2I��
��%��*����
�A.
�3&���
��;;��&((S3�9��3&^&���C&((`
�& �̀�
�;�[+((���8�.�/
�{&�&��;�������e�*�%��9H(($��D#4� �̀C3&.�i5!�D�M((��*����
�*����((��D#�
(($�%��C�& 6�D.�/�3&.�%��e��C�!��3�g�T�-
��������e�*�%��9������D#�
 ��DJT��/3�k�.�C�x1/Y����e�*
�%\
!�[I3�/3�k((�.�C�x((1/Y� }g5W���
((��[0��3�3&((^&��%((�

9H$�

�3&.��1
��%���%�3*&��C�!��3�
��%��g�T�-�3��&��*���+1
��H$3�k1��*���5\
((A��9��3�I����3
e1���+��
+���
��D5���DI
��&X�D.���� 5-
+$���� ���;�N�/�x
� �̂DI�3&.����D5�A��Q�X
����.��V1�+1�D.�[r#���
��D5����3&.��3�I�[�����
��CY��M1�T-
��r6��3��&.x���
 �̀9;@�J��HI���D.�;=�����1�3�HI���[1�M-

93&.�&5 �̂H
$�D.�%�����
 �̀�
E.
�DI�H$��D5���D$�HI�����+��
+���
���x.��k1��k1�-��3
$
�%���D.�R1�����
�#����3�O!�/��#.
z��
��C
+���3�
��D5����CY��3
��� I�HI���c�X�����3�PQ��ly
r-��_5��m�� �̀�9��������[	/
��
���CY��.�O!�/����DJT���$� ��C
+��DI�3&������E,�

9H$��;>Z��D^�3�
1��$ b�A��%��� W1��Z��_^�3�*�

J�PK�J)&�F�
�x�N
r#E���4�W��
((.�DI��N�
I}3��
��
I�/�((�0��R 1�
��3��.2T���DI�F/��3&((���
��D.G�;<�((-�
I3��
((��&���/�z ��y�
�� �
��� #((A��&-�����X/�E��OX
T���3�/Y�3&^/�D.�D(($� �
������1�3��y
������.�9���� �̀���!��(($��.�3�&����M �̂Nu3
W�

�_S3
W������3���{
W��D.
x;�y;��
�_^�3�*�����D((S3
W���
���X/�E��O((�
 �̂� �
��DI�H(($�
�D.��&$&���D$� ��*����1�^�_�
���i�-�-�k1��D.�9H$���/3

9H4� �̀C��S
.�;���M �̂_$� �
�Nu3
W��
.�DI�����1
��%�����
6��$��.�R1��3�C&-&�����x1�
�93�I��� .�D#$3����������]1�W-��MW+���
��%��
1��&$�_^�3
�%��{&��><���$
$��n/�E���
�w�
.�D((A1
T��
.��i�-�-�k1��D.
�]5#E��{�&���9������� .��/� �̀�3��
1�D#$3�� 0��3�DI����H4
1
��� .�D#$3�DI�H$����3�D��3��/�3
1*���!�CY��:�
�w�D^�3��
��%�

9H$��D#4�V���
e����
`�����[�
I
�C
#$�3��

-����M �̂Nu3
W��C�& 6�D.�
��%���(($��.�
��
�
���\&5+�$��
��������e�*�[�M!�*����
�A.��
��%����1*��HA��
���  I�C��/3����w��.�O!�/����DJT��DI��1
��%�G���
�3�*���w�
1

�1/�()4N�\�.()�

�1*�

M

F

P

�L���N�5�]��^�<�X
�(�*8��=)5����Y)�(
�J(�M��"��@_�`��
�\�.()��a/;�+
�"<������1/�()4N
�����(�=D�%+���%�-�
�b�)��(��c&)4��(D
�EE<�J()<�3�E<



==

�Nu3
W��iS
!��3�C�&-��
���`3
$�D.����
����0�
��/�F�1

�0���
93�I�C
�.���M^

d��e$���
��3&.�%��3&��]1�W-����3&.�ZS
M�3�D.�
��C�3���
1��Dq�Y
��1
��%��_1�o���;C�3�/s�[�
 �I�9CY�*���	
���
��y
���PT4�D�
����#���
��DJT��iA��.��%��R1�]1�W-��.�DI�3�I�Q�J����

93&.�����
 .
��y=;t�/�x�t;�%� I���4�� �̀�9%1�/Y�����S
���3�&��k1���3
�H$3�D.���
�A.�n
T���t�]5#E���13
T����*��D.�N�&	�CY��3
�9%�((A1& .�(x, y)�N
r#E��N�&	�D.�%���&-����DI�%1�/Y���
�_JT���t�����1Y����H(($3�D.�F:��:G�_JT���t�:�� �̀��D�&
�����.
��.����n
T��k((1��� �̀�9��Y�
-��&((X�k�
��/���((�3�������F���;G
�R1�F%� I�[	/�%��D.����
��DJT�G�%� I�%$��y�x��
��&��
�3�&��)����.
13��n
T��)�1��C�3�/s�9�1Y����H(($3�D.��
�$
�R1�]1�W-�U/���U/��k1����/��((o��*��93�I�Q2	�����L((�.

9H4������

��D.�%�
��������1�3�D�M��DI���
�*��#���� ��&-����C�3�/s��
��%�
�� W1G����l�3
(($m�DI�� ((�
.�&-�3&-�/����q�0�H�^�k1��*�
��
e���/�*
�Y�� W1G����l�D#((A.m/�F�  I��
��OJ!����C
�3&�
�D1
0�k1���.�C&w��H(($����3
 W��C�3�/s�c/�W��_�8!�9F������

�Q&�/�/�3��3�C/�.�/�C/�3��D#((A.�/��3
$�%��R1�DI�H(($�
9H$���� �*�y& �̀U�����
�

�gMX�DI�3�3�C
,���<�:�y
$��3����&�
�}0�D0}*& �̂�
�S
#1���3
�_\����
.�/��9H(($��%��R1�C/�3�(���0�O.���R1��C�3�/s�]1�W-
��X
T��HA��&-��/�93�/Y�3&^/�D.���
e���/��&((���D1�o��k1�
��.
13�m�� ��&#.�
��CY�_
��DI���3����!�C
 w�O.���R1��((.���
�%��k1��9�  I��/��0�C�3�/s�]1�W-�*��y
��C

���3�/�l��&�
�C�3�/s�]1�W-��3����D �������&$&����  I�0�(�
84�%��D.�DI
���3�3���!��&�j���3�O.���DI�H$��k((�/����1*��3�/Y�3&^/�D.

9HA���%�

��
��y
����((V13�/���  I�0�(�
((84��
((��%���
((��y
��
�%$��_#E-�D.�
��C�3���
1���V13��
.�DI����
e���k1��D.��y&TW�
�
�k1��D.�9� ((,1� �.�
��%��_1�o���
��D1
0�3�&���3�/��((�3�`�.
�Q�J��%��R1�*����#�.�]1�W-�)�
.�3��$
$���,$�0��i�-�-
��1�^�)*&��D.����N
��
1���%#A�.�C�!�*
�Y��3��
I�k1��9�((�

9��
,I����s&S&0&-

CCCCCCCCCCCCCCCCCCC�%+�5�0.
1. curve

2. conic sections

3. circle

4. ellipse

5. parabola

6. hyperbola

7. locus

8. Johannes Kepler

9. focus

10. directrix

11. spiral

12. René Descartes

13. logarithmic spiral

14. equiangular

15. Jacob Bernoulli

16. Basle

17. Emanuel 

Swedenborg

18. helix

19. limaçon

20. lemniscate

21. oval

22. cardioid

23. catenary curve

24. James Watt

25. circular motion

26. linear motion

27. sextic curve

28. Cartesian axes

29. algebraic 

geometry

30. quartic curves

31. cycloids

32. Camile Jordan

33. Giuseppe Peano

34. topology

35. Apollonius of 

Perga

36. Conics

37. Peano

38. solid square

39. Menger

40. Urysohn

9H��3�0��X/�E��OX
T��]1�W-�D.����5!����O���L��bPM������-�V
93�I�g�T�-�
����0�
��)�
.�3����
������O���L��bPM��
���-�V

93�3��
,#�������@N
�X/�E���=�1
`�0��&��&S&0Y���O���L��bPM���
��-�V
93�I��� .�D#$3�����MW+���
��%��k-&����J�O����f��

9F��  I�0�(�
84�%�G�H$��%��R1��<i5	�O.���R1�3�I�H.
z��>&�
�}0��J�O�����	�
9��3�I�]1�W-��s&S&0&-�*���,E.�C�& 6�D.����
��%���:k �A1�&1�/��:� }V }���J�O����	���a&�

J��"����"��%<�V

=��(-X�a/���-�3�)��F����

"gh�()$��
E?



@@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�)&�3X�-����<
�_J.����D�

�0
��2I���*���%�
���$
+W�����*���%�
��� b�W-�����
T-
�_S3
W���DS
 b�$�_S3
W�
9�#,���%�

��W�MX��3�6�m�/�p��	�3�6�/3�b�/�a��(( �̀��dH��e$
��V1�+1�
.�m�_�

�0�D.�b�/�a�%�1&`����N�&	�k1���3���((�
.

��1d0�ZE.�m��.�(a�b)���
`���
m

a b� �%�A1&������/�����H,���%�
��� W1�� m (a b)� �
1���
.

m

a b m a b� � � �
1 a b mk (k Z)� � �

9 ( )� �� �� �� �����1*�������H,���%���V1�+1�
.�>�_�

�0�D.��>�/�@=�3�6�/3��
)i�
��%1��3�N�&	�k1���3����
.�y/���3�6�p�/�

p

��� ���� �̀��
)i�
p

p p p� � � � � � ��� �� �� �� �	 ��
1� p � ��
1� p � �
9H$���*���%��_J.���R1�Z��/�� m

��_J.����"�[M
��3��3�F�1
1��-G���W-�/����
T-���$
+W���H�	
��D$�m�_�

�0�D.��#,���%��_J.���DI�H$��i5J��k1���
1& �̀D�8!�k1�

m

m m

m m m

I) a Z,m a a a a

II) a, b Z,a b m a b m b a b a

III) a, b,c Z,a b,b c m b a ,m b c m (a b) (b c) m a c a c

� � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � � 	 � � � � �

�������������������7)Pj�

9� I����*��4���1*�N�&	�D.��*���%���2I�m�D.����Z�DJ.���k1���dS��H$���*���%��_J.���R1�Z��/�� m

��_J.���C&w��F*���<Q$
m

m[ ] {x Z x } {x Z x mk� � � � � �	 	
m

m

}

[ ] {x Z x } {x Z x mk }� � � � � � 	� � �999
m

m[m ] {x Z x m } {x Z x mk (m )}� � � � � � � � 	 �� � �

��DI�3&�����De�#��*��4��]1�W-�x���/�
��CY���&��/��*���%���
���2I�]1�W-�*��DI�%1��3�D^&-
9���������#,��&86��*���%���2I�/3�����(I

��V1�+1�
.�m�_�

�0�D.�p��	�3�6�/3��� �̀��~+6��D.�/�����H,���%���V1�+1�
.�m�_�

�0�D.��*���%���2I�R1�&86�/3����(II
9�����/
A��m��.�
��CY�%�AT-��
�����
���!
.�/�����3����!��*���%���2I�R1��3�3�6�/3�k1��� �
.�H,���%�

m m(k Z) [a] [a mk]� � 	 (III

J�����)Y(��1V

�
��

���
	��



>>

��2I�
1�D#(($3����I�D.������3�6�C�
�3��3�g5W-�>�_�

�0�D.��*���%�

� ����F�
��;;�F;

��;�@�F�
�:��F�

F�G�_ 1x �̀�bV

�
m( )

( )

� � � 	 �
� ���� 	 �

��� � 
� � ���� ������� � ��� �

�H$��H$�3�D 1x �̀���I�� [ x ] [ x ]	 � �
 
� � � � �%��
.�D#��3�DI��-�&	��3�C�
x k� 	
 � �F� � �x k� 	
 � �F� � �� x k� 	
 � �F; � �x k� 	� � �F�

F�G�_ 1x �̀�bV
[ x ] [ x ] x x x x x	 � � � 	 � � � � �� � � ��


 
 


 
� � � � � � � � � � � � � x k� � � 	



� 
 �

��/8*5�F&�ak��(�J)&���l�-
���������G� m m

a b a c b c� � � � � ����������������������������������������;G�
|k|mm

a b ka kb� � � ���
�G�

m m

a b ac bc� � � �������������������������������������������������G�
m m

n na b a b (n N)� � � � �
=G�

m n

a b,n m a b� � � �������������������������������������������@G�
m m m m

a b,c d a c b d,a d b c� � � � � � � � � ����
�>G�

m m m m

a b,c d ac bd,ad bc� � � � � ���������������������������<G� [m,n]m n

a b,a b a b� � � � �
<�_e�#�G�

m n mn

a b,a b, (m,n) a b� � � � �� ���������������G�
(m,n)m n

a b,b c a c� � � � ���
��D�56��&AT��_�

�0�D.�����
���!
.�
.���&AT��� W1��aG�N�&	�k1���3����
.�r�%�AT-�)��
���!
.�/�%� I�%�AT-�m��.����a�� �̀

9FH$��H,���%��m�� W1
��G�

m m

a b a mt b mk� � � � �

9F3�I�%I�c�X�/3�*��
1�D4
������D�

�0�*���.�8�����C�&-�����#,���%��_J.���R1�c�X�/3�D.G
F����
��HS
�G� m m

t
a b a b mk

�� ��� � �	

9F%� I�%I�
1�D4
������D�

�0�*���.�8����� m

��_J.���c�X�R1�D.�PT4�%���&-���G

��;G�
m m

a b (a,m) (b,m)� � � ������������������������������������G�
m

m d

ab ac, (a,m) d b c� � � � ����
���_e�#�G�

m m

)ab ac, (a,m) b c� � � �� �
��/
A���m��.�b�/�a�%�AT-��
�����
���!
.�DI�H$��CY���
.� m

a b� �DI�k1�����.��4
I�/��*u�n����)&��/8*5�F&���m��a�[M
��� W1��� �
.

m a mq r
a b

b mq r

� 	

� � � � 	�

�

�

��

�


��

�


��




�������
��




<<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

F*��b`)���-�)&�
)i�
�H$��H,���%��3�6����I�
.����_�

�0�D.����;�3�6����
)i�

9H$
��_5�A��K�& �̂%�AT-�)��
���!
.��:��`�1/�gMX�9%� I�%�AT-�����.�������;�3�6�H$���4
I��bV
� 
 	 � �

�

���� �
 �� � ���� �

9��.
�.����>��.�a�%�AT-�)��
���!
.�N�&	�k1���3� a ��
�

���� �̀����
)i�
��H��3�%���&���%� I�D4
�������D.����D�

�0��.��.�/3�H$���4
I�CY��
��HS
��/�����`�1/�gMX��bV

a a a a a k a k r�� � �� 	 � � � � � � � � � 	 � �
� � �

�� �� �
 � � � � � � � �
9��.
�.�;���.���� A � 
����
� �	��3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����

r� � � � 
 � � � �
�
 �
 �
 �
���� ����
� � 
� � 
� �	� �	� � �

9��.
�.�;<��.���� A � 
 ������� � ��	�3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����
, , ( ) ( )� � � �� � 
 	 � 
 � �

�� �� �� ������ ���� � � 
�� � 
�� � �� � � � ���� � 
�� � � � �

, r


 � ��

� 
 �� 
 � � � � 
 � � � 
 � � � � � �

���� � ����

�� �� �� �� ������ ���� ����

� � �

� � � � �� �� � � �� ��	 �	 � � ��	 �� �	 �� ��

9��.
�.��>��.���� A � 
 � 
�	�� �	���� 
� �� ��3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����
, , ( ) ( ) , ( ) ( )� �� � 
 	 � 
 � � 
 � � � �� � 
 � � 
 � �

�� �� �� �� �� ��
 
 �	� � �	� �	���� � � � �	�� �	� 
 � � � � � � 
� �
 � � 
� � � �

� A r� � � � 
 � 
 � � � � � � � � �
�� �� �� �� ���	�� �	�� �	��� � �� � �� � � � � � � � �
 �


J���()<�-�F*��J)&�"�[M
m

(m)a� ���N�&	�k1���3� (a, m) , m N� �� �/�p��	��3�6�a�� �̀�����-��a�[M
� nk k k

nm p p ... p� 
 
 
� �� � �� �̀�/�����y/��m�D.�HMA��DI�H$��m��/
A��
1��-�Rw&I�/��W�MX�3��6��3��W-�C

��������J(-D�)�
9

n

(m) m( )( )...( )
p p p

� � � � �
� �

� � �� � � �N�&	��k1���3����
.�m����.�3����
#$�����D1xe-

9��.
�.��@��.���� A � 
��	��� ��3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����
9

p
pa � �� ���N�&	�k1���3 (a, p) ,a Z� �� �/���
.�y/���3�6�p�� �̀��)����a�[M

F�1Y����H$3�D.�%+��� (p) p� � �����
.�y/��p�� �̀�DI�k1��D.�D^&-�
.�%��3����!�p�3�6�m��
 �̂D.��51/��_�8!��3�� �̀G
9

p
pa a� �N�&	�k1���3��a Z� �/���
.�y/���3�6�p�� �̀��)����a�[M�a9�/5

9��.
�.��:���.���� A � ��		� �		��� �� �3�6�%�AT-�)��
���!
.��
�a����
H$��y/�� , ( ,�	� �	� ) , ( , )� � ��� � �	� �� � �
��4� , ( )� � � 
 � 
 �

�	� �	� �	��		 �		 �		 �	 �	�� � �� � �� �� � �� ��

( ) , A r
 � 
 � � � � � � � � � �
�	� �	� �	� �	��		 �	 � �	 � ��� �� � �� �� ��� �� �� �� 
� �	 �	

9��.
�.��>��.����
k k

A k k
� �

� 	� �
�� ��

�� ��

� �
�3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����

k

k ... ... ... ...
�

� 	 	 	 	 	 	 	 	 	
�

�� �� �� �� �� �� ��

�
� � �� �
 �� ���

�

9FH$��y/���>�D.�HMA����
M���>�K�8��DI��3�6�����H$��y/���>�C&wG

k k

k

k ... ... ... ... , , k

k ... ... ( , )

A

� �

�

� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �� �� � �� � � � � �



� 	 	 	 � 	 	 	 � � 
 � 
 � � �

� �

� �

�

�� ���� �� �� ���� ��

� ��� �� �� ��
�� �� �� �� ���� �� �� ��

�

� � � 	 � � 	 � � 	 � � �� � �� � � � � � �

�� 
	� � �� � � �� �� �	 � � �� �� � �	 ��

����� ����� ����� �����

r� 	 � � �
��

� �� �	 �	



��

9��.
�.�>��.���� A a b c� 	 ����� ���� ����� 
 �3�6�%�AT-�)��
���!
.�� �
M��>�K�8��c�/�b ��a�� �̀��f�a����
� ( ,a) � �� � �
��4� a (a ) a� � � � �

� � �� � ��� ����� � �
��k1��.
 .�� c �

����� ��/� b �
����� ��i�-�-�k�
��D.�/

A r� 	 
 � 
 � � � � �
� �
� � � 
 � � � �

9
p

(p )! ( )� ��� � ��N�&	�k1���3����
.�y/���3�6�p�� �̀��=����-�a�[M
9��.
�.�����.���� A !� 
�� �	�3�6�%�AT-�)��
���!
.����a����

H$��y/�� ��� �C&A51/� ( )! ( ) ! , ! ( ) , r� � � � �� � � 
 � � 
 � � � � � �
�� �� �� �� ��

�� � � �� � �	 �
 �� �	 � �
 �
 �
 � �
999/�=��������;��.��W�MX�3��6��%�AT-�)��
���!
.�k#4
1�k���&!

��%1��3����
.��/�j���1*�[+��D.��:��
 M���3�A�3�6�PA.�/��
!��n��3�6� n nA a a ...a a a� �� � � � � 	 �� �̀
n n

n nA a a ... a a a� �
� �� 	 	 	 	 	� � �
� � � � 	�	 �	 �	 �	

��/����.�%�AT-�)��
���!
.�/���1d0�ZE.�(I
, , , ,

k Z k
n n n nA a a ... a a a A (a a ... a a a )

�
� � � �� ���� � � � 
 	 
 	 	 
 	 
 	 � � 	 	 	 	 	

� � � � � � � �
� � � � 	 � � � � 	�	 � �	 � � � � �

9H$���.��.���/����.�Z�
!���{&
e��%�AT-�)��
���!
.�
.���/����.�A�� �
���W�MX�3�6����%�AT-�)��
���!
.�� W1
;k�/�999���@��<�����.���1d0�ZE.�(II

k kk, A a a ( ),
� �� � ���� � � � � � � �


 
 
 
 �� �� � �
� 	�	 � �	 	 �	 	 
 � �	 	 k A a a a ( )�� � � � �

� � �
� � 	�	 	 � �

��.��.�;k��.�A�H$���H
(($�%!��k�%�((AT-�)��
���!
.�
.�;k��.�A�3�6�%�((AT-�)��
���!
.�DI�3&((�����H.
z�i�-�-�k�
��D.
��� W1��H$�k

k kA (a a ...a a a )� ��
�

� � � � 	

����.���1d0�ZE.�(III
k

k

n n
n n

(k n)

(k n )

A a a a ... a A a a a a ... ( ) a� �
� �



� ���� � �

� �� � 	�

� 	 	 	 	 � � � 	 � 	 	 �

��
��

��

��� � �
	 � � � 	 � � � �

�	 � ��	 �
�	 � � �

�	 �	 �	 �

9��.
�.�����.���� A � �
����
����3�6�%�AT-�)��
���!
.��:��1$

, , ,
k N k A a a ..
�� ���� � � � 	 
 	

� � � � � �
	 ��	 	 �	 	 	

,
n. a A a�	 
 � �

� ��
		

�
�


��
��� ��/� �
�


��
��� ��9F=�/�;��.�3�6�CY�C
+1�%!��%�AT-�)��
���!
.�
.�H$���.��.��=�/�;��.��W�MX�3�6����%�AT-�)��
���!
.�� W1G
���3�C�&-�3��6��C
+1�%!��k#4
1�/��:��.���1d0�ZE.�(IV

k N k A a (a )
�� ���� � � � �

�	 �	 �	
	 	�	 	 �	 	 �	

9FZ�
+1�%!��
.�H$���.��.���:��.�3�6����%�AT-�)��
���!
.�� W1G
9��
.��.��.�B�/�A�C
+1�%!��DI�H$��CY� A B�

�	 ����.��4
I�/��*u�n����"�[M
�H$�����I� ( a )	� � �3�6�C
+1�%!���� �
.�D#��3��.��.�C
+1�%!�� ( a )	� � �/ ( a )	
 � �3�6�/3�� �̀�9�

��F� � � ���F� � � �;�F; � � ���F�
��%1��3�/�����H,���%���V1�+1�
.��:�_�

�0�D.�3�6�/3�k1���[M!�_�8!�gMX���1*��F�G�_ 1x �̀�bV

a a a a a , a	 � 	 � � � � � �� � � � �
�	 �	 �	 �	 �	

� � 
 � � 
 � � � � � � �H$��>��a�C
+1�%!�
a a� � 	 � 
 	 � �

�	 �	 �	
� � � � � � �� �

9FH$����C

�� a 	� ��3�6�C
+1�%!��~0G



�:�:
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

An�7(�m�"��(���=��$����2��=)G��FM(
93&�����%#��@�
1�=�
1���
1��j	�D.�� ���
 #��x���An�N�&	�k1���3��3&��%#��@�
1�=�
1���
1�:�D.�A�3�6�� �̀�(I

93&�����%#����D.�3�4�n�������.�/�@�D.�An�3�6�7/*�n�������.�N�&	�k1���3��3&��%#����D.�A�3�6�� �̀�(II
93&�����%#����D.�3�4�n�������.�/���D.�An�3�6�7/*�n�������.��
`�CY��3&��%#����D.�A�3�6�� �̀�(III

9%� I�����3
j#$���1*�_�8!�*��3&�����%#��<�
1�>�
1���
1�;�D.�A�3�6�
��CY��3�DI�An�N�&	�D.��3��6��C
+1�%!��k#4
1����.�(IV
n n(n N) A A 	� �

�	 
��� W1��3&��������+-�DM-���R1��
.�������W�MX�3��6���S�&#���
��C�&-�C
+1�%!���"�[M
�N�&	�k1���3� r � 	�/� n k r� 	
 �� �̀�9%� I�%�AT-����.����n�H$���4
I�An�3�6�C
+1�%!��k#4
1����.�[M!�_�8!�D.�D^&-�
.
�A�C
+1�%!�G� n kA A A a� � �

�	 �	
 
 

	 �N�&	�k((1���3� (r ) n k� �	 
 �� �̀�/�FH(($��A�C
+1�%((!��a:G� n k rA A A	� �

�	
 r ra�
�	

	
9FH$�

9 
�������� ��3�6�C
+1�%!��H$��K&5J���
)i�
( )� 
 	 � � � 
 � 
 � � �

�	 �	 �	���� � �������� 
 �
� � ���� � ���� � � � �
 
 �C
+1�%!����
9 A � 
 	 
��
� ����
�� � ��� � �3�6�C
+1�%!��H$��K&5J���
)i�

k

A

� � � � 
 �

� 
 � � � � � 
 � 
 � �

�	 �	��
� ��
�

�	 �	 �	���� 
 ����

��
� � 
�� � 
�� � �

���� 
 �
� ��� � �� � ��� � � � � � 	 � �
�

�	 �	
� � �
 


���.
�.�����1*�3��6��C
+1�%!���
)i�

k

! ! ! !

I) A

II) B k!

III)C [ ]

IV) D

�

	 	

� � 
 	 
 � 


�

� 	 	 	

� 	 
 �

�

���� ��� ���� �

����

�
���� ���� ���� ����

�	�� � �	� �	� �	�

��� ��� � ���� 
 ��
 �

� � � �

�� ��� 
 �	�

��bV
I) �

�	������ � �/�H$��3�4� � � � 
 � 
 � �
�	 �	 �	��� ������ ��� � ��� � � � �� �

,� 
 �
�	������ � � ��� k� 	

� � � � 
 � 
 �
�	 �	 �	 �	���� � ����

� 
 �

���� � � ���� 
 � 
 �

k� 	�� � ��FH$��3�4G�� � � 
 � 
 �
� ��	 �	 �	� ���
 
 ��
 � 
 � �

A� � � 	 � � �
�	

� � � � � �H$�����A�C
+1�%!�

k

II) B k! ! ! ! ! ! ... !
�

� � 	 	 	 	 	 	�
����

�
� � � 
 � ����

B ... B� � 	 	 	 	 	 	 	 � � �
�	 �	
� � � 
 	 	 	 �� � �C
+1�%!�

9FH$�� n!�
�	
	����&
�� n � ��������.� �

�	
�
 
�/� !�
 �
�DI��1��3�D^&-G

kIII) C [ ]� � � � � 	 	 	 � �
�	 �	 �	 �	���� 
 
 ���� ����� � � � � � � � � �

IV) n!�
�

	�F n � 
�������.G�/� k! n� � �F n � ��������.G

! k !,	 	� � � � �
�	 �	�	�� � 
 � � �	�
�� 
�� � � ��� �� n �

�	�� � �FH$��7/*��:��G
!

! ! m

, ! k, ! k

	

�� 
 � � �

� � � �

�	�	�

�	 �	�	� �	� 
 


��� 
 
 �	� 
 �	� 


�	� �	� � �

D� � 	 � � � �
�	 �	

� 
 � �	 	 �C
+1�%!�



��

�)&�3X�-����<
�x����x����
�0�

�_S
M�3�����d`��
^
���x���_S
M�3��p1�	
��"1
MjS��R-��
�x��
�����d`��
^��
MjS�
���5I�����5I�3�6
9c/���"��/��4��x��

3()+�
�')&�'()45,�(�L��'��"H��B��)H��bHPM�%1H�M�(�
�C���+�)E+D�0;�m�$�7(�m�"��"/+Q��=-�M�(��n()e/�
�'()45,�(�
�m��)��'�e��')&�%1H�M�-�%1H�M�:���(�
�n()e/��')P;N��L��bHm)V�0�)P;N���$T�')&�0�)H8�,�(�-
�R0k��')&�b��P$����0E/P��0�)P;N���$�')&,�(T�@RF�B/��
�:���(��C�H+���&����)EH+D�CCC-�R0��V��E?�')&�F/H���T�-
�F�B/���n()e/��')P;N��L��bm)V�0�)P;N���$�')&,�(�"��%1�M
�@)&�"/�)��=���LD�'����,�5���D�(��CF�L���.�0��o'(�Q��')K�,H�(p

C�(-D�F�&����:��1$��E?

q��m�aN)P5��b�1G$�3�(�L��F�B/��� ]n()e/��')&)P;N��=��8�
�DI����"�
�0�x���Z1
, �̀�3�/Y�3�x���D.�%�T#A��c�
W#���
MjS��R1�*���3
j#$��
.����"�
�0�C�&-�"��D�&Vw�%���3�"��DI�C& I�

�%1��`�"���o���3�����1*��
�0��y
������.�9%� I�"��"$��.��H$�����Y�3�x���D.�����k1��*�
BPM  VMOWBQIBQWVA  NWZ  I  AMBBTMUMVB  WN  BPM  ABZQSM  IZM  IB  IV  QUXIAAM  

ZMKWUUMVL  EM  QVKZMIAM  WCZ  WNNMZ

�9�1
,V.����CY����&��"��/�H$���3�/Y�H$3�D.�����
�0�k1��*�����DEA��DI�%��3�"�����!�
,`x���R1�H�W!&���3����3&��y
�
�F�
�0�)� #$�4���
V�x����
��U/��
.�"1
 �Y�H56�D.�
1�"!
j-��"$���
.��1
((�G�"T1�X�D.�
((,`x���DI�%� I�"����4���/26�D.
�DI�H$���3�6�k#4
1����3��
e����1
.�/��DI���
I�
� -��"#�W!&��k� w��3�9H$��{2X��".���1/���5I�*��
�������3�"�����"5I�%#A�$
�D5�A����o��k1��*��9��
.�p1�	�_S
M�3�D.�HMA���x���_S
M�3�y
T#���C�x���)� �3�C
,��DI��3�6��3*
$��3
!��
�0�C���&��D.�����/
�H$3�D.��3�6�
-�3�I�C
�#���H.&��D.�C�&-�"��������I����/�����3�3&^/�k+
��3�6�;=�
� -�[I��3�9�$��"
���o��D.�[+,��3
1*

9��
.�"4
I���1/���5I�k#4
1����.�D
5I�R1�
.�C3�I��
I�H$��k+
���O!�/�3�93*
$�U
4�����
�0�DI��1Y
�9� #A�����/��@��;�D
5I�k1���
��c����3�6��
��y3
W���%1��V.��o���3����lBPMm��
�0�y/��_
5I�y
������.�� �̀�k1��.
 .

�%� I�%I�
�3�6�k1��*��R1���*�������3�6�� �̀�C& I�
������=����;
�������������

A      O      L

�%� I�%I�HAE���
�3�6�*��R1���*�����;�3�6�� �̀�/

;@����������
�������������

Z      N     K

��������	
��
�
��������
hashemi_moosavi@yahoo.com

	��������	 !"��#���



�;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�DI����"-
62X��/�%� I�"��{/������/��@��;�*��9%� I�"��%o ��y/� �̂R1�N�&	�D.����De�#��/�%��3�"��D��3������ 1��4�k1�
�%� I�"���� .�y/� �̂�1*�i�-�-�D.�%1�/Y�"��H$3�D.

�����������������������

��
�0��

-����.����<���5I�� �̀��O!�/�3�/�%� I�"�����
,���$��"���o��D.�i$
 ��DI����THE�_
5I��%�$��"��<�3�6�D.�"#!/
9%���&E.�����
�0��

-�%���&-�"���%1�M.��
I�D.

�93&��P5A��"1
,`x���� 1��4��.�
-�� I�k1�
-��
�A.�C3�/Y�3�x���*��N
�\x �̂�/���1
.��� ��&����<Q$��
��%13�3�"��D��3��;=�" W1��3�6�k1��Y�
-�����
I�/�%13&.��3�+��]!&#��THE�_
5I��&���
.����C3�I�%I�[
6�� �̀�DI��� I�D^&-
��
�3�6�k1��C�&-�"���[1

-�N�&	��3�93&.�"���&+W��i�-�-�D.�
���[�
I��
MjS��R1��y/�^�H$���H
$�C&#$�D$�*��R1��
����!�%�T#A��i�-�-�D.�
�
MjS���C&#$�����3�H1
���3�/���Y�D.�
-��;���W.��;=�y/��" W1�93�I�C
�#�����&+W��i�-�-�D.�������5I

9��3�"��H$3�D.���5I��&^�/�HA �̂���.�3��3�N/
j-�B&4�U/��
.�"I����DI����"�/���"W�/�k� w�9����`

9��1
,V.�����1*��
���
�0���:��1$�
1. VXMDUJA      JARCQVNCRL      LXDUM      KN      LXWBRMNANM 

    ANVJRWMNA      JARCQVNCRL.

2. MZVYDIB      DN      DJ      OCZ      HDIY      RCVO      ZSZMXDNZ 

    DN      OJ      OCZ      WJYT.

K�����H$�����.��.�K����5I�3�6�C����
��k1�
-�[�����.��"1

 ���G
F9K��;���H$��;���.��.�K����5I�3�6�C�����������������������������������������������

)&�n�V�05�-����L��3�);/���)��F�B/���n()e/��')&)P;N��=��8�
�H$����&#$��C
.*�"$
$��"`�1/�R1��.�U/��k1��9%1*�3�0�"��"S&
W���
MjS��y
T#����.�" #M��U/��p��&-�D.�
^�k1���3

l
MjS��]5#E���
��c���k#4���
I�D.�"MA��"��/��4m
�C
.*�D.G�D�
�*/��R1�*���J$�� w�
1�K
#I�R1�*�����D�j	��y
������.�9%� I�"��K
E#������p1�	�C
.*�D.�" #��*��D�&
��R1
�y
������.�9H$��D#4���
I�D.��
.�� w�c������DI�%� I�"���&5W��" W1��%1�

��"�����c������"��/��4�/�%� I�"��K
E#������Fk�-u

�H$�����Y�H$3�D.��1*�_e�#���U�

��*��~0��%1���3�I�K
E#���c����:::�y&X�D.�DI����D�&
��*�

A �>� � �J �; � �S �@�
B �� � �K �� � �T ���
C ��: � �L ��= � �U �;>
D ��� � �M �;= � �V ���
E ���: � �N �>< � �W ��@
F �;< �  O �>� � �X �=�
G ��@ �  P �;> � �Y ���
H ��= � �Q �� � �Z                ��
I �>� �  R �>>����������� � � �

3�+�F<�(��B������������������������������������bm)V����2����������������������������������������������0��V��r)E/���������������������������
�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�

�
�

<
������������������������������

� � �
� �= �;

;: < =
��������������������������������������������

A O L

T H E

� � �

�������������������������



��

�k#4���
I�D.�N
W43�3��W-��	�3�" W1��c���CY�C�����
��N
W43�3��W-��	�3��H$
���o��3�&��DI��c������"MA��"��/��4
��:��.�CY�"W!�/�"��/��4�%�AT-�*��c������"MA��"��/��4��H$���:::�D�&
��k1���3�c/���[I�3��W-�DI�
^�CY�*��9H$��c���CY

9�1Y�"��H$3�D.
�[I�����
M1�T-�
��T�3��W-��
��c���[I�����)&�E�3��W-�93��3�B�4�]5#E��c/���"MA��"��/��4��3/��"���
o#���DI��&X�C

�
��
I�D.�N����D.�Y�/�W �V �G�� �
��c/���"8W.�9H$
��c���[I��f�3/���O�/�I �A���3��	�c/���*��R1���3��W-�/�
��c��

9����D#4����
I�D.��2	���
M1�T-�Z�/�Q �K �J��
��c���/�FH$���3&.��	�3�;�
-���k�.�
��CY�3��W-G�����D#4�
�H$3�D.�y

#����c�����x��[I�*��"43
r-�K
E#���R1��3�DI�H(($
 W��k1��D.�lH$������E�"M((A��"��/��4m�DI�k1��C
�.
�"MA��"��/��4��&�j���.�" #M��CY�"�
1��g�!3�]1�W-�DI����y

#���Q2J	���/��k1��*��9H$���::�D.����HMA��D.�E�R1�C��Y
�k1��
.�9H$�������.��.�E�R1�C3�/Y�H$3�D.�y

#���DI�%��3�C
,��
-�%� I�"���3
j#$�� P

E
�:?���3

��*��/�%1�.�"���
I�D.��H$�

����d`3

�
 P

A
�:?:>���/��� P

T
�:?:����/���999/���P

Z 
�:

��::�"MA���
��"��/��4�{&
e��DI�3&��"��De�#���H$��D�&
���3�
��c���_
��3��W-��.��.�
��"��/��4�_
��{&
e��DI�
^�CY�*�
�H$�����.��.�c���;@�_
�����.�y

#���{&
e��k1��.
 .�/�H$����" W1���	�3

 P
A
+P

B
+P

C
+…+P

Z
��

�� �3�"��C
,���1*���
r#���N�&	�D.����N�
M6�k1�
i Z

i

i A

P
�

�

�� �

�3&��"������&��k� w�CY�tw�H
$�N�
M6
l9� I�"���
�#������Z�
-�A�*���13
T��H.&��D.�i�DI�"#!/�P

i
��13
T��{&
e�m

93&��"������
��{&
e���u
.�����Z�/�k�1
0�����A
�H$3�D.�"4�����x��_�&
��*��Dq�Y�
.�D.
,�����De�#���%� I�"$��.����
.�"�u&X�"4
I�)*�����D.�DI����y/��#��C
.*�*��" #����

93�/Y�%���&��H$3�D.��%13�/Y
��
�A.�"�
�0�� �̀�9� �
��"��c���CY�_rE,��l05�-���m����"�u&X��
��D�&
���3�"4������k#4���
I�D.�N
W43�3��W-��	�3
��
�0�Dw���
���9��
.�D#��3��3
1*�N/
j-�
��CY�_rE,��"��/��4�
.��
�0�CY��3�c/���*��"8W.�"MA��"��/��4�H$��k+
�����
.��
-&I

9��
.�D#��3�3&^/�DrE,���
��"��/��4�
.��3
1*��
��N/
j-�DI�3��3�3&^/���#
I�y

#������
.��-�"�u&X
����.�9%��3�"��Z1

�����D5�����3&
��R1�[+��D.�%13�I�H((��33
1�DI����
��"��/��4�U�

((��D.�n&.���N
62X��
^�k1���3
����_rE,��"��/��4�C�&#.�DI����D�& �̀D.��%� I�"��3� �̀p��	�3�6�k1�-�R13x��D.����"MA���
��"��/��4�*��R1������T���"`3
$

�3�3�Z1

��"1
��P��C
,��
.��1*�� �
�����c��

A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  I  ,  ...  ,  X  ,  Y  ,  Z���������������������������oq��m�aN)P5��(��n�V��&�ash8��05�-����'�4N�p

93*
$�"���
+�Y����
��c���_rE,��"��/��4�C3&.�%I�/�3
1*���
!���y/� �̂*���-�p��/�DI�%� �.�"�����3&
���Z1

��{&��k1���3
��
��D5	
4�D.�DI�%� �.�"�����I�/�E �A������3�3
1*��
��"��/��4�DI�"4/���k�.��3�93��3�3&^/�H�
���
.��&VS��R1���3&
��k1���3
�9%� �.�"�����T�/�S �R�"1
-�D$�x���/�O�/�N�"S�&#��7/*�k� w�%��93��3����"��/��4�k1�#,�.�E�/�����3����!�FC
���3�c���D$G��.��.

9����3����!�Z�/�Y �X �W �V �U�_S
M�3�/�K�/�J�"S�&#��7/*������3�%I��
��"��/��4�DI�"4/���k�.��3
9H$��"1
,`x���"$
$����x.��R1�/�p1�	�C
.*��3�"S&
W���
MjS��_rE,����&Id���
��D5	
4�
.�%I�/�3
1*��
��"��/��4��&VS��k1�
���4��y
������.�9�#4��"��"!
j-��Dw���1Y�3�x���D.�
MjS��3&��D.�HMA��"S&
W���
MjS��y
T#�������*��"�
�0�DI�"�
V ��%� �M.�y
�
����.�93&��"��D#��d �̀I�CY��
 �̂D.�3&��"����
��p1�	��
�0��3�A�c������DI��
.���~0�9��
.�c���H,���y
T#���C�x����� I



��
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�
.�9%� I��E,��C�~1����
.�����x���c/���/�P�~1����
.����p1�	�C
.*�c/���DI�%1��d`�"�����!�����d`��
 �̂k1���3

��Z1

�
�D.��3&����
���
�0��3�B�DI��
.���k� w�%��9%��3�"��C
,��A

P
=I

C
�N�&	�D.����p1�	�C
.*�*��A��
 �̂D.��x���C
.*�*��I��3�3���!�k1�

�CY�y3
W��DI�c���R1�D,�
���3&����
��DI�
^����"5	���
�0�*��c�������
 �̂D.�9B
P
=J

C
�" W1��������&��D#��d �̀J�CY��
^

�N/
j-�k1��
.��3&.����&��D�S/��p1�	��
�0�"��/��4�O1*&-���3&
��C

���x����
�0�"��/��4�O1*&-���3&
��DI�H$��CY�De�#��9�1Y�"��H$�
9�.
1�"��y
T#���C
+��n�)*�����D.�x���O1*&-�F}��3&
�G����
.�n�� �
����V13�3�6���1/���5I�� �̀�9H$��D#4
1�y
T#���C
+��<�)*�����D.�DI

�H$�����Y�H$3�D.�CY����.��1*�O1*&-�DI�%1��`�"���o���3�����x����
�0�C& I�

A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M 

   
N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  , X  ,  Y  ,  Z

��&VS��%� I�"��"W$�y
���93&��"������
��l"4���R-�"��/��4�O1*&-m�c/���R-�R-�"��/��4�C3�3�C
,��[�S3�D.���3&
��k1�
�"��/��4�k1�#,�.�M�/�� #A��C
���3�c���D$�F3
1*�"��/��4�
.�D
�G�Q�/�M �I�DI�%� I�"�����
,��9%�.
�.�O1*&-�k1���3����"S&
W���
MjS�
�H$��3
1*��
��"��/��4�
.�"S�&#��c/���*��"1
-�D$�R1�B�/�A �Z��H$��3
1*��
��"��/��4�
.�"S�&#��c/���*��"^/*�W�/�V��3��3���

9� �3�"��[�+,-����%I��
��"��/��4�
.�"S�&#��c/���*��"�u&X����DS
M�3��H�/�G �F �E �D �C�
�c����k1��.
 .�9� 1Y�"��3��&^�%�T#((A��c�
W#���
MjS��R1�H�W�/�
.�iS
J��k1���

-��
`�CY��I

C
=A

P
�%��3����!��`�

9��
.�"S&
W���
MjS���3�A�c�����
 #���1
.�O1*&-�k1���3�I
�H(($�����D�&`�D.�p1�	�C
.*�D.�n&.���O1*&-�[.
T���3�x���D.�n&.���O1*&-�C���x�S��i5J��k1��)��
((,���V13�U/�

9��&����
 #���V1�+1�
.�
��CY�DI
�9%�A1&��"��%��y
M�3�D.��
.�/3����CY����
.�k+
��C3�I���
 #��[
6�DI�CY����.�/�%�A1&��"�����p1�	�C
.*�O1*&-���#.�
��
��"��/��4�*��K&����
 -�R1�
-�%���x�S�"�����CY�c���R1�)*�����D.��
.����/�%��3�"�����!�CY�[.
T�����x((���O((1*&-��
`�CY

9�1Y�H$3�D.�
��%I�[.
T���3�
��%I�/�
�3
1*�[.
T���3�
�3
1*�" W1
�����
I�9�((�����&���-��3
(($���V13�[.
T���3�"+1�C���x�S��
`�CY��%��3����!�N/
j#��_�j	�/3��3����O1*&-�/3�k1���`�
��
��"��/��4�DI�%� �.�"��
��C
+��*��"
I�3��W-��3�H�W�/�k1���3�9F��[+�G�%� I�"��{/���B

P
�[.
T���3�A

C
�C3�3����!�
.

�"
I�3��W-��3�x���/��Z
C
�/�A

P
 �Q

C
�/�R

P
 �N

C
�/�O

P 
�M

C
�/�N

P
��y
((������.������D#4� �̀���!�3
1*��
��"��/��4�
.��((�
 #��3
((1*

�*��"
���3��&��
���9Y
C
�/�Z

P
 �X

C
�/�Y

P
 �J

C
�/�K

P
��y
((������((.������D#4� �̀���!��V1�+1��((�
 #��%I��
((��"��/��4�
((��C
+��*�

�/�3&((��"
����
��D^/�����D.�DI�H(($��"4���[.
T���3��3����"��/��4�k1�#((,�.�DI��E
P
�" W1�93��3�3&^/�x�����
`*
(($
�

�DI�%1��`�"��De�#��9H$��]�W���
�A.��W
C
�/�X

P
 �S

C
�/�T

P
 �R

C
�/�S

P
 �H

C
�/�I

P
 �A

C
�/�B

P
��
��7/*��3�
��"��/��4���
`*
$

9HA���i$
 ����
 -�k1�
q��m�aN)P5��
    A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

',�(�aN)P5��
A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z



�=

���
 -�DI�%1��`�"��De�#����
./3�9F��[+�G�%� I�"��DA1
T�����O1*&-�/3�/�A
C
=C

P
�DI�%��3�"��y
T#���C
 w����x���O1*&-�y
�

9%1�����".&�
q��m�aN)P5��

    A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

',�(�aN)P5��
A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

�%�$��"��A
C
=S

P
�HS
��D.�DI�k1��
-�%1&��"��D �̂&��� #A���ZE.�H1
���DI�"1
���
 -�
.��
.����/�%��3�"��D��3������ 1��4�k1�

9F=�[+�G
q��m�aN)P5��

    A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

',�(�aN)P5��
A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ,  G  ,  H  ,  I  ,  J  ,  K  ,  L  ,  M  ,  N  ,  O  ,  P  ,  Q  ,  R  ,  S  ,  T  ,  U  ,  V  ,  W  ,  X  ,  Y  ,  Z

9lA
P
=I

C
m��k1��.
 .��%1���3�/Y�H$3�D.�".&����
 -�DI�%� I�"�����
,��H�W�/�k1���3

���:��1$�
9��1
,V.�p1�	�C
.*�"��/��4�O1*&-�
.�
��CY�O1*&-�C3�3����!���
 #��
.�����1*��
���
�0

C�
CQSOB KOHSF WG PZIS PSQOIGS RWFH DOFHWQZSG WB HVS KOHSF FSTZSQH GIBZWUVH PIH HVS 

KOHSF OPGCFPG FSR OBR MSZZCK HVS UFSSBG OBR PZISG HVOH OFS ZSTH AOYS HVS RSSD PZIS CQSOB9
FK������H$������.��.��D#4
1�y
T#���c/���3��W-�� W1�����5I�3�6�9��a$
0G

C�
SNHPJQ NX F MJFAD XNQAJW BMNYJ RJYFQQNH JQJRJSY NY NX RFLSJYNH YFPJX F MNLM UTQNXM FSI 

ITJX STY YFWSNXM TW WZXY JFXNQD.

FK��=��H$��=��.��.��D#4
1�y
T#���c/���3��W-�� W1�����5I�3�6�9;�a$
0G



�@@@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��� I�H.
z��^
# #(($��yu�#$��*���3
j#(($��
.��"����
�L5���C/�3��3�O((!�/�DJT������
((��D5	
4�{&
e��DI
�~|$�9H$��H.
z�����T��CY�O5��D$�*��{2�u���/
A#�

9�1�/Y�H$3�D.����H.
z����T��CY

B CH�

H�

M�

H;

A

����(AB=AC=BC=a)a�O5��D.�ABC�{2�u���/
A#��L5��
�C/�3��3�O!�/����DJT��M:�%� I������4�/�%1��`�����o���3
�_JT���
��D5	
4�i�-�-�D.�M:H���M:H;��M:H��/�L5���k1�
�%� I�H.
z�%���&�����9� �
.�AC�/�AB��BC��
��O5��*��M:
�k1��)*�����/�H(($��H.
z�����T��M:H���M:H;��M:H��D((I

9%1�/Y�H$3�D.����H.
z����T�
�[���-
r#E��(���M^�/��$� ��3�+1/��/3�
.����D5�A�

9%� I���

���E&�A-(�"��bV�odN�
�{
j-���/�[	/�C�/�B ��A��
������D.�M:�_JT��*���
-��3�(
�ABC�L5���C&w�9%� I����%(($��x������ABC�L5���*��AH

�~0��H$������*��4��M:AC�/�M:AB��M:BC�L5���D$�D.
��%�A1& .�%���&-���

B

R

C
H�H

H�

C�B�

B´

M�

H;

A

�
M BC M AB M AC ABCS S S S� � � �	 	 �

	 	 	
�������������F�G

�%1��3�
��
BC AB AC a� � �

M BC

M AB

M AC

ABC

S BC.M H

S AB.M H

S AC.M H

S BC.AH

�

�

�

�

�

�

�

�

	

	

	

	 �

	 �

	 �

�
�
�
�
�
�
�
� ��H��3�%���&��k1��.
 .

M BCS a.M H� �
	 	 �

�
�

�������������������������������������F;G

M ABS a.M H� �
	 	 �

�
�

�������������������������������������F�G

�)&�3X�-����<
���$� ��3�+1/�
����M^�3�+1/�
���-
r#E�
�L5����*��4�
��{2�u���/
A#�
��
��&����
V#$3
9%\
!�N
r#E�

	$%&" �	'%()	 	�*���	�����	�$+*���
�1/�(�F+)&�1#�

��������	
��

	���������������



�>�>�>

M ACS a.M H� �
	 	 �

�
�

������������������������������������F�G

ABC aS a.AH a.h� � �
� �
� � ����������������������������F=G

��F�G��F;G��
��DJ.���*�����Y�H$3�D.��
����T��C3�3���!�
.
��H��3�%���&��F�G�_J.����3�F=G�/�F�G

a.M H a.M H a.M H a.AH

a(M

	 	 �

�

	 � 	 � 	 �
� � � �
� � � �

�
�

a

H M H M H ) a.AH

M H M H M H AH h

	 	 �

� 	 	 � �

	 � 	 � 	 �

	 � 	 � 	 �

�
�

�H$�3�D5�A��%+��~0��H$���#.
z����T��AH=h
a
�C&w

9H$�
��� W1

�L5������C/�3��3�O((!�/�DJT������
��D5	
4�{&((
e�m
����T��k1��/�H$��H.
z�����T���CY�O5��D$�*��{2�u���/
A#�

9H$��{2�u���/
A#��L5���CY�{
j-���)*������H.
z
����ABC�{2�u���/
((A#��L5���*��AH�{
((j-����6-��3�(
�%(($��BC�O5���*�&���J��M:�_JT��*��/�%((� I����%(($�
�/�C��/�B���3�i((�-�-�D.����AC�/�AB��
��O5��
-�%((� I���

9� I�OJ!�K�_JT���3����AH�{
j-��

B

K

C
H�H

H�

C�B�

B´

M�

H;

A

�{
j-���AK�DI�H$��{2�u���/
A#����5���AB�C��L5��
�L5����
���`�1/��k1��.
 .�/�H(($��CY�*��BC�)�6
!��((.�3��/
�DJT������
��D5	
4�{&
e�m��DI�3��3�x������k�!
AS���/
A#�
�����T��CY�B
$�/3�*��k�!
AS���/
A#��L5���R1�)�6
!��.�O!�/
�DI�lH$��B
$�/3�*���+1��.�3��/�{
j-���y&X��/
((A��/�H.
z
�k1��� AB�C�L5���C3&.�{2�u���/
((A#��[�S3�D.�
^�k1���3

��%1��3�� W1�9H$��AK�{
j-����/
A���{&
e�
M H M H B B AK�	 � �	 � 	 � � �����������������������F�G

�C3&.�D
\
!�[((�S3�D.�HKM:H���((W5��
�w��((4�X�*�
��k1��.
 .��H$��[�J#A��Z1
��D1/�*

M H KH�	 � �����������������������������������������������F;G

��%1��3�F;G�/�F�G�_J.���/3���o���
��c�X�C3�I�O
 �̂*�
aM H M H M H AK KH AH h	 	 � 	 � � �	 � 	 � 	 � �H.
z����T�

9H$��H$�3�D5�A��%+��~0
�C�&-�������M:H���M:H;��M:H��C3&((.�H((.
z����aH/G5
�L5����
������*���((+1��&(($�D.�M:�_JT��C3�3�[((���
((.
�_JT��� �̀�DI�i�-�-�k1�.��3*�����ABC�{2�u���/
((A#�
�D.�M:H���%1��V.��((o���3�A�����D.�R((13x���
�((A.����M:
�� ��&��[����j	�H
$�D.�M:H��/�M:H;�/�AH=h

a
�H
$

��~0��3�I
a aM H M H M H h h	 	 � 	 	 �	 � 	 � 	 � 	 	

9� I����R
I�D5�A��[��D.�C3*�����k1�
��3�DI�F�`�1/���G��
+������%� I�D^&-��1
.����aH/G5
�{2�u���/
A#��L5����3��H$�����!�.�k�!
AS���/
A#��L5��

�9HA���H$�3�i5J��k1��~+6�
����H$�����!�.�x��
��y
������.

�L5������)�((6
!��.�O!�/�D((JT������
��D5	
4�{&((
e�



�<<<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

����T��k1��/�H$���#.
z����T��CY�B
$�/3�*��k�!
((AS���/
A#�
�9H$��L5���B
$�/3�*���+1���o��{
j-���)*������/
A��H.
z

B C

H�
B´

M�

A

�{2�u���/
((A#��L5����3��`�1/�k1��DI�H(($����1�.
�*��C
��o�3�&��_5�((A��[���/3������3�
��/�H(($�����!�.�x��
�����
��D5	
4�{&
e�m�DI��`�1/�k1��
���9%13�I��3
j#$��CY
�CY�O5��D$�*��{2�u���/
A#��L5������C/�3��3�O!�/�DJT�
�9HA������!�.�k�!
AS���/
A#��L5����3��lH$��H.
z�����T�
����C/�3��3�O!�/�DJT������
��D5	
4�{&
e����V13�N�
M6�D.
�D+5.��HA����#.
z����T���CY�O5��D$�*��k�!
AS���/
A#��L5��

93��3��V#A.�L5���C/�3��3�DJT��k1���
 �̂D.

�$)s/h��H�J�PK�A-(�"��bV�o^

H�
H

y

y´

x

H�

H;

M�

 x�

y�

A
 �

C
 

�

a
;B

 

�
a
;

�DI�%� I�����
�#���C
 w����xoy�%\
!�N
r#E���
V#(($3
�{
j-���AH�P���/��
((�y��&���/�BC�P���/��
�x��&((��
�O�C

��H�_JT��/�3�� �̀���((!�BC�)�6
!��((.�A�����*��3��/
�D.�D^&-�
.�N
r#E���
V#(($3�k1���3�9�((�
.�N
r#E����M�
� a
AH �

�
�

�/���((���
�#�� BC AB AC a� � � �DI�k1�
��/
A��a�O5��D.�{2�u���/
A#��L5���{
j-������y&XG�H$�

�{2�u���/
((A#��L5����
������N
r#E���FH(($�� a �
�

��3&.����&��1*�N�&	�D.�N
r#E���
V#$3�k1���3�ABC

a a a
A ( , ) , B ( , ) , C ( , )� � � �

�	 	 	� � �
�C/�3��3�O!�/� M (x , y )�	 	 	 ���&ES3�_JT��_5	
4�C& I�
��&#$3�R
I�D.����AC�/�AB��BC�O5��D(($�*��ABC�L5��
�_5	
4�DI� ax by c

d
a

	 	
� 	 	

b	� �
��(( W1��P��*��DJT��_((5	
4

�C
((,����� L : ax by c	 	 �	�P��*�� M (x , y )�	 	 	 �_JT�
�H$���*u�H((AE���
I�k1�����.�9%1�/Y����H(($3�D.����3���
�N
r#E��k#��3�D.�D^&-�
.����AC�/�AB��BC��
��P��_S3
W�
� M (x , y )�	 	 	 �_5	
4�~|$�/�%�A1& .�C�/�B��A��
�����
�M:H��/�M:H;��M:H���
��P����
0�y&X�� W1��
��P��k1��*�

��%1��3�De�#���3�9%1�/Y�H$3�D.���
a a

B ( , ) ,C ( , ) BC : y

a a x y
A ( , ) ,B ( , ) AB :

a a

� � � � �

� � � � 	 �
�

	 	 	� �
�	 	 �� � �

� �a
AB : x y

a a
A ( , ),C( , )

x y
AC :

a a

� � 	 � �

�

� 	 �

� 	� �
�	 	� �

�
�

� �
a

AC : x y� 	 � �
� 	
� �

�H��3�%���&��C& I�
�

y
M H y� �	

	 � 	�
a

x y
a

M H (x y )

� 	 �

� � � 	
	

	 	

	 � 	 	

�
� � � �

� � ��� �
a

x y
a

M H ( x y )

	 �

� � � � 	
	

	 	

	 � 	 	

�
� � � �

� � ��� �
�%\
!�N
r#E����
V#$3�k1���3�DI�k1��D.�D^&-�
.�
^�CY�*��/

��H��3�%���&���H$�� y �	 	�/������
�#��

M H M H M H y x y	 	 � 	 �	 � 	 � 	 � 	 	 	
� �
� � a	

�



a �
�



������

��&���/�BC�P���/�����
�x��&���9%� I����%$������#���#�
$
�P��
.�AH�P��3�&��.��
0�H�_JT��/�AH�{
j-����/�����
�y

��N
r#E���
V#(($3�k1���3�9%1��`����N
r#E����M�����BC

��H$���1*�N�&	�D.�C�/�B��A��
������N
r#E�
A ( , ) , B ( , ) , C ( , )� � � �	 � � � 	 � 	

����&���1*�N�&	�D.�x���AC�/�AB��BC��
��O5��_S3
W�
��3&.BC : y

x y
AB : x y

x y
AC : x y

�

	 � � � 	 � �
�

	 � � 	 � �

	
�� � 	� �� �

�� � 	
� �� �

�C/�3��3�O!�/���&ES3����DJT�� M (x , y )�	 	 	 �� �̀�C& I�
�M:H��/�M:H;��M:H����((�
.�ABC�{2�u���/
A#��L5��
�AC�/�AB��BC��
��O5��*��M:�_JT���
��D5	
4�i�-�-�D.�DI

��
.����.��.��� #A�
M H y

x y

M H x y

x y

M H x y

�

� 	 �

� � � 	 �
	

	 �

� � 	 �
	

	 � 	

	 	

	 � 	 	

	 	

	 � 	 	

� �� � � �� ��� �
� �� � � �� ��� �

�%���&�� x [ , ]� �	 � � �DI�k1��/�y:�C3&.��j �
��D.�D^&-�
.
��H��3M H M H M H

y (x y x y )

	 	

� 	 � 	 � � 	

	 � 	 � 	 �

	 	 	 	 	
� � �� �� � �

a
x y a y y a h� � 	 � � 	 � �	 	 	 	

� � � � �
� � 
 � �

9H$�����!�.�D5�A��%+��~0
�D.�C�&-�������xoy�%\
!�N
r#E���
��&����
V#(($3����a/G5
��/��
�x��&���DI�C
 w��H4�`�o���3�x���D.
((,��N�&	�/3
��&���/�ABC�{2�u���/
((A#��L5����V13�O5��/3�*���+1
�_M$
���D.
,��
��DM$
���9��
.�O5��CY���o��{
j-����/��
�y

9H$u
.��3������
e��

��3�C�&-�������xoy�%\
!�N
r#E���
��&����
V#(($3����a/G5
��H4� �̀�o���3�x����V13��
((��N�&	�D.�ABC�L5���_((�j	
����!�L5����
��O5��*��R1������/��
�y�
1�
�x��&���DI�C
 w
�%\
!�N
r#E���
V#$3��&���x���L5���*���6
j-�������/�3��V�
��-�[+,��K
E#���{&��k1���3�
��DM$
���
���9��
M������K
E#��

9������&�

��3�3��#���#�
$��;�O5��D.��62�u���/
((A#��L5������
)i�
�{&
e��DI��� I�H.
z��-
r#E��(���M �̂3�+1/��
.�9H$�����
�CY�O5��D(($�*��L5���k1��C/�3��3�O!�/�DJT������
��D5	
4

9�1�/Y�H$3�D.����H.
z����T��k1��)*�����/�H$���#.
z����T�

B C
H�H

H�

C�

ha

B´

M�

H;

A

�DJT������
��D5	
4�{&
e��DI�%13�I�H.
z��5I�HS
���3��bV
�CY�O5��D(($�*��ABC�{2�u���/
((A#��L5���C/�3��3�O!�/
�y&X��/
((A��H.
z����T��k1���
���*�����/�H(($���#.
z����T�
�L5���O5��� �̀�~0�9H$��{2�u���/
((A#��L5���k1��{
j-��
� a �

�
��o�3�&��H.
z����T��)*��������
.�a��.��.�{2�u���/
A#�

�D5�A��k1���3��o�3�&��H.
z����T���i5J��k1��D.�D^&-�
.�9H$�
��
.�H$���.��.

a

a
h � � 
 �

� ��� � �� �
�HS
���3�[��*���3
j#$��C/�.����D5�((A��%���&E.�� �̀�
��
��;�O5��D.�ABC�{2�u���/
((A#��L5����%((� I�[���5I

y´

H�HO

y

x

H�

H�

M�  

A
 

�√�
�

C
 

�
B

 

�
�� �



;::
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

y ( y ) y
�

� 	 	 � �	 	 	
� � � ��� � ay h	 � �	 � � � �

��5����5I�HS
��*��DM$
���3&((�������13�DI���&X�D.
����i5J��%�T#A��N
Mz��D5�((A���3�� �̀�~0�9HA����-��3
(($
�HS
���3�D5�A��[��*��%���&-�����1�13�DI�C
 w�%���%���&E�

9%� I��3
j#$���5I

�_JT���3����
((�x��&���L�� �
���#(($���P��� �̀��F*��aH/G5
����p��� I�OJ!� B ( ,q)� 	 �_JT���3����
�y��&���/� A (p, )� 	
��3�9� �
�����L�P����M��*����6����q�/�L�P����M��*��y&((X

��H$���1*�N�&	�D.�L�P��_S3
W��HS
��k1�
x y

L :
p q
	 � �

L

O

y

x

B
 

q

A

P

�/�AB��
��O5��_S3
W��k#�&�����.��&#(($3�k1��*��
��DI
��&#$3�k1��
���9%13�I��3
j#$���-
r#E��(���M �̂U/���3�AC

�9�� I�D^&-��1*�p��&-�D.�9�1Y����H$3�D.�D�&Vw

L

O

y

x
A

B

 

 

�

�

P

q

�_((JT� �/3 �*� �D((I ��((J� �_((S3
W� �%((���3���
�N�&((	 �D((. �/ �3�d((`��� � B (x , y )� � � �/ � A (x , y )� � �

�/3�*��DI��J��_S3
W��~0�9H$�� y y
y y (x x )

x x

�
� � �

�
� �

� �
� �

��3&.����&��k� w��3�d`���� B ( ,q)� 	 �/� A (p, )� 	 �DJT�
x p x q

A B y (x p)
y y q p

q
y (x p) py qx pq

p

qx py pq
px py pq

pq pq pq

x y

p q

� � �
� � � �

� � �

�
� � � � � � 	

� 	 � � 	 �

� 	 �

� �

� �

	 			 	

�

�/�p��/
((A��CY���M��*��y&X�DI��J��_S3
W��k((1��.
 .
��3&.����&���1*�N�&	�D.��H$��q��/
A��CY���M��*����6
x y

p q
	 � �

���6�/� �
�
�CY���M��*��y&X�DI���A1& .�����J��_S3
W�����
)i�

9��
.� � �
�
�CY���M��*�

��%1��3��bV
x y x y

p ,q ,
p q

� 	 � � 	 � � 	 �
�

� � � �� �� �
� �

x y� � �� � ���������D#$�&��P��_S3
W�

�N
r#E���
��&���3�&��.�*��[	
��L5���H�
A�����
)i�
9�� I�k��W-���� x y� � �� 
 �� 	�_S3
W��D.�L�P��/

O

x

�
��
�;
��
��

; � �

�N
r#E���
��&���
.�L�P��3�&��.��
��DJT��N
r#E���bV
��%1��3�9%1�/Y����H$3�D.���

L�_S3
W���3�����������������������������������������������������������
y x x x� ���� � � � � � �	 � �� 	 � �� 


A ( , )� � 
 	 �������F
�xG�
��y&X��&���
.�3�&��.�_JT�
L�_S3
W���3������������������������������������������������������������

x y y y� ���� � � � � � � � � �
�
��	 	 
 �� 	 
 �� �




;�;�;�

B ( , )� � �	 � ����F
�yG�
����6��&���
.�3�&��.�_JT�
�9H$�� ˆ(O )OAB�� �	 �_1/�xS��%\
!�L5�����o�3�&��L5��

9H$���.��.�L5���k1��H�
A��
��

OABS OA OB� � � � 
 
 �
� � �
 � 
 � �� � �

�pJ$����/

L

O

y

x

B
 

q

A

P

�N
r#E���
��&���k�.���((��3
e1��L5���H�
((A���"/G5
�_JT��� W1��P��k1����((M��*��y&X�D((I��-�&	��3�L�P((��/
���6�� W1��CY���M��*����6�/�p�
��y&X��&���
.�U3�&��.
�S pq�

�
�

��/
A�����
.�q�
����6��&���
.�U3�&��.�_JT�
��%1��3���1*��F[+�G�H$�

OABS OA OB p q pq� � �
� � �
� � �

�m����T��9H$�������3�3� L : x (m )y	 � �� ��P�����
)i�
�k1��3�&��.�*��[	
��L5���H�
A��DI��� I�k��W-�C
 w���

9��
.�pJ$����/����/
A��N
r#E���
��&���/��P�

��
��&���k�.�����3
e1��L5���H�
((A��%���3�����bV
�q�CY���M��*����6�/�p�CY���M��*��y&X�DI�L�P��/�N
r#E�

��%1��3�k1��.
 .�93&.����&��S pq�
�
�

��/
A��H$�

L : x (m )y , x y q
m

	 � � � � � �
�
�� � 	 �

y x� � � �	 � p, S pq�
�
�

m m m
� � 
 � �

� � �
� � � �� ��� �� � � � �

m m m m� � � � � � � � � 	 � �� � �� � � � � �

m m� � � � � �� � �

��H$�������3�3��1*�_S3
W��D.�P��D#$3�R1����
)i�
mx ( m )y m	 � � 	� � �

�3�d`�����#.
z�_JT��*��P��D#$3�k1��DI��� I�H.
z�odN�
��3�d`����CY�*��P��D#(($3�k1��DI�����#.
z�_JT��N
r#E��/

9�� I�k��W-
�/�P��D#(($3�k1��3�&��.�*��[	
��L5���H�
((A��o^

9�1�/Y�H$3�D.�m��#���
0�iA��.����N
r#E���
��&��
�L5���H�
A��DI���.
�.�C
 w����m����T������&-����
1Y�o>
����T��k1�#
I�N
r#E���
��&���/�P��D#$3�k1��*��[	
�

9��
.�D#��3����k+
�����T��k1�#,�.�
1�k+
�
9%� I����i-����#���
0�D.�HMA�����L�P��_S3
W��odN���bV

�DIG����DS3
W��_�T.��V13��
.�/��#���
0�i1����
.�R1��
`�CY
�[��
.�/�%��3�������!��j	��/
A��FH$���#���
0�*��[T#((A�
��#.
z�_JT��N
r#E��[	
���S&�e��/3�_S3
W��/3��
V#(($3
�k��W-�F3&^/�N�&	��3G�3�d`����D((JT��CY�*��L�P��D((I���

�%1��3�9%� I���
mx ( m )y m

mx my y m

x y
m(x y ) y

y

y x x N ( , )

	 � � 	
� 	 � � � �

	 � �

� 	 � � � � � �� � ��
� � � � � � � � � � � �

� � �
� � 	

� � 	� � � 	 � 	
� � � 	 � � �

9����D#$�&��H.
z�_JT�
�3�d`����CY�*��P��D#(($3�DI�����#.
z�_JT��N
r#E���"/G5
�DI�i�-�-�k1��D.��3�/Y�H(($3�D.�C�&-����x�����V13�U/��D.
�/3�_S3
W��
-�%��3�������!���&ES3����T��/3�m��#���
0��
^�D.
�_JT��N
r#E���
`�CY�9�1Y�H$3�D.������3�3�P��D#$3�*��P�
�N�&	��3�DJT��k1��9%1�/Y����H(($3�D.����P��/3�k1��3�&��.

���%1��3�k1��.
 .�9H$��P��D#$3�H.
z�_JT��C

��3&^/
P��D#$3�_S3
W���3�����������������������������������������������

m y y� �������� � � � �	 � �

P��D#$3�_S3
W���3����������������������������������������������
m x y x x� ������� 	 � � � � � �� 
 � 
 �

N ( , )� � �� �

�k1��3�&��.�*��[	
��L5���H�
((A��_M$
������.�o^
�*��y&X�p��m��#���
0�iA��.�N
r#E���
��&���/�P��D#$3
��&#$3�*��/�%1�/Y����H$3�D.����P��k1����M��*����6�q�/���M�

��%1��3�9%� I�����3
j#$��S pq�
�
�

m
x ( m )y m y q

m

	
� � � � 	 � � �

�
�	 � � � � � ��M��*����6



;;;;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��� m
y mx m x p

m

	
� � � 	 � � �

�	 � ���������M��*��y&X

�o�3�&��L5���H�
A�� m
S pq

	
� �

� � �
� �

m

m m

	



�
�

� �

(m ) (m )
S

m( m ) m m

m m m( m ) m ,m

	 	
� � �

� �

� � � � � � � �

� �

�

�

� � �
� � � 
 �

�
 � 	 � � � 	 	
�

m , m m m m m

m m m m m

� � � � � � �

� � � � � � 	

� �

� �

�	 
 � 
 ��
�	 
 � 
 �
�

�H��3�%���&��
^�CY�*��/

(m )
m ,m S

m m

	
� � � �

�

�

�
� �	 � 
 �

��������������������F�G

(m ) (m )
m S

m m m m

	 	
� � � � � �

� 	 �

� �

� �
� � �	 � 
 � 
 �

��F;G

�DI����m�*������T��/�%1��`�����o���3����F�G�H((S
��o>
�9%1�/Y����H$3�D.�3&((�����%
������
1�%
1xI
��S�CY���*��D.

��H��3�%���&�
(m )

S S (m )( m
m m

	
�

�

�

�
�


 �
(m )( m m) ( m )(m )

S
( m m)

	 � � � 	�� �
�

� �

� �
� � 
 � � � �


 �
(m )( m m m m )

S
( m m)

	 � � � 	�� �
�

� �

� �
� � 
 � 
 �� �


 �
(m )( m )

S ,S
( m m)

	 � 	� �� � �
�� �

� � �� � 	

 �

(m )( m ) m ,m ,� 	 � 	 � � 	 � � �� � �� � 	 � 	 �

m m� 	 � � �
��� � 	 ��

�N�&	�D.��HS
��k1���3�m�D.�HM((A��S�N�����-�y/�^
�H$���1*

�m ���

�
	


s �
�

(I)

�� �

���

�
��

�
	

���
��	

���

��� �
����min max

����.�"S/��%1��dV.��
 I�CY�*���1
.���� ( , )
�	
�

�)*
.�D#MS��DIG
F9H$�����Y�y/� �̂�3���#�.���3

�m�D.�HMA��S�_J.
��DI�k1��D.�D^&-�
.�x���F;G�HS
���3
�HMA��S�N�����-�y/� �̂����`�g#,��C/�.��H$������D 1�!

��%1�/Y�"��H$3�D.��1*�N�&	�D.����m�D.
m ���

�
	


s

(II)

�� �
�
��

�
	

���
�	

���

���
minmax

�
��

���
���

�
��

����.�"S/��H(($��y&M!�3�&��CY� ( , )
�	 �

�)*
.�PT4�D#MS��DIG
F9%1���3�I�%$�����y/� �̂_
����#�.���3

���*��D.����S�N�����-�y/� �̂�II�/�I�y/�(( �̂/3�i((�I�-�*�
����m�D.�HMA��S���3&
��/���((��%(($���1*�N�&	�D.� m R�

�/�%
1xI
��%���&-�"��"`3
$�D.�
^�CY�*��/�%� I�"��%(($��x��
��%��3���E,-����S��
��%
���"�

m ���

�
	


s �
�

�� �

���

�
��

�
	

�	

���

���
�
�min min

������

�"5I�HS
���3�DI�H(($��k((�/����3&
��k1��D.�D^&-�
.�/
�[	
�� m � �� ���*��D.�DIG�H$���j	��/
((A��S�%
���"�
� x y� � �� � 	�N�&	�D.�P��DS3
W��HS
��k1���3�(�3&��"�
�S�De�#���3�/�3�d((`�"��N
r#E�����M��*��P��/��((1Y�"��3
�%
���"��R1�S�� m� �

�	 �
���*��D.�"S/�F93&��"���j	��/
A�

�����3�S�9H$���;��/
((A��DI�3��3� m �
�
��

���*��D.�"M((A�
�H$��Z1�x4��[.
!�C��I�".��&X�D.�" W1G��((�
.�"
��%
1xI
�
�/�F� I�"��[������D.���j	�
1�/� �

�
�D.�m�C�((��R13x��
.�/

�"�5���/������*�&��
��&���
.�P��� m �
�
��
1� m �	���*��D.

�
1�HM���/���x.�H1
���".�m�� �̀�k� q
��93&��"
��[�+,-
93&��"��R13x�� �



�D.�S��3&���
�#���"j ��/�Rw&I�H1
���".

m

�m	-	m

��� ��

� �

�
	

�� �
��

�	

m

�
��

S



;�;�;�

	,-�.�/�0�0�
�)&�3X�-����<

��
��D,1���N
�5��
��-
�5���_S3
W�

���/3�_^�3�_S3
W�
�T�T��_,1�

�

���������

�_((S3
W� ��
��D((,1� �� �/ �
 ��(( �̀ ��� �a��H��
�%��
.�D#��3�/�� �
.� tan x ( m ) tan x m� 	 	 �� � � � 	

9��.
�.����m��
`�CY�� tan( ) 	! � �
�
���bV

tan x ( m ) tan x m� 	 	 �� � � � 	
a b ( m ) c m� � � 	 �� � � �

�~0������"-
�5���_((S3
W��k((1���
��D((,1����/�
�C&((w
�� ��&��tanx�iA��.��/3�_^�3�_S3
W���
��D,1������������


��H�&��C�&-����~0�93&.
b

tan tan m
a

 	 ! � � � 	� �
c

tan .tan m
a

 ! � � �

%1��3��� tan tan
tan( )

tan . tan

 	 !
 	! � � � � �

�  !
� �
� � �

m
m m

m

	
� � � � 	 � � 	

�
� � � � � � �	� � �
m m� � � �
 � �

��/�j�� sin x cos x
tan x k

sin x cos x

	
	 �

	
� �_((S3
W�����a��H��

9H$�
��T�T���
��D,1��DS3
W��k1���k��13
T��Dw���*��D.���odN�

�3��3
�C
 w����k��� ((�
.�B&4�_S3
W���
��D((,1����/�
�� �̀��o^

��%��
.�D#��3�DI���.
�.
tan tan tan .tan � ! � 	  !�

��dN��bV
sin x cos x

tan x k
sin x cos x

	
	 �

	
�

cos x( tan x )
tan x k

cos x(tan x )

	
� 	 �

	
� �

�

�DS3
W���/
A-�c�X�/3
��%� I����K��� (tan x )	� ��3���

tan x(tan x ) tan x k(tan x )� 	 	 	 � 	� � � �
tan x tan x tan x k tan x k� 	 	 	 � 	� � �

a

tan x ( k) tan x ( k) b k

c k

�

�� 	 � 	 � � � ��
� � ��

�
�

� � 	 �
�

K�& �̂3&^/�n���� b ac� � � � ��	 
 	

( k) ( k) k k k� � � � � � 	 � � 	 �� �� 
 � 	 � � 
 
 	

k k� � 	 �� � � 	 �
1� (k k )� 	 	 �� � � 
 	
(k )� � � � 	 ��� 
 	�H$�����!�.����&
��DJ.���k1�

��T�T��_,1��/3��tanx�i((A��.��/3�_^�3�_S3
W��� W1
93��3�x1

#�

������������� �̂bV
tan x ( k) tan x ( k)	 � 	 � �� � � 	�

k k
tan tan k k

a

� � 	
 � ! � � � � 	

�
�� � � ��

c
tan .tan k

a
 ! � � ��

tan tan tan .tan � ! � 	  !�

k k k k k k� 	 � 	 � � � 	 � �� �� � � � � � �

k k k k� � 	 � 	 �� �� � 
 


k� � k	 � � � �
�� 	 �



;�
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � � ;�
مجلۀ ریاضی دورۀ

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

تابستان �	�� � � � � �

�/��� I�[����� sin x cos x	 �� �� ���_((S3
W�����a��H��
9��.
�.����CY��5I��
��K�&^

��%1��3��bV
( ) ( )	 � 	 � �� �� �� �� �

 ��� ��� �� ��� ��� ���

�� ��  �	 �	 ���4�
.�3&����4 sin �
�
�� �� �̀�k1��.
 .

�D5�A��i5J��k1��R
I�D.�y
�� cos �
��
���H�&��C�&-���

9%� I����[����
sin x cos x	 �� �� ��

%� I����%�AT-�����.����DS3
W���/
A-�c�X�/3
sin x cos x	 �

� �� ��� ��
sin �

�
�� �/� cos �

��
���/�

��  �	 �	 ��%�#��3
sin .sin x cos .cos x 	  � � �����������������������~0

cos(x )� � � �
x k x k , k Z� � � "� � "	 �� �

���� I�H.
z��
`�CY�� x
log cos a�� �

�� �̀����a����

log
cos x cos x

a
	 	

� 	�
� 
 � � 
�

��bV
cos x cos x cos x cos x

log log
	 	 � 	 	

�
�

� �
� 
 � � � 
 �

� �
cos x cos x

log log (cos x cos x )
	 	

� � 	 	
�

�
� �
� 
 � � ��

x x
log ( cos x) log ( cos ) log .cos� 	 � �� � � � 


� � �� � �� �
x x

log log cos log log cos a� 	 � 	 � 	� 

� � � �� � � 
 � 
� �

��
`�CY��	 x, y
"

� �
� �/� sin( x y) sin y	 �� � �� �̀��
�a����

���� I�H.
z
tan(x y) tan x	 � �

x y a	 � �3&�������4� y a x� � � ������������bV
sin( x y) sin y	 �� � ����������������������������������%1��3

a

sin(x x y ) sin(y)	 	 � ����

sin(x a) sin(a x)	 � ��
sin x.cos a cos x sin a (sin a cos x cos a sin x)	 � ��
sin x.cos a cos x sin a sin a cos x cos a sin x	 � �� �

sin x.cos a sin a.cos x� ��
�%�((AT-� cos a cos x � 	��.�����/
((A-�k((1��c�((X�/3

9%� I���
sin x� cos a sin a cos x

tan x tan a
cos a.cos x cos a.cos x

� � ��

tan x tan(x y)� � 	� ��

�H.
z��
`�CY�� sin x sin x.sin x� � �� �� 
 �� �̀����"��H��
���� I

cos x �
�� �

��bVsin x sin x.sin x� � �� ��



sin x sin x.sin x� � � �� �� � � ������ �������

# $cos x cos( x x) cos( x x)� � � � 	 �
�� � � � �

cos x (cos x cos x)� � � � �
�� � � 
 �

cos�� x cos x cos x� 	 � �
�� � 
 ����

cos x cos x� 	 �� �� � � � 	�
cos x cos x (cos x )� 	 � � � �� �� �� � 	 � 	
 �

cos x cos x� � � � �
� �� 	 �� �

���

���� I�H.
z��
`�CY�� sin x cos x

a b a b
	 �

	


 
 � �� �̀��f�a����
sin x cos x

a b (a b)
	 �

	

� �

� � �
�

��bV
sin x cos x

a b a b
	 �

	


 
 � �� sin x y�� �3&�������4

y ( sin x) y ( y )

a b a b a b a b

� �
	 � � 	 �

	 	

� � � � � �� � � �

�%� I����K���a.b��3�����/
A-�c�X�/3
y y y

a b a b

� 	
� 	 �

	

� � � � �

a.b
by ay ay a

a b
	 � 	 �

	
� � �

ab
(a b)y ay a

a b
� 	 � 	 �

	
� �

%� I����K���(a+b)��3�����/
A-�c�X�/3
(a b) y a(a b)y a ab ab	 � 	 	 	 �� � ��



;=;=

(a b) y a(	 �� � � a b)y a	 	 �� 	

[(a b)y a] (a b)y a� 	 � � � 	 � �� 	 	
a a

y sin x
a b a b

� � � �
	 	

�

a b
cos x sin x cos x

a b a b
� � � � � �

	 	
� � �� �

sin x cos x (sin x) (cos x)

a b a b
	 � 	

� � � 
 � 


� � � �

a ba b
( ) ( )

(a b) (a b)a b a b

a b a b

	 		 	� 	 � 	


 


 



 


� � � �

a b a b

(a b) (a b) (a b) (a b)

	
� 	 � �

	 	 	 	
 
 
 �
� �

�

�/� sin x �� 	�� �̀����a����
�� sin x.cos x

a sin x bcos x c
sin x cos x

� 	 	
	 ��

a b c� � �
�
�
���� I�H.
z��
`�CY

��bV
sin x.cos x sin x.cos x (sin x cos x)

sin x cos x (sin x cos x) (sin x cos x)

	 	
� 


	 � 	 � 	 	
�

� � �

sin x.cos x(sin x cos x )

(sin x cos x)

	 	
�

	 ��
�

�
sin x.cos x(sin x cos x )

sin x cos x sin

	 	
�

	 	� �

�

�
�������� x cos x ��

sin x.cos x(sin x cos x )

sin x.cos x

	 	
�

�
�

sin x cos x
sin x cos x a sin x bcos x c

	 	
� � 	 	 � 	 	

� � � �
� � � �

a b c� � � �
�
� �

�

� x bx	 � �� � 	�_S3
W���
��D,1����	
�/�	��
�� �̀��	�a����
tan cot 	  �� � ����� I�H.
z��� �
.

��bV
x bx x sin , x cos� ��	 � � �  �  � � 	

sin cos sin x cos
tan cot

cos sin sin .cos

  	  
 	  � 	 �

    

� � � �
� �

� � � �

( si

�

n cos ) sin cos sin .cos

sin .cos

% & 	   	  �   ' (

  

� � 
 
 � �

�
� �

�������

sin cos sin .cos

sin .cos

 	  �   
�

  


 
 � �

� �

( sin cos ) sin .cos sin .cos

sin .cos

 	  �   �   
�

  

�
� � � � � � �

� �
�

������	

sin .cos (sin .cos )

sin .cos (sin .co

�   �   
� �

   

� � �

� �
� � � �

c
( )
a

cs ) ( )
a

�
�

 

�

� �

� �

( )

( )

� � � �
� � � �

� � �

�� � � � � � �� � � �
�
�

sin
tan

tan

�
�

�
�

�
� 
 �	 
	

�	
��������������� I�H.
z�����a����

��bV
sin sin cos ( sin )

tan sin sin

cos

� � � �

� � �

�

� � �
� �

� 
 �	 � 
 �	 �	 � 
 �	
�	 �	 �	

�	
cos cos sin cos ( cos sin )

sin sin

� � � � � �

� �

� �
� �

�	 
 �	 �	 �	 � � �	 �	
�	 �	

cos ( sin )
cos (sin sin )

sin sin .co

� �
� � �

� �

� �� �
� �

��	 � �	�	 � �	 �	 �
�	 � �	 s ��	

sin sin sin ( sin )

sin cos sin .cos

� � � �

� � � �

� � 	 �
� �

�� � �	 � � �	 � �	 � �	
� �	 �	 � �	 �	

    (I)�_J.��sin
tan

cos cos

�
�

� �
�

� � �
� �	 � �	

�	 �	 ��������������������������

��H�&��C�&-�����4�X�*�
sin( ) sin

tan tan
cos .cos cos cos

cos

� � �
� �

� � � �

�

	
	 � �

�


	 �	 �	
	 �	

	 �	 
	 �	

�
�	

�U���/
((A� �
cos �

�
�	

��
((^ �D((. �(I) �_((J.�� ��3
�9%��3�������!���� (tan tan )� �	
	 �	

tan
cos �

�
� �
�	

tan tan tan tan� � � � �� 	 � �	 
	 �	 �	 
	 ��



;@;@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

/��1�"�	'�2��*	�$	3��) J�1#�()��=)�V�

�)&�3X�-����<
��D#�u
+$��D
1
1�
����
1��U*&�Y
�C�*&�Y�Z��3
��DJ$&#�
���-
��T��C
.
A�
�N
�5��
����
1��x�S
�Y�
�/�[�A���j13�K
A�
y��V#��

	4���5	�*6
���7	89*	 	:."�7

�* }� } }��C&�����;=����()<
�
+$&���
-��3�EE<�"�*$


+$&���
-�/�* }� } }��C&�����=)��E���5
<
�$�
 �̀���� ��/�>&-&$}3�
��*/���@~|�5�4���&
1�3�&�S��=�&
S���x
� }̂ �3��/3} ���=��4�L)�

�:C
4
$�'1}�}I����B����
�;��&
q1���
-����J(�����F���
��C&$3�
q1���A�
���c����-

���/�.�����/��ch.
��<<��=��
������=��<��W�()$

DT�!3��:;��F����7��

+1��Y���#��Nu
1���
�s#�

�@�A�5V����=)�L

�l&V.�kE$�/�HA1
.m�%5�4
��1
+1��Y����3�{&��*��%5�4�R1
�R1��
$��.�%5�4�k1��9H$�
�R1��`��*�*���W!�/�C
#$�3
��
��D.�C
#$��.3���
1��%5W�
�D#�
$��<"/5t)GH�]��"1�)�
�,1� ]K��(�-�]��9H(($����((�
�ZT���
((j1�����.�u�H1Nv�
�%5�4�k1���3�D#�u
+$} ��D
1
1
��
+$��)x1
^�H4
1�3��3x�
�
�3&��D.����3����V1*
.�k1�#�.

9H$���3�3��
r#��

������!�((��H
((A!��3
�H((S
1� ��3 ���~((5e�Y�~S
���<;�y
(($��3�;:
���j�S
I
��((�*&�Y�P�����3��32��
��
(($��.�CY��3�
��U*���DI
�O1�(($����`3
1�/�U*&((�Y
�%5W��R1��H(($����J$�/
��
��D.�3��/��*
-�/��1� �̂��
1�
�C
#$��.3�D.�D#�u
+$} ��D
1
1
�/�3&((�����3��/�;��((5�4�
`
�%#A�$�k1��3��`����%�
r-
�/��((�3��((���-�����((�*&�Y

�H4
1�3����.����C�*&�Y�Z��3
��#((,�.�/��((#�.�H((�T4&��/
�/��
56�H.
!��/�ZS
w�3��/
�H.
z�[���/��9� I��((�*&�Y
��3��#�W!&��*��������.����3&�
�R1��3���
1��%5W��R1�iS
!
�CY�C�*&�Y�Z��3�DI�C
#$��.3
�ZI�$�/���
1�3��4��)��*��3
�k1���3�9� I����
����� #A�
�C

5W���5	��xI�
-�D$���
�H56�D.�CY�C��
I�����H$3�/
�C�*&�Y�Z��3�C
�r6�/�3�((
-
�i13f-�/�n
((M8���/�%o���((.
�/�H(($���X
��C�*&�Y�Z��3
�9��*&�Y�/��
56�[\
((A��D�
����.���#.���3�D#�u
+$} ��D
1
1
�D(($��� �k1� �C�*&((�Y�Z��3
�*� �/ �H((A�� �� #��3�H$/3
��
��D WX �C�*&�Y�Z��3 �i�
^
��
((��1��- �/ �
��Z�*�(($

9� I����[
�-������
�A.
�N�((��H((�d`�*���((W.

�C3�I��� �̂�/�D\����
.�/�����
�*
���
+#.� ����*&�Y ��
��U/�
�D^&-�i5^�D.�g4&����*
((-�/
��
56�3��&��D.�C�*&((�Y�Z��3
�k1��/��93&((������((�*&�Y�/
�[\
A���#��DI�3��3�����1
��&-
�/�HE$��
�((A.�N
6&�&��/
�[.
!��3��&��D.����*
$�$3�3
�C�*&�Y�Z��3����.�%�4�/���3
�D
1
1�DI���
V ��9� I�[1�M-
�/�;;�((M^��/�3�D#�u
+(($} �
���/��
.����;�K
((A����
M�
�~1��-�C
,1�����.�D�
!2�
�Z �.�/���3�k1��D.��� I���
��/�C�*&�Y�Z��3�DI��$����
��
�A.�)&TS
.�/���
���3��W#$��*�
�9����3�&��.�
��D ��*�k((1���3
����((.�3�((�`����%((�
r-�/�
�K
((A��3&��C�*&((�Y�Z��3
�;�y��((V#�� �/ �[�((A���j13
�R((1��3�/��9�(( I�~((1��-
����.���
#A.
-���*&�Y�)�/3
�;=�-
��T��C
.
((A��{&�&�
��M �̂�;@N
�5���)����`�.�3�DI
�;<��
1��x�S
�Y�/�;>D#4�((,�0



;>;>

�/�
((���*�/�0� 5.�/�
((��CY�*�
�3&� �_((�
M5X��
^ ��
((�/*�Y
�DI��1
��R
I�
.�9H(($
��CY
�
��CY����.�D#�u
+(($} ��D
1
1
�C�*&�Y�Z��3���((�3�����
e��
��*u�N�
A^�/�N��^�O1�$
�k�.�x1

-�/�C3�I���^����.
�/�
��CY�*��D((W�
 �̂N��
((o#��
��*u��
�3����
#(($� �Z1�x4�
����i(($
 ���((`��*����((.
�*��~0�9�((��/Y����H(($3�D.
�K
A����3�C
�#���C����d`
�[r4��3�y��V#���/�[�A���j13
��[�r�-���Y�y
(($��3��
�.
�y
(($�DI�k1��*��C�*&�Y�Z��3
��&���/�H�S
W4�
.����D#((�d`
��
((A�������������d`��MS
^
����*��Z((�.�NdS�/��((#���
�*���W.�C�*&((�Y�Z��3�9�((���3
�H4
1�3����3&��N��
��DI�k1�
���&������3*�C
e�����  I���
�DI�� ,1�������3&��Z�0�/
�
.�����/�3�_
������D#((A��&-
�9����dV. ��(($�H,0�H�T4&�

��
�-��R1�C
#((A.
-�*���W.�
��
�%5W���
I�D((.�D((��3�
��&^
�
�3��/�C�*&((�Y�Z��3�N��((
��/
�xI���DI����D�&`�D.�3&����
��2((6��N
((�
�#������x((`�.
��(($��.�
.�
��CY�DI��� I���
�D.
((,-�/�C�*&�Y�Z��3�N��
�
�/�H(($�3��
��a(($
0�k((�.
�Nu��(($�D.�C
((�Y�H(($�3
�
�{&�&��k1��D((.��0�C
((�#��
��3�i5T-�y

#���DI������3�.

9H$��3
1*�C
�#���k1�
�k1��C�((��Q�J��*���((W.
��0�D#�u
+$} � �D
1
1��{&�&�
��3
r#!��P1��((��DI�3�.���
�H$������L6
.��3����x���/
�D.�N
�
�#������x`�.�xI���
-
�C�*&�Y�Z��3�3��W#$��/�U&�
�9�(( I��((13�-�/�R((���/
��V#A1
��N
Mz�����.�k1��.
 .
�k1���.�%�
r-�Z��*&�Y�Z��3
��3�e��C
�#���DI�3&����
��3�k1��/��1Y��[
6�D.�C
,1��*�
�R1�
� -�
��CY�DI�H$���S
�

�k1���3�C�((���3
�Y����.�*/�
�%5W��x���/�����3�H	�4�C&�*Y
�3x�&`�C�*&�Y�Z��3�D.�
��CY
�3�e��C
�#���DI�H$���3�I
��-��&�3�/��-�HE$�i-����D.
��W.�9H$��C
�#���k�#AE��*�
�3�e��C
�#����1
#���26��*�
�C�*&�Y�Z��3��

-�CY��3�D((I
���3�k1��C����d �̀D((.�g4&�
�D.�D#�u
+$} ��D
1
1��������((�
�DI��1&`����C
#$��.3�~�\�
�k�S/���3�C�*&�Y�Z��3�N��
�
�D.�C
((,1�����.�x������C&�*Y

9��
$�.�HMz

�%5W� �D#�u
+(($} � �D((
1
1
��1
����1��
.�U2-��0���
1�
�*���
�S��
((.�%5�4�k1��D((I��&�
��H$������D#�
$�/���`��*
���

�.�H((56�D.��
e���(($
�yx ���3��:D((�
���C
X�(($
�����(($�a((1�
-��3�U�((A0
�3/��.�;:�:�y
(($�����
�

9Hj �̀N
��

�9��3�����
e�������
I�k1���H$�
�~1��- �C3�I��1�� �̂ ��
V �
�y��V#���/�[�A���j13�K
A�
�D((
1
1����((.��((1
������V�
��1Y����3&((^/�D.�D#�u
+(($} �
�
������V� �k1� ��#((,�. �D,1�
�C

5W��DI�H$���1
��13�-
�L6
.�/���
.�C
#$��.3��V13
��� #((A���/�D.�
��CY�y
T#��
�D.�DI�����3�3
((T#6��C
�Y���1*
�3�&(($��.�C�*&�Y�Z��3�k((1�
�C�&((-��
����((��&E����3�/
�999/�;�%#1�
VS��(( �
���3��&�
�
.�93�I�%((��j-�/�~((1��-���
�3��`����%�
r-�/���k1��3&^/
�_�
��.�R1�k1/�-�/�����X�
.
�>�H6
$�*���(($�3�i$
 �
�C
#A.
-�y&X��3�����
-�pM	
�/�D#j���
((�*/���
((
-��3�/
��3��
`�13�k1��H((1&T-�
.�x��
��3�HI�((��DI�C�*&�Y�Z��3
�H4
1�3����((.�
���2I�k1�
�N2�r�-�C
1
0�_((�
 ���&`
��&((r��3 ���
#(($��.3
�y
M�3���Y�y
$�C�*&�Y�Z��3
��3��H(($���((�Y�
I�/��((�j�
�3&��c���3�M,�0�/�DW$&-

93��3�.�����z�����
`
�C�*&�Y�Z��3 �DI ���
V �
�y&�,��C
#A.
-�y&X��3��V13
�
1�H!/���
0��
((��
I��
((e��
����&^&��C��/3�[\
A����`�$
����&^��
��3�D((.�CY�3/�/�/
�D
1
1�C�*&�Y�Z��3��� #((A�
�/���((� �̀�4�D((.�D#�u
+(($} �
����q�0 ��
��D�8!����`3
1
��((�
1���
((��y&��4�x((���/
��C
���k1���3�D#MS��9��*�3�0���
���V13�ZS
w�
.�C�*&�Y�Z��3
�C3�I����!�.�CY�/��((���D �̂&�
�3��4��N��
((o#���k((�.�y3
W-
�k1�S�/���((1/�D.�/�y
((A`�x.

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�%+�5�0.
1. Stand and Deliver
2. Director
3. Ramon Menendez
4. Tom Musca
5. Edward James 
Olmos
6. Lou Diamond 

Phillips
7. Rosanna Desoto
8. Andy Garsia
9. Music
10. Craig Safan
11. Cinematography
12. Tom Richmond
13. Nancy 

Richardson
14. Warner Bros
15. March
16. English
17. Jaime Escalante
18. Los Angeles
19. California
�������	
��
21. Algebra
22. Basic Arithmetic
23. Calculus
24. Pre-Calculus
25. Trigonometry
26. Advanced 
Algebra
27. Math Analysis
28. Logarithm
29. Bladder Cancer
30. March



;<;<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

	$��;2<6

�����
��
���� 	���

!1�"�
�)&�3X�-����<
����
1��3
�|
S�
��C
 ���-3��~1�-
�
��
�/�

)&�_��$)�
�*���3
j#(($��
.�C�&((-�������Z((E.�k1��[\
((A�

��
#�
$�[�
((��DI�3�I�[���1
��~1�-
���
���`�1/
�k1��*�����D((�&
���1*�y
���9� #((A�����&#(($�(��J(($

��H$
��~1�-
�

��
`�CY��� �
.�n�n��
��~1�-
��B�/�A�� �̀��� I�H.
z��
)i�
n ndet(I AB) det(I BA)� � �

��o���3��1d0�C/��/����B���((#.���D5�((A��k1��[�����.��bV
��H��3�%���&���
`�CY��%1��`���

n n(I AB) B (I BA)B�� � ��

��De�#���3�/
� n ndet(I AB) det(B )det(I BA)det B�� � ��

ndet(I BA)� �

�
x nB xI B� 	 �~1�-
���CY��
 �̂D.����
M���1d0�C/��/�B�� �̀

�R((1� ndet(xI B)� �D((I�
((^�CY�*��9%((1��`�����((o���3���
�O�
 �̂��*��D.�B

x
��
��~1�-
���H$��x iA��.����D5
^� w

�k1��.
 .�9���1d0�C/��/�
((��CY�*����
 #���3��W-�x �̂x��((13
T�
�%1��V.�De�#��/�%� I��3
j#$��N
Mz��ZE.�k�S/��*��%���&-���
�CY�*����
 #���3��W-��
 �#$��D.��x��13
T��O�
 �̂��*��D.�DI

n x n xdet(I AB ) det(I B A)� � �

�DI�����x�iA��.��1
�����D5
 �̂� w�C
 ���-3�/3�k1��
��
��.��.�N2
 �̂�1
.�k1��.
 .�9���.��.�x����((T��H1
����.���*��D((.

� x �	���*��D.��&r��D.��� �
.
n ndet(I AB) det(I BA)� � �

����
.��1d0�C/��/�
nI AB)� �� �̀�%� I����Do�2���De�#���3

�%�T#A���-
Mz��
^�k1���3�9H$���1d0�C/��/�x��� n(I BA� ��
`�CY
����
.�

nI AB)� �C/��/�V�� �̀�9%��3����H$3�D.���x5#$��k1��*�
�9 nVAB V I� � �D((e�#� ��3 �/ �

n nV(I AB) I� � ��
`�CY
��%1��3�k1��.
 .

n n n(I BVA)(I BA) I BA BVA BVABA	 � � � 	 �

� n n nI BA BVA B(V I )A I� 	 � � �
9H$�� n(I BA� �C/��/� nI BVA	 ��De�#���3

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�b`)��
�� �
.�C
 w�/�O.���~1�-
��/3�B�/�A�%� I������4�C�

9���1d0��1&W-�B�/�A��� I�H.
z�9�A+B=AB�DI

���=��((A1�-
��B�/�=����((A1�-
��A�� �̀��� I�H.
z�C�
��
`�CY��� �
.

det(AB I ) det(BA I )� 	 � �� 
 	

�C
 w�/�n�n��1
��~1�-
��z�/�y ��x�%((� I������((4�C�
��DI�� �
.

x y z xy yz z.x	 	 � 	 	

����*����%���1*��
����.��.��� I�H.
z
xyz xz zx

yzx yx xy

zxy zy yz

� �
� �
� �

�3
�-���A�/�B�*��n�n�~1�-
��/3������*��D.����3�C
,��C�
��H$�����!�.��1*

n
n

n

I A
det(I BA) det

B I

% &
� � ) *

' (

�DI��((�
.�C
 w�/�n�n�~1�-
��R1�N�%� I������4�C

�H.
z�9FH$�����/���*��N/
j#��/��T�T���3�6�
G� nA A�  

9H$���1d0�C/��/�A+I
n
�~1�-
���� I

�)�  I����((!�.�/�N/
((j#���((1
��~1�-
��B�/�A��(( �̀�C�
9��.
�.����

nAB o� ��� �
.�A B B A�� � �/�A B�� �



;�;�

��T�T���
��D1��3�
.�n�n��((A1�-
��A�� �̀��� I�H.
z�Cf
��N�&	�k1���3����
.

ndet(A I )	 �� 	

��
��D1��3�
.�n�n��1
��~1�-
��B�/�A�� �̀����3�C
,��C�
�/�p��	�3��6����*��D((.��
`�CY�� nAB o� �/�� ((�
.��T�T�

��%1��3�q�/�p�HM��
p q

ndet(I A B )	 	 �� � 	

�DI�� �
.�n�n��1
��~1�-
��C�/�B��A�%� I������4�C	
�� I�H.
z�� nABC o� �/����1d0��1&W-�/3�D./3

det(A B C )det(A B C)	 	 	 	 �� � � 	

�DI�� �
.�C
 w�/��T�T��3��6��q�/�p�%� I������4�C��
�%��
.�D#��3�x��T�T��3�6������*��D.

x px	 	� q � 	
��
`�CY����
.�3�4�/�HM���/�p��	��3�6�n�� �̀��� I�H.
z

��%1��3�n�n�_M-���*��x��T�T���
��~1�-
��O�
 �̂��*��D.
n nx px qI o	 	 ��

�� ((�
.�n�n�~((1�-
��/3�B�/�A�%((� I������((4�C��
�B�
.�%��/�A�
((.�%��C�� �̀��((��3�C
((,��9C AB BA� � �/
�3&^&��C
 w�m�� �
������	�3�6��
`�CY����
.��1d0��1&W-

��DI�H$�
m

nC o�

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�b`)���bV
�/3�D.�I

n
�C/x4��
((.�� nAB A B o� � � �DI�
((^�CY�*��C�

��%1�/Y����H$3�D.�D1xe-�/�DJ.���c�X
n n n(I A)(I B) I� � �

�CY�C/��/�/��1d0�C/��/�
nI A� �DI�%1��`����De�#�

��De�#���3�9H$��
nI B�

n n n(I B)(I A) I� � �

��3�9H(($�� nAB A B o� � � ��x5#((A��DI
BA A B AB� 	 � ��H��3�%���&��De�#�

�*��=�=��
��~1�-
��C3�/Y�H$3�D.����.�C�
�9%� I����[�
+-�
��j	�
.����
��~1�-
������/����

�BA ��DI��S
���3��H$��AB��.��.�������~1�-
�
��V13��
 �̂���/�3��3�t((w�/�u
.�_((�& �̀�3��������

�ZE.����#.���3�DI�
��C
 ���-3�D.�n&.���3
�-��9H(($���j	
��DI�H$��k1���x5#A���H4� �̀���!�L�.�3�&�

det(I A B ) det(I B A )� � � �� � �� �
��%1��3�k1��.
 .

det(I A B ) det(I AB) ( ) det(AB I )� �� � � � � ��
� � ��

���Y��J(($��3�O!�/��j	
���((r 6�
� -�DI�
((^�CY�*��x((��
���
 #��3
�I�/��H$�����k�1
0�/�H$���_((�& �̀�3� I B A� ���

�DI�%�.
1����3��H$��det(I BA)�


det(I B A ) det(I BA) ( ) det(AB I )� �� � � � � �

� 
 
�

9�1Y����H$3�D.�De�#��/

x y z	 	 xy yz zx� 	 	 ������������������������4�
.�C�
xyz xz zx� � �������������������������DI�%� I����Do�2�
xyz x y z xz zx xy yz zx	 	 	 � � 	 	 	 ��
.�*����%�

��%1��3�N�&	�k1���3�9H$�
n n n(x I )(y I )(z I )� � �

n

n

xyz xy yz xz x y z I

I

� � � � 	 	 	 �
� �

� n(z I )� �/ � n(y I )� �/ � n(x I )� ��
((��~1�-
� �/
�
.�� W1G�
��[�
6�*��k((#4�`���/3�H((,V1
 �̂
.�9���1d0�C/��/
�y
������.�FZ|w��3�CY�C/��/�/�[�
6�H$���H
$��3�K��

� n n n n(z I )(x I )(y I ) I� � � � �

��k1��.
 .�9%1�/Y����H$3�D.���
nzxy xy zy zx x y z o� � � 	 	 	 �

zxy zy yz� � �����������������������������
.�H$��*����%��DI



�:�:
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��1
-�D$��/� �̀*����.��.�k�S/��DI�� I����H.
z�{&�&��k1�
�D$�DI�%�.
1����3��c/���H,V1
 �̂
.�9H$�����Y��x5#((A�

9��*���%����.��.
FI.V maftei�/�T.Andreescu�*��Q�X�����<=����
�/����
1��_T.
A�G

���.��.�C�
n n n n

n n n n

I A I A I o
.

B I o I B I AB

�% & % & % &
�) * ) * ) *�' ( ' ( ' (

����D5�((A��N�&	�;n��;n�~((1�-
��DI���3����C
((,�
�R1��.��.�C
 ���-3�
.��A1�-
��K���[	
��N�&	�D.�C�&-���
�k1��.
 .�9H�&�� ndet(I AB)� ��.��.�C
 ���-3�
.��((A1�-
��/

��H��3�%���&�
n n n n

n n n n

I A I o I A
det det det

B I B I AB o I

��% & % & % &
�) * ) * ) *�' ( ' ( ' (

�

ndet(I AB)� �
����������������������������������������

�� nA B I� � �DI�
^�CY�*��9
nB A I� 	 �%� I������4�C


��H�&���1*�N�&	�D.�C�&-������� nA A�  �n��
� n

n n(B I ) (B I )� �  �
�x5#A��{&�&��k1�

n n n n
n n

n n
B B B ... ( ) I B I� �+ , + ,

� 	 	 	 � �  � - . - .
/ 0 / 0

� � �� � �
1
n n

B B
+ ,

� - .
/ 0�

n n nn
B ... ( ) B B� � �+ ,

	 	 	 � � - .
/ 0

� � ���
n

n nI ( ) I�  � ��
��%1��3�i�-�-�k1��D.�9H$�

n n n n
n n

n n
B(B B B ... ( ) I I )� � � �+ , + ,

� 	 	 	 � � - . - .
/ 0 / 0

� � � ��� �
n

n(( ) )I	� � � ��

���1*��H(($���1d0�C/��/�B���3����C
((,��� ((�/��D.�DI
n( ) 	� � ��� 	

Fc.cocea�*��Q�X����<:����
�/����
1��3
�|
S�G

��%1��3�C�
n(A B )(A B) A A B AB B o	 � � � 	 � �� � � � � �

�A B	� ��DI���3����C
((,��DJ.���k((1���A B� �C&((w
�/�HA����1d0�C/��/�De�#���3�9H$���j	�D�56��&AT��R1�����3

9H$��:�Z�
 ���-3�k1��.
 .
F�������
 -
0���
1��_T.
A��k�
+1�/��
e 0G

%�A1&�����Cf
n n nA I (A iI )(A iI )	 � 	 ��

��n��999���;������(( �̀�9H(($���((�&�&���((��/�CY��i�D((I
�����N�
M6�A+iI

n
��
����T����1/��
`�CY��� �
.�A��
����T����1/

��*�
ni. i,..., i1 	 1 	 1 	� �

��%1��3�De�#���3
det(A n niI ) ( i)( i)...( i)	 � 1 	 1 	 1 	� �

�H��3�%���&��i�-�-�k�
��D.
n ndet(A iI ) ( i)( i)...( i)� � 1 � 1 � 1 �� �

��
����T����1/��H$���T�T���
��D1��3�����3�A�DI�
^�CY�*�
��3
j#$��
.�9��&�������
��7/3x��3��6���
��Hj �̂�3�ZJ5#E�

��
��y&��4�*�
(a bi i)(a bi i) (a b ) ai	 	 � 	 � 	 � 	� � � �

/
(a bi i)(a bi i) (a b ) ai	 � � � � 	 � �� � � �

����
ndet(A iI )� �/� ndet(A iI )	 �DI�%� I����D((o�2�

�7/3x��DI�H�&�����D5
 �̂�
��K���[	
��N�&	�D.�C�&-���
��
��7/3x��
���y
 ���-3�3&((���De�#���3�9���V1�+1�P((5#E�
�C
,.���[	
��DI�H$��CY��x5#A��k1��/����V1�+1�P5#E�

9��
.��j �
��/��T�T���3�6

��%1��3�k�,�0�_5�A��D.�
 .�C�
p

ndet(I A )	 �� 	
�/

q
ndet(I B )	 �� 	

��%1�/Y����H$3�D. nAB o� �*��
p q

nA B o AB o� �� �

��H��3�%���&��i�-�-�k1��D.�/
p q

ndet(I A B ) d	 	 �� � p q p q
net(I A B A B )	 	 	� � � �

p q
n ndet((I A )(iI B ))� 	 	� � ����

p q
n n ndet(I A )det(I B ) o� 	 	 �� �

����������������"#	���

�
^�CY�*��9��
.����/��&$�_((,1��w � ��%� I������4�C	
�/����1d0��1&W-�C�/�B ��A�DI

nABC o�

��H�&��C�&-���
A B C A B C ABC	 	 � 	 	 �� � � � � � �



��

(A B C)(A B C AB BC CA)� 	 	 	 	 � � �� � �

(A B C)(A wB w C)(A w B)� 	 	 	 	 	� �

(A B C)(A wB w C)(A wB w C)� 	 	 	 	 	 	� �

��De�#���3
det(A B C )det(A	 	 	� � � B C)	

det((A B C) )det(A wB w C)det(A wB w C)� 	 	 	 	 	 	� � �

(det((A B C)) det(A wB w C)det(A wB w C)� 	 	 	 	 	 	� � �

(det(A B C)) det(A wB w C)� 	 	 	 	 �
�� � 	

��%��
.�D#��3�x�*��n�n�~1�-
����*��D.�%� I������4�C��
n nX pX qI o	 	 ��

��H�&���1*�N�&	�D.�C�&-���������.��.�k1�

n n

p p q
(X I ) I

�
	 �

�
� 


� 

DI�{&�&��k1��*���3
j#$��/�c�X�/3�*��k#4� �̀C
 ���-3�
.
det(AB) det A�

�%1�/Y����H$3�D.
n

n

p p q
(det(X I )) ( )

�
	 �

�
� 


� 

�CY�H$���H
$�/�H$���j �
��DJ.���k1��k1��tw�H
$
�C
1
0�D.����N
Mz����!
 -�k1��/�H$���j ��� ���I�����4�D.�
 .

9��
$����
FI.D. Ion�/�T. Andreescu�*��Q�X����
�/����
1��3
�|
S�G

�%� I���4�� �̀�DI�%��
.�D#��3�D^&-��1
.���#.��C��
np(x) det(xI B)� �

���&I�_�8!�D.�
 .��
`�CY����
.�B�_rE,�����D5
 �̂� w
��C&#5�
��(

p(B) no�

��%1��3��3&������1&W-�B�/�A�3�&��/3����
.�C�DI�
^�CY�*�
AB B A (AB BA)B B(AB BA)� � � 	 �� �

BC CB BC� 	 � �
��1*�_J.���� k �	������*��D.�DI�%��3����C
,����T#(($��
.

�H$�����!�.
k k kAB B A kB C�� � �

�DI���4�k1��
.�/�H$�����!�.�� k ,� � � ���*��D.�DJ.���k1�
%1��3����
.����!�.�x��� k �����*��D.

k k k k kAB B A (AB BA)B B(AB B A)� � �� � � 	 �� � �

k k kCB B(k )B C kB C� � �� � � �� � ��

9��
$�����N
Mz��D.����
63��DI
�%1��3�q����D5
 �̂� w������*��D.��De�#��C�& 6�D.

Aq(B) q(B)A q (B)C�� �

�&r��D.��H$��q�g#,��$��CY��3�DI
n po A (B) p(B)A p (B)C�� � �

��De�#���3�/
nAp (B)C p (B)AC p (B)C o� � ��� � ��

��%1�/Y����H$3�D.��1��T#$���&X�D.��k1��.
 .
(k) k

np (B)C o�
��DI��&r��D.

n!Cn
no�

9H$���

-��
I�/�� n
nC o� �H��3�%���&���i�-�-�k1��D.�/

(All Union University Student Olympiad, 1976)

��

Basic Mathematics��������	
�
http://www.basic-mathematics.com��3)4�-��5)85

�iS
!��3����D1
0�/�g�
6���3�N�&	�D.������
1��*���((�&`
�& �̀k1/
 6��
V./�k((1�
��.�
I�D.���((��ib-���N
6&�&��[+((��D.�/�%o ��N�&	�D.���
1��N
�5
6�/�%��
j�
�
��CY�*��R1���DI�H$���1*�k1/
 6�[�
((��H1
(($�k1���5	��_�j	�9��3����U*&�Y

�9H$������D#��3�0�{&�&��R1�D.�[�rj-�D.�
��CY��3�/�����3��1
��C�& 6�1*
(Introduction)�D��T���
(Arithmetic)�K
A���
(Geometry)�D$� ���

(Probability and Statistics)��
�Y�/�y

#����
(Sequences and Patterns)�
�&VS��/�
��DS
M�3��

(Algebra)��M �̂�
(Resources)�O.
 ���
(Teachers)�C

5W���



�;�;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

	+"%>�$6�?6 '�����)Y(��1V

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�3��G?
�@���2��aH��w5�L��0�)&�ch��FH x*��7)GH5�"N)B��:H��(�
����()<�)��3��1&�@��LD�-�'������')&(�GE<�(��3�+�3�);/��
�0�(����(���@'��"E�,����')&�c��.�-�b`)���bV�(��)&�=D

C�����0��(��M
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

�
���������
�����������

� ����!��"#

�)&�3X�-����<
�����T#$��
����1d0�ZE.
�3
6��"M�-�-�U&�
��
�
 M���C3�I
9y/��3��6�������

�

b�)<�y�������2��"��z�����7)G5
�[	
��D.�3�6�CY�_1xe-��3����
.�[�
I�O.����3�6�� �̀�FI

9����7/*�
��C�&-�_
���y/��3��6��K��

�3�I�K���<��3�6��3�C�&-�"��DI�����3�6�k1�-�Rw&I��
)i�
9�1�/Y�H$3�D.����
.�[�
I�O.����3�6�[	
��
-

� !� 
 
 
> ;< ; � = > �
1 � !� 
 
 
 
 
 
< < > @ = � � ; ��bHV
�N�&	�D((.��3&((��K���CY��3�k � 
 
; = > �3�((6�� �̀�D((I
�"V
��
��C�&-�C&((w�/��((1Y�"���3�k !� 
 
 
< ; ; ;< ; � = >

9H$��[�
I�O.��������7/*

���
1�:��
!���*��"+1�D.��1
.����
.�[�
I�O.����3�6�� �̀�FII
�<�
1�>�
1���
1�;�D.��3�6�� �̀��dS�/�3&��%#����
1�@�
1�=�
1���
1

�9HA���[�
I�O.���3�6�CY��3&��%#�

�D.��1
.����&
����((�
.�[�
I�O.���/�3�4��3�6��(( �̀�FIII
�[+((��D.�/��((�
.�3�4��3�6�� �̀��dS�9�((�
.�F<k���G�N�&	

9HA���[�
I�O.���3�6�CY����
M��F<k���G

��.��1
.����&
����((�
.�[�
I�O.���/�7/*��3�6��(( �̀�FIV
����.�/��((�
.�7/*��3�6�� �̀�k1��.
 .�9�((�
.��1d0�ZE.�x����

9HA���[�
I�O.����
`�CY����
M���1d0�ZE.

��1
.����&
����
.�x���[�
I�O.���/���K�8���3�6�� �̀�FV
�"S/���
.��1d0�ZE.����.��3�6�� �̀��dS�9��
.��1d0�ZE.����.

9HA���[�
I�O.����
`�CY���
M���1d0�ZE.����.

�O.���/��1d0�ZE.�p� }y/��3�6��.��3�6m�� �̀�0x�<�(�!�"��-
�� �̀��dS�/��H(($���1d0�ZE.�P;��.����&
���
`�CY���((�
.�[�
I
�p�/���
M���1d0�ZE.�P;��.�"S/��((�
.��1d0�ZE.�p��.��3�6

l9HA���[�
I�O.���3�6�CY��
`�CY����
.�y/�
�N�&	�/3�*��"+1�D.��((�
.�[�
I�O.���DI��3�6����FVI

k 	� ��
1�/��k�[+��D.��3�6�� �̀�k1��.
 .�9H$���k����
1�/��k
9HA���[�
I�O.����
`�CY���
M�

��1*�
�

a k a k t

a k a k k t

a k a k k

k k t


 � � � �
�
� 	 � � 	 	 � 	�

�
� 	 � � 	 	�

� �� 	 	 	 � 	�

; ;

; ;

; ;

;

� � �
� � � @ � � �
� ; � �; �

� �; � � � �

��2����')&�3�5()1+�"��z�����7)G5
�3����
#(($� �N�&((	 �D((. ��� �m �"((W�MX �3�((6 ��(( �̀
�D1xe-�y/��3��6��K�((��[	
��D.� k

km p p ... p
   � 
 
 
� ;� ;

�k1���3��F����".
((A��3��6��
�� i �/�y/��3��((6��
� ip G�%((� I
��N�&	



����

�_((J.�� �*� �m�3�((6 � }H((M�� ��
������

((��3��((W- �FI
�/��((1Y�"��H(($3�D((.� kT(m) ( )( )...( )�  	  	  	� ;� � �
9 T(m); �
.�H$���.��.��m�3�6��
������

�� }[I�3��W-�k1��.
 .

�DJ.���*��m�3�((6� }HM����
������

((��K���[	
��FII

_J.���*��
((��CY�O((
^�[	
��/��((1Y�"��H(($3�D.�
T(m)

m ;

93&��"��DM$
����
k

k

k

PP
...

P p

 � 	 ��

 


� �

� ��
�

�

��
� �

��� #A��7/*�
� i �_
��C&w����
.�[�
I�O.���m�� �̀�FIII
�3�4�T(m)�k1��.
 .�/�3&((.�� ��&��3�4�
� i( ) 	� �_
��~((0
�3�4�
� i �*��"+1�[!������((�
M��[�
I�O.���m�� �̀�/�H(($�
�De�#���3�/�H$��7/*�
� i( ) 	� �*��"+1�[!�����dS�/�H(($�

93&.����&��7/*�T(m)

�3��3�3�5()1+�� w�;<::�3�6���
)i�
� 
 � 
 
 
 � 
 
; ; ; � ;;<:: ;< �:: ; > ; = ; = >

T( ) ( ) ( ) ( )� 	 
 	 
 	 �;<:: � � ; � � � �:
T( )� � 
 �; ;<:: ; �: @:

9H$������

��@:�����3�;<::�~0

�DI�"
((A!�D.�3��3�3&^/�x�� �
��"W�MX�3�6�� w��%H�$
9(x )	 ; �;:

�:F��������������;F���������������F;�������������@F�
���1*��;�_ 1x �̀��bV

� 
 � 
 
 
 � 
 
��;: @ ;: ; � � = ; � =
T( ) ( ) ( ) ( )� 	 
 	 
 	 ��;: � � � � � � �@
x N x x� � � � 	 �� ; �

����&-�"
��Fx�;G��dS��((�
.�x N� �
-�x 	 �; ���1
.�C&w
�9H$��y&M!�[.
!�Fx�;G����.�HS
�����k1��.
 .�9��
.��;�
1���

�"��&-�k1�-���x.�k�/���
.�y/���3�6�p�� �̀��d��e$
9 kp n �%�A1&��"��N�&	�k1���3�� kp n�DI���
.

� t | n�= �%1��3� t � > �������.�N�&	�k1���3�� n>= �� �̀��
)i�
9 m n= �x���m � >�������.�/� n>= ����&
��"S/

n{�(��p�
-����2�')&�b�)2����e$
��3�p��
��[�
6�3��W-�N�&	�k1���3����
.�y/���3�6�p�� �̀

��1Y�"��H$3�D.��1*�_J.���*��n�

�n���3p�
��[�
6�3��W- n n n
[ ] [ ] [ ] ... ...
p p p

� 	 	 	 	 	 	; � : :

��W.�D.�k�C&w�"��&-�*�����&
���H$��H.
z�n�/�p � ;�C&wG

F93&.����&��
k

n
[ ] ,
p

�:�/�
k

n

p
� �: ��/�H$�� kp n�

�H$�����I�k����T�� k != �; �� �̀��%�$

�:F���������������F��������������F;������������<F�
���1*��;�_ 1x �̀�bV

�" W1�� k != �; �DI�%�.
�.����k�C&w��3�6�k1�-���x.��1
.
��.��.�3��W-�k1��"5M!�iS
J��gMX�DI���;���3�=��
��[�
6�3��W-

[ ] [ ]	 � 	 �
�; �; < � �:= ;=

��
.�H$�

�3��3�3&^/��j	�� w�>���3�6�H$���H
$��3��%�$
��F��������������=F��������������@F;��������������F�

���1*��;�_ 1x �̀�bV
�R1�" W1��:�3�6�=�/�;������*��D.�K���[	
��R1��3
��=>;�C&w�/�3&��"����S&-�[	
��3�6�H$���H
$��3��j	
�/�H(($��;��
��[�
6�3��W-�*���-�%I�>����3�=��
��[�
6�3��W-
�>���3�6� }H$���H
$��3�
��j	�3��W-�C

��=��
��[�
6��dS

�H$�
[ ] [ ]	 � 	 �
>� >� �� ; �@= ;=

�H
(($��
��j	�3��W-m�"b5I�HS
���3��F x*���<Q$
�ln���3�=��
��[�
6�3��W-�
.�H$���.��.�n��3�6� }H(($��
�
������� q/�pG�k p q� 
 �3�((6��
��[�
6�3��((W-�/
��������������������n����������p>q�������� �!�"#$%

&n�����p�����'�%�()��
�������n������������'�%�()������**����
�+)�'���
�!��,�-�.�&n���������**��'�%�()�������������**��
�'��������/��� mk p� �0�12����k������3��45"6�7%
�78����9)��������0�12�48��������n�����k�'�%�()��
�������:**��;)�n��������p�'�%�()�����������#����** 
�����<8�p���� m�%.�75" �9)�75$=��m�������(2�>
� ?@�1A�75**$=��48��B5;2�CDA���!�" �9)��**5E1��k

&�����FG$)

H������1A�����()����"6�������������
)i�
I78����0�12�48�����JK�� � �<� � ��16��bV

[ ] [ ] [ ] ,[ ]	 	 � 	 	 � �
@� @� @� �;;� > ; �; <� � ;> �&������1A������������()�����JK

��0P�$�$�A���bm�
����2��a2�19�
�oNp�0e�P!

�C%���|�$�$�A��
��
�)e��7()P2�"�
�a2�19���L��&
��[2�N�0*$)5

�(�����/��



����
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

F x*��7)G5
�������� �k!m! �����������L**��'�%�M2�������!I
&m������ ?������L��'�%�M2���������������������k m�

�����������k!m! �����������L��'�%�M2�������!II
��L��'�%�M2���k��������L��'�%�M2�������N1LO)���

&m������

������� k!
(k m)

m!
� �����������L��'�%�M2�������!III

&k��P��m��������L��'�%�M2�������(Q�M��������

�75%�1R�����!k n m3 3 .�n��16�'�������������3��!IV
�����8���������48����"**/���!
���p.�p�@�S)���()� �T��)�� 
�k p q m3 3; ; �'������U�����9V� ��WE�&�"/���n p q� ; ;�(X/

&75" �9�����������'�%�@�1A���������(>���

�@�S)�� �������1A��9LY����Z6���9�5:[������"6��
)i�
H�"/���()� �T��)�����

I78�����WE���"/���n ��@ k;� �(X/�����8���'������45"6��bV
k [ ] k [ ]3 3 � 3 3; ;�::: �����::: �@� ���� �@� �@�

k� 3 3;@ =�

[ ] k [ ] k k� 	 3 3 � 3 3 � �@ � =� � > ��8�&&&��8��
�&������1A�����@�S)���()� �T��)��9LY����������JK

d�/h��')&)EP��(��0���5��2�})&)EP�
���1/�9)�\��M#���75$=��]5SY�P�����0�: �̂����� ��8P�]5SY
�����_**$>������1��9)����9�5:[������%�� ��%��9)���**`U
�b�����&����a8�LU���V�����b;")�(X/������b>���"U�)�9�5:[

&75)�U�9)�n�����a8�LU�'�":)���

�9�5:[���**���%���**/���9�5:[�'��**��b>���**3���"H�[M
�0�12��**����V�����**b;")�(X**/������1**��9)����n��**"U�)
��** �����a**8�LU � k k

k kn r b r b ... r b r b r�
�� 	 	 	 	 	� ;
� ; � :

��%�'�������**���9M")�U���B5;2�'����k�'��**$��48����
&���� kr �:��� ir b3 3 �: ��\��1L%i , , ,..., k�:� ;

I�5" ��A1���8P�'�%�
�+)���
I) A ( )� � � 
 	 
 	 
 	� �

�:���� ���� � �: � �: � �: �
II) B ( )� � 
 	 
 	 
 	 �� ;

>;:�� ; > : > � > � �=�
I k k

k k b k kII) n (r r ...r r r ) r b r b ... r b r b r�
� �� � 	 	 	 	 	� ;
� ; � : � ; � :

�b>���16�9**8�":)��%�����#V���� ��**��c�Y�����H<Q$
�&�"#$%�b�P�����<61 

��+ ��>����'�":)����9$81U��������I
�+)�'���.
����c�Y�����8P��!������7Y�������� ������1��9)�� �9LY�
�b����75$=��'�%�\�U�)�9Y���TY������b�'�":)�����#V���� 
&�U���<61 �b�P��75$=��]5SY�d:[�\��1L%�� ��"#$%

�F x*��7)G5
���	�'�":)����	�P���5e�'�":)�P������<8�(**8�:��'����!I

&75%��f$��\�/�\����'�":)������������������9V� 

&�5$81"���	�'�":)������� A ( )� �;��; ������
)i�
I75%��f$����'�":)�������A���������9V� ���bV

A � 
 	 
 	 
 	 � 	 	 	 �� ;; � � � � � � �;< �@ � � �=�

��8�����	�P���5e�'�":)�����	�'�":)�P��'����(8�:��'����!II
�'�"���#����gU���1)�'�":)����9E�1#)�0�L5**$=��������������
���\�U�)�9Y���48�h��P����/�c�OU��9E�1#)�0�L5$=��9#Y��&75" 

&75$81U�9)�7%���" �����%����i6��L��P��_5������

&�5$81"����'�":)�����������������
)i�
I75%��9)�c�OU���8P�0�12������������9E�1#)�0�L5$=���bV
��!�

�!"

�"

#
� �

$

$

$$

$
r�% &

r�% �

r�% �

r�% #
( )� >���� �:;=

�3��3�3&^/�=��
 M���3�"
!����3�6�� w��%�$
�:::F�����������=::F������������=:F;����������@::F�

���1*���_ 1x �̀�bV
=��
 M���3�"
!����3��6��3��W-� � ===�
K���[	��gMX�� 
 ��� = =::
�_�T.��3�/�3�� �̀���!����&-�"
���((j	�%!��tw�H
(($��3G

F3�� �̀���!����&-�"����
1���
1�;�
1���
1�:�%!�����
���
V1
^

�'��2T�����
�p� ]
-����2���
�y����-���Q.�ch�
�3)��=D�@�+)��b�)<
�P; ����3(��1&
�I%�����Q.�ch�
�'��2������QN�-
���Q.�ch��p���
�P; ����0N-��+)�
�-��+)P5���Q.�ch�
�3)��=D�@�+)��
-��p
�y������2�=D
RC%��5�b�)<



�=�=

�
.�H$���.��.� b �� ��
 M���3�"
!��k�3��6��[I�3��W-��"/G5
9 k(b ) b �� 
 ��

�b��
 M���3�"
!��k�3�((6�k1�-�Rw&I�/�k1�-���x.��"H/G5
�
.����.��.

3�6�k1�-���x. 4 5
b

(b )(b )....(b )� � � �� � �
3�6�k1�-�Rw&I b( .... )� �:: :

� kb ��
 M��D.�b��
 M��*������3�6�%���&E.�� �̀��FH x*��a/G5
��
 M���3�3�6�CY� }H$���H
$�*��%!��k����N�&	�k1���3��%1�M.
�" W1��~+6�.�/�H$� kb ��
 M���3�H$���H
$�*��%!��R1�b
�%!��k�� kb ��
 M���3��3�6��3�H$���H
(($�*��%!��R1���

9��3�"��[�+,-����b��
 M���3�3�6�CY� }H$���H
$

��3����3�6�k1���H(($���/�j�� A ( )� ��:;��;� �3�6��
)i�
9���3�Z1

�����
 M�

��
 M���3�%!��R1�A��3�%!��/3����~0�� �;� � �C&w��bV
�%1��3��dS��H$���

( ) , ( ) , ( )� 
 	 � � 
 	 �� � �;� ; � � > �� � � � � :;
, ( ) ( )� � ��; � :� �
( ) ( )� �� ��:;��;� �;�>

��3����3�6�k1��9H(($���/�j�� A ( )� �;�:�;� �3�6��
)i�
�9���3�Z1

��;��
 M�

�3�6�CY�*��%!��/3�A�*��%!��R1����~0�� �;; � �C&w��bHV
�%1��3��dS�9��3�"��[�+,-����;��
 M��3

( )� ;� �� ���������
, ( ) , ( ) , ( )� � �; ; ;; �: � :� : ::

, �� ( ) , ( ) ( ) ( )� � �; ; � ;:� ; �: ;�:�;� �::�:::��:��
�b>�:�C&w��3�6��3�6�R1�Z1

���
 M��� �̀�����(��HM
��-���x.��
�
 M���3��
!���Z1

�����.�N�&	�k1���3���((�
.
�3
j#(($���1*�N�&	�D.�"((A�5V���R((w&I�c/�((��*���:�*�

�%� I�"��
a ,b ,c ,d ,e ,...� � � � ��: �� �; �� ��

9���3�Z1

���:��
 M���3���� A ( b a)� �;� ; �3�6��
)i�
�H��3�%���&��DI�%��3�"��PA.��;��
 M���3����A�3�6��bV
A � 
 	 
 	 
 	 � 	 	 	 �� ;� �; �� �; ; �; �: �>;< �=<� ;� �: ���@

��
 M���3���� (bab)@ �3�6�/� (ab) (ba)	 �= � �� �� �̀��%�$
�H$�����I�[	
���%�A1& .��:

��<F��������������F��������������F;�����������;�F�

���1*����_ 1x �̀�bV
(ab) (ba) a b b a	 � � 	 	 	 �= � �� = � ��

a

b
a b a b (ba

3 3

3 3
� 	 � � � � �

� �

� �
@ = �� � b) ( )�@ @���

( ) � 
 	 
 	 �;
@��� � @ � @ � �;�

����I� x( )��� �N�&	�k1���3�� x x( ) ( ) 	� �;�� ��� �� �̀��%�$
�H$�

;�F���������������F��������������=F;������������;�F�

���1*����_ 1x �̀�bV
x x( ) ( ) x x (x ) (x )	� � 	 	 � 	 	 	 	; ;

�;�� ��� ; � � � � �
x x (x )(x ) x x� � � � � � 	 � � � � �; � = : = � : = �
1��������

��-���x.�R1�*���1
.�
 M����1*G�HA���y&M!�[.
!�x����DI
9F��
.

( )� � 
 	 
 	 �;
=��� � = � = � ��

�k1�����
.��.��.� (ba)��3�6�
.� (ab)>�"
!��/3�3�6�� �̀��%�$
�3&��"��%#��%!�����I�D.��:��
 M���3�3�6

>F��������������F�������������;F;�������������F�

���1*����_ 1x �̀�bV
a

(ab) (ba) a b b a a b
b

� � 	 � 	 � � � �> �
<> � @ < @

~0�b � ��/�a � ��k1��.
 .�/� a

b
�

�
�

�~0�a � <C&w�/
(ab) a b� 	 � 
 	 � �> > > � � �� �C
+1�%!����
(ba) b a� 	 � 
 	 � �� � � � � �� C
+1�%!�����

�3&��"��%#���j	�� w�D.�@��
 M���3�@=��3�6��%�$
;�F���������������F�������������:F;������������;<F�

���1*��;�_ 1x �̀�bV
��j	�R1�" W1�@�R1����3�;�K���[	
�����@��
 M���3
�=-;�K���[	
�����DI��:��
 M��D.�D�M((�G�� I�"����S&-
�3�6��3�%� I�"$��.�H$��"4
I�~0��F3�I�"��3
e1���j	�R1
��H��3�%���&��De�#���3�/�F�>;G�3��3�3&^/���[�
6�� w�@=�
[ ] [ ] [ ]	 	 � 	 	 �
@= @= @= ;� > ; �:� � ;>

�F�&��h������
�')EP��L���(�'��2
� kb �')EP��"��b
�:���(��@F��P�

�FM(�k��&�7(�m
� ]%��(�%1��L�

�')EP��(����2�=D
�L��FM(����b

�(��%��(�%1�
�-�%�� kb �')EP�
��&�0Ee��@_G2��
�%1��L��FM(���
�'��2�(��%��(
�k�@ kb �')EP��(�
� ]%��(�%1��FM(
�')EP��(����2�=D

�b�G8$��(�b
�&��0�



�@�@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�)&�3X�-����<
��g#,�3
0��y��V#��
��k�W�
��y��V#��
��k�W��y��V#��
�[
WS��&#$3
���`�y��V#��

"��B�
�"�1K�L��J�H���
��4/5��:�5��M�-�
��H4/5��~H#P�
�"<��5)�L�L��C%���=)�)�V�(�����()<�.�-���)���~V)P�
�b��5��;������e��"���BkE��7(�m�"��,/�5���t�-�:$��5
�-�J�����/H8��J�����(��H�)&�)15�-��HE/����.�
��H4/5��-
�-�����#$�J)H&�A-(�=�HE<)$�C�H5��<�"H`�(��J�H���
��4/5�
�-�3�+� �k��J����
��4/5��b12�6)95��J�����$-);/�����O<
��E��6��2�-���5)G��-���,���@�Y)�(�6��2�(��J�)�L�J)&���()<
�aP�)#����Y���%�1&���C%���3�+�"`�(��
��4/5��J�������E*��-
�=)��EH���5�"<�%H�t)��J�V)$�y�)$����:�e�)5�-�:�e��
��4/5�

�=�����(��)&�=D�L��J()����-��5��3�5)�(�>)?�"��=)*K�������(���(�
��4/5��-�b��5��;���^)�V�aE��L�(��J()����J)&�̂ )/<�d�/h�
�AO$�,�5�J(�,���6�5�J)&�"/���=)V��!�@)/��(�:���(��C��+����_�(�$�3)485���qk��(�����s#$�d�/h��y!)B��(��-�3�+�"1K�$
�)$��EE<�=)�D�����=���()<�J����:�e�)5�-�:�e��7t)V�(���(�y�)$����
��4/5��aP�)#��@q��m�-�3�)��J)&�A-(�J���()<�"��)���5��3��<
�%���"����K-�7(�m�(���(�y�)$����:�e��
��4/5��(��B��)��y�)$�����/8��).�bm)V�@J����
��4/5��J)&�A-(�L��3�);/���"��L)�5�=-��
�
��4/5��aP�)#��(���(���t)��%���)M�-����()<�,�5�)G�/1/��J(�,���6�5�a/���C�EE<�3�);/��������$)B�B#$�-��1�2�J)&()<�(��-��5(-D

CF�L���.����y�)$����
��4/5��aP�)#����m��J)&�b1eN�(�/���-�)&�)15����e��"��%1�M�:���(��C%��(����-�;��y�)$���

Integrate�b1eN�(�/��
��W.
-�f��/�j��O.
-�R1�g#,�3
0�
1�D�S/��O.
-�%���3���
�[
WS��&#(($3�9 F (x) f (x)� � �DI���&((X�D.�H(($��F�C&w
����f��/�j��O.
-�_((�S/��O.
-���1*��5I�N�&((	�D((.�Integrate

�� I����DM$
��
# $Integrate f[x], x

�H(($3�D.���� f (x) x� 
�_J.
��
.�f�O.
-�_�S/��O((.
-����
)Hi�
���1�/Y

Integrate[x , x]

x




�

�
��� f (x) x Cos x� � �_J.
��
((.�f�O.
-�_((�S/��O.
-����
)Hi�

9�1�/Y�H$3�D.
Integrate[x Cos[x], x]

( x )Cos[x] x( x )Sin[x]� 	 	 � 	

�

� �� � �

�B&4��&#$3��/
��y&5$���� �̂��&o ��D.�3&�������/Y3
1
93�3��
,4��1
.����Shift+Enter��
��D
I3�C
�*�%���&X�D.

�R1�_�S/��O.
-�_M(($
������.��V13������ 6��)H15��H��e�
 Basic�)�((e 0��3� d6 �� �3

��*���3
j#(($����/�((j��O((.
-
�O.
-�_J.
�����
 �̂D.��1
.�3

��k((1���3�9H(($��Math Input

�d�H�26�93�((I�t1
-�������`�y��V#����((��#�����
 �̂D((.�/
����.�93��3�N/
j-�d�c���
.�DI�H(($��[�A���j13�3

��C

�
��3�~|$�9%� I����R�5I�3

��k1���/����&#(($3�k1����� �̂
��
((,4�
.�/�%� I����t1
-�����o�3�&��O.
-�_((J.
��y/��O((.��
��O.���k1��C/�3�/�%1&((�����[T# ���/3�O.���D.�Tab�_((
I3
t1
-��3&������
e���CY��/�����`�y��V#���[
6�DI��������#�

9%� I����

9�� I��E,����� xdx6 �[	
�����
)i�

xd x

x
�

6
�
��

�

�M��2�JL�P������2�1#��/<��
V,��3���
1���/� �̀�
56�H����&86�xI���C���-����/����2$��3�*Y�

�	
�.7	'�6�56	@%��&��2��



�>�>

9�� I��E,����� xe Sin xdx6 �[	
�����
)i�

x

Exp[x]Sin[x]d x

e ( Cos[x] Sin[x])� 	

6
�
�

�����D#�&��C����`�y��V#���H.
z�
+�#
#���3�H$��� #j`
�_�S/��O.
-�PT4�/�3&���
��C
�.�k�W�
��y��V#���_M$
���*��~0

9������&���26���/�j��O.
-
�DM(($
����/�j��O.
-�� w�k�W�
��y��V#����1*�y
����3
�H�26��1*�O.
-�_�S/��O.
-�[	
���1
#���3�9H$����((���� �̂�/
�D.�93&���
����!����`�y��V#���H.
z�/�3&((������
w�y��V#��
��&#$3���� �̂�[	
��C

�� d6 �� ���� �̂�[	
��i�-�-�k1�

9H$��Intergrate

�/� Sin xdx6 � �� dx

x6
�� nx d x6 �H(($��K&((5J���
�
)Hi�

9 t an xdx6 �

��bV
xn

n

d x

x

n

d x
x

Log[x]

Sin[x] d x

x
Sin[ x]

Tan[x] d x

x Tan[x]

	

	

�

� 	

6

6

6

6

�

�

�

�
�

� �� 


�9� I����C
�.����Ln(x)�C
((
��Log[x]�D((I�3&((��D^&-
�C�&-����D,1��
1�C�&-�
1��AI�����3�O.�&-�3/�/����.�k� w�%�

�
.�/�3�.���.�Basic Math Input���e 0��3�3&^&���
((�3

��*�
��3�/�3
e1�� 6�H�26��1*��3�����o�3�&��3

��
��CY��/��R�5I

93�I�t1
-�����o�3�&��O.
-�_J.
��n&.����
��O.��

9��.
�.���� du

u a�
6 � �

�[	
�����
)i�

�
�

� �3

���/�����3�~|$�/� d6 �� �3

���/����#.���bV
� ���/����#.��7�((E���3�/���N�&	��3�/�%((� I����R�5I
��3�9%� I����t1
-����u;�/�R((�5I�����/��~|(($�/�R((�5I
�t1
-����a;�/�R�5I�����/��� �3�e��/�t1
-����(�H�26�D((��3�
�O.���D.�O.���R1�*���#����D((.�Tab�_
I3��
((,4�
.�9%� I���

9���3��/�C�&-������W.
�C
�*�%���
((,4�
.�/�t((1
-����3����u��((��#���H((1
����3
�� �̀�DI�3&((��D^&-�9%� I����Do�2�����De�#��Shift+Enter

�����-�x���y��V#���[((	
���3&((���&6����`�y��V#������#�
93�I����&�

9H$�� Ln(u u a )	 �� � ���� �̂�_e�#�
d u

u a

Log[u a u ]

�

	 � 	

6 � �

� �

�

�Integrate�[
WS��&#(($3�*���3
j#(($��
.��:H�e��
��4/5�
�H4
1�3���� b

a
f (x)dx6 �[	
��C�&-������1*�N�&	�D.

# $Integrate f[x],{x,a, b}

9��.
�.���� x dx6
� �
	

�[	
���f�
)i�



�<�<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��bV
Integrate[x ,{x, , }]� 	 �
�

 9��.
�.���� Sin xdx

"

6 �
	

�[	
�����
)i�
Integrate Sin[x],{x,# $, / }"	 �

�

�)�e 0��3� d6
�

�
�� �3

��*���3
j#(($��
.�� 6

�

�
��)15����e�

�O.
-�R1�k�W��y��V#���[	
��C�&((-����Basic Math Input

9H4
1��o�3�&��)*
.��3�����/�j�

9��.
�.���� | x | dx
�

�6
�
�

� �[	
���	�
)i�
��bV

# $Abs Abs[x] d x
�

�6
�
�

�
�

9��.
�.���� xxe Sin xdx6
�
	

�[	
������
)i�
��bV

xxe Sin[x]d x

( eSin[ ])� 	

6
�
	
� � ��

�R1�ex�/�x�k�.��1
.��&Id��O.
-�t1
-��
V ��DI�3&��D^&-
�3

��*��C�&-����ex�O.
-�t1
-����.��k
���3�9H((��d`�D5	
4
��3
j#(($��Basic Math Input�)�e 0��3����N�&	�D.��|��3�6
�O.
-�k1��93&.����&��N/
j#���2�
I��S&
W��e�c���
.�DI�3�I
�*���3
j#$��
.�k� w�%��9H$��C
�.�[.
!�%��Exp[x]�N�&	�D.
����k�W��y��V#���[	
���3�6����T��C�&-����N�[
WS��&#$3
�t1
-�d x�3

��*��~0�H$���4
I��
I�k1�����.�93�I����
((,�

��%� I
xxe Sin[x]d x / /N

/

6
�
	

	 �
����
9%� I��� �̂����[	
��y&5$�~|$�/�// N

�/ � � Cos x
dx

x
6 �[((	
� �y
((�� �k((1� ��3 ���� �
)Hi�

9��&�����DM$
��� Cos x
dx

x
6

�
�

�k�W��y��((V#������T����((1*��3�N��3�((6��&#(($3��bV
�E((,���
((,6��%!��;:�
-��M1�T-�N�&	�D.�����&Id��O.
-

9� I����
Cos x

d x
x

Sin[ x ]

Cos x
d x

x

( Sin[ ] Sin[ ])

Cos x
N d x ,

x

/

� 	

% &
) *
' (

�

6

6

6

�
�

�
�

�

� � �

�	

� 
		�	����
��	������

9 dx

x� 	6
�

�� �
��3�6����T��/� dx

x	6 ��
�H$��K&5J������
)i�

�_J.
��
((.�O.
-�_((�S/��O((.
-�%((� I����D((o�2���bHV

�9�1Y����H(($3�D.� x
Arct an

�
� �

�N�&	�D((.� f (x)
x

�
	 �
�

�
� "
�
�
.��.��.� [ , ]�� � ��3�O((.
-�k((1��k�W��y��((V#���k((� w�%�

�N�&	�D.�N��&#$3�*���3
j#(($��
.�CY��3�6����T��DI�H(($�

9H$�������E,��:?=;�=��
d x

x

x
ArcTan

d x
x

d x / /N
x

/

�

�

	
% &
) *' (

	
"

	

6

6

6

�

�
��

�
��

�
�

�
� �

�
�

�
�

�
	 ������

9� Ln(x x )dx
�

	 	6
� �
�

� �H$��K&5J������
)i�

�_((J.
� �
((. �f �O((.
- �D((I �%((� I��� �D((^&- ��bHV

�� W1G�H$��3�4��W.
-� [ , ]�� � ��3� f (x) Ln(x x )� 	 	� �

�k1��k�W��y��V#���[	
���
�S�k�
��D.�9F f (x) f ( x)	 � �	



����

93&������j	� [ , ]�� � �C�
T#��)*
.��3�O.
-
Log x x d x

�
% &	 	) *' (6

� �
�

�

	

�����/�j��O((.
-�R1�k�W��y��((V#���[	
���"H/G5
�x��� ( , )�7 7 �
1� [a, )	7 �C&w��1
���*
.��3�C�&-���
���)*
.��(($�/3�*���+1�DI�
��y��V#���{&��k1��D.�9H4
1

9� 1&`������$
����
.

9 dx

x

7

�7 	6 ��
�/� xe dx

7 � �

	6 �H$��K&5J������
)i�
��bV

# $Integrate Exp[ x ^ ],{x, , Infinity}

d x
x

7

�7

�

"

	
"

6 �

� 	

�
�

�

��3�O.
-�R1�k�W��y��V#������T��DI��-�&	��3��"/G5
�k1����� �̂�*��~0���((�
M��3&^&�����`�y��V#���)*
.

93&�������
��D�j	��3��	
���
��0�y&5$

�O.
-���1*��H((A���DM(($
���[.
!� dx

x�6
�
�

�%���3������
�
)i�
� x �	��3�/�HA���D#(($&�0� [ , ]�� � ��3� f (x)

x
�

� �_J.
��
.
���
��0�
+�#
#���3��&#$3�k1����� �̂�
.�9H(($����,��]1�W-
93&�����C
1

���*
.�k1���3�B&4�y��V#���C3&M���V
���.�� M�

d x
x�6

�
�
�

Integrate :: idiv :Integralof does not convergeon{ , }.
x

� ��
� � �

d x
x�6

�
�
�

�C�&-����N Integrate�[
WS��&#$3�*���3
j#$��
.��"/G5
��&#(($3�k1��9H4
1����k�W��y��V#���R1��3�6����T�
��� �̂ Integrate��&#(($3���#.��DI�H(($��k1��
.�y3
W�
�[	
��K�& �̂�3�6����T��N��&#$3�
.�~|$�/�3&�

9�1Y�H$3�D.

�k� w�%��/� xf (x) � � �_J.
��
.�f�O.
-�_�S/��O((.
-�����
)i�
9��.
�.��M1�T-�N�&	�D.���� f (x)dx6

�
	

��bV
x

x

Integrate[ , x]

Log[ ]

�
�

�
xIntegrate[ ,{x, , }]� 	 �

x

Log[ ]

N[%]

/

NIntegrate[ ,{x, , }]

/

�
�

� 

��
� 	 �

� 

��

�%������#��� w�O.�&-�*��C�&-����
+�#
#���3��"H/G5
��3����#�����)3/����DI��-�&	��3�9H((4� �̀y��V#��
�y��V#���[	
��3&((���E,�����`�y��V#����&#$3
9H$��DM$
���[.
!�%������#��� w�O.
-�R1�k�W�

9��.
�.���� x
(x y )dydx	6 6

� � �
	 	

�[	
����f�
)i�
9 y x3 3	 �/� x3 3	 ��HS
��k1���3��bV

Integrate[x ^ y ^ ,{x, , },{y, , x}]	� � 	 � 	
�
�

�C�&-����D����`�g#,���&#(($3�*���3
j#(($��
.��"/G5
93�I�DM$
������y��V#���H�26�����3�O.
-�R1�g#,�

9��.
�.���� xd Sint
dt

dx t6�
�[	
������
)i�

��bV
x Sin[t]

D d t, x
t

Sin[x]

x

% &
) *' (6�

�
.����k�W��y��((V#���3�.�
I�*���1
��y
����W.�H
((A!��3
9%� I�����4�W��
+�#
#��*���3
j#$�

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCy�)E�
���
V,��3�Z�0���/3�;�/���y��V#���/�[�A���j13�K
A���$�3�K
#I�9�

9��<�����
1���&56�_#��
2. Mathematica, Eugene Don, Second edition, Schaum's 

outline series, Mc Graw Hill, 2009.



�:�:
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

	�%*!A�&.�

'�1#��()��=)�V�

�3�5)9E��~HV)P��L���G����.�GH��$�J)&�J�H�
�R�
��4/5��-�b��5��;���^)�VT���(��^)/<�(��3�+
�bs��(���&)4H85���c�.��(-��(���HY)�(�6��2�a/H+(
��E5��$����=)&-l.��Y)�(�"<�%���=D��J)&�J���-��)&�"N)P5�
�J����3�*��)��)&�J�����5�:����`,K���19��
�V�aP�)#��)�
�f������-�)�������41&�@R6)Z�����2)MT�"��(�*H8��()G&�(�L�
�"<�)K�=D�L��)���C�E&��(��M��H�(����(����(�)&�J���"5���:��
��E5)��:��1$�-�
)i���E?���5�����(��)*E$�^)/<�:�����G�-(
�b`)���"5���:���-�%���CCC-�

n
( n n) ,

	7 	7

� �
	 ��

�
� @

n n(n )

	7

�
�

	�
�

�
���P1<�-�=��<�bV�J����3�)��()����J()/�)��:/+���%�2�"�
�"<��E<�����1<�=)&-l.��Y)�(�"��@"E��L�:���(����)&�
)i�
�:�1&�"��I�E5,���#���(�����:&����)��.�"N)B��:���aeN)k��)�
�=��)5���J)H&�:��1$�-�)&�
)i��bHV�"��"N)B��:���(��bH�N�
�)&�J�H��:������12�aH�1K�CFH�L���.�����H$��Q.�cN)?�-
�7�()P2�b�)H+�"PH�)#��J����3��g�.�7�()P2���5�����(�
�@���$)i�i��@���1/�()4N�@	��)15�@���(�/<)��@��N)G���(�@J��<
�"<�%����*����C%�)&�=D�L���B�;�$�)��CCC����$)i�i��u�Ge�
�J)&�)#$��@)&)15�-�)&��
)G���(�:�5��M�L��|�)E���&)�D�:/+��
���)&��<�a�,9$�@F/�()4N�:�5��M�@�$)i�i��u�Ge��-��$)i�i�

C%���"N)B��:����/*���(��J����J��3�5L(���1<�CCC-

6)Z�����2)M
�%1��3�9H$���/�j��8 9

n nna
	7
� :�_S
M�3

n n n m
n n

m
(a a ) a a	 	

�
� � �� :

:
� �

��*u�n���k#��3��1��V
��C&�*Y�*���3
j#$��
.�DI���
V �
���&
6�_5
 �̂� �̀��3&��H.
z��/�j����$�R1����.��1��V
�
�����e V.��
�3��)�6
!��3�DI���
.���
#�
$�����3���(($�CY

���$��1�� �̀/�
1��1��V
��H�W�/�C����1
������.�%���&-���
�
.�DI�3�I�C
,����X
���1
.�D#MS��9%� I��3
j#(($����6
!�k1��*�
�DI���$�R1�C3&.��=��V
��N�&	��3���
�3��)�6
!�*���3
j#$�
�{&
e�����C�&-�����3��3���z����3�.�
I�CY�[���3���6
!�k1�

93�/Y�H$3�D.������$�CY����T��
1��\x^
�D.�DI�%1*�3�0����{& #���
��D�&
��D\����D.�H
A!�k1���3
��3����Z1&��C�&-��� ��&��
-�����[��[.
!��
((�3��)�6
!�R
I
�C
�.�iS
J��/��
#�
$�D.�D^&-�
.�[\
A��D�&`�k1��[��
.�n
M-��
��&56�_#���l
��4/5��-�b��5��;���^)�Vm�K
#I��3����

�9��x.�R�����
V,��3�Z�0��)�/3���
1�

���(($�3�&���3�����((1*��
((��D 1x �̀*��R((1����((I�C��
)Hi�
�H$��p��	�

n

n

(n )
(n )

	7

�

�� 	 :�
; �

�
;�D.���V
��F; � ��j	�D.���V
��F�

�� �̀/�F� � �
e

��D.���V
��F�

��*u�n�((��u
.���(($�9H(($��p��	�;�_ 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

n n n n n(n ) (n ) (n ) (n )
(n ) (n ) (n )

	� 	 � 	 � 	� �	 : 	 : 	 :
�; � ; � ; ; � ;

� � �
n n n

n

(n )
( )
n(n ) (n )

	7 	

�

� � �� :	 : 	 :
�

�
; � ; ;

� �n

	7

�
��

�



����

)
n n

( ) ( ) ... ( )
n (n )

	
� � 	 � 	 	 � �: : : 	 :: :

; � �� ; ; ; ; ;; ;
; � �� ;

�k1��.
 .
n n

nS S lim ( )
(n ) (n )n

	 	
� � � � � �	 : 	 :�	7

� �; ;; ; ;� �
�

n

n
(n )(n )(n )

	7

�
� 	 	 	� � ; � ��$�3�&���3�D 1x`����I�C�
)i�

�H$��p��	
���;�D.���V
��F; � ��

;�
�D.���V
��F�

�� �̀/�F� � ��
�
�D.���V
��F�

��*u�n����/�j����$�9H$��p��	���_ 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

n n
(n )(n )(n ) (n ) (n )(n )

� 
	 	 	 	 	 	
�

� ; � ; � �

��D.���� n
(n )(n )	 	� � ��AI��
��AI�_1xe-�*���3
j#$��
.�C& I�

9%� I����[1�M-��AI�/3�{&
e�
A(n ) Bn A B

n n(n )(n )
	 	� 	 �	 		 	
�

� �� �
(n )

(n )(n )
	

	 	
�

� �

n(A B) A B
(n )(n )
	 	 	� 	 	

�
� �

A B A B
n(A B) A B n

A B ( B) B


�
�
��

	 � � � �
� 	 	 	 � �

	 � � � 	 �
� �� � : � � :

B A� � ; � �
� �
; ;

�k1��.
 .

n
( )

(n )(n )(n ) (n ) n n )

�
� 
 	

	 	 	 	 	 	

� �
� ; ;

� ; � ; � �

n n n

n
(n )(n )(n ) (n )(n ) (n )(n )

	7 	7 	7

� � �
� �� 	� � �	 	 	 	 	 	 	� � �

� � � �
; ;� ; � � ; ; �

������(($�/3�*��R1������T����
�3��)�6
!�R
I�D.�C& I�
��%1��3�H1
����3�/�%� I����DM$
��

n

n
(n )(n )(n )

	7

�
�� 
 	 
 �� 	 	 	�

� � � � �
; ; ; � �� ; �

��(($�3�&((���3��((1*��
((��D 1x �̀*��R((1����((I�C�
)Hi�
�H$��p��	�

n
ln( )

n(n )�

	7
�� 	�

;� �
�ln( )� �D.���V
��F; � ��� �̀/�F�
ln( )

�
� �D.���V
��F� �ln( )� �D.���V
��F�

��*u�n����/�j����$�9H$��p��	���_ 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F����w�G�3��3�����1��V
�

n(n )
ln( ) ln(

n(n )
	 �� �	
�;� � )

(n )(n )n n
) ln( ) ln(

n(n ) n(n ) n(n )
	 �	 �� �	 	 	

;; ; �;
� � �

ln((n )(n )) ln((n(n ))

ln(n ) ln(n ) ln(n) ln(n )

� 	 � � 	
� 	 	 � � � 	

; � �
; � �

�k1��.
 .

n
ln( ) (ln(n ) ln(n ) ln(n) ln(n ))

n(n )n

	7 	7

�
� � 	 	 � � � 	� �	� ;

;� ; � ��;
nS (ln( ) ln( ) ln( ) ln( )) (ln( ) ln(� � 	 � � 	 	� � ; � = ) ln( ) ln( ))� �; � �

(ln( ) ln( ) ln( ) ln( )) (ln( ) ln( ) ln( ) ln( ))	 	 � � 	 	 � �@ � � = > � = @

... (ln(n ) ln(n ) ln(n) ln(n ))	 	 	 	 � � � 	; � �

nS ln( ) ln(n ) ln(n)� � � 	 	 �� ;

n
n

S ln( ) ln( )
n
	� � � 	 ;�

n

n
S lim ( ln( ) ln( )) ln( ) ln( )

n�	7

	� � � 	 � � �; �� � �

� Arctan(
n

	7
�
��

)
n n	 	

�
; �

���$�3�&���3�D 1x`����I�C�
)i�
�H$��p��	

�"� �D.���V
��F; � �"
; �D.���V
��F�

�� �̀/�F� � �"
��D.���V
��F�

��*u�n�((����(($�k1��9H(($��p��	���_ 1x �̀�WH�).
�%1��3�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

x y
Arc tan( ) Arc tan(x) Arc tan(y)

xy

x , y , xy

� � �	
; � � � �

�
: : �

�k1��.
 .
(n ) n

Arc tan( ) Arc tan( ) Arc tan( )
n(n ) n(n )n n

	 �� �	 	 	 		 	
�� �

; � � � ��

Arc tan( ) Arc tan( )
n n

� � 	
� �

�

n
Arc tan( )

n n

	7

�
� �

	 	�
�

; �

(Arc tan( ) Arc tan( )) Arc tan(
n n

� � �
	

� �
�n

) Arc tan( )
n

	7

�
�

	�
�

�� �

n
n

S lim S Arc tan( )
�	7

"� � � �� �



�;�;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�
n (n ) n n n

	7

�
�

	 	 	�
�

� � ���$�3�&���3�D 1x �̀���I�C

)i�
�H$��p��	

����� � ��
;
�D.���V
��F;��j	�D.���V
��F�

�� �̀/�F� � ���D.���V
��F�

��*u�n����&.x����(($�9H(($��p��	���_ 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

(n ) n n n
(n ) n n n (n ) n n n (n ) n n n

	 � 	� 
	 	 	 	 	 	 	 � 	
� �� �

� � � � � �

(n ) n n n
n(n )

	 � 	� 	
� �

�
�k1��.
 .

(

n n

n n )
n n(n ) n n n

	7 	7

� �

	� �� � 		 	 	� �
� �

�� �

n n
n

n
S lim S S

n �	7

	
� � � � � �

	
�� ��

�
n

n n

ln ( ) (n )
n

ln(n) ln(n )n 	

+ ,	 	- .	7 / 0�
	� �

�� �

�;
���$�3�&���3�D 1x �̀���I�C�
)i�

�H$��p��	
e

log ; �D.���V
��F; � elog
;

�D.���V
��F�
e

log; D.���V
��F� �
elog
;�D.���V
��F�

��*u�n�((��u
.���(($�9H(($��p��	���D 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

n n

n n

nln(( ) (n )) ln(( ) (n ))
n n

n ln(n) (n )ln(n )ln(n) ln(n ) 	

		 	 	
� 
 	 		 �

� �� � �
� ��

nnln( ) ln(n )
n

n ln(n) (n )ln(n )

	 	 	
� 
 	 	

� �
� �

�k1��.
 .

n(ln(n ) ln(n)) ln(n ) (n )ln(n ) n ln(n)
n ln(n) (n )ln(n ) n ln(n) (n )ln(n )

	 � 	 	 	 	 �� �
 	 	 
 	 	
� � � �

� � � �

� �
n ln(n) (n )ln(n )

� 	 	
�

� �
n

n n
n

ln(( ) (n ))
n ( )

n ln(n) (n )ln(n )ln(n) ln(n )n

	7

	
�

	 		7
� �� � 	 		� � ;

�� � � �
� ��;

nS ( )
ln( ) (n ) ln(n )

� � �
	 	

� �
; ; � �

n
n

ln(e) ln(e)
lim S S

ln( ) ln( ) ln( )�	7
� � � � � 
� �

; ; ; ; ; ;

eln(e) ln( e)
logln( ) ln( )

� � �

�
;

;; ;

���$�3�&���3��1*��
��D 1x �̀*��R1����I�Cf
)i�
�H$��p��	�

n
Arccot(n n )

	7

�
	 	� ;

�
�

"
��D.���V
��F; � �"

��D.���V
��F�

�� �̀/�F� � �� "@�D.���V
��F�

��*u�n����&.x����(($�9H$��p��	���_ 1x`��WH�).
��%1��3�C&w�/�F����wG�3��3�����1��V
�

xy
Arccot( ) Arccot(x) Arccot(y)

x y

x , y , xy

	 � ��
; � � � �

�

: : �

�k1��.
 .
n(n )

Arccot(n n ) Arccot( n(n )) Arccot( )
(n ) n
	 		 	 � 	 	 � 	 �

; � �� � � �
Arccot(n) Arccot(n )� � 	�

n n

Arccot(n n ) (Arccot(n) Arccot(n ))
	7

� �
� 	 	 � � 	�;

� �
� �

	7
�

Arccot( ) Arccot(n )� � 	� �

n
n

S lim S Arccot( )
�	7

"� � � �� �

���(($�3�&((���3��((1*��
((��D 1x �̀*��R((1����((I�C�
)Hi�
�H$��p��	� n

n

n( )
n

	7
	

�

	�� :
�

�
��

��D.���V
��F; ���j	�D.���V
��F�
�

�� �̀/�F� � ����D.���V
��F�

��*u�n����&.x����(($�9H(($��p��	�;�_ 1x �̀�WH�).
�C&w�/�F���wG�3��3�����1��V
�

nn n n
n ( ) ( ) ( ) ( )n

( )
n n n(n ) (n )

	 	 		 � � � �	� � 	 � � 	: : :� : � :
� � �� � � � ��� � �



����

�k1��.
 .
n n n

n

n n

( ) ( ) ( )n( ) ( )
n n n(n )

	7 	 		7	

� �

� � �	� � � 	 � 	� �: : : :� :
� ��

� �
� � �� �� :�

n
S lim

�	7
� � nS � �

:
� �:

��$�3�&���3�D 1x �̀���I�C	
)i�

n
tan( )( tan( ) tan( ))

n n n n n n

	7

�
	�

� � 	� ; ;;
� � ��

; ; ; ;

�H$��p��	�

tan( )
�
� �D.���V
��F; �tan( )

�
; �D.���V
��F�

�� �̀/�F� �tan( )
�
< �D.���V
��F�

��*u�n�((��u
.���(($�9H(($��p��	�;�_ 1x �̀�WH�).
�DI�%���3����C&w�/�F����w�G�3��3�����1��V
�

n(n )n(n ) (n )(n )n n
� � 
� 	 � 	�

� � � �
� � � � �

�/3�D.�
��AI�_1xe-�R
I�
.����
(n )(n )� 	

�
� � ��((AI���#.�

9%� I����[1�M-��AI

n(A B) A BA B
n n(n )(n ) (n )(n )

	 	 �� 	 �� 	� 	 � 	
�

� �� � � �

A
n(A B) A B

B



��
�
�
��

�
� 	 	 � � �

��

�
;� �
;

�De�#���3

n (n n
� 


��
� � �

n )(n ) n(n ) n(n )
� �� 	 � 	

� �
� � ; � ; �

�k1��.
 .

n
tan( )( tan( ) tan( ))

n n n n n n

	7

�
	�

� � 	� ; ;;
� � ��

; ; ; ;

n

tan( )
n n

tan( ) tan( )
n(n ) n(n )

tan( ) tan( )
n n n n

	7

�

�� �
	

� 		
� 	

�
�

;

; ;

�
�

� �� �� � ; � ; ��
; ; ; ;

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC%+�5�0.
�k1��_M$
����
V ���3�DI�H$��CY��0&+A5-��
����$�D.�
����$�k1�����d`��
��[�S3�9Telescoping Series��9�
�D.�/���&������� ���V1�+1�
.��13
T��k1���H�26��o��*��N/
j#��
� -�/��.��.��13
T��3&^/�H56�D.�
����$�{&�
�93&�����[1�M-�Rw&I�N�
M6�R1�D.�3��6��*����x.�N�
M6�R1�k1��.
 .�/���/������V1�+1��&-��13
T��Q2J	�
��
����$��
��/������3�I�DA1
T��
��D�
��	���3��$
 ��C
��I��
���&+A5-�C���O
 �̂/�C���*
.�
.����{&�&��k1�

9�����3
���CY��.�����0&+A5-
2. Calculus 3. Sequences 4. Series  5. Limit

6. Convergence 7. Divergence 8. Irrational 9. Exponential

10. Logarithmic 11. Trigonometric 12. Inverse Trigonomertic

��
��U/��*������3�
��AI�_1xe-�D.�*
���DI��3��&���3��0&+A5-��
����$�[�����.��� ��&��H$��k+
��D#MS��9��
�/3�*���+1�D.�C�&-�������CY���&
6�_5
^�

n ( n )( n )

	7

�
� � 	�

�
< � < = ���$��3�y
������.�9�� I��3
j#$���6& #�

�3�I�D1xe-��1*�U/�
�y/��U/�

A
(A B) n A BA B

n n( n )( n ) ( n )( n )
B



��
�
�
��

�	 	 �� 	 � �� 	� 	 � 	 ��

�
= = �� <

< � < =< � < = < � < = �
<

��/3�U/�
( n ) ( n )

( n )( n ) ( n )( n )
	 � �� 
� 	 � 	

<
< = < �� �

<< � < = < � < =

��������	

( )
n n

� 
 �� 	
� � �
< < � < =

�H$3�D.����
na 	��N�
M6�C�&#.�an��N�
M6��3�n+��D.�n�[1�M-�
.�

m

n n
n n

(a a )	
�

��
:

� ���$��3�� �̀�9��
9�e `�����
�3��)�6
!�P1�����3�DI�H$���0&+A5-���$�R1��&.x����$��3�/Y

15. Convergent

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�y�)E�
��$�3��
��K
#I��,��/��
w�HI���9��
1���&56�_#�����
V,��3�Z�0�)�/3�
��4/5��-�b��5��;���^)�V�9�

��<<��C��1�
��3�*�%S
6��MI���56���jS3��1
����������1
Ih�
���56�_
^�-�9[#$&0Y�9���9��
-�9
��4/5��-�b��5��;���^)�V�9;

��<:����
V,��3��,��xI����C�*/��4���4�/
3.       SCHAUMS SOLVED PROBLEMS SERIES; 3000 SOLVED PROBLEMS IN 

CALCULUS. Elliott Mendelson. McGrow-Hill, 1988, (ISBN: 7-07-041480-7).

�� tan(x) tan(y)
tan(x y)

tan(x) tan(y)

�
� �

	�
�_J.���D((.�D((^&-�
.

�%1��3

tan
n(n ) n(n

�
� 	

� �
; � ; �

n

)

tan tan
n(n ) n(n )

tan tan
n(n ) n(n )

	7

�

+ ,
- .
/ 0
+ , + ,

	 - . - .� 	/ 0 / 0�

+ , + ,
	 - . - .� 	/ 0 / 0

;

� �� ; � ; �
�

� �� ; � ; �

n
tan tan tan tan

n(n ) n(n ) n(n )
�
	7

�

+ , + , + ,
� � �� - . - . - .� 	 	/ 0 / 0 / 0

�
�;

� � �
; � ; � ; �

S )n
n

S lim tan(
�	7

� � �
�
�



����
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

	���*��AB7�

u�E�D��/?���e�

u()��=)/���0Y)�(�����

�)&�3X�-����<
�g1�j-��O.
-�/3�O
^
�/3�K����O.
-�/3
��O.
-�/3�%�AT-��O.
-
9�V#$&�0

"��B�
���K-��4/H���.��(���(��"<���)�)[M�L���HG�
�F��B$�-�^�Y�-����;$�-�y1K��4/���.�a�[M�@�(��
��(�"�[M�:�����/���"N)B��:���(��C%H���"/H���.�y�)$�-�
�-�y1K��4/H���.�%�eY-�"H��_UH��-�F�E<����=)��
�y�)$����-�"/H���.�y�)$��H��F�H�B$�-�^�Y�-��H��;$

CF�L���.����"/���.)5

"kB5����(��y�)$��4/���.�d��e$
���
`����H$��D#$&�0� x a� �_JT���3�f�O.
-�%�1&`���

�f(a)�� W1���((�
.�3&^&��a�_JT���3�O((.
-���T��F]((S�
9��
.�3&^&�

�
.�/�3&^&��a�_JT���3�O((.
-�tw�/�H(($����
����FK
9� �
.��.��.�f(a)

�D#(($&�0� x a� �_JT���3�g�/�f�O.
-�/3��`�����a�[M
��
V�Y��� �
.

�a�_((JT���3�x((���fg�/� f g� �/� f g	 �O((.�&-�F]((S�
9����D#$&�0

�D#$&�0�a�_JT���3� g(a) � 	�n�((��
.� f

g
�O.
-�FK

9H$�

�f�O.
-� x a� �_JT���3��`��DI��1Y����Z�0�y��(($�k1��y
�
�/�fg�� f g� �� f g	 �O.�&-����
.�D#$&�0
��g�O.
-�/�D#(($&�0
��1*�_�8!��&o ��k1�����.�9����3��#�W�/�Dw�a�_JT���3� g

f9%� I����N
Mz��/�C
�.���

��3�g�O.
-�/�D#(($&�0�a�_JT���3�f�O.
-��`�����a�[M
��3� f g� �/� f g	 �O.�&-����
.�D#(($&�0
��DJT��k1�

9����D#$&�0
��DJT��k1�

�"�[M�7)Pj�
�DJT��k1���3�g�O.
-�/�D#(($&�0�a�_JT���3�f�O.
-�����

9H$��D#$&�0
�

9H$��D#$&�0
��a�_JT���3� f g	 �O.
-��FGV

�D#$&�0�a�_JT���3� f g	 �O.
-�%� I���4��d���=)&��
��.
 .��H$��D#$&�0�DJT��DJT��k1���3�x���f�O.
-�C&w�9��
.
�_JT���3�x��� (f g) f	 � �� W1��O.
-�/3�k1��g1�j-���_((�8!
�
.�DI�H$��D#$&�0�a�_JT���3�g�O.
-�� W1��H$��D#$&�0�a
�D#(($&�0
��a�_JT���3� f g	 �O.
-�~0�93��3��!
 -�
����4
�H.
z�x��� f g� �O.
-�C3&.�D#(($&�0
��D.
((,���&X�D.�9H(($�

93&����

�U��D ��3��3���� y [x] Sin( x)� 	 � �O((.
-��V#(($&�0��
)i�
9�� I��$��.

�O.
-�/�D#(($&�0
�� y [x]� �O.
-�p��	�n
((T���3��bHV
�{&
e���[M!�_�8!�gMX�~0��H(($��D#$&�0� y Sin x� �
9H$��D#$&�0
��n
T��k1���3� y [x] Sin x� 	 � �� W1�O.
-�/3
� y Sin x� � �/� y [x]� �O.
-�/3����p��	����n
T���3
� y [x] Sin x� 	 � �O.
-�� W1�
((��CY�O
 �̂~0������D#(($&�0

9H$��D#$&�0
�B&4�_�8!�
1Y�DI�H$��k1��3��3�3&^/�DI���V13�y��$
��3�f�O.
-��`��� W1�9H$��N
Mz��[.
!�x���O.
-�/3�K������.
�O.
-�
1Y����
.�D#$&�0
��DJT��k1���3�g�O.
-�/�D#$&�0�a�_JT�



�=

���#.��i5J��C���k�/�����.�9H$��D#$&�0
��a�_JT���3�fg
9%� I����C
�.�����1*�y
��

�O.
-�/�D#(($&�0� x � ��_((JT���3� f (x) x� ��O((.
-��
)Hi�
�� W1�
��Y�K���/�H$��D#$&�0
��DJT��k1���3� g(x) [x]�

����1*��H$��D#$&�0
��DJT��k1���3� y x [x]� �

x x
f ( ) , lim x [x] , lim x [x]

	 �� �
� � �� �

� �
� � � 	

�x����j	�_JT���3 y x [x]� � �� W1�
��CY�K���k� w�%�
����1*��H$��D#$&�0

x x
f ( ) , lim x [x] , lim x [x]

	 �� �
� � �� �

	 	
	 	 	 	

�D#$&�0�O.
-�R1�K���D.�n&.���_�8!�%���&-����k1��.
 .
9%� I�N
Mz��/�C
�.��1*�N�&	�D.����D#$&�0
��O.
-�R1�/

� f (a) � 	�/�D#(($&�0�a�_JT���3�f�O.
-��`�����a�[M
�O.
-��
V�Y����
.�D#$&�0
��DJT��k1���3�g�O.
-�/���
.

9H$��D#$&�0
�� x a� �_JT���3�fg

�DJT��k1���3�g�/�D#(($&�0�a�_JT���3�f����H���7)HPj�
9 f (a) � 	�/�H$��D#$&�0
�

9H$��D#$&�0
��a�_JT���3�fg�O.
-��FGV

�D#(($&�0�a�_JT���3�fg�O.
-�%� I���4��dH���=)&��
f (a) � 	�/�H$��D#$&�0�DJT��k1���3�x���f�O.
-�C&w�9��
.

�a�_JT���3�x��� fg

f
�� W1�
��CY�%�((AT-����_�8!�gMX�~0��

�
.�k1��/�H$��D#$&�0�a�_JT���3�g�O.
-�� W1��H$��D#$&�0
�9H$��D#$&�0
��a�_JT���3�fg�O.
-�~0��3��3��!
 -�
����4

9%� I�H.
z�����1*�_�8!�%���&-����x���O.
-�/3�%�AT-����.

� f (a) � 	�/�D#(($&�0�a�_JT���3�f�O.
-��`�����a�[M
��3� g

f
�O.
-��
V�Y����
.�D#$&�0
��a�_JT���3�g�O.
-�/

9H$��D#$&�0
��a�_JT�

��3� g

f
�O.
-�%� I������((4��]5��C
��.�gMX��7)HPj�

�D#$&�0�a�DJT���3�x���f�O.
-�C&w�/��((�
.�D#$&�0�a�_JT�
�x��� g

f
f

 �� W1�O.
-�/3��k1��K�����_�8!��.
 .�~0��H$�

�D#$&�0�a�_JT���3�g�O.
-�k1��.
 .�9H$��D#$&�0�a�_JT���3
�_JT���3� g

f
�O.
-�~0�93��3��!
 -�D�8!���4�
.�DI�H(($�

9H$��D#$&�0
��a

f (a) � 	�/�D#(($&�0�a�_JT���3�a f�O.
-��`��f ���a�[M
��3� g

f
�O.
-��
V�Y����
.�D#$&�0
��a�_JT���3�a g�O.
-�/g

9H$��D#$&�0
��a�_JT�a

�=

Understanding Calculus�����������������������������	
�
http://www.understandingcalculus.com��3)4�-��5)85

�H$��ly��V#���/�[�A���j13�K
A�m�/�lC
.
A�m��/�3����.�k12�Y�i$
 ���+��/�#+S��OM ��R1��
V./�k1�
��H$���1*�Q���D.�N
��
1��*��D�
��k1��D^&-�iS
 �̂/�3�W#��k1/
 6�����3�DI
(Why Study calculus)�%� I����DWS
J�����y��V#���/�[�A���j13�K
A����w��

(Numbers)�3��6���
(Functions)�O.�&-��

(Derivative)�g#,���
(Differentiation)����`�[�A���j13��

(Integration Theory)����`�y��V#���_1�o���
(Inverse Functions)��&+W��O.�&-��

(Exponents)�
�

���
(Exponential Functions)��1

��O.�&-��

(Applications of Exponential Functions)�1

��O.�&-��
�3�.�
I��
(Sine and Cosine Functions)��& �AI�/��& �$�O.�&-��

(Oscillatory Motion)���
$&��HI����
(Mean Value Theorem)�k�V�
������T��_�8!��

(Taylor Series)��&5�-���$��
(Integration Techniques)����`�y��V#����
��U/���



�@�@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

	� �	CD	
<$�E�	,F	'6%7	 	@�*	
)�$��	3�	'��$%7���
�)&�3X�-����<
���&$�D^�3�_S3
W�
�_$� ������D5
^� w
9�
�����$��5!�

"��B�
�[���M^��
��D5�A��k�#AE���E1�
-��o��*��%���3���
��3�/�CY��
��D,1��C3�I���0�� W1��3&.���M^��
��DS3
W�
����D5
^� w�
��CY���*��D.�DI�x�y&�e��*���1
����T��O!�/
�_^�3�_S3
W���
��K�&^��/3��
��C
�*�*��93&((���j	��.��.
��0��3�/��&(($�_^�3�_S3
W����M^�[��/�3&.��&((5W���/3
����.�9������0��32���%�3x�
((��C�!��3���
�w�_^�3�CY
�_S3
W�����D((IG� X pX q	 	 �� 	��!
����&
6�_((S3
W�
��3�3��1*�_J.���F3�I�[1�M-�CY�D.�C�&-���������&(($�_^�3

��H$�����

q q p q q p
X ( ) ( ) ( ) ( )� � 	 	 	 � � 	� � � �� �

� � � � � �

�Dw�`�G�H(($��c/�W��C�3�
I�_J.���D.�DI����DJ.���k1�
�C�3�
I�3&�����DJ.���k1��
1Y�DI�H(($��Q�J��Z(($�0�k1�
��3&��3
#$���
�5`
-�
-�C&q
������V13�*��
1��3�/Y�H(($3�D.

��H((A��3�DS3
W��[�
I�[��C�&-��
��FH(($���3�I��
M#!�
�[.
!� q p

( ) ( )� � 	 �� � 	� �
�HS
���3�
� -�B&4�_((,1����1*

����&-��
���&((Id��_((,1�� � �	�HS
���3�/�H(($��y&((M!
�H$
^�k1���3�9�1Y�K
A��D.�DS3
W�����.��T�T�����D((,1�
����M �̂�
��U/��*�������1
��U/��H�
���D.�C�&-����D((I
��3�/�3�.��0�999/��x�S
�Y���$� ����-
�5����
��U/��� �
�
�
 V -�k1��*�����CY�D((I��.
#((�������
1�y
M�3�D.��M^�O!�/
��5T#((A��%56�3&^/�DI�H(($
^�k�
��9��
��.�H((A.�k.�/
��5T#A��%56�
� -�%���3����DI��&X�C

��93&������
A��
�
 V -�k1��*�����CY�/��.
#((,.��((M^���
1�D.��((��&-����D((I
�H$��lN
�5��m��
��D.�N
��
1��*���V13����D�
((�����
��.
�[�rj-�D.�DI��((����
((���N
�5���y2T#(($��D.�
^�k1���3G
�k1��D.�PT4�
^�k1���3��S/��3�I�HM�	�CY�)�
.�3�C�&-���
��-
�5���P.�/��y2T#$��Z1���0�DI�%� I������ ((A.�D#+�
3&�����N
Mz���51/��P.�/��R
I�D.��(($��5!��_(($� ��*�
9F ixcos x isin x e	 � �� ix ixe e

sin x
i

��
� �

�/� ixe e
cos x

�	
� �

3()+�
���)&�3������EE<)BN��yM�-�(�����K�A-(��&�"<�)HK�=D�L�
�-�=��LD����12�A-(���a`�(��"���s/h��:���(��@%H������K
�oJ��Pe$�-��1�H��$�@����#$p��H��E&�@o(��G$p�J��2�@)k�

�-�o�B�;�$p��P�<�$�@oJ(����p�����$)��@�$)i�i��@J,�N)5D�@J�PK
��E5)��"<��5(����(��,�5��(���)&���()<�@%�MO��-�J(-D�5�@3����J)BN�����3-O2�)&�A-(�:���L������&�"<�F���"/����.�)&�A-(��4��
�J�w5�)����12�J)&���()<�J()����%���:G1��-�%���3�+�3()+��)&�=D�"��o6-��aK(��aN�)e��bV�J����A-(��	p�c�.�aN)B�

C%����.�F�&����)&�=D���)/5�"��3�E�D�J)&�3()1+�(��b�s;$�"��"<��E+)��"/+����4��

J������1+)&�)Y(�1#����

ax bx cx d	 	 	 �� � 	



�>�>

��+��
+��/�F999/�DS
T����
`�0��ZI�P�G����x.��9�
��1d0�ZE.�9�:

��V13��
���x.��
((.�x�����V13��
��U/���"HK�$��
�_S
T��k1���3�DI�����3�3&^/�N
��
1���
��D�
((�

9%1*�3�|.�
��CY�C
�.�D.�%���&-��
���r#E�

�*��R1����*��F�G��&$�_^�3�_S3
W��[�����.�
^�k1���3
�B2���2�
I��-�&	�D.�/�%� I�����3
j#$���&Id���
��U/�

9%1*�3�0����g1�X�_\����D.���/Y&��
.����
��/

�M)5�"��o�p�b�)<�6���"K(��aN�)e��b��P$��
��F�G�[�
I��&(($�_^�3�_S3
W���/��L�.�/�[�����((.
��1*���&
6�N�&	�D.��!
���&$�_^�3�_S3
W��H$���4
I

��%��3����!��$��.�/�L�.�3�&����
X pX q	 	 �� 	 ������F;G

�[1�M-�H(($���4
I�F;G�D.�F�G�_((S3
W��[1�M-����((.
��%��3��
e������ b

X X
a

� � �

�*��F i � �� �/��W�MX�%#1�
VS�D1
0��eG
�[�
I�C
 �
X��
((.�C
((A���DI�3&.��W.�D.�C
�*�k((1�

��
��U/��
.�[((��[.
!����[\
((A��[�����.����N
((�5��
9�1x`�.�999/���M^���$� �

o�p�b�)<�6���aK(��aN�)e��bV�J)&�A-(����5���
���&`
�&`��
������H(($��k+
��D5�((A��R1�[�����.
�C�&#.���/Y&��/�H�!2����
+#.��
.�DI��((�
.�D#((��3�3&^/
�*�����.�H(($��k+
��D#MS��9H4
1�H(($3�
��CY�*�����.�D.
��#��/�3�I�[���1*��
��U/��{�&���*��R1���D.����[\
((A�
�DI���
.�D#((��3�3&^/�]5#E��U/��k1� w��{&��������.

9%� I������
���
��CY�*���3��W-�D.�
^�k1���3
�
J��/�C&�*Y�9�
F���+-G��3�6�9;

F�
�$�-���5�5�-G��$� ��9�
��M^�9�
�x�S
�Y�9=
�-
�5���9@

F���3��.G��A1�-
��9>
FU/��� w�*���T�j5-G��M�I�-�9<



�<�<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

b b b
a(X ) b(X ) c(X ) d

a a a
� 	 � 	 � 	 �� � 	� � �

��%1��3��*u��
r#���/�
�x#���0�PA.�*��~0
b b bc

aX (c )X ( d
a aa

	 � 	 � 	
� �

�
�

�
� ���

) �	

��%� I����%�AT-�a��.����B&4�_S3
W�� a � 	���4�
.
c b b bc d

X ( )X ( )
a ca a a

	 � 	 � 	 �
� �

�
� � �

� 	
� �� �

��%� I���4��`��
^�k1���3

� c b
p

a a
� �

�

��
�/� b bc d

q
aa a

� � 	
�

� �
�
�� �

��3&�����[1�M-�F;G���&
6�_S3
W��D.�F�G�_S3
W�
X pX q	 	 �� 	

�F�G�_S3
W���
^�D.�H(($���4
I��W.�D.�k1��*���k1��.
 .
93�3����!��$��.�/�L�.�3�&�����F;G�_#4
1�[1�M-�_S3
W�

6)���A-(�o�
��3�C�&-��������&(($�_^�3�Nu3
W��)�
.�3��
���L�.
��
����z��D.�k((#��3�0�*��Z�0�93�I���((�0��/��M^�K
((#I
��/�DI��5\
A���3���M^�L�.�����DI�%1&((������Id#�
��S/�9H$�����(($���/��D.�C
� �((,�0�*��3*�3�0����
��CY�D.
��5�5�-����
�
�����M6&.���
��D.������ ((A1&���C���f#��*�
��3�/Y�3�U�
V((��D.����
((����*���
S�3�&���3���((M^
�D�j	�
.���I�C�1�.�_5�A���3����
((����DI��
S�9H$�
�D.�F�((�
.���/�j��HM((A��D.�[	
��H
((A!�/3�%e�G
�[��[.
!��-�&	��3�D5�A��k1��3��3����C
�.���
(($��N
Mz�
�C
 w�c�/�b�H
((A!�/3�D.�a�� �
���J��DWJ!�DI�H(($�
�HMA��[����/�j���S&X�D.�c�D.�HMA��DI�3&((��%�AT-
�� b x� �%� I���((4��`��9�((�
.�b;��.��/�j���#�
((A�
�N�&	�D.�C�&-�������HM((A��/� c a x� � �H((��3�%���&�
�/�y&X�K���[	
��m�CY��3�D((I�H((�&�� x m nx	 �� �

�/���!�k.�H.
z�D����1&`�����
���9H(($���/�j��H�
((A�
�F�32���<<<�
-��32���<;=��
��y
(($�k�.G���
�
��D�
�DS3
W��k1��[((��D.�g4&����((����3&.���*��&���((	
W��DI

��C*
���jW^&.���
��D.��W.�[A��*�����3���
1���S/��������,�
�9� I�[���X/�E��OX
T��D.�C3�3�OX
T-�*�����CY�HA��&-
�[��D.��jW^&.��*���/��0�D.��3�W#��C
��3���
1��~|(($
�H(($3����3&.��&(($�_^�3�*��DI�Nu3
W��k1���
��{�&��
�*��k+
��Nu3
((W��_
��C3�
((��.�3��((AI��S/��� #4
1
��
���93�/
((���[
6�D.�Z((�&I�
��CY�_
��[��/�{&��k((1�
����&���
((e���U��DS
(($���3�����
I�k((1��/��D((I��((1&`���

93�3

6���aK(��7t�)e��L��6)���J�E��"BP!��
�*��H
((A!�k1���3�Dw�`�DI�%� I������If-���((#.���3
����
��k1���
����%� I����H((M�	�li1���m�/�lNu3
W�m
�*��PT4�3��6�����.��#��/����1*���((A1&���
���3

���&X�D.

9� I�����3
j#$���
jS�
�����-u3
W��{�&((���_
��U��DS
(($��y/��ZE.��3��
��
����&((���
����
��D(($�_^�3�*���-u
.�N2
^�
��CY��3�DI

9� I����H$��4
�HM���i((1�����N2((
^�_((
���
((���Nu3
((W���3
�/� x x� 	 �� � � 	�
���o��*��D((w� �̀�DI���&((X�D.��((���3
�N/
j#��/3�k1���
����o��*�������{&��R1�*�� x x	 � �� � � 	
��3�6�/��MWIm�N�&	�D.�����S/���/�9� 1Y����K
((A��D.
����CY�/�3�I����C
�.� (x x)	 �� � � �lH(($����d^�y3
W�
� (x x )	 �� � � �lH(($���3�6�y3
W����d^�/��MWIm�*�
�/��(($�����DS3
W��{&��;=�D.��/��k1��.
 .�9�13����x1

#�
�C�&-����D�&Vw�DI���3����C
((,��U��DS
$��)��
���!
.��3
�{&�����/��(($��5!���
��U/��
.����Nu3
W��k1��*��{&����
����k1��*��R1�������.�93�I�[���X/�E��OX
T��
.����CY
���3�����
r#�������k1��D.�����((�
-&I�ZE.��
����{&�
��X/�E��OX
T��*���3
j#(($��
.�C�&-����D�&Vw��1&`����/
�M5	��
((A^��CY�*��C�&((#.�DI�3�I�3
((e1������((J����
0

9�  I�B�	�K&5J��_J.����3�DI�H�
$
����I��((A�5V���_((
^�-�D((I�~((I����"HK�$��
��
��yu�#$������&E.�����
����M^�*��(D.S.Kasir)

�N
+��*��x���/�H4
1����&��k((�/���
�((A.�����
��
�]5#E��{�&((���a1�
-��3��((�^&-�i((S
^�3�((W#�

9������&��O5J��Nu3
W�



����

�)&�3X�-����<
��k�!
AS���/
A#��L5��

�_1/�*��~I3��
0
��D^�j ��_1/�*��D
\
!
��]r �3&
6��*
A
��

9H,� 
�

(�.�3,1V���L��
"5)��=)/��*+�0Y)�(�����

!*���
G� $6��A

	���

_<��().�:�������B5
�*�������1
��L5����3�D((I�H(($��k1���3�N
Mz��y
+((��
��*
((A
���F{2�u���/
((A#�G�/�k�!
((AS���/
A#���L((5��
�D.G�� I����OJ!�L((5���*��7�
���3����3&((��]r �3&
6

9F�� I��
V���1*�[+�

A

C

x

Y

B

H; H�

� �

��7)Pj�
AB AC� �k�!
AS���/
A#������L5����3

AB AB

AC AC
� � �
1

3()+�
�0eM�-��M)E$����_<-��().�:�������C%���0Y)�(�()/�)�����(��"5�()<�|����)��0eM�-�0[M)E$�:/�)��@)15�b!)��)��_<-��().
�%����6)5�b��(�_<-��().�-������6)5�"��-���<�dH8<�)&�"2�19��a��w5�()/�)H��(��bH��(�5��$���"<�"?�=D��E5)��H��E<�=)����(
��M)E$�:�������)���C�-�H��L���M)E$�=D�)$���<��w5���9$�0Y)�(�=)1/�)H��=D�a�N-��
�m��)��)&�d��e$�(����)��7(�Hm�:H���(��H
��/8���%M��)��)$�F�E<��w5���9$�=D�"��=)1&)45�(����)��yM�-�(��-�%��5�'�w5���9$�\�&�"��'L)�5�@�+)��3�+��)9���"5�()<�|���
�:�E?� �!�:����)E��C%H���3�H+��)9����M)E$�:�����?�"<�F�E�P��@��H+�015�%M��)&�=D�"���t�1e��"<�0;���r�-�
�m��"��"K�$�-
C�E+)��0��"��E&�(��@%���:���L��0�)&�"5�15�@��L�')&�_<-��().�C��+�yM�-���;���4���02�5�"���5��$�0��F&�0�)&�_<-��().

{S%���:�M)�N��J-)�/���i�i���&�C�
��1*�[+��D.G��((�
.����&ES3�L5���ABC��� I���4
����AB�O5��]r �3&
6�/�C�_((1/�*�*
((A
���9F�� I��
V�
��
�3&
6��E��(( W1�
��CY��!2-�DJT��*��9%((� I����%(($�
�EB�/��((� I�3��/�BC�/�AC��((.�i((�-�-�D((.����EF�/�EG

�/�CGE�_1/�xS��%\
!��
((��L5���y
��9�� I�%(($�����EA�/
�/�H(($��CE�
��CY��/3�����-/���((1*������H((,� 
��CFE

�k� w�%��9 CG CF� �k1��.
 .��F*
((A
��G� ˆ ˆGCE FCE�

�B
$���1*������H,� 
��EFA�/�EGB�_1/�xS��%\
!��
��L5��
�� �
��DJT����G�H$����V13�*��EG�B
(($��.��.��+1�*��EF

�F����D5	
4�R1�D.�D1/�*�k1��O5��/3�*��C�_1/�*�*
A
����.�E
���G�H(($����V13�*��EB��((-/�
.��((.��.�EA��((-/�C&((w�/
�/3�*��AB�� �
���J����
0�]((r �3&
6��.�E�� �
��D((JT�
FA BG� �~0�FH(($��D5	
4�R1�D.�P����
0�k1���
�#��

��dS�/� CF FA CG GB	 � 	 �DI�3&�����De�#��k1��.
 .�9
�k�!
((AS���/
A#���&.x��L5���De�#���3�D((I�� CA CB�

9H$�

B
A

F

C

G

� �

O

E

AB

AC
� �



=:=:
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

���� I���4�3&��3��/�N
Mz���.��55��D+ 1��C/�.
9 AB

AC
� �

�%1��3�XY�C3&.�]r ��3&
6�*�

�/�
BH

BH CH
CH

� � ��
� �

�
�

�%1��3�
�*
A
���_�8!�/�AH;�C3&.�*
A
���*�

BH BHAB

AC CH CH
� � �� �

� �
�

����BC�]r �3&
6��FAH;�P�G�A�_1/�*�*
((A
���~0
9� I����OJ!�L5���*��7�
���3

{S%���������"K�;E��a�-�L����)��"1`)M�a�-�L����C�
�[+�G���
.����&ES3�[�J#((A��ABCD��� I���4
�%$��AD�
.��.��.�/�[�J#((A��7�
�����BE�9F�� �M.�����1*
�%(($�����DE�/�AB��
��]r ��3&((
6�~|(($�9%� I���
��1
.���3&
6��*�&((�����n&J���.�
((��CY�C&w�9%((� I���
�/�DP�/�EP���((  I�OJ!�����V1�+1�P��(( �
�����D((JT���3
�/� DP EP� �N�&	�k1���3��%((� I����%(($�����AP�/�BP

�/3�*��P����
0�R((1�]r �3&
6��.�DJT���((�G� AP BP�

�� AD BE� �DI�%���3����/�F����D5	
4�R1�D.�P����
0��(($
�9F�����G�����H,� 
��APD�/�BPE��
��L5���k1��.
 .
��
1�/*�k1����1*�� ˆ ˆBAP ABP� �
���� ˆ ˆDAP EBP� �De�#���3

9���APB��k�!
AS���/
A#��L5���)�6
!�D.��/
e���
1�/*
� ˆDAG �_
\
!�_1/�*�DI�3&�����De�#��C& I���g1�j-�
.

9H$�� ˆEBG�_^�j ��_1/�*��.��.

B

E

C

F

D

A

G

P

_<��().�����B5
�*���-�Rw&I����PB�i���DI�H$��k1���3�N
Mz��y
+��

��� �M.��H$��~+6�.��
T�!3�DI�%1��D#4�`�BE�i��

p
p

DC P BM a , D , L , C
RR

R

��
� �

	
	

	
	

�

p

a
E , B , P

Pa
R a (@)

(R R a )

�

��
� �

	

� � 	
� �

�	
	

�
a

H

� p

R R a	 �

	

� �
�

�

DE

R a R
m

a p

� �
�

	

� �

	

H H
DE

y y (x x )
m

� � � �
�

a p a pR a R
y (x )

R R a

	 �� 	
� � � �

� �

� �
	 	

� �� �

a p a p R a R
y x

R R a (R R a )

	 � � 	
� � 	

� � � �

� � � �
	 	

� � � �

�

��

a p p
y x

R R a (R R a )

	
� � 	

� � � �

�
	 	

� � � ��

(a b)x p
y (@)

(R R a )

	 	
� �

� �

�
	

� �
�

�

D L

x

 x& +y&=R&

G

H C

E
R M

A

B



=�

PB

p a

a(R R a )
(m )m

p R R

� �
�

� �

	
� �

� �	

�

�
a�

R R a
( )

a

	 �
�

� �
�

BE

R a
(m )m ( )

a

�
�

� �
� �

( ), ( ) m m� �� �� �

9H$��[�J#A��7�
��BEP�L5���De�#���3

�F�( ��k� ��� ���12 �-� �=��$��� �"kB5 ��� �L� �C�
{S��<

�B�_JT���3�����V1�+1���&ES3�)�1�3�/3�DI��� I���((4
9F�� �M.����[+�G��  I�OJ!�A�/

�[	�/�P��DI��� I���4�/�%(($�����AC�/�AD��
J!�
�k1���3�9�  I�OJ!�N�/�M����n&.����
����1�3�D�/�C�k�.
��3�R1������1*���((���D
\
!�AMC�/�AND��
1�/*�N�&((	
�3��/�3&
6�/3�AM�/�AN�k((1��.
 .�9����n
��������((1�3�%��

9� #A��CD��.

_<��().�:�������B5
�y
+((�� ��7)HPj�
�H(($� �k1� ��3�N
Mz�
�R((1 �N �/ �M �D((I

� W1������DJT�
�C�c�X�D.�D�3��#���

93�d`����B�*�

�P.�/���%� I���4�N
r#E����M�����AB�P$/��`����1*
�H$�����!�.��1*

A O O O P C PC AO a
� �

< � � �� �

A OO O Q D QD AO a
� �

< � � �� �

�_JT��*��DC�De�#���3�/� B C Dy y y a� � � �k1��.
 .
93�d`����B

=�

Maths is good for you�����������������������������	
�
 http://www.mathsisgoodforyou.com��3)4�-��5)85

�)�
.�3�[�rj-�D.�DI�����3��1
��C�& 6�1*�x���
��CY�*��R1���DI�H$���1*�k1/
 6�)����`�.�3�H1
$�k1���5	��_�j	
9H$���3�/Y��MS
J��
��CY

(Courses)���*&�Y��
����/3��
(Mathematicians)�C
��3���
1���

(Topics in the History of Mathematics)N
��
1��a1�
-��3�� 1/
 6��
(Famous Theorems and Conjecture)�&�,���
������/�
1
8!��

(Algebra)��M �̂�
(Geometry)�D$� ���

(Logic)�gJ ���
(Topology)��$
 ��C
+���
(Trigonometry)�N
�5����

(Pythagoreans)�C
�$�&�
��4��
(Egyptian Maths)���r��N
��
1���

C

B

N

A

D
M

DC

P

O

O�
O;

A

Q

a a

B



=;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

��
�&0��$
1�
���2�

=)&���0Y)�(�"�9��
"gh�()$

 
خياط  در كوزه �)&�3X�-����<

�_5e��_qE1�
-
�Z1���0��C
��.
���
1�����
,����j	
�N
M$
����C
�^
�_M$
������
1�
�_$� ���O.
-��y��V#��
�_5e����1
84
������`u�U/���C
+1
�3��6����51/��U/�
�3��6����q-
�&M�4
9[1/&�S

�gMX�%��*
((.��%((��e��)�

((���3
�F&�)1H+m�_S
T���DS
T��k((�S/���y&((
W�
���H� �0HY)�( �u(� �(� ��H�5��$�0�
�9H$����
1����3
#$��*���l��H+)������
�L5����
��"`�1/�*�������
0��D((S
T��k1���3
�"8W.�DI�H$�������3�/Y�{2�u���/
A#�

�*������N�
M6�
��CY�*�
�"`3
$�_
��
.�{2�u���/
A#��L5��
�DI�3��3��3
((1*�iS
^��
��"`�1/��3&((�
�9HA����3
(($�C�� w�
��CY�*��"��.�N
Mz�
�i^&��*
((�Y��3�
��"`�1/�k((1��*��"((��.
�*��"�
-&I�_�
�(($�9��&((��"��"#jV((�
��3����{2�u���/
((A#��L5����
��"`�1/
�����&-�"�����D�
�$�k1��"S/��%1���3�/Y�
^�k1�
�)�
.�3����3&��"$� ��_,1����/����3�D��3�
�"#$�3�N
Mz�����.�/���1
�*
�.�
��"`�1/�k1�

��� I�U2-�
��CY
�"�5���
� -�{2�u���/
A#��L5���9�

93��3�C�
T-��&���D$�DI�H$�
���.��.�P����
.��
��L5���k�.��3�9;
�k1�#((,�. �{2�u���/
((A#� �L5��

93��3����H�
A�
�)�1�3�{
W((��y&X��(( �̀�9�
�y&X�/�r����L5����3�n
((��
��.�P((����)�((1�3�{
W((�
��%((��
 . �R ��� �L((5��
����((T� �k1�#((,�.
�L5����3� r

R
�HMA�

�{2�u���/
A#�

9�1Y�"��H$3�D.
�L5���C/�3��3����M�_((JT���(( �̀�9�
��MP��
�3&
6�/�K
E#���{2�u���/
A#�
�3/�4�L5����
��O5���((.����MR�/�MQ

�D$�k1���
��y&X�{&
e���F;�[+�G�%1�/Y
��3�/�3�����"V#A.�M�_JT���
 �̂D.��3&
6

9H$��L5���{
j-���y&X��.��.��y
����
�7OH9� �aHgh�()$ �_((S
T� ��3
�)�
.�3��,E.����

((��k1��=�����0Y)�(
�k1��*��"I����9H$�����Y��;m�')&�0�l�-

�%1�/Y�"��
^�k1���3����DS
T�
�CY�*��C�*&((�Y�Z��3�i5���DI���((j	
�~I�����DI�����T��".��j	�/�����3�N�j�
�a((1�
-�/�C
#(($�3��3���((��H(($/3����CY
�*���j	��]5#E���
!���k�.�93��3���((1d|S3
��j	��"�
A����
�T��D.�9H$���-�C�& �̂D
�
��1
M��Z�.��3�*&���3��6���1
$�[.
T���3���
�N�j��D
��k1��
1Y��N�&	�k1���3�9HA��3
�D#((�����H	�4�F�G�DI��3&((^&��k((1��*�
�C
,�����3&���1
��/��1
.�DI��&X�CY�H(($�
�D.��j	��
6�� �̀��1
���H((A���
e�.����3
�*��"+1�C& I���3&.�3��6���1
(($��
6�)*����
�y&M!�9��Y�"��K
((A��D.�3��6��k((1�-x1x6
��C
#$�3�k1��C���&��D.����

��~0���1����

�[jX�k1����j	�H�d`�$�x �̂"�
#$�3�DI
9%� I�"��N&63��HA���DM��R1

�"#�26��3�*��H((�26�k((�S/����((j	
�
��DI�"�
!����H$���
!����V�
�.�DI�H(($�
������x.��3
((WS��B&4�3��6��_�5I�%���&-�"�
��
-�DI�"�
!����%��3�C
((,��
��CY�R
I�D.
�9H$����&#(($��
��CY��.��1�^�C�
-�3&0�/
�
 �Y�CY�
.��1
.�DI�H$��"
!��k�S/���~0
�k�S/��k1��DI�H��3�C
6h���1
.�"S/�9%1&�
��#�.�
1��������0�DI�3&.�"
!��k1��Y��%!�
�3&.��3�6�k1��Y��3�6�k�S/��k1��%�1&V.

9���],I�DI
�d8<�-�c����.�� W1��DW!�/�/3�k1�
�C
�*�R1��3��3��6��a((1�
-�i^&��D.��j	
�*��[M!�
��C�!�CY�Z((1���0�93
#j���B
((j-�
�
.�C�
T���
��y
$�
-�93
#4��B
j-��CY�],I
�3�6�R1�C�& 6�D.��j	��&r-�p�((A���S&-
�_�5I��3�"#��93&.����$���~I������+4�D.
����k#�&��[+((���C
�*�CY�"!�#��O�
e�
�93&.�N/
j#���
((��H�26�
.��3��6��*��R1
�"j5#E��y
+���%1�!�C
1�r���y
������.
�9��3�.�"���
I�D((.�3��6��C3�3�C
((,�����.
�3��6��C
�.����((.�
MjS��c/���*��C
((��
�&1
�P��� w�
.�C
((��/��9��3�I�"���3
j#(($�



=�=�

��H$��������13�
��D#,M��' $��3�DI��3
$
9��3�3�"��C
,�����3��6�

����.��3/�((���N
�26�x���C
((����1�
�D.�"E���P((��D((.�3��((6��C3�3�C
((,�
����3��((6��
��CY�_
��"((S/���((�3�.�"���
I
�DI����D�&`�D((.����3&.��3�I��� .�D#(($3
�N
�26�k1�����((+-�
.���x.�3��6��k#((�&�

9���"���3�3�C
,�
��3�C�&-�"������((j	��
��"`�1/�_�T.

9���&����

��k�
�
�l=)*K�0Y)�(���&)8�m�_S
T���3
�D5
^*��
��C�3�"�
1��*�������
0�
.���

��k1�
�
 ((�Y���N)��-�"�(���@0g$)5�P���@)H���
�
����
��C�3�"�
1��k1��*��"+1�9%1&��"�
�k� w�ZS
��Q�((���3�DI�H(($��"�

SY

�%���&��"�
��3�F��><���:@G��
��H��7(�H<
�DI�3�I��((,# �����"((M5J�������y
(($
�"�
1��gJ ���
((�����/�����*����
�((A.
�U2-��3�
��C�3�"�
1��93�3�3
.��.�����((1�^
�"1
 M���.����"-
��T��K
A��_1�o��
-���3&.
�P1��((��*��"+1�9� �3����!���&	�/�g�!3
�DI�H$��CY���&	��
V#$3����3�&���3��*u
�3�3�C
,��y3& �̀9��
.�[�
I�/��
`*
$�(�3&�
�C�&-�"
�����"-
��T��K
A����
`*
$�DI
�k1��D.�/�3�I�N
((Mz��D1�o��3&��[((��3�*�
�C�& 6�D.������((1d0
��N
Mz���&�j���i�-�-
��1� �̂��-&�|�
I��&56��3�DI�%���"�&�j�

93�|$�
��H$3�D.�H$��H�
�������3
���

((��k((1���
((��DS
T��*��"((8W.

�*������N�
M6
�(���15�'-(�L��f��y�)$�(���15�F�(

��
�� !��
����f�y�)$
��0Y)�(�=�H/��aH1K�$�AL�H�D

������
����
�
�"
�
��
���
�����(($��
)GH���(

�&$&�
��
����F�EG5�^)/+��w5�()*r��(�

k1�S��c��
�&0�"$
1�
���2���"/����7)�Y)�(
��=�����0HY)�(�7O9��aHgh�()$

�&0�"$
1�
���2�

����!�L� �)H&�'��"�1K�E?�a�,9$
�+�0�
����0�)��"8�(

�kA���0H�1+�a��wE��=�����.

����r�

"
#$��%�
��
����0��E&�=)G�
�:/�)H��'����0H��E&�'��"/G5

k1�S��c����
����)&�'�K
��
�.�
.���

((��k1��DI���

��D((#j`
�

9����,# ��y
1��;:::
j�j�j

�C
#((A�*��3�D5e��%((�3*&��)�

((�
9H4
1��
,#���y
1��;:::��
�.�
.���>=

�u(��(����5��$�0��F&�)1+m�_S
T�
���

��k1���3�l��+)�����������0Y)�(
9H$��"����&��k�,�0��
����

��C&q
�

�C3�+��H!3�/�����&�j��D.�DS
T��k1�
�k1��D((.�CY��3�/�D((#��3�0�CY�3�((.�
I��3
�k�#AE���DI�H(($��������
((���{&�&�
����/�Rw&I��
�A.��
����T��*��DI�"AI
�u��1+(���3�I��3
j#(($��
��CY�{&
e�
�"����H((A��&-�3&��"6��.��U/��
.�/��93&.
�"
�$�*�����DWJ!�H�
A��_M$
������.
��&
�(($�%((e��_M(($
���k((� w�%��/
�*��DI�"
((A �̂%e��" W1��F�((�\&S&.��
0G
�H$3�D.�3&���&����/3�"
�$�R1�C��/3
����
��DM$
���k1����*/���G�� I����0���1Y�"�
�D.�9� �3�"���
e�����((�`�y��V#�����
1�D.
��
V,�0��1
.�������
�����HM$
 ��k�
�

9FHA��3�y��V#���_M$
���],I������3
�k1���lC��1��"�
1��N2e��_qE1�
-m
��
��DS
T��"4�W���
I��3�C
 w�%��x�����

�
��1*�%���i5J��CY��3�DI�H$��C
+1�_5e�

�%���&��"����
�C�3�"((�
1����3�((���&((
6��((o���3
���1*�/�K
A���3�DI�H(($��"rE�
�k1��C
((��3�"�
1��3&((��"S/���((�
.
�C
��3�"�
1��9�((������y&M!����]((1�W-
�)*�����D((.�C
((�3&��DI��(( 1&`�"�
�/�D��*/��N
M$
����3��V13��
E((��
�"+�
.��
��K
A��N�&	�"(($��.��3
�"1
��C
#$�3�D.�/�����3�y
+���Z1&�
�D#j`�c/�W��C
��3�"�
1��)�
((.�3�DI

����.�9�(( 1&^�"��3
 #(($���3&((��"�
�"�
V ��D.�k-&���DI�� 1&`�"���y
��
����"rE((���3&.�D�
E.����~�\��DI
��
e������Z-
M$
���
-�3�I����E#(($�
��
��ZI�P��[�
+-�/�{��((#���9��3
�K
((A� ��
��k�((�
� �/ �DM(($
��
�D.�R
I��&((o ��D.�x���"((+��/�#+S�

9H$��D#4� �̀�
e���C
��3�"�
1�
�3
1*�B&((4�iS
J��D((I�H(($��"�1�.
����C
��3�"�
1��� �̀�9H((A���y�#((A�
�3��6��"�
((AI�Dw�*��%((1��dV.��
(( I
�3
1����H(($����$�/�O.���/�7/*�/�3�((4
�3��6��*��{2((X��i((AI����.��%1��V.
�B&4�3��6��/�[1/&�S�3��6��/�"q-
�&M�4
�"�
T��Dw�D.�"�
 #1u�3��6��/�P5#E�
�DI�H((A��3��1
.�~0��%� I�DW �̂��
�D,�
���3&���26������3��N
��
1�
�93&((��"��n&.���3��((6��
.��*
((.�D.
�
��
.��
+1��Y�c/�W��� 
,��3��d���
�)3
$��
�

W��DI�3�I�"��C
,��X
�
��3�p��	�3��((6��)�
.�3���((�Y��1�0
��1�e-�_
,w�$���3

#��C/�!�"X

9H$���3&.�N
��
1��N
��
����D#j �̀D.���

��k1��0Y)�(�^����3
��P�t���D.�K
J��DS
$�;<�uO.t�*�
����Y�k� w�CY��3�D((I�%((1�&��"��.

�H$�
�D.�Z1&��B/h��
8#!��D.����&
��k�
�D.�D������D#��3�0�N
��
1���3�DWS
J�
�[	
��".��
��N��((��D.�[1

-�H56
�9����((��
��CY�D((.�"�^&-��2((	��D((I
�P��DI�H$��CY�k��p1�j-�k1�-���x.
�v&M��/�% I�i�TW-����C
6�#E����(($
����
,��O��&��
1�D� �̂&���
V �����C
�Y
������(($��3�C
�Y�DI����"W��&��/�%(( I
�
��CY�*��� #((A��&-�/��((��13�Z1&�

9��/Y��o���3�����dV.
�% I�"��"W(($��3�&((��k((� w��3
�/�%�3����!�C
,1���
 �̂D.����k#,1&�
�k� w��3�DI�% I�Q�J�����D5�A��k1�
�O��&��k1��*���&M6����.�3&��k��"�
T�
�i5����3�D((I�CY�
.�/�����3�((I�"��D((w

�,�5�=)�5����
�'�-�#��7)�O2
�=����=)85�'���
����"�����2�
�()<�"��0h��
�0N-�@�5����0�

��(����2��)&�=D�a1&
�3��<�'�E��"/��
�J��"5���"��@�5���
����2��:/+�5�"<
�:���(��G$�)���(,�
�3����=)85�7)�O2

�+�0�



=�
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�k��]!&-�i^&��" �,�
^�k1��3��&�
�Hj��/�N�A��k�����.�/�3&((��"�
�3&��~j��Nx6��.�"S/��� I�"��3
e1�
�Hj���r#E��k((1��/��&((��"�����w
�
.�C
�Y�g((�4&-�*���3
j#(($��NdS�
.���
��3�9% I�"��C��M �̂O�/�k1�-�D#A1
�
���
1�k��
.�y
M!��D((I��3/�W��3��&�
��x�w�DI��&((��"��g4&��/��(( I�"�
�k1��H!
�S�_
���%((1�xj�.�C
�Y��
zY��.
�
��CY��
��Z((�&I�k�S/��D.����g�4&-
�O�
!����k#((,1&��/�%�3�"��HM((A�
����!�k��O�/��3�C
�Y�� �̀�DI�%(( I�"�
�� #4��"��CY�*���-�Z�0�"5���� #��3

9���D#4��k��DI
�7O9��L��3)$�<�7t)B�m�i5J���3
�u�V�3�&���3�l=)H*K��P/e��0Y)�(
�%1�&��"��.��1*�"����&��i5J��D.��)����
�a$
0�".��
��y��$�k1�-�&�,��*��"+1
�9H(($���
.�5 �̀�����y/��3��6��D.�n&.��
��()*5��N�D.����D�
���3��)�����:�/���<
����DI�3*���((����>�;�y
(($��3����-�
�y/��3�6�/3�{&
e��;�*���-���x.�7/*�3�6

�D�&
�����.�9H$�
��;�;
@����
<���=
�:�=�=
�;�=�>
�����
.�5 �̀�������-&�|�
I�N
T�T�-
��::?:::?:::�
-�7/*�3��6��O�
 �̂��*��D.
�CY�"5I�N
Mz����6�
1�N
Mz��
����3�I�H((.
z

9H$����,���E,��C& I
-
�,�-�.��)/���R%�)*5�0�T�_S
T�

�3&��"��*
�Y�k� w�'()��*+
�3&��)3
$��
 W��D.�lH1
���".m
��-���x.�"(( W1��N
��
1���3
�3&��"((S/���3�((6��((��*�
�3�((6�R((1��H((1
���".
��&�j��R1�D+5.��HA��
�c�W���#,�. �/ �H$�
�H(($��H�j�I�R1
�"((#�
I �
((-

�
-�DI�H$��[�S3�k�
��D.�9�E((,�
�C&w�/�� w�D.�C
��3�"�
1���
((��N��
�CY��
 I�*��/��(( #��3�0�"
��H1
���".
�C�3�"�
1���C&�*�"#!/�9� #((�d`�"�
�C
� �̂"Vw�
|+1�N
Mz�����.��"((�
�&1
�"I�3�
((.��CY��3�H((I���C3&((M��/
��3
j#$� �lH1
���".m�*� �D�
,1�����3
$
�*�����"�
�&1�C
((��3�"�
1��������3�I
����13�"����1*��3�I��((-�Z�.�H1
���".
�C�&-�"���CY�*���3
j#(($��&$�
((.�D((I

93�3��&5 �̂D�/��/����HT�T�
�DI�k((�I��
((��3�C�3�"((�
1��
((� -
�H1
���".��3&��C
�*��1����+j-�c2��.
�H1
���".�DwG��CY�"�
1���&�j��D.���
�"$��.�F��x.�H1
���".�Dw�/�Rw&I
��3����
����93&.����
((�����3�I
��3
j#$��"((�/��*��3&���
��D#((�&�
�D.�/��*���W.�y
(($���x��/3�DI�� I�"�

9���"�# ��"S��V#���_M$
���],I
�_S
$���3����U/��k1��3�.�
I�k1�-��3
$
�9%� �.�"��l��1�3 ����`��*���� �)�
.�3m
����((.�DS
(($��k((1���3����
((���
�_5�A���N
��
1��a1�
-��3��
.�k�#AE�
�k��W-�/���1�3�P����y&X����`��*����
�Q�J�����F*G�"((0�3�6�"M1�T-����T�
��
J��C�x((����k((
��3�/��(( I�"�
�DM(($
���*��D5��������3����3&((^&�

9��3�"��H$3�D.
�6�*;��-�y�)$�a�+)V�(�m�_S
T���3
�{&�&��k1��D.�'�����)Y(��1V�*��ly�)$

�DI�%�$��"�
����.�N
��
1��]5#E���
��D�
���3
�"j5#E���
���&���CY�]1�W-�/�O.
-�"4�W�
��
 W��"((V
��D#MS��D((I�3/��"���
I�D((.
��
���x.��
1��
#j`�{&��PT4�/�����3�����/
�H$��k1��%���
����� I�"��B�4�O.
-�"4�W�
����&
���
��D6&
e���&�j��
.�O.
-��&�j��DI
�C�&-�"��"#��DI���&X�D.��D#E��Y�%��3
��
��7/*�*�����D6&
e�����O.
-��{/������.
�7/*�/3�����CY��3�DI�3�((I�]1�W-�i-��
�H4
1��.��.�y/���
��DjS���
.��x1

#�� }i-��

93&,�

�*� �"((8W.
�k1���V13��
��DS
T�
�*������N�
M6���

�

��0H��E& �=)GH�
"
#$��%�
��
��

��0Y)�(�=�/��a1K�$�AL��D
������
����
�

��#I3��"��E&�)��,�N)5D�a��������bV
k1�S��c����
��

�&$&��"
�
��
���
�����$��
)G���(
��&((r ����� ��FH1�5�0� �- �FH1�,<)�

��W$�3

#6����e��/��
���C
�
��jW �̂R�
�$�����"/��

�&0�"$
1�
���2���"/����7)�Y)�(
j�j�j

���>@��
�.��3�D5e��k1��%#A�.�)�

�
9H4
1��
,#���y
1��;:::��
�.�C

��
.

�gMX�DI���

((��k1��_S
T��k((�S/���3
�C�& 6�
((.�'()��*H+��)/H���*��y&
W�
�u(��(����5��$�0��F&�)1+m�"V,�
�
��3�H(($��l��H+)�����������0Y)�(
�')&�"�����(��bGH+�cB5m�[r4�$

�%���&��"��k� w�l0�)[��a��E&
�HM!�����1
.�D�j	��/��D$� ���3�� �̀
�3&��%$��g�!3�/�H$�3�[+��
-�3�I
�C3�I����0�
.�/�yu�#(($��
.�~|(($�/
��
��r 6�k((�. �3&^&���
((��DJ.��
�H$����
��P����
0�/�
��D1/�*G�[+((�
��3�I��((�If-����CY�"#(($�3�F��((���/
�%$��3&��i5����"1
84�_(($� ���3
�/�3�/Y�"��3&^/�D.����&((�3��[+((�
�k+
��DI�"((1
��DJ.���C3�((I���((�0
�3&^/�[+((���
��r 6�k((�.�H(($�
�9HA����3
(($�C�� w���((�
.�D#��3
�[����"1
84��
��%((A^�"��.�%$�
�
.��&((, ��
1������[�J#((A��iW+�
�C�� w�"W5��
�w�
1�"W5��D$�)�6
!
�"1
��%A^�%$��"S/��H((A�����&�3
����0�
1�"W5��Hj��)�6
!�
.�"����[��
�D�j	�R1�3�&��.�*��DI�"5+��C3�I
�D.�"1
84�%A^�/3�
1�"1
84�%A^�
.
�_1
$�k#4
1����.�U2-�
1��1Y�"��H$3



==

�" W1G�%A �̂R1
��FCY��xI����1&r-
���&�3��
�((A. �"�
`
�*��D#((�d �̀93&.��((��&�
��&^/�HA^��[+((��%$�
��
��r 6�k�.��*u��
((��DJ.��
�3&^/�D.�"
`�3�$�i5����%��%A^

93�/Y�"�
�7OH9� �aHgh�()$m �_((S
T� ��3
�C
 w�%��DI���

((��k1��l=�����0Y)�(
�D.��H(($��=)G��aH�9��"(($��.��
I��3
�"�`Y�k1��D.�C
+1��
,#���*/�S
$�HM$
 �

�%1�&��"��.
��
��k
�.��3�C
+1�_5e��)�

��k�S/�m
l9���C�� ��D!26�%1�T-�[M!�y
$�/3

��	�3��	�_5e��k1��*��DI�"S
MT#(($�
�Z1��.����C
+���k((1�����Y�[
6�D.�"((
56
�N
���D.�N�d((S
.�%\
!�
((-�H�
(($�%���4
�PT4��/��
+-��/���3�D��3��Z1&��"5
6
�9��
.�Z1&��C�� ��D!26�/�C
`� ��&��D.
�
� -�����Y�[
6�D.�C& I
-�DI�"1
��Z�&I
�K&5J��H�^��3�D5e��O�/�3&M�.������3
��
e���CY�C
`� ��&��N21

-�H� �̂�3�/�CY
�C��
(($
 �����.�"#���CY�*������/�D#4�`
�k1�-�Rw&I��h&((j���h�N
�
T��D((.�D5e�
�/�D�
��k�1Y�Dq�Y��V������
���[
6�D.�"���!�

9H$���3�I�"��K
e1��N
6&MJ��C&�
!
�C�&(( 6�
((.�/�D((S
T��k((�
���3�*
((.
��(�"�����:������+�05)Ps2�"<�=D�0�m

�%�$��"��

W��k1��D.�l��E<�bV
�v
.��3�%1�!�C
�&1�C
1
��3�*���j��D(($
�D.�/��((�3�I�"��H���#(($��"((�3
IY
�U��d �̀DI����DS
^�����3&.�D#4��K�&�
�*��R1����"�
,�0��3&.��3
#4��
^�CY�D.
��z���3��W.��3�I��
�(($��3/3�
.����
��CY
�����H(($
��.����D��
��*��DI�"1��	
�R1���/����������.�C
1
��3�*���j��D$
�{/�����V13��j��/3�"�
((,�0�C�13�*�
�����Do�S�*���W.�
((���9��3�I��� ��D.
���1*����3
#A1�*
.��� ��*���j��D(($���
�"�
((,�0�DI���3&.�D#4
1�3�R((1���
�[�S3�Dw�D.�9H$���
�$�x���
��CY�3&�

�"TJ �
�y&!�*�����

((��k1��0Y)�(�^����3
��"�

SY���x.�C�3�"�
1���7�P��&���-��

�H$�����Y�k� w
�DI�"M5T#���`�*�DI�H(($���&�((,�
��3*
((A.�=-��&����.�2X�*��"^
-�3&.�
 .
��
�3
0�/�3&.��3�I�3��/�CY��3���T������T�
��3&.��3*���((������((V#W 	�i((5T-�DI
�k1��[��)�
.�3�DI�H$�&�����u��1+(�

9�.
�.������
w�����D5�A�
�DJ$&#��_(($����[r�������*/���
����D.�e-�
.��((��&-�"��D�&Vw�D((I����3�"�
�C*/�)�
.�3���r#E��K
((A��
.�/��3
(($
�/�� I�[((�����D5�((A��k1��
((���&rE�
�C
(($� ���/�C�&((^�C
1�#M��_((
��x��
�3�.�
I�3��&���*
(($�"#,I�/�"1

�0��.
����
����[	��D.�DI����"�&�
!��

((��".
����.�DI��3���
���9� ��3�"���H$��c/�W�
�k� w��3
6����D.�e-�*��H((A��&-��
.�k�S/�
�B&4
��"�
T���3��3�((�V.�De�#�����"�&�
!

9H$��D#��3����!��3
6�C
`�  I����
,�
����u
.�DI�%1�����"62X��D#+��k1��*�
�3
 #$��
.�
����D��
1�� #�
 ���rT������`�*
�a$
0�y��$�k1��D.��u&
W���D�
((A4��k1��D.

93&��"���3�3
�l=)*K�0Y)�(���&)8�m�_S
T���3
�C�3�"�
1���l5���t�y
��Q���D.���

��k1�

9%1�&��"��.��&A���4
��1*�N�&	�D.��r#E��y
��Q�((��k1�

�H$�
�F�<����>�@G�;l5���t�0��N�nL-X
��
��C�3�"�
1��k1�-���x.��1
((������-��/
�k1�&-��3�����`u�Dw� �̀9� �
.�%��e��C�!
��3����3&��N
���k1*
�Y�ZE.�/�H4
1��S&-
�H�
!��~1�
0��3��
e���$�
��������d �̀
^�CY
��� ��3�"���&A���4����/��H�5���u&
W��/��1x`
�D�u3
6����k1��
��"1
�S
#1��H(($��k+
��
��
��3�Z
����
((��
I�iS
��9�((  +���&r-
��3&.��51/��k�,�
 �̂CY�"�3
IY��3�DI��k�S�.
�k1�-�%����
zY�
.����
���U�
zY�9H4� �̀�
e��
�[\
((A��_
���C
((�*�CY��
((��C�3�"�
1�
�D.��#,�.��1
((��93��`�"��.�3����N
��
1�

���o��R��
+��_W(($&-��3�/�((,�0�C�& 6
��
��U/����3����6�DI���1/�D.����
.��&�,�
�*��[	
�������`u�U/��/�N�����-�K
A�
�(�%
�AI
��_1�o���3�9H$��R��
+���3�CY
���2���DI�����x����T���1
.��"S&
W��%
���"�
�H(($3�D.��� I�"��%
���"�����F(x)����T�
��N�����-�K
A��"1
 M��N�&	��3�9%1�/Y
�C3�/Y�H$3�D.��-�[+,���
�A.�_5�A���1
.
�"S��V#������T��D((I�%� I�[�������f�O((.
-
��� � b

a
F(x, f (x), f (x))dx�6 �C&((w

��&�,��[\
((A��*��"+1�9� I�"��%
���"�
�[	��/�" � ��k#4
1�_5�((A��{&�&��k1�
�H(($��"
\
!�_�j	��3��/�j��_JT��/3
��/����H�-�CY�3��#����3���((�x�S�)�h�DI
�_JT��*��C��$�����.����C
�*�k1�#
I��[Tz

93��V.�" �1
0�_JT��D.�"1u
.
�i�-�-�D.���

��k1��iS
J��*�������
0

����1*
��
����)H&�0E#E��
)HB/5��-�7��H���$

��
�� !
��0HY)�( �=�H/� �aH1K�$ �AL�H�D

��+A6�B3
	�
��
�&$&��"
�
��
���
�����$��
)G���(
���
���C
���&r �������
�1+�-��(�bm�

3�*�4�����
�&0�"$
1�
���2���"/����7)�Y)�(

�kA���'L(-�"H8��5��'����0����H�

����r�

"
#$��%�
��
����0��E&�=)G�
����()<�-�"�-�,N��F`)M�~�i��%�m)����

k1�S��c����
����#I3��%eEm�(��=D
��F&�"��%P�5�3�����-��yY-�0H�(��

"
#$��%�
��
��
���$��3�����%V)H���aPH�)#�

�&$&��"
�
��
���
��

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�%+�5�0.
1. Kurt Godel

2. Joseph Louis 

Lagrange



=@=@
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�)��"<�%H���"H��E&�L��J��"�)H+�@JX�N�.�$
�@�(���()<-������12�
)G+��-� �kH��J)&���l�-
�(��C�L���H.��15�)��-L�)��)H&�
�!�J����3L��5��"H��)��
�
)B/5��6)4HE&�"<��E/H�&��$)�;�<�F*��@��H���:��
�(��C�E5)���������$�����4���J)&�bGH+�"��=)1�)&�bG+
�F�&��()H8��%*K��&�(���(�bGH+�"<�F�L)9���(���:��
��&)���(�JX�N�.�$�"H<�%H���b�N��:�1&�"��-�IF�H8G��-
�C�EE<����d�m�$��R�G�/H�t�"#;m�a��E&T�=��E2�"�
�:���7-);$��E5��$��15�"<��E/�&�J������)&�%H��X�N�.�$
�=)����(�3�*M�=)9E�����-�o7)5-�p�J��"B�V��E���+���

{�EE<

�����&$�
.�H(($�����D1/������DT5��� 1��((��
1�N
�/3
�3�&�����&$�CY��3�DI�H$��C

��%���&�!�C
e 4�9CY��3
���o�3�&��[+���3�9� I�����
�#������D#(($3�[+((���L�.

9H$�������3�/Y��&�!�C
e 4�D.�N
�/3�y
T#����V�&Vw

)&��*K-�E?�J�E��"/��
����
��CY�
��H((A1s&S&0&-�DI��1
��[+((��k1�-��(($
$�

��
 W��D.�polyG�9� #((A��
��;��^/� w������3�I��(($��.
�9Fl
��D1/�m�
((1�l
��D^/m��
(( W��D((.�hedra�/�l�
�((A.m
�<��O.����D((^/�@�
.�H(($��iW+��
����^/� w�*���((S
��
��
��P�G�=y
1��;�/�F�&((^/�y
r-���3�O!�/�n
((T�G�����
��H$��@%o# ����^/� w�R1��iW+��9F
������)�  I�[	/

��CY��3���1*
�����C
A+1�%o# ���
��[+���
��D^/�_
���

������R1��3���  I3�&��.��
((��y
1�k�.��
1�/*�_((
���
9���.��.

�D
��k1��
.�
����H$���1�^��
#M((A���6&�&���s&S&0&-
�3�/
#$3�O!�/��3�/�3�I�y
M�3�C
��
�&1�
-����CY�3��C�&-���
��
T�!3�DI�H$��k1��C3�3�C
,������5!��>N
��T���3��1
��
��
����^/� w�k1��9H(($��3&^&��%o# ����^/� w��(( 0

��� #A��<��&X24���
A^�
�F[+��L5���D^/���
.G�����^/�
�w��

�FO.���D^/�@�
.G��:iW+���
�F[+��L5���D^/�<�
.G�����^/�H,���

�F�W5���� 0�D^/��;�
.G��;��^/��3*�/3��
F[+��L5���D^/�;:�
.G�����^/�HA�.��

��%� I�cd((�����
��D^/�C3&.�C
((A+1�DI��((-�&	��3
�(�D
���DI�3&((.�%���&�����(($��
�����
((A^��/�
5!��3
��
((A^��*��C�&-�������
��y
���3�&((��k1���3�9�((����=%o# �
���^/�HA�.�R1�*���1
��D�&`��`��93�/Y�H$3�D.���&X24�
��3�DI�%1�/Y����H(($3�D.��5+((���F%� I��!
�G�%1�M.���

'�E�D��/?���e�
u()��=)/���0Y)�(�����

'I�<�A�



�)&�3X�-����<
�N
�j�I���s&S&0&-
��y&X��
��[+�
�_$� ���D1/�*��pJ$
���+�#$u�D�j	
��
����^/� w
��%o# ����^/� w
���$��
�����
A^�
�_1/����51/��y&��4
��
84��D4�X�R1
���5 �j� ������W.�D$
9��
+��&0����

05��*$�)Y(



=>=>

��
I�D.�C����y
M-&4��&-�Q�X
��N�&	�k((1���3�9H(($��D#4�
�����@
((��K
!�D((I��((�^/�;
��((W5��� 0��;�*����*
(($���
�D#�
(($ ��W5��Z((� �;: �/
�y
1��:�3�&��k1���3�9�������
�[+��9H$��3&^&������@:�/
��
��y&+S&��[+((����&((Id�
�x((�� ��>k1�} S&4�}#((A �
I
.

�gS
����/�0�y
����<�S&4�#A �
I
.�3�
q1���
��D.�DI�HA�
��
���&-m�k((1��9H(($����((�����d`��
����R1*3&\s��M `
�%-��R1�
.�(C@:)�k((.�I�)�((��],I�)*
-�N�&	�;:l�((I
.

9H$����������3�����H4
1�k.�I

���-��
����
��
��y
1��V��
������3��W-�DI�H$��k1��;��51/��y&��4
�%��D.�����1*�_J.���gMX���^/� w�R((1�F��
((��D^/�/�E

�����PM-��
V�E+F�;
�k1��.
 .�F�@�/�E��;��V�<��iW+��3�&���3�y
������.

��H��3�%���&�
V�E+F��<��;�@�;

��%1��3�k1�S&4�#A �
I
.�3�&���3�/
V�E+F��@:��:��;�;
�y��(($��1*������^/� w��&�j�� }3&���2
6�D�8!�k((1�

93�.���
�3&��C
����3�l�((5�&-m���((MW+��DI��-�&	��3�
((1Y
��[+��k1��3�&���3��H$���W!�/���^/�� w����
.�D#((��3

��%1��3�/�H$��F��@�/�E��;��V��@
V�E+F���@��;��@�:

�M)5��*K-�%���

�*K-�%8&

|eG�

�*K-�%���

�*K-�3�L�-�

�*K-��()*?

b5�$����)���PeG�



=<=<
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

����.�93�I�],I�%�3*&��C�!��3���

SY�%e ��/�C�3���
1�
���0�R1��%1��3����.��d�
I���&������D1/��k� w�k#�
(($
�9%��
MAw����%��D.����CY��
��$�~|(($��%��3����CY�D.
�%��R1�
.�D4�X�R1����D1/���� W1�;��(($&�.&����&��De�#�
�D.�{/���/�H((��3�.��3����C�&-����C& I��9H(($���*��
��S&X�N�&	�k((1���3�93�I�CY�P(($/��3��J��C��((,I

9�13�`����.�*
�Y�_JT��D.�DI��,I��
�

u������(��5

�D#������*���%��DI�����D4�X�R1�_1/��k#((��3��#�
�;=lk12I���((J.m�D1/��k1��D((.�9H(($���1d0�C
+����((�
.
���

SY�C�3���
1��;@k((12I�~+�54��
��D((.�DI�� 1&`���
�CY���J.�k1��3�&���3�iS
^�_#+��9H(($����((�����d`��
�
���J.�*���S���k#�
$�Dw� �̀�� I��
��OJ!����3&��DI�H$�
��1d0�C
+����+1x�4�OJ!�C/�.���W�.�D(($��
84��3�k12I
��`��*���W�.�
�w��1
84��3��
T�!3���J.�k1����1*��H((A��

9H��3����&E���WX
T-�CY��3�DI��1
^��� I���

:�O<�J�k�

�DI�H(($���5+((��*���1
��y
����
��D1/��k1���/3��((�
�� W1��� �
�����;>D �
��
((1��5 �j� ������CY�
��H((A1s&S&0&-
�P(($&-�Rw&I��
��ZE.��((`��D((I��(($� ���
((��D1/�
�d�
I�*���1
��D+-��(( �
�����&((��D#4�`��o���3�C
((�3&�
�D.�H$��*����.�k12I���J.�C&w�9� 1Y�����o��D.���W�./3

9H$���&$&��lD#A.m��5j� ��(;

����.��N�&	�k1���3�9�#4������
I�*���51/��y&��4��(( W1
�3/�����1
.������^/� w�{&����&.x��y&��4�H b�	�Q2	�
����y&��4���((V13�g1�X�D.�
((1��3�I�[�&-�C/�((.�3��&��D((.

93�3�%�
W-��
��HS
��k1��k#4�`�.�3����.�C�&-���

)&�"�-(�J�E��"/��
�����&�!�C
e 4�/�N
((�/3����&-����H((A1s&S&0&-�Dw�`
�N
�/3�*��N/
j#�����D1/��{&��Dw�
����3��V.��o���3�C
A+1
�� W1�9H$���+�#$u��&-���1��
I�R1��3�&��k1���3��H$�
��H((A���3&^&���&-�D.�N
�/3�[1�M-����((.��T1�X����
�k1��93������&-�DI��S
���3��3��3����&(($�R1�N
�/3���((1*
�R1��k1��.
 .�9H(($��D1/��/3�k�.��(($
$���-/
j-��N/
j-
9H$
��CY��
�����&$�*���3
j#$���
��D1/���� .�D#$3�g1�X
�D.����CY�/�%1��V.��o���3�������&$�r�
.����D1/���1��dV.
�D.���((��ir���&\��)�  I�[	/��
��y
1�
.��&r������&�
��
e����
I�k1��DI���
�*�9%� I�%�((AT-�D1/��CY��3��V1�+1
��3�93�
((�����
��D^/�/�
��y
1���&\��3��W-�C�&-�����H4�`
�V�E+F�� W1���51/��N�
M6��%�AT-������*��D.��N�&	�k1�
�CY�;;�51/��_rE,��DI�H$����
((A+1����T������3����&
�

�3&���������
��D1/�
V�E+F� ;r�r

�DI�D�&`�C

���Fr�:�� W1G���
.����&$�C/�.�D1/���`�
�L�.�3�&��y&��4��3&.��S&
W���
((����^/� w�HS
���3
�HS
���3�93&�����[1�M-�V�E+F�;�� W1���51/��y&��4�D.
�H��3�%���&��[�&-�R1�
.�iW+���Fr���� W1G����&$�R1

��H$�����!�.��1*�y&��4�CY��3�DI
V�E+F�:

"��!����J)&�"�-(
�C/��.�9H(($��c�X�/3�����3��y&
W���&X�D.�D1/��R1
�R1�*���&M6�����
((� -�/�3��3�N/
j-�CY�C/�3�
.��&((-�R1
����.�[
6��H$���&-�C3�I����&(($���V13�c�X�D.�c�X
�ZI�
1�U�#A`�%���&-���G�H((A���*
e���s&S&0&-��3�DI
���V13�y
����d�
I�D+-�R((1�9F%1�M.�%���&-��
��
���%((��3
�CY��3�DI���
+��
� -���((1*��H(($��c�X�/3�
.�D1/��R1�*�
�%��3��#����3���(( I����3�&��.��V13�c�X�
((.�c�X�R1
�����D#�
(($�d�
I��
��DMS�*��DI�H(($�������  I�&r��

9H$�
�
.�9��(($������o��D.�k�h�*���/3�D4�X�R1�_((1/��)�1�
��;��&�.&��H(($&`Y����CY�*����&�((,��3�&���k1��3&((^/



�3()G5��.�u�V
���s&S&0&-�%���[\
((A��*���+1��C�!�R1�*��Z�.����.
����d`��
��/��3&���
��D((.�DI�3&.�;<��
+��&0��&�((,�����
�/��M^�k�.�n
((M-����.�xI�
#���&.x������9H(($����((�

9H$���s&S&0&-
�Z�0��� w�
((-�DI�L�.�3�&������*��H
((A!�CY
�D#((A.��
��5j� ��(��3�&���3��3&.���((�
���!
.���((,��[�
�� 12I���J.�9� �
.����q�0�� ��&-����
��5j� ��k1��9H$�
�DI�3*��������k1����
+��&0�9�� I��&r-�D4
�����W.�
((.���
�)�I���M^�N
rE,���

-�DI�� �W��_#A.��
��5j� ��(�
�� �
����^
��k1��9� ((�
.���I��1
.��2
6������3������W�.�D(($
��

-�/���x.���!�%�o6��&-�R1�y&����3Y�DI�H(($��k1�
��&.x���&-�DI��  I�� b�T��3��3�H(($3��3�DI��1
��a��(($

�����&.x����x.�[+((�����&-��
��DI�
^�CY�*��
����H(($����I
���I��
W!�/�����k1��
1Y�DI���

.�C�3�`�(($��3�I����
((,�

��H$�
�(��3�&���3������
+((��&0���((��H((A��&#��~((I����
��v/�3�
1�H$��H$��������k1��9��
$�.�N
Mz��D.�
��5j� �
�N
Mz��D.��V13��
��W�.�O((�
^���*��D.�L�.�3�&����((�
��3�9H$��HE$��$�C
 w�%����5j� ��(��HS
��
��������$�
�DI�k1��
-��3&.�3&^&����
�((A.��
J���
��N
Mz���3�&��k1�
��:c&5+#$���&#�#A���*��;�C

S�}0���&V1� �̀;::;�y
$��3
�����[���
��U/��93�I�H.
z����CY����&.*�J0�k(($��3
�7�
���3��N
��
1���V13���x.�[\
A��[��� �
�����
+��&0
��
,#���
.�PM-����+� +-��3�� W1��3&��_J(($�/��.�)*&��*�

93��3����!��N����

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�%+�5�0.
1. rubber sheet 
    geometry
2. Polyhedra
3. face
4. vertex
5. edge
6. regular
7. Elements
8. Platonic solids
9. tetrahedron
10. cube
11. octahedron
12. dodecahedron
13. icosahedron
14. Archimedean
      solids
15. semi-regular
16. panels
17. buckminster- 
      fullerene
18. Richard 
      Buckminster
       Fuller
19. geodesic dome
20. bucky balls
21. Euler's formula
22. Euler 
     characteristic
23. August Möbius
24. Möbius strip
25. Klein bottle
26. Felix Klein
27. manifold
28. Poincaré
29. Grigori Perelman
30. Steklov Institute
31. Listing
32. Stephen Smale
33. Michael
      Freedman

�� 0�DI�3�3�C
((,�����5!���32���*��[M!��::�3/�((�
9H$��3&^&��%o# ����^/� w

��
����^/� w����
((�����32���*��[M!�;=:�3/��93�I��$��.�����!
�

��
������3��W-�)�
.�3����3&��y&��4��51/����32����>=;

93�3�H$3�D.���^/� w�R1��
��D^/�/�
��y
1

�����&�.&����&��� ��' �#A�S�/��&�.&����32����<=<9��3�I��4�W�

��3������
+��&0����� �;[�
$��kj#(($����32�����@�

9��
$��N
Mz��D.���*���-���x.��
��W� .

��3������
+��&0����� ��k��1�4�[+1
����32((�����<;93�I�N
Mz�����.��.��W.

����W� .�3�&���3������
+��&0�����C

S�} 0���32���;::;9��
$��N
Mz��D.

�E?"gh�()$
=�=�



@:@:
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

�)&�3X�-����<
�R�$2I�_S3
W�
�_S3
W����&$�{&�
9��
�w�{&��R�$2I

'�����)Y(��1V

�
!���$���%&�'��()��*


	'��	+<$�E�J�*K�
cos x �� 	��.����DS3
W���/
((A-�c�X�/3�� a d ��`�
( tan x)� �U���/
A��

cos x�
� ��
 �̂D.�/�%� I����%�AT-

9%��3�������!���

��.����DS3
W���/
((A-�c�X�/3��
`�CY�� a d �D((q�
 w

�U���/
A�
sin x�

� ��
^�D.�/�%� I����%�AT-� sin x �� 	

9%��3�������!���� ( cot x)�

��H��3�%���&��� a d ��%� I������4��
I�_��3�����.

a sin x bsin x cos x d
c

cos x cos x cos x

a tan x b tan x c d( tan x)

	 	 �c

� a tan x b tan x c d(b tan x c d(

�

� � �cos coscos cos
� �b tan c d( tanb tan c d( tanb tan c d(b tan x c d(

a tan x b tan x c d d tan x

(a d) tan x b tan x (c d)

� 	 	 � 	a tan x b tan x c db tan x c d

� � 	 	 � �(a d) tan x b tan x (c d)d) tan x b tan x (c

� �b tan c d d tanb tan c d d tanb tan c db tan x c d

� 	

6�����5����O<�aN�)e��(��^��K���K-�z�+

b (a d)(c d� � � b (a d)(cd)(c�� b ) �	

�� ��
)i��
��� � sin x sin x.cos x cos x� �ii� � � �sin x sin x.cos x cos xsin x.cos x �sin x.cos x cos xsin x.cos xsin x.cos xsin cos cossin cos cosisin cos cossin x cos x �_((S3
W�

9��.
�.����CY��5I��
��K�&^�/��� I�[�

�/3��dS�9 a d ~0��d d � ��/� a � � �DS3
W��k1���3 �bV3

��%� I����%�AT-�cos;x��.����DS3
W���/
A-�c�X

sin x sin x.cos x

cos x cos x cos x
� 	 �

�

� � �cos coscos cos

� � �sin x sin x.cos x �

tan x tan x ( tan x)� tan x tan x (� �tan ( tantan ( tan� ttan x tan x (tan xtan x (t (t (tan (tan x (

tan x tan x tan x� � 	 � 	� �tan tantan tan� � � � �tan x tan x� 	 � 	� 	 �tan x tan xtan xtan xtantan xtantan x

tan x tan x tan x( tan x )� 	 � � 	 �ta ta ta ( ta )�� � 	 � � 	t t t ( t )t t ( t	 � � 	 �tan x tan x tan x( tan x )tan x tan x( tan xtan x tan x( tan x

]S�G tan x x k , k Zx k , kx k , k

KG� tan x tan x tan
"

� tan xtan x
�� tan x � �

'()&�EM��1V�



@�@�

tan x� tan( ) x k , k Z
" "

) k) k� tan( ) x k , k) x k , k� �

�� ��
)i��
��� � sin x sin x.cos x cos x� �ii� � � �sin x sin x.cos x cos xsin x.cos x �sin x.cos x cos xsin x.cos xsin x.cos xsin cos cossin cos cosisin cos cossin cos �_((S3
W�

9��.
�.����CY��5I��
��K�&^�/��� I�[�

�c�X�/3��De�#���3�� a d �~0�� d � ��/� a � � �bHV

��%� I����%�AT-�sin;x��.����DS3
W���/
A-

sin x sin x.cos x cos x

sin x sin x sin x sin x
� 	 �

� �ii
� � � �sin sin sinsin sin sin

� � � �sin x sin x.cos x cos xsin x.cos xsin cos cossin cos cossin cos

cot x cot x ( cot x)� � cot x cot x (� �( cot( cot� � t t�� cot x cot x (cot xcot x (((((

cot x cot x cot x� � 	 � 	cot cot� �cotcot� � cot x cot xcot x�� cot x cot xcot xcot x

cot x cot x cot x(cot x )� � � � � �cot x cot x cot x(cot x )cot x� 	t t ( t )t t ( t �cot x cot x(cot x )cot x(cot xcot x cot x(cot x

]S�G cot x x k , k Z
"

x k , kx k , k�
KG� cot x cot x� cot x �t �cot x

cot x cot x k , k Z
" "

kk� cot x cot x k , kcot x k , k� �

�� ��
)i��
�H$��K�&^�����3��1*�_S3
W���m��13
T��Dw���*��D.

sin x (m )sin x.cos x cos x� �( ) i( ) i� � � �sin x (m )sin x.cos x cos x �(m )sin x.cos x cos x(m )sin x.cos x)sin x.cos x(m )sin cos cos(m )sin cos cos) i(m )sin cos cos(m )sin x cos x)sin x cos x

��#!/�/�H$���&$�{&��R�$2I�_S3
W��y
���k1���bV

��DI�3��3�K�&^

�� a � � �D((S3
W� �k((1� ��3 �9 b (a d)(c d) �(a d)(c d)� 	(a d)(c d) �(a d)(c d)d)(c

9H$�� d � � �/ c � � �� b (m )(m(m

b (a d)(c d) (m ) ( )( ) �(a d)(c d) (m ) ( )( )(a d)(c d)� �(a d)(c d) (m )(a d)(c d) (m )(a d)(c d) (m ) 	�(a d)(c d) (m ) ( )( )d)(c d) (m ) ( )((a d)(c d) (m ) ( )((a d)(c d) (m )(a d)(c d) (m

(m ) (m ) �) (m ))� �( )( ) ��) (m )(m) (m(m )(m



@;@;
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

دورۀ  بيست و یکم
����شمارۀ  �

�تابستان �	�� � � � � �

m

m


 
(m ) �))
� �

(m )

(m

� �
� �� �

� �
( )

��

3� �(m )
��

( )))

� � �� 	m)))))))

� � �3 �m))))))

�������
1�
��

�
�
��

����������������������

6�����5����O<�aN�)e��bV�6-��A-(
�/� cos x

sin x �� � �cos�
�

�y&((��4�D(($�*��U/��k((1���3

��3
j#(($�� sin x.cos x sin x
�
� �/ cos x

cos x �� � �cos	
�

�R�$2I�_S3
W���C3�I��3
$�/����d`��
 �̂*��~0��%� I���

�
.�DI�3&�����[1�M-�y/��{&��R�$2I�_S3
W��D.��&(($�{&�

9������&��[��y/��{&��R�$2I�_S3
W���
��[�����

�� ��
)i��
( )sin x sin x.cos x cos x �)sin x sin x.cos x cos xsin x.cos x� �iisin cos cossin x cos xsin cos cos

� �	
�

�_S3
W�

9��.
�.����CY��5I��
��K�&^�/��� I�[����

��3
j#(($����3��3���((��D#j`�y&((��4�D(($�*���bHV

��%� I���

cos x sin x cos x ( )
( )
 	 	 �)

� cos x sin x cos x (x sin x cos x (� cos x sin x cos x (cos x (x sin x cos x (

� � � �

( )( cos x) sin x cos x � �)( cos x) sin x cos x)( cos x) sin x cos � 	)( cos x) sin x cos x)( cos x) sin x)( cos x) sin x cos

cos x cos x sin x cos x� � � � � � � � � �cos x cos x sin x cos xx cos x sin x cos � 	� cos x cos x sin x cos xcos x sin xx cos x sin x cos

sin x cos x �x cos xx cos � �cos xcos

9H$��y/��{&��R�$2I��DS3
W��k1�

sin x � tan cos x
" �x � ��

sin
sin x .cos x

cos

"

"
� �x .cos xx .cos � �cos x

�

sin x.cos sin .cos x cos
" " "

ii xx.cos sin .cosx.cos sin .cossin cos� � �

sin( x ) sin sin( )
" " "

) i i () i i () sin sin() sin sin(
�

� � � �

X

sin( x ) sin( )

 

" "
) i () i () sin() sin(� ������ ���

]S�G� x k x k
" "

k� "	 � � � "�k x kkk"	 �k xxk x � �

x k x k , k Z
" "

kkk x k , kx k , k�x � ��

KG� x k x k
" "

k� "	 "� � � � "	 "	k x kkk"	 "  �k xxk x � �

x k� �x x k , k Z
" "

k"	 � x k , kk , k
� �"

k� 


CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC�"/G5��E?
�������������%1��3�F�G

sin x cos x cos(x )
"

cos x cos(xcos x cos(x 

�7)Pj�

cos(x ) (cos x.cos sin x.sin )
" " "

) ( i i) ( i i(cos x.cos� cos(x )))
 
 


( cos x sin x)( cos x�
� �� � �

��������

cos x sin x� cos x ��������

sin x.cos x cos (x )
"
�cos (x )cos (x� �


 �
�������������%1��3�F;G

99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999

��%�#��3�F�G�_#+���3 �7)Pj�
��/
A-�k1��c�X�/3� sin x cos x cos(x )

"
cos x cos(xcos x cos(x 




@�@�

�%��
$�����;�C�&-�D.���

sin x cos x sin x cos x cos (x )
"

cos x sin x cos x cos (xcos x sin x cos x cos (x� � �cos sin cos coscos sin cos coscos sin cos coscos x sin cos cos

�
sin x cos xsin x cos xsin x cos xiisin cossin x cos x 
�������

sin x.cos x co� �sin x.cos x	 sin x.cos x s (x )
"�



sin x.cos x cos (x )
"

� � � �s .cos cos ( )�� � �i ( )� � �sin x.cos x cos (x )cos (x 


sin x.cos x cos (x )
"

� � � �sin x.cos x cos (x )cos (x� �

 �

�

sin x cos x sin(x )
"

cos x sin(xcos x sin(x 
 ���������������������F�G

�7)Pj�

sin(x ) (sin x.cos cos x sin )
" " "

) ( i i) ( i i(sin x cos� sin(x )))
 
 


( sin x cos x)� ( sin x
� �

ii� � �
������������

sin x cos x� sin x ���������������������������

sin x.cos x sin (x )
"

sin (xsin (x��
� 


���������������������F�G

��%�#��3�F;G�_#+���3��7)Pj�

sin x.cos x cos (x )
"
�cos (x )cos (x� �


 �

sin x.cos x sin� (x )
"
�)

�

 �

sin x.cos x sin (x )
"

sin (xsin (x��
� 


������
sin x.cos x sin (x )

"
� sin x.cos x sin (xsin (x��

� 


6()*?���5����O<�aN�)e�
��H$���1*�[+��/3�D.�DS3
W��k1�

a(sin x cos x) bsin x.cos x c

( i ) b i

cos x) bsin x.cos xcos x) bsin x.cos x ����������������odN�

a(sin x cos x) bsin x.cos x ccos x) bsin x.cos xcos x) bsin x.cos x �����������������o^

odN�p�aN�)e��bV�3�(

(sin x cos x)��
 �̂D.�F;G�/�F�G�N
+((��D.�D^&-�
((.
six.cos x � ��
((^ �D((. �/ � cos(x )

"� 

�U���/
((A�

�_S3
W��/�%((��3�������!���� cos (x )
"
�)� �


 � �U���/
((A�



��
��
��
�	

�
��

��
��
�
��
��
�

��
��
���
�
���
�
���
��
���
��
���
�

�'
(�
�)�
*

+�,
�'

��
-.
/�

0�1�
�+
�	

���
��2

3��
��
.�4

�5
�6


�
���

�
,
�7



�	
�"
�8�

-�

��


��
9

�
:�

-;
�<�

��
��
�=
�6


>
?

@;�

'

��-

./
�

01�
+�	

���
��2

3��
��
.�4

�5
�6


�
���

�
,
�7



�	
�"
�8�

-�

��


��
9

�
:�

-;
<�

01�
+�	

���
��2

3��
��
.�4

�5
�6


�
���

�
,
�7



�	
�#
�8�

-�

�.
4
A�9


�
:�

-;
<�

��
� 

�
!!�
��
�" 
�!!

�#
��
" 

�
�$
��
!!�
��
%

�
!!�
��
!!&
�'
�(

��
��
!!�
�

)�
�!
!�
��
%
�!!�
���
��

�%
��
���
!!�
��
��
*!
!�#
��+

,�
�-
�.!
!�

�
��
 
�!!�
�/
�0
�

��
"1

�

�!
!�
��
!!�

�
/

� 
�!!�
��
��

�2�
��
!!�
��
��
�!!
�
��
��
��
�!!
,3
-�+

!!,
��
-��
�*
!!,
�#
-� 

�!!4
���

��
��
��
��
�5�
6!!
�
�
�
�%
�!!
,�
�

�N%
�C�	
1M
�0
	1�
�	�
J(
5	1
M��
��
���
���0
	;	2
��J
0�
��
=�I(
�	�
� �

�O(
M!
"�#
�F
1?�
*�
�	�
�����
�8$
�JP
QQ
�R
G<�
J� 
���
<�� 
!"�
#��������
��������

SP
��T
�UU
AS
�N
VU
��I�
;	1
���
�W
X,=
�

�(
M!
"�#
�F
1?
�*
��	
T�
����
��8
$�Y
�"
=��
TM
��%
	
��
,H
�

��;
���
T/
;���
(T
M!
"�#
�%
���
���
	��
;��
��K

�
Z<�
0	
�!	
T�
�

I��
"T
M�(
���
T�
���
���
�2�
=� 
���
T<�
��� 
!"T
�#�*
��!
�

�%
E"5
"�)
=��
M�
�
�(
,2[
\=
�(
�	T
1�

��� 
!"�
#��
M�
�
�(
���
TT�;
�� 
!"T
�#��
M�
�

��,
@��
�M
� �
���
��
��]
���
��
��M
� �
��$�
8��
��
��
��M
� �
�(
M!
"�#

��

(
,2[
\=
�(
�	1
�
�
��%
�C�
�$�
0�
!"�
#�K
��$�
%�
�;�
(3
	��
��,
H�
��(
�	1
�
�
��0
	
�
;��
M�
�

� 
!"�
#��
M�
��

�L
�"
���%
�C�
�$�
0�
!"�
#�K
��$�
%�
�;�
(3
	��
��,
H�
���
L�
"��
�0
	
�
;��
M�

� 
!"�
#��
M�
��
(�
�	8
�^
$���
�0
	;!
� 
!"�
#��
M�
��
(�
G�
���
�	@
�� 
!"�
#��
M�
��
0#
�_

�(
6	1
�'�
�9"
,6�
 
!"�
#��
M�
��
(�
�;�]
2;�
=� 
!"�
#��
M�
��
��
��
���
�	T
��
��T
M�
��
��


� 
!"�
#��
M�
��
0	
;!� 
!"�
#��
TM
� �
�	28
��`
'� 
!"�
#��
TM
� �
��a
��	
=� 
!"�
#��
TM
� �

��(
�	
�M
�]
/�
!� 
!"�
#��
M�
�
��(
12M
� 
!"�
#��
M�
�
�F
��2
8� 
!"�
#��
M�
�
��(
3	
��

(�
	�/
;$�K
2<� 
!"�
#��
M�
��
%�
��8
��
���(
�8� 
!"�
#��
M�
��
(�
	�M
�W2
�!�
 
!"�
#��
M�
�

�:

4

3B
��6


>
?

@;�

'

��-

./
�


0
	�/
;$�
%�C
��$
���
��%
���
	<��
�(
�$	
�#�0
�!"
�#�K
��$
�%
��;
�


0
	�/
;$�
%�C
��$
�9"
��
��9
�$�
%	

��
�	<
�0
�!"
�#�K
��$
�%
��;
�


0
	�/
;$�
%�C
��$
��H
�<��
�9�
	�b
�%
	
��
�	<�
0�!
"�#
�K
��$�
%�
�;�


(
,2[
\=
�(
�	1
�
�
��%
�C��
$�0
�!"
�#�K
��$�
%�
�;�


(

	�
��
�$�K
2<��
��L
�"
���
%�C
��$
�0
�!"
�#�K
��$
�%
��;
�

�:

4

3B
��'

(�
�)�*

+�,
�8�

6

>
?

@;�

'

��-

./
�

9%� I����[�����[	
�

���� (sin x cos x) sin x.cos x� � �(sin x cos x) sin x.cos x � �cos x) sin x.cos xcos x) �_((S3
W�� ��
)Hi�
9��A1& .����CY��5I��
��K�&^�/��� I�[�

�bV
sin x.cos x cos (x )

"
�cos (x )cos (x� �


 �

sin x cos x cos(x )
"

cos x cos(xcos x cos(x 
 �/

cos(x ) cos (x )
" "

) () (� � 	 � � � �cos( ) cos ( )� � � � �( ) ( )� 	 � � � �� 	 � �cos(x ) cos (x )) cos (x
 


cos(x
"

�� � 
 ) cos (x )
"� 	cos (x ) �cos (x )


cos(x )[ cos(x )]
" "

)[ ()[ (� � 	cos(x )[ cos(x )] �)[ cos(x )])[ cos(x
 


]S�G� cos(x ) x k
" " "

) k) "	) x k) x
 
 �

x k , k Z
"

� x k , kk , k
�



KG� cos(x ) cos(x )
" "

) () (�cos( ) cos( )� 	 �( ) ( )	 � � � � � �cos(x ) cos(x )) cos(x
 

k+
����

��
 �̂D.�F�G�/�F�G�N
+��D.�D^&-�
((.��o^p�aN�)e��bHV

��
((^�D((.�/� sin(x )
"� 


�U���/
((A�� (sin x cos x)

�%��3�������!���� sin (x )
"

� sin (x��
� 


�U���/
A�� sin x.cos x

9%� I����[�����[	
��_S3
W��/

�[����� (sin x cos x) sin x.cos x� � �(sin x cos x) sin x.cos x �cos x) sin x.cos xcos x) �_S3
W���
)i��
)i���

9��.
�.����CY��5I��
��K�&^�/��� I

sin(x ) sin (x )
" "

) i () i (� � � � �sin(x ) sin (x )
 � 	 � � �sin(x ) sin (x )) sin (x
 


s� � in(x ) sin (x )
" "

) i () i ()) 	sin (x ) �sin (x )
 


sin(x )[ sin(x )]
" "

)[ i ()[ i ()[ 	sin(x )] �sin(x )]sin(x
 


]S�G� sin(x ) x k x k ,k Z
" " "

) k k) k k) x k x k ,k) x k x k ,k
 
 


KG� sin(x ) sin(x )
" "

) i () i (�s ( ) s ( )
�� � 	 �i ( ) i ( )� � � � � � �sin(x ) sin(x )) sin(x
 
 � k+
����


