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امام صادق (ع) در حديثى گهربار مى�فرمايند: «عالم به علوم زمان خود باشيد.»
شايد يكى از تعبيرات و تفسيرهاى اين روايت نورانى، مطلع�بودن و آگاه بودن از علوم زمان است.
اما با پيشرفتى كه علوم در زمان فعلى كرده�اند و گستـرش روبـه�رشـد عـلـوم پـايـه، مـهـنـدسـى، تـجـربـى،
انسانى و… شايد اين گزاره درست باشد كه در زمان حاضر، عالم به كسـى اطـلاق مـى�شـود كـه نـشـانـى

 بداند از چه مراجع و منابعى بايد استفاده كرد.ًبيشترى بداند و براى هر موضوع مورد نياز خود، دقيقا
» درآمدهcopy-pasteالبته اين اطلاع داشتن و نشانى بلد بودن كه مـتـأسـفـانـه امـروزه بـه صـورت «

 قابل اطمينان و اعتماد نيست و اطلاعاتى كه در وب�لاگ�ها و سايت�ها انـبـاشـتـه شـده�انـد،ًاست، اصلا
همگى از صحت كافى برخوردار نيستند. حتى در بعضى موارد با غرض�ورزى و سودجويى�هـايـى نـيـز
همراه هستند. اطلاعات بايد بر مبناى پژوهش و تحقيق آن هم توسط افراد و مراكز تأييد شده تهيه شده
باشند تا بتوان به آن�ها تكيه كرد و براساس آن�ها تصميم گرفت يا تجزيه و تحليل درستى صورت داد.

 رو به رشد در هر موضوعى، ابـتـدا بـايـد بـاِدر واقع براى ورود به هر مبحثى و يا مـطـالـعـه و حـركـت
استفاده از منابع اصيل و محكم، درباره�ى آن مطلب يا موضوع و حتى تاريخچه و فلسفه�ى آن، اطلاعات
كافى جمع�آورى كنيم و به اصطلاح، خودمان را آماده كنيم و با چشمى باز، گوشى شنوا و قلبى محكم،

به سراغ آن موضوع برويم.
بزرگى مى�گفت: شيطان از سه راه مى�تواند به وجود انسان�ها راه يابد و باعث گمراهى آن�ها شود:
يكى چشم، يكى گوش و سومى قلب يا دل. ايشان مى�فرمودند: به هر چيزى نمى�شود نگاه كرد، به هر
چيزى نمى�توان گوش داد و به هر چيزى نمى�توان دل داد. براى هر كدام از موارد فوق، ابتدا بايد مسلح

 به يك نوشته يا به يك تصوير،ِو قوى شد و سپس به راه ادامه داد. چه بسيار انسان�ها كه  با نگاه كـردن
براى هميشه در ورطه�ى گمراهى افتاده و به ناكجا آباد رفته�اند.

چه�قدر كتاب�هاى ناخوانده دارم كه جرئت خواندن آن�ها را نداشته�ام و منتظرم تـا بـه سـپـرى قـوى و
 خداست»، جاىِمحكم دست پيدا كنم و پس از آن به مطالعه�ى آن�ها بپردازم. راستى، قلبى كه «عرش

چه چيز يا چيزهاى ديگرى مى�تواند باشد؟ خداوند مى�فرمايند: «قـلـب مـؤمـن عـرش مـن اسـت.» پـس
چه�طور است كه خيلى آسان آن را به هر موجودى يا مطلبى يا فيلمى يا… گره زده و وابسته�اش مى�شويم؟
عزيزان دانش�آموز، بياييد همان�طور كه براى حل يك مسئله�ى رياضى كوتاه�تريـن و بـهـتـريـن راه را
انتخاب مى�كنيم و با استفاده�ى صحيح از فرض مسئله به حكم مى�رسيم، در تمامى مسائل مـوجـود در

ن�شاءالله.ِزندگى و اجتماع نيز درست، محكم، دقيق و با پشتوانه�ى تحقيق و پژوهش گام برداريم، ا
 سردبير
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مــوســى فــرزنـــد مــحــمـــددربــاره(ى 
، بايد اندكى بيش(تر صـحـبـتخوارزمـى

 در مقدمه(ى تاريخجورج سارتونكنيم. 
دانش، سده(ى نـهـم مـيـلادى را «دوران
خوارزمى» ناميده است. او گفته است:

«اگر همه(ى جهت(ها در نظر
گـــرفـــتـــه شــــود.

خوارزمى يكى

از بـزرگ(تـريـن ريـاضـى(دانــان هــمــه(ى
دوران(ها بوده است.»

 فـرانـسـوى مـى(گـويــد:١آمـتـيـسـمــار
«امروز يك موضوع را نمى(توان فراموش
كرد و آن اين است كـه مـحـمـد، فـرزنـد
موسى خوارزمى، در واقع
معلم اروپايـى(هـاى
جديد در دانش

جبر است و جبر رشته(ى اصلى رياضيات
به شمار مى(آيد.

خوارزمى دانـشـمـنـدى اسـت كـه در
پايان سده(ى دوم هجرى قمرى بوده، تـا

 زيسته و در سال(هاى پس از آن٢٣٢سال 
درگذشته است. او به جز رياضيات، در
شاخه(هاى ديگرى مثل نجوم، جغرافيا،
استرلاب، ساعت آفـتـابـى و جـز آن هـم
نوشته(هايى داشته است كه كمتر به دست

ما رسيده اند.
خوارزمى كتابـى دربـاره(ى «جـمـع و
تفريق» داشته كه در زمان ما تنها برگردان
لاتـــيـــنـــى آن در دســـت اســـت. او از
عددشمارى هندى و نوشـتـن عـددهـا بـه
يارى آن(چه كه هندى(ها به(كار مى(بردند و
بعدها در همه(ى جهان بـا تـفـاوت(هـايـى

مرسوم گشت، ياد مى(كند.
جدولى هم براى سينوس(ها تـنـظـيـم
كـرده و ارائـه داده اسـت. در كـتـاب(هــا
سينوس را «جيب» به كار برده(انـد كـه بـه
معناى «گريبان» است. بعدها وقتى كتاب
خوارزمى به فرانسه ترجمه شد، هـمـيـن
جيب را به سينوس ترجمه كردند كـه بـاز
هـم بـه مـعـنـاى «گـريـبـان» اسـت و مــن
نمى(فهمم سينوس چه ربطى بـه گـريـبـان
دارد. چه بسا خوارزمى از واژه(ى «جيپ»
كه واژه(اى فارسى (پهـلـوى) اسـت و بـه
معناى چوب عمودى كـه در زمـيـن قـرار
گرفته استفاده كرده بـاشـد، ولـى هـجـى
كردن واژه(ى جيپ به(دليل داشتن حـرف

پرويز شهريارى     �

٦انرياضيات در اير

هاعيلامى�  
ها  عيلامى�ومىارزخو
ومىارزخو
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«پ» كه ناآشنا بود، آن را به «ب» تبديـل
كرد، چـون در زبـان عـربـى «پ» وجـود
ندارد، ولى «ب» وجود دارد و وقتـى بـه
فرانسـوى هـم بـرگـردان شـد، از هـمـان
واژه(ى جيب كه به معناى گريبان است،

استفاده كردند.
در زمان خوارزمى، اخـتـرشـنـاسـان
بسيارى وجود داشتند كه به(طور خلاصه

از آن(ها ياد مى(كنيم:
، اهل نهاوند كـهمحمد فرزنـد احمد

به حاسب مـشـهـور بـوده اسـت. او هـم
اخترشناس و هم رياضـى(دان بـود و در

نيمه(ى دوم سده(ى دوم هجرى
در نيشابور مى(زيست.

 فـــرزنـــديـــحـــيـــى
ابـومـنـصـور ابـوعـلـى

فرزنـدفضل كه بـا 
كهسهل سرخسـى 

،مــــأمـــــونوزيــــر 
خليفـه(ى عـبـاسـى
بــود، نـــســـبـــت

داشـــــت. او بـــــه
«بيت(الحكمـه» رفـت

و كارهاى اخترشـنـاسـى
خود را در آن(جا انجام مى(داد.

كهعبدالملك مـرورودى فرزند خالد 
اهل مرورود  خراسان  هم(زمان با مأمون
عـبـاسـى و مـدتـى هـم در دمـشـق بــود.

كــه كــتــاب(هــاىابــوســعــيــد جــرجــانــى 
«مسئله(هاى هندسى» و «استخـراج خـط
نصr(النهـار» او در قـاهـره مـوجـودنـد.

  به زبان آلـمـانـى راكـارل شـوكتـاب دوم 
برگردانده است.

گذشت رياضياتسر
 گـــروه ريـــاضــــى١٣٧٩در ســـال 

انتشارات مدرسه كتابى به نام «فـرهـنـگ
رياضيات» منتشر كرد كه فصل نخست آن
با عـنـوان «ريـاضـيـات، واژه(شـنـاسـى،

ر» در زبان پارسـىَدر ضمـن، واژه(ى «م
(كـه در واژه(هـاى «شـمـر» و «شـمـردن»
وجـود دارد.) بـه مــعــنــاى شــمــردن و
محاسبـه(كـردن بـا دسـت( اسـت. بـه ايـن
ترتيب، اينان به جاى واژه(ى رياضيات،

ر» را پيشنهاد مى(كنند كـهَواژه(ى «راز و م
درسـت بـه مـعـنـاى «انـدازه گــرفــتــن و
شمردن» است و اگر رياضيات را دانـش
رابطه(هاى كميتى و شكـل(هـاى فـضـايـى

ر» مى(توانـد بـهَبدانـيـم، واژه(ى «راز و م
تنهايى درست باشد.

اگر واژه(ى «رياضيات» را (كه نـه در
تركيب زيباست و نه به روشـنـى مـعـرف
يكى از دانش(هاست)، برگرفته از واژه(ى
«رياضت» فرض كنيم، مـى(تـوانـد اثـرى
مـنـفـى در عـلاقـه(مـنـدان بـه ايــن دانــش
بگذارد، زير هـمـگـان «ريـاضـت» را بـه
معناى «سختى(كشيـدن»، «در انـزوا فـرو
رفتن» و «فشار بـيـش از انـدازه بـه خـود»
مى(داننـد كـه بـا مـاهـيـت دانـش ريـاضـى
سازگارى ندارد. ولى اين تغـيـيـر شـبـيـه
تغييرى است كه برخى براى واژه(ى جبـر
مى(آورند و آن را به معناى «زور» و «فشار»
مى(دانند، در حالى(كه خـوارزمـى واژه(ى
جبر را به معناى «جبـران كـردن» گـرفـتـه
است. چرا كه به تعبير خوارزمى و به زبان
امروزى مى(توان مقدار مـنـفـى را از يـك
سمت معادله به سمت ديگر معادله برد تا
مقدارى مثبت شود (يعنى جبران شود).
در مـصـراع سـعـدى: «كـه جـبـر خـاطـر
مسكيـن بـلا بـگـردانـد»، واژه(ى «جـبـر»
درست به همين معناى جبران(كردن به كار

رفته است.
جـدا از ايـن بـحـث كـه «مـاتـه(مـا» از
واژه(ى «مزدا» گرفته شده يا رياضيـات از
واژه(ى «راز» آمده است، به نظر مى(رسد
اگر قرار بـاشـد واژه(ى پـارسـى بـه جـاى
«رياضـيـات» انـتـخـاب شـود، بـهـتـريـن

ر» باشد كهَپيشنهاد همان واژه(ى «راز و م

فلسفه(ى تاريخ، كاربردها و سرگذشـت
رياضيات نظـرى»، بـه قـلـم ايـن(جـانـب

 صفحه (صفحه(ى٥٣است. اين مقاله در 
) است كه همـه(ى خـوانـنـدگـان٥٨ تـا ٥

علاقـه(مـنـد را بـه مـطـالـعـه(ى آن دعـوت
مى(كنم. در اين(جا برخـى از نـكـتـه(هـاى

اساسى اين مقاله را مى(آوريم.
واژه(ى ريـاضـيـات بــه جــاى واژه(ى

 گذاشته شده كـه خـود از٢«ماته ماتيـكـه»
 به معناى دانش و دانايـى آمـده٣«ماته(مـا»

است.
 واژه(ى رياضيات را برگرفتـهًغالبـا

از واژه(ى رياضت دانسته(انـد،
چرا كه رياضت تـنـهـا بـه
معناى «پـرهـيـزكـارى
بدنى» نيست، بلكه
«در خــــود فــــرو
رفـــــــتــــــــن»،
«فــهــمــيــدن» و
«رسيدن به رازها»
را هم مى(رسـانـد.
ديدگاه(هاى ديـگـرى
هـــم وجـــود دارنـــد.
بسيارى از زبان(شناسان با
بخش(هاى زبان(شناخـتـى خـود
نتيجه مى(گيرند: «ماته(ما» هـمـان واژه(ى
پارسى «مـزدا» سـت كـه هـمـان مـعـنـاى
واژه(ى يونانى را دارد: «دانا» و «آگاه».

ديدگاه سوم مـعـتـقـد اسـت، واژه(ى
«ريـاضـى» از واژه(ى پــارســى «راز» بــه
معنـاى«انـدازه(گـرفـتـن» آمـده اسـت ايـن
واژه(ى «راز» هنوز در واژه(هاى «تراز» و
«ترازو» با حفظ معناى خود باقـى مـانـده
اســت. در واژه(ى «تــرازو»، «تــرا» بــه
معناى «اين(سو و آن(سو» و «راز» به معناى
اندازه(گيرى است. پسوند «او» بسيـارى
جاها در زبان پارسى به معناى «بسيار» به
كار رفته است. به اين ترتيـب، «تـرازو»
يعنى «اندازه(گيرى و مقايسه(ى بسـيـار».

جورج سارتون در❖ 
مقدمه�ى تاريخ دانش،

سده�ى نهم ميلادى را «دوران
خوارزمى» ناميده است. او گفته

است: «اگر همه�ى جهت�ها در نظر
گرفته شود. خوارزمى يكى از

بزرگ�ترين رياضى�دانان همه�ى
دوران�ها بوده است
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هم زيباست و هم از نظر معنـا بـا
واژه(ى «ريـــاضــــيــــات»

سازگار است.
مــن بــه شـــرح
ادامـه(ى ايـن مـقـالـه
پايان مى(دهم و تنهـا
عنوان(هاى آن را يـاد

مى(كنم:
«مـــــــــــــوضــــــــــــــوع

رياضيات و بستگى آن با
صنعت و ديـگـر دانـش�هـا»،

«رياضـيـات و دانـش�هـاى ديـگـر»،
«ريـاضـيـات و صـنـعــت»، «دو انــگــيــزه�ى
پيشرفت رياضيات»، «دوره�ى دوم تكامل
رياضيات يا رياضيات يونانى»، «دوره�ى
ســوم تــكــامــل ريــاضــيــات يــا ريــاضــيـــات

شت.....................................نو پى
1. A. mare

2. mathematike

3. mathema

ايرانى»، «سرگذشـت ريـاضـيـات نـظـرى از
آغاز تا امروز»، «برداشت كلى»، «دوره�ى
بــعــدى ريــاضــيــات»، «دوره�ى ريــاضــيــات

مقدماتى»، «ايران، آسياى ميـانـه
و خاور نـزديـك»، «اروپـاى
غـــــــربـــــــى تـــــــا ســـــــده�ى
شـانـزدهـم مـيـلادى»،
«دوران پـــــيــــــدايــــــش
ريـــــــاضـــــــيــــــــات بــــــــا
كميت�هاى متغيـر»،
«ريـــــــــــاضـــــــــــيـــــــــــات
امــــروزى»، «پـــــايـــــان
ســده�ى نــوزدهــم و آغــاز

سده�ى بيستم.»

انديشهتفريح

 علوم زمان خود را به سه دسته تقسيم كرده است:شفاشيخ ابوعلى(سينا در كتاب مشهور 
اول علوم عالى و آن(ها علومى هستند كه با ماده سروكار ندارند و درك و فهم آن(ها فقط با تعقل

علـوم نامند. مانند الهيات و فلسفه و منطق كه علوم ماوراءالطبيعهصورت مى(گيرد و آن(ها را 
 نيز ناميده مى(شوند.اولى

 يا وسطى هستند كه هم با ماده سروكار دارند و هم براى ياد گرفـتـن عـلـومعلوم اوسـطدوم ـ 
 هستند چنانچه فلاسفه(ى قديم براى درك مطالبعلوم رياضىاولى دانستن آن(ها لازم است و آن(ها 

علمى خود ابتدا رياضيات را فرامى(گرفتند.
 يا دانى هستند كه فقط با ماده سروكار دارند و آن(ها را با مشـاهـده و تـجـربـهعلوم ادنـىسوم ـ 

 هستند كه امروزه آن(ها را علوم تجربى گويند.علوم طبيعىمى(توان درك كرد و آن(ها 
اما علوم رياضى در نظر شيخ ابوعلى(سينا به چهار قسمت تقسيم مى(شد:

كه عبارت از آشنا شدن به انواع اعداد و دانستن خاصيت هر كدام و نسبت آن(هاعلم اعداد . ١
با يكديگر است ـ جمع و تفريق ارقام هندسى و جبر و مقابله نيز جزو اين علم محسوب مى(شـد.

 (علم(الحساب) نيز مى(گويند.علم الارثما طيقىاين علم را 
 ـكه عبارت از آشنايى به احوال خطوط و اشكال سطوح و مجسمات و مساحاتعلم هندسه . ٢

اشكال و نسبت بين آن(ها و علوم جر اثقال و اوزان و موازين و آلات جريه و مناظر و موايا و نـقـل
مياه باشد.

 ـ كه عبارت از آشنايى به عالم و شكل و اوضاع و مقادير و حركات سـتـارگـانعلم هيأت. ٣
است و از فروع اين علم همان زيجات و تقاويم مى(باشد.

ـ كه عبارت از آشنا شدن به انواع نغمه(ها و اتفاق و اختلاف آن(ها و ابـعـاد وعلم موسيقـى . ٤
اجناس و جمع و انتقالات و ارتفاع آن(ها و كيفيت تأليr لحن(هاست، علم تهيه(ى آلات موسيقى

نيز از متفرغات اين علم است.
ابن(سينا يكايك اين علوم را كه از قدما به او رسيده مى(دانسته و اضافاتى نو نيز بر آن(ها نمـوده

 اضافاتى به آخر آن نموده است. نكته(ى قابل توجه آن استالمجسطىاست به (خصوص در كتاب 
كه در نظر ابن(سينا علم هيأت يكى از علوم اساسى رياضى است و به آن توجه به(خصوصى داشتـه
است. به(طور كلى دانشمندان قديم به اين علم اهميت فوق(العاده(اى مى(داده(اند. هم(چنين شـيـخ

علم موسيقى را نيز جزو علوم رياضى دانسته( است.

تقسيم�بندى علوم
از نظر ابن�سينا

گربر
فته از مجله(ى رياضى يكان/

شمار
ه(ى مسلسل 

١٣٤٥ماه / شهريور٢٨
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 احمد قندهارى�

´fتابـع دارسم�نمور
fتابع داراز روى�نمو

´fتابـع دارسم�نمور
fتابع داراز روى�نمو

 وfابتدا در توابع كثيرالجمله، رابطه(ى بين مـنـحـنـى تـابـع 
 را به(صورت شهودى بررسى و سپس نتايـج راf′منحنى تابـع 

بيان مى(كنيم.

f   بـه مـعـادلــه(ى f تـابـع مـثــال: (x) = x3 − 3x2  را رسـم1+
مى(كنيم.

:fطول(هاى اكسترمم تابع 

  
′f (x) = 3x2 − 6x = 0⇒ 3x(x − 2) = 0⇒

x = 0

x = 2




f        ′′fطول نقطه(ى عطr تابع  (x) = 6x − 6 = 0⇒ x = 1

U(x)   به معـادلـه(ى f′حال تابـع  = ′f (x) = 3x2 − 6xرا 
 برابر است با طـولfرسم مى(كنيم. طول نقطه(ى عطـr تـابـع 

�

�

:f′نقطه(ى اكسترمم تابع 
  ′U (x) = 6x − 6 = 0⇒ x = 1

  U(x) = 0⇒ 3x2 − 6x = 0⇒ 3x(x − 2) = 0

 برابرند با طول(هاى نقاط تقاطـعfطول(هاى اكسترمم تابـع 
(ها:x با محور f′تابع 

  
⇒

x = 0

x = 2




x   به(طورى كه ملاحـظـه شـد، .١ = x   و 0 =  طول(هـاى2
 هستند كه برابر طول(هـاى نـقـاطfنقاط اكسترمم منحنـى تـابـع 

(هايند. پس مى(توان گفت:x با محور f′تقاطع منحنى تابع 
 برابرf طول(هاى نقاط اكسترمم منحنى تابع .١نتيجه�ى 

 با محورf′است با طول(هاى نقاط تقاطع منحنى تابع 
x ها؛ به(شرطى كه در نقاط اكسترمم منـحـنـى تـابـع)f،

′f (x).مساوى صفر باشد 
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٢.rاگر كمى توجه كنيم، درمى(يابيم كه طول نقطه(ى عط 
 است. از طرف ديگر، طول نقطه(ى اكـسـتـرمـم١ برابر fتابـع 

 است. پس مى(توان گفت:١ برابر f′منحنى تابع 

 برابرf طول(هاى نقاط عطr منحنى تـابـع .٢نتيجه�ى 
.f′است با طول(هاى نقاط اكسترمم منحنى تابع 

 ملاحظه مى(شود، تـقـعـرf به(طورى كه در شكـل تـابـع .٣
 درf تابـع y′′ به طرف پايين است. پس ABCقطعه(ى منحنـى 

]1,1−   يعنى در فاصله(ى A و Cفاصله(ى طول(هاى نقاط   منفى[
 درU′ است. پس U′ همان f تابع y′′است. از طرف ديگر، 

 نزولـىً در اين فاصله اكيـداUاين فاصله منفى و بنابرايـن تـابـع 
است.

,a در فاصله(ى f اگر تقعر منحنى تابع .٣نتيجه�ى  b[ ]
(ها) باشد، منحنىyبه سمت پايين (جهت منفى محور 

′fنزولى است.ً در اين فاصله اكيدا 

رد CDE ىنحـنم ى(هعطق رعـقت هك تفگ ناوت(ىم ـنينچ(مه .٤
رد y′′ سپ .ـتسا )اهy روحم تبـثم تهج( لااب تمس ـهب f عبات
,1   ى(هلصـاف رد ىنعي ،C و E طـاقن ىاه(لوط ى(ـهلصاف 3[ ـتبثم [
هلصاف نيا رد U′ سپ .تسا U′ نامه y′′ ،رگيد فرط زا .تسا
.تسا ىدوعص اًديكا هلصاف نيا رد U عبات ،هجيتنرد و تبثم

]c,d در فاصله(ى f اگر تقعر منحنى تابع .٤نتيجه�ى  ]
ها) باشد، منحنـىxبه سمت بالا (جهت مثبت محـور 

′fصعودى است.ً در اين فاصله اكيدا 

 روىf توجه كنيم. منحنى تابع f باز به شكل منحنى تابع .٥
 درf صعودى است. يعـنـى تـابـع ً اكيـداABقطعه(ى مـنـحـنـى 

]1,0−  فاصله(ى طول(هاى اين دو نقطه يعنـى فـاصـلـه(ى  ً اكيـدا[
f′صعودى است. پس عبارت  (x)در اين فاصله مثبت يا صفر 

f′  است؛ يعنى:  U(x)  . بنابراين: 0≤  و درنتيجه نمـودار0≤
]1,0−   در فاصله(ى U(x)تابع  (ها يا روى محـورx بالاى محور [

x.هاست)

,a در فاصله(ى f اگر منحنى تابع .٥نتيجه�ى  b[ ً اكيدا[
f′صعودى باشد، آن(گـاه عـبـارت  (x)در اين فاصـلـه 

 كه همان نمودارf′مثبت يا صفر است. بنابراين نمودار 
(ها يا روىx است، در اين فاصله بالاى محور U(x)تابع 

(هاست.xمحور 

.تسا ىلوزن اًديكا BCD ىنحنم هعطق ىور f عبات ىنحنم .٦
ى(هـلصاف ىـنعي ،B و D طاقن ىـاه(لوط ى(هـلصاف رد f عبـات سپ

  0,2[ f′ ترابع و تسا ىلوزن اًديكا ،[ (x) اي ىـفنم هلصاف نيا رد
U(x) عبـات رادوـمن ناـمه هك f′ رادوـمن ،نياـرباـنب .تسا ـرفص

.تساه(x روحم ىور اي اه(x روحم ريز هلصاف نيا رد ،تسا

,b در فاصله(ى f اگر منحنى تابع .٦نتيجه�ى  c[ ً اكيدا[
f′نزولى باشد، آن(گاه  (x)در اين فاصله منفى يا صفر 

 در اين فاصله پايين محورf′است. بنابراين، نمودار 
x ها يا روى محور)x.هاست)

اكنون با توجه به شش نتيجه(ى فوق تمرين(هاى زير را حـل
(ها در دوyمى(كنيم. در مثال(هاى زير سعى شده است، محور 

 در يك امتداد باشد تا از نتايج گفته شده بهترf′ و fنمودار تابع 
بهره(گيرى شود.

 فرض مى(كنيم نمودار يك تـابـع درجـه(ى دوم بـه.١مثـال 
صورت شكل زير باشد. با توجه به مطالب گفته شده، منحنى

مشتق آن را رسم مى(كنيم.

ً اكيداf′ به طرف بالاست، پس تابع f تقعر منحنى توضيح:
) برابرf (نقطه(ى مينى(مم تابع Bصعودى است و طول نقطه(ى 

(هاست. با توجه بـهx با محور f′طول نقطه(ى تقاطع منحـنـى 
اين(كه تابع درجه(ى دوم است، مشتق آن تابعى از درجه(ى اول

خواهد شد و نمودار آن يك خط راست است.

n   به معادله(ى fفرض مى(كنيم تابع  .٢مثال  ≥ 2, n ∈N،
  f (x) = x2n:باشد. نمودار اين تابع به(صورت زير است 
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 صعودى اسـت و ازً به صورت يك منحنى و اكيـداf′تابع 
مبدأ مختصات مى(گذرد.

 به(صورت زير باشد.f فرض مى(كنيم نمودار تابع .٣مثال 
 نمودارى است كه زيرf′با توجه به مطالب گفته شده، نمودار 

 آمده است.fنمودار تابع 

 برابر طول(هاى نقاط تقاطعD و B طول(هاى نقاط توضيح:
، نقطه(ى عطr منحنىC(هاست. نقطه(ى x با محور f′منحنى 

f′ است كه طول آن برابر طول اكسترمم منـحـنـى تـابـع fتابـع 

است.
 به طرف پايين است. پس منحنىABCتقعر قطعه(ى منحنى 

 نزولى (با توجهً اكيداA و C در فاصله(ى طول(هاى نقاط f′تابع 
 به طرف بالاست.CDE) و تقعر قطعه(ى منحنى ٣به نتيجه(ى 

ً اكيداC و E در فاصله(ى طول(هاى نقاط f′بنابراين منحنى تابع 
).٤صعودى است (با توجه به نتيجه(ى 

 نمـودار.٤مثـال 
 به صورت شكلfتابع 

مقابل است و نمـودار
مشـتـق آن زيـر شـكـل

 رسـم شـدهfمنـحـنـى 
است.

 به صورت شكل زير است و نمودارf نمودار تابع .٥مثال 
 رسم شده است.fمشتق آن زير شكل منحنى 

 به صورت شكل زير است و نمودارf نمودار تابع .٦مثال 
 رسم شده است.fمشتق آن زير شكل منحنى 

f   به معادلـه(ى f حال تابع .٧ (x) = (x −1)3  را در نظر1+
 را رسم مى(كنيم.fمى(گيريم. جدول تغييرات و نمودار تـابـع 

Df ًضمنا = R و تابع در R.پيوسته است 
  ′f (x) = 3(x −1)2 = 0⇒ x = 1

x  (= ريشه(ى مضاعr ؛ fطول نقطه(ى عطr تابع  = 1
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U(x)   به معادله(ى f′حال منحنى تابـع  = 3(x  را در2(1−
 پيوسته است.Rنظر مى(گيريم. اين تابع هم در 

f′(= طول اكسترمم تابع fطول نقطه(ى عطr تابع 

  ′U (x) = 6(x −1) = 0⇒ x = 1

x  توجه:  =  است. پس بنابرf طول نقطه(ى عطr تـابـع 1
x  ، ٢نتيجه(ى  =  است.f′ طول نقطه(ى اكسترمم تابع 1

x  چون  = x   است، پس f ريشه(ى مضاعr مشتق تابع 1 = 1

 است كه خط مماس بر منحنى درfطول نقطه(ى عطفى از تابع 
(هاست. بنابـرايـن، ضـريـبxنقطه(ى عـطـr مـوازى مـحـور 

 در اين نقطه صفر است. ازfزاويه(ى خط مماس بر منحنى تابع 
x  اين(جا نتيجه مى(گيريم كه  = f′ طول نقطه(ى اكسترمم تابع 1

و عرض اين اكسترمم صفر است.

x اگر .٧نتيجه�ى  = a طول نقطه(ى عطفى از تابع fباشد 
(ها باشد، آن(گاهxكه خط مماس در اين نقطه موازى محور 

نقطه(ى 
  
M

a

0
 است.f′ نقطه(ى اكسترمم منحنى تابع 

 به صورت شكل زير شد، آن(گاهf اگر نمودار تابع .٧مثال 
 رسمfنمودار تابع مشتق، نمودارى است كه زير منحنى تـابـع 

شده است.

 بـه مــعــادلــه(ى fتــابــع . ٨
  
f (x) = x2 − 2xرا در نـظــر 

مى(گيريم. نمودار اين تابع چنين است:

 ماكزى(مم نسبى است، لـذاA اين تابع در نقطـه(ى توجه:
 با محـورf′ نقطه(ى تقاطع منحـنـى ِ برابر طولAطول نقطـه(ى 

x هاست. اين تابع در نقاط)O و Bمينى(مم نسبى است، نظر به 
 درf′ مشتق(پذير نيست، لذا تابـع B و O در نقاط fاين(كه تابع 

) ناپيوسته است و درنتيجه نمودار٢نقاط به طول(هاى (صفر و 
 چنين است:f′تابع 

 به صورت زير بـاشـد، آن(گـاهf اگر نمودار تـابـع .٨مثـال 
 نمودارى است كه زير آن آمده است:fنمودار مشتق تابع 
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n تابع كسرى به معادله(ى .٩ ∈N ،y = (ax + b)n

( ′a x + ′b )n
 را

در نظر مى(گيريم. اين تابع كسرى يك مجانب افقى به معادله(ى

y = a

′a
 يك مجانـبy′ دارد. مى(خواهيم نشان دهيم، تـابـع 

y  افقى به معادله(ى  =  دارد؛ زيرا:0

  
′y = an(ax + b)n−1( ′a x + ′b )n − ′a n( ′a x + ′b )n−1(ax + b)n

( ′a x + ′b )2n

  
′y = an(ax + b)n−1( ′a x + ′b ) − ′a n(ax + b)n

( ′a x + ′b )n+1

 درجه(ى مخرج بيشـتـر ازy′ملاحظه مى(كنيم كـه در تـابـع 
xدرجـه(ى صـورت اسـت. بـنـابـرايــن، اگــر  → ، آن(گـاه∞

  ′y y  . پس خط 0→ =  است.y′ مجانب افقى منحنى تابع 0

 داراى مجانب افقى باشد، آن(گاهf اگر تابع .٩نتيجه�ى 
y  خط  =  خواهد بود.f′ مجانب افقى منحنى تابع 0

 به صورت شكل زير باشد، آن(گاهf اگر نمودار تابع .٩مثال 
 نمودارى خواهد بود كه زير آن آمده است.f′نمودار تابع 

 سه نقطه(ى عطr دارد. پس منحنـىf منحنى تابـع توجه:
 سه اكسترمم دارد.f′تابع 

 بـــه صــــورتf اگـــر مــــعــــادلــــه(ى تــــابــــع تــــذكــــر:

  
f (x) = g(x)

(x − a)2n−1
 ،n ∈N باشد و   g(a), ′g (a) ≠  آن(گاه0

xخط  = a معادله(ى مجانب قائم منـحـنـى تـابـع fاست. نوع 
انفصال ايجاد شده را «انفصال ساده» گوييم.

x → a ⇒ f (x) →  اگر∞±
 به صورت fاگر معادله(ى تابع 

  
f (x) = g(x)

(x − a)2n
 ،n ∈N

,g(a)  باشد، و  ′g (a) ≠ x آن(گاه خط 0 = aمعادله(ى مجانب ،
 است. نوع انفصال ايجاد(شده را «انفـصـالfقائم منحنى تابـع 

مضاعr» گوييم.
f (x) → x   يا  ∞− → a ⇒ f (x) →  اگر∞+

xدر نمودار بالا خط  = a.نمودار است rانفصال مضاع 

xدر نمودار بالا خط  = a.انفصال ساده(ى نمودار است 

x ى(هلداعم هب ىمئاق بناجم f عبات ىنحنم رگا .١٠ = a  هتشاد
ىمئاق بناجم ىاراد f′ عبات ىنحنم هاگ(نآ ،)هداس لاصفنا( دشاب
x ى(هلدـاعم هب = a هك دش دهاوخ x = a عاضم لاصـفناrعبات ـ
′f تسا.

 بـه(صـورتf فـرض مـى(كـنـيـم مـعـادلــه(ى تــابــع اثـبـات:

  
f (x) = g(x)

(x − a)2n−1
 ،n ∈N و   g(a), ′g (a) ≠  بــــاشــــد.0

xمى(دانيم كه خـط  = a انفصال ساده(ى تـابـع fاست. پـس از 
 داريم:xمشتق(گيرى نسبت به 

  
′f (x) = (x − a) ′g (x) + g(x)

(x − a)2n

 داراى مجانـبf′به(طورى كه ديده مى(شود، منحنى تابـع 
xقائمى به معادله(ى  = a است. چون توان (x − a)در مخرج 

زوج است، پس انفصال حاصل، انفصال مضاعr است.

 به صورت ذيل باشـد، آن(گـاهf اگر منحنى تابـع .١٠مثال 
 با توجه به مطـالـب گـفـتـه شـده، بـه صـورتf′منحنـى تـابـع 

 مى(بينيد.fنمودارى است كه آن را مقابل نمودار 
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 مجانب(هاى قائم به انفصال(هاى مضاعr تبديلتوضيح:
y  شده(اند. مجانب افقى تابع كه به صورت  = k  است، به0<

  y =  تبديل شده است.0

x داراى مجانب قائمى به صورت f اگر منحنى تابع .١١ = aو 
x = a تـابـع rانفصال مضاع f باشد، آن(گاه منحنى تـابـع ′fداراى 

x معادلـه(ى  مجانب قائمـى بـه = a است، ولى انفصال حـاصـل در 
، انفصال ساده خواهد بود.f′منحنى 

 به(صورتf فرض مى(كنيم معادله(ى منحـنـى تـابـع اثبات:

  
f (x) = g(x)

(x − a)2n
 ،n ∈N و   g(a), ′g (a) ≠  بـاشـد. پــس0

x در fمنحنى تابع  = aخواهد بود، اما پـس rانفصال مضاع 
 خواهيم داشت:xاز مشتق(گيرى نسبت به 

  
′f (x) = (x − a) ′g (x) − 2ng(x)

(x − a)2n+1

x)ملاحظه مى(شود كـه عـامـل  − a) در تابـع ′fداراى توان 
xفرد است. پـس خـط  = a  انفصـالقائمـى اسـت(كـه مجـانـب 

حاصل  از  آن، انفصال ساده خواهد بود.

 به(صورت زير باشد، آن(گـاهf اگر منحنى تـابـع .١١مثال 
 به(صورت نمودارى خواهد بود كه زير آن آمدهf′منحنى تابـع 

است.

 اگر در توابع كسرى، معادله(ى مجانب مايل منحـنـى.١٢
yتابع به صورت  = ax + b باشد، آن(گاه منحنى تابع ′fداراى 

yمجانب افقى به معادله(ى  = a.است 
 بـه(صـورتf فـرض مـى(كـنـيـم مـعـادلــه(ى تــابــع اثـبـات:

f (x) = ax + b + g(x)
h(x)

 حداقل يك واحد بيشترh(x) و درجه(ى 

 مشتق بگيـريـمf باشد. اگر از معادلـه(ى تـابـع g(x)از درجه(ى 
خواهيم داشت:

  
′f (x) = a + ′g (x). h(x) + ′h (x).g(x)

(h(x))2

h(x) ،  n و درجــه(ى g(x) ،nاگـر درجــه(ى  n و 1+ ∈N

f′بـاشـد، آن(گـاه درجـه(ى صـورت كـسـر  (x) 2   مـسـاوىnو 
2n)  درجه(ى مخرج آن  + x است. پس اگـر (2 → ، آن(گاه∞

f′حد كسر صفر مى(شود و حد  (x) در اين حالت برابر با aاست 
 است.f′كه همان مجانب افقى منحنى تابع 

 به صورت زير باشد، آن(گـاهf اگر منحنى تـابـع .١١مثال 
 به صورت نمودارى خواهد بود كه زير آن آمـدهf′منحنى تابع 

است.



سطهمتو

١٢ دهمدوره	ى		نوز
٢شمـــاره	ى	

١٣٨٨مستانز

تقسيم ى�قضيه دهاىكاربر

٤
ضا اميرى حميدر�

سط قضيه�ى تقسيم توZاز افر
در قضيه(ى تقسيم مشاهده شد كه اگر

aعـددى صـحـيـح و دل(خـواه بــاشــد و 
b ∈|N با تقسيم ،a بر b رابطه(ى a=bq+r

≥0  را براى  r < b و در b،حالت ممكن 
r  يعنى حالتى كه = r   تا 0 = b  باشد، 1−

b  مى(توان نوشت. براى مثال اگر  = 4،
در اين(صورت باقى(مانده(ى تقسيـم عـدد

، طبق قضيـه(ى تـقـسـيـم٤ بر aصحـيـح 
r  عبارت است از  = r   يا 0 = r   يا 1 =  يا2

  r = . به بيان ديگر، هر عدد صحـيـح3
 را به يكى از چهـار صـورت زيـرaماننـد 

مى(توان نوشت:

   a = 4q  يــــــــا   a = 4q  يـــــــــا1+
  a = 4q + a   يا 2 = 4q + 3

 عضوى٤در واقع مى(توان يك افراز 
 و به(صورت زير تعريr كرد:Zبراى 

  A1 = x ∈Z x = 4k{ }

  A2 = x ∈Z x = 4k +1{ }

  A3 = x ∈Z x = 4k + 2{ }

  A4 = x ∈Z x = 4k + 3{ }
kدر حالت كلى مى(تـوان يـك افـراز 

 راZ تعريr كرد؛ يعنـى Zعضوى براى 
 زير مجموعه(، افراز يا تقسيم كـنـيـمkبه 

 زيرn(منظور از افراز يك مجـمـوعـه بـه 

مجموعه(ى خودش، تقسيم آن مجموعه
 زير مجموعه است كه اول، هيچ(كدامnبه 

از زير مجموعه(ها تهى نباشند. دوم، دو
به دو اشتراكى نداشـتـه بـاشـنـد و سـوم،
اجتماع زيرمجمـوعـه(هـا، مـجـمـوعـه(ى

اصلى را تشكيل دهد):
      Z = A1 U A2 ULU Ak

Ak       كه  = x ∈Z;  x = kq + (k −1){ }
،Zحال مى(خواهيم از اين نوع افراز        

كه توسط قضيه(ى تقسيم صورت گرفت
و با استفاده از روشى در استدلال به نـام
«روش اشباع» چند مسئـلـه در نـظـريـه(ى

اعداد طرح و حل كنيم.

١٨÷ ٤

a=dq+r
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 بخش(پذير است.٢ ثابت كنيد حاصل(ضرب هر دو عدد صحيح و متوالى، همواره بر :١مسئله�ى
a   فرض كنيـم حل: = n(n |2  . ثابت مى(كنـيـم (1− a براى اين منظور، طبقه قضيه(ى تـقـسـيـم، بـراى .nدو حالت در نظـر 

 بخش(پذير است:٢ بر aمى(گيريم. در هر دو حالت ثابت مى(كنيم 
  n = 2k ⇒ 2| n ⇒ 2| n(n −1) ⇒ 2| a )rال

  n = 2k +1⇒ n −1= 2k ⇒ 2| n −1⇒ 2| n(n −1) ⇒ 2| a )ب

 ثابت كنيد حاصل(ضرب هر سه عدد صحيح:٢مسئله�ى 
 بخش(پذير است.٦و متوالى، همواره بر 

a   فرض كنـيـم حـل: = (n −1)n(n . ثابت مـى(كـنـيـم(1+
  6| a 2  . كافى است ثابت شود| a 3   و| a،براى اين منظور .

 نيز١ سه حالت در نظر مى(گـيـريـم و از مـسـئـلـه(ى nبراى 
استفاده مى(كنيم:

  n = 3k ⇒ 3| n ⇒ 3| (n −1)n(n +1) ⇒ 3| a )rال
  n = 3k +1⇒ n −1= 3k ⇒ 3| n ب(    1−

                                              ⇒ 3| (n −1)n(n +1) = a

  n = 3k + 2 ⇒ n +1= 3k + 3 = 3 ′k     )ج
                          ⇒ 3| n +1⇒ 3| (n −1)n(n +1) = a

|3  ثابت شـد كـه  a نيز ثـابـت كـرديـم١. در مسـئـلـه(ى 
  2| n(n |2  . بنابـرايـن (1− n(n −1)(n +1) = aو در نتيـجـه

  6| a ) هم٦ بخش(پذير باشـد، آن(گـاه بـر ٣ و٢اگر عدد بـر 
بخش(پذير است).

ثابت كنيد هر عدد صحيح و فرد را به يكى از :٣مسئله�ى
4k)  دو صورت  4k)   يا (1+ +  مى(توان نوشت. سپس(3

8t)  نشان دهيد مربع هر عدد صحيح فرد بـه(صـورت  +1)

است.
 عدد صحيح و دل(خواه باشـد. در ايـنa فرض كنيـم حل:

 را به يكى از چهار صورت aصورت طبق قضيه(ى تقسيم، 
  a = 4k يـــا   a = 4k a   يــا 1+ = 4k + a   يـــا 2 = 4k + 3

a   فـرد بـاشــد، aمـى(تـوان نـوشـت. حــال اگــر  ≠ 4kو 
  a ≠ 4k + . بـنـابـرايـن، فـقـط بـه يـكــى از دو صــورت2
  a = 4k a   يا 1+ = 4k +  نوشته مى(شود:3

  a = 4k +1⇒ a2 = 16k2 + 8k +1= 8t1 +1 )rال
  a = 4k + 3 ⇒ a2 = 16k2 + 24k + ب(   9

                     a
2 = 16k2 + 24k + 8 +1= 8t2 +1

n ثابت  كنيد براى هـر :٤مسئلـه�ى ∈Z عدد   a = n5 − n

 بخش(پذير است.٣°بر 
a   نوچ :لح = n(n −1)(n +1)(n2 ٢ ى(هلئسم قبط لاًبق و (1+
|6   ميدرك ـتباث n(n −1)(n |6   ـسپ ،(1+ a. تباث ـتسا ىفاك
|5   مينك a. ىارب ،روظنم نيا ىارب n، ميريگ(ىم رظن رد تلاح جنپ:

  n = 5k ⇒ 5| n ⇒ 5| n(n4 −1) ⇒ 5| a )rال
  n = 5k +1⇒ n −1= 5k ⇒ 5| n −1⇒ 5| a   )ب
  n = 5k + 2 ⇒ n2 = 25k2 + 20k + پ(   4

           ⇒ n2 +1= 25k2 + 20k + 5 = 5t ⇒ 5| n2 +1

                      ⇒ 5| (n2 −1) × n × (n2 +1) = a

  n = 5k + 3 ⇒ n2 = 25k2 + 30k + 9 ⇒ n2 ت(  1+
                         ⇒ n2 +1= 25k2 + 30k +10= 5t

                                                      ⇒ 5| n2 +1⇒ 5| a

  n = 5k + 4 ⇒ n +1= 5k + 5 = 5t ⇒ 5| n +1⇒ 5| a )ث

 نباشد، ثابـت٣ عددى فرد و مـضـرب a اگر :٥مسئلـه�
a)  كنيد 

2 +  بخش(پذير است.٢٤ بر (23
a)   كافى اسـت ثـابـت كـنـيـم حـل:

2 + ٣ و بـر ٨ بـر (23
بخش(پذير است.

  ⇒ a2 = 8t +1a  فرد است 

  
a ≠ 3k ⇒

a = 3k +1

a = 3k + 2




طبق فرض 

  a = 3k +1⇒ a2 = 9k2 + 6k  اگر1+
                          ⇒ a2 + 23 = 9k2 + 6k + 24 = 3 ′k

  a = 3k + 2 ⇒ a2 = 9k2 +12k +  اگر4
                        ⇒ a2 + 23 = 9k2 +12k + 27 = 3 ′′k

1⇒ a2 + 23 = 8t +1+ 23 = 8t + 24

⇒

    
⇒ a2 + 23 = 8(t + 3

t1

{) ⇒ 8| a2 + 23
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 باشد، ثابـت كـنـيـد٥ عددى اول و بـزرگ(تـر از p اگـر :٩مسئـلـه�ى 
  (p4  بخش(پذير است.١٢° بر (1−

a   اگر فرض كنيـمحل: = p4 ، ثابت مى(كنـيـم 1−
  
120p4 . كافى1−

p4)  است ثابت كنيم   بخش(پذير است.٢٤ و ٥ بر (1−

  
24 p2 −1⇒24 (p2 −1)(p2 +1) ⇒ 24a ٢٤ ثابت شد: بخش(پذيرى بر

  p > ٥اول است: بخش(پذيرى بر  5

  

⇒ p ≠ 5k

p = 5k +1⇒ p −1= 5k ⇒ 5 p −1⇒ 5 a

p = 5k + 2

p = 5k + 3

p = 5k + 4











  p = 5k + 2 ⇒ p2 = 25k2 + 20k +  اگر4

  
⇒ p2 +1= 5k' ⇒ 5 p2 +1⇒ 5 a

  p = 5k + 3 ⇒ p2 = 25k2 + 30k +  اگر9
  
⇒ p2 +1= 5k' ' ⇒ 5 p2 +1⇒ 5 a

  p = 5k + 4 ⇒ p +1= 5t ⇒ 5 p +1⇒ 5 aاگر 

p   ثابت كنيد، اگر :٦مسئله�ى  > 6k   عددى اول باشد، فقط به يكى از دو صورت 3  نوشته مى(شود.±1
p مى(دانيم عـدد حل: ∈Nو   p ≠  و خودش نداشته باشـد و١ اول است، هرگاه هيچ شمارنده يا مقسوم(عليه مثبـتـى بـه جـز 1

6t   تنها عدد اول و زوج است. و نيز مى(دانيم هر عدد به(صورت ٢مى(دانيم عدد  + 6k   همان 5  است، زيرا:1−
  6t + 5 = 6t + 6 −1= 6(t +1) −1= 6k −1

6k   يا 6k   صورت ٦ عددى اول باشد، لذا عددى صحيح است و هر عدد صحيح به يكـى از p حال اگر  6k   يا 1+ +  يا2
  6k + 6k   يا 3 + 6k   يا4 + p   زوج نيست و p است، پس ٣ اول و بزرگ(تر از p  نوشته مى(شود كه چون 5 ≠ 6k،  p ≠ 6k + و2

  p ≠ 6k + p   نيستنـد. پـس ٣، مضـرب p و نيـز 4 ≠ 6k + p  . بنابراين فقط مى(تـوانـد بـه يـكـى از دو صـورت 3 = 6k  يا1+
  p = 6k + 6t   باشد كه همان 5  است.1−

 يا١ تقسيم كنيم و باقى(مانده(ى تقسيم آن عدد با ٦ را بر ٣ اگر عددى طبيعى و بزرگ(تر از :٦نتيجه�ى متمم از مسئله�ى 
 باشد، دليل بر اول بودن آن عدد نيست. فقط مى(توان گفت آن٥ يا ١ آن عدد اول نيست و اگر باقى(مانده ً برابر نباشد، قطعا٥

6   كه به(صورت ٢٥عدد مى(تواند اول باشد. مانند عدد  × 4  است، ولى اول نيست.1+

 عددى فرد و اول باشد، ثابتa اگر :٧مسئله�ى 
 را فقط به يك صورت منحصربه(فرد به شكلaكنيد 

تفاضل مربعين دو عدد طبيعى مى(توان نوشت.

 فرد باشد، اعداد a مى(دانيم اگـر حل:
  
(
a +1

2
 و(

  
(
a −1

2
 اعدادى طبـيـعـى و (

  
a = (

a +1
2

)2 − (
a −1

2
)2.

 وxحال براى اثبات منحصر به فردى فرض كنيم 
y دو عدد طـبـيـعـى هـسـتـنـد و   a = x2 − y2در .

aايــن(صــورت داريــم:  = (x − y)(x + y)كــه 
  0< x − y < x + y و چــــــــون aاول اســـــــــت 

  a = 1× aپس ،  x − y = x و 1 + y = aكه با حل

دستگاه 
  

x + y = a

x − y = 1




 داريم:

 
  
x = a +1

2
 و 

  
y = a −1

2
.

يعنى: 
  
a = x2 − y2 = (

a +1
2

)2 − (
a −1

2
)2

 را ثابت كنيد.يعنى٧ عكس مسئله(ى تمرين:
rثابت كنيد: اگر يك عدد طبيعى و فرد كه مخال
يك است، فقط يك نمايش به(صـورت تـفـاضـل
مربعين دو عدد صحيح و نامنفـى داشـتـه بـاشـد،
آن(گاه آن عدد اول است (روش اثبات خود را براى

ما بفرستيد).

p   باشد، ثابت كنيد ٣ عددى اول و بزرگ(تر از p اگر :٨مسئله�ى 
2 −1

 بخش(پذير است.٢٤بر 
a   فرض كنيم: حل: = p2 . براى اين منظور24a  . ثابت مى(كنيم: 1−

8  كافى است ثابت كنيم:  a 3   و a.
  p ⇒ p2 = 8k +1⇒ p2 −1= 8kفرد است   p > 3 اول است⇒

                               
  
⇒ 8 p2 −1⇒ 8 a

 
  
p > 3 ⇒ p ≠ 3k

p = 3k +1⇒ p −1= 3k

p = 3k + 2 ⇒ p +1= 3 ′k





٣اول است: بخش(پذيرى 

  

⇒
3 p −1⇒ 3 (p −1)(p +1) = p2 −1= a

3 p +1⇒ 3 (p +1)(p −1) = p2 −1= a






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ππππππππππππππ
تونى كريلى �

     ترجمه: غلامرضا ياسى�پور

(π)(π)(π)(π)(π)عددپى

πππππمعروف�ترين عدد در رياضيات است. جميـع ثـابـت�هـاى 
 همواره در رأس فهرستمانπππππديگر طبيعت را فراموش كنيد، چه 

سكار وجود داشت،ُقرار مى�گيرد. اگر براى اعداد نيز جايزه�ى ا
πππππ.هر ساله جايزه را مى�برد 

πيا پى، طول دور دايره (پيرامون يا محيط آن) تقسـيـم بـر 
 در امتداد مركز آن (قطر آن) است. مقدار اين تقسيم، يعنىِطول

نسبت اين دو طول، به اندازه(ى دايره بستگى ندارد. درواقع،
 ثابتى ريـاضـى اسـت.πدايره هرچه بزرگ يا كوچـك بـاشـد، 

πزيستگاه طبيعـى 
دايـره اسـت، امــا
ايــن عــدد در هــر
گوشه(ى رياضيات
و در مكان(هايى كه
به(هيچ(وجه با دايره
مرتبط نيستنـد نـيـز
خـــود را نـــشـــان

مى(دهد.

πππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππ ١اكيوزىشميدس سيرار
نسبت پيرامون دايره به قـطـر آن، مـوضـوعـى مـورد تـوجـه

 قبل از ميلاد، بابلى(ها٢°°°فرهنگ باستان بود. در حدود سال 
متوجه شدند كه پيرامون دايره، به تقريب، سه برابر طول قـطـر

ارشميـدس قبل از مـيـلاد، ايـن ٢٢٥آن است. سپـس در سـال 
 راπ بود كه به(طور جدى بررسى نظريه(ى ريـاضـى سيراكيـوزى

آغاز كرد و از اين(رو در عداد بزرگان قرار گرفت. رياضى(دانان
دوست دارند به اين همكار خود درجه بدهند و او را هم(سطح،

 (شاهزاده(ى رياضى(دانان)٢كارل فردريش گاوسو البته پيش(گام 
 قرار دهند. درستى اين قضاوت هرچه باشد،٣ر اسحق نيوتنسِو 

واضح است كه ارشميدس از شهرت و اعتبار بالايى برخوردار
اسـت. او غـيـر از سـهـمـش در نـجـوم، ريـاضـى و فـيـزيــك،
سلاح(هاى جنگى از قبيل منجنيق، اهرم و «آينه(هاى سوزان»ى
rطراحى كرد كه تمام آن(ها براى دور نگه(داشتن روميان و متوق
كردن آنان به كار مى(رفت. اما با تـمـام ايـن احـوال، وى چـون
پروفسورهاى پريشان(حواس عمل مى(كرد، وگرنه چرا هنـگـام
كشr قانون تقليل وزن اجسام در مايعات، برهنه از حمام بيرون

 سر داد؟!٤جست و فرياد «يافتم، يافتم»

:r و شعاع dبه�ازاى دايره�اى به قطر 
  = πd = 2πrپيرامون 

  = πr2سطح 

:r و شعاع dبه�ازاى كره�اى به قطر 
  = πd2 = 4πr2سطح رويه 

  = 4 / 3πr2حجم 

πππππكز آن در امتداد مرِامون يا محيط آن) تقسيم بر طوله (پير يا پى، طول دور داير
هه�ى داير(قطر آن) است. مقدار اين تقسيم، يعنى نسبت اين دو طول، بـه انـداز

 ثابتى رياضى است.πππππچك باشد، گ يا كوچه بزره هراقع، دايرد. دروبستگى ندار
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 جشن گرفت، هنـوزπاين(كه چگونه كار خود را در مـورد 
مشخص نشده است!

 نسبت پيرامونπبارى، با در دست داشتن اين تعريr كـه 
 دايره چه مى(شود؟٥دايره به قطرش است، رابطه(ى آن با سطح

πr2  ، برابر rچنين استنتاج كرده(اند كه سطح دايره(اى، به شعاع 

 اين رابطه معروف(تر از تعريr نـسـبـتًاست؛ گرچه احتـمـالا
 وظايفى دوگانه درπ) است. اين واقعيت كه πپيرامون به قطر (

مورد سطح و پيرامون دايره دارد، قابل توجه است.
اما اين مطلب را چگونه مى(توان نشان داد؟ دايره را مى(توان

bبه تعدادى مثلث برابر و باريك تجزيه كرد كه طول قاعده(شان 

 باشد. اين مثلث(ها در داخل دايرهrو طول ارتفاعشان نزديك به 
يك چندضلعى تشكيل مى(دهـنـد كـه بـه سـطـح دايـره نـزديـك

 مثلث را در نظر مى(گيريم. كل١°°°مى(شود. براى آغاز كار، 
جريان، تمرين در تقريب(ها است. در اين صورت مى(توانيم،
هر زوج مجاور از اين مثلث(ها را به(هم وصل كنيم و مستطيلى

b) با مساحت ًبسازيم (تقريبـا × rبنابراين سطح يا مساحـت .
×500  كل چـنـدضـلـعـى، بـرابـر  b × rخـواهـد شـد. مـقـدار 

  500× b،پيرامون دايـره اسـت  rاز آن(جا كه در حدود نص ،
 مى(شود و سطـح چـنـدضـلـعـى مـورد بـحـثπrداراى طـول 

  πr × r = πr2خواهد شد. هرچه تعداد مثلث(هايمـان بـيـشـتـر 
باشد، شكل تقريبى(مان به دايره نزديك(تر مى(شود و در حد نتيجه

 است.πr2  مى(گيريم كه سطح دايره برابر 

٢٢°/٧° و ٧١/٢٢٣ را بين دو كسـر πارشميدس مقـدار 
 را بـهπ بـراى ٧/٢٢برآورد كـرد. بـنـابـرايـن تـقـريـب آشـنـاى 

 بـهπارشميدس مديونيـم. افـتـخـار تـخـصـيـص نـمـاد فـعـلـى 
 برمى(گردد٧ويليام جونز كمتر معروف، يعنى ٦ولزىرياضى(دان 

 بود. اما اين٨كه در قرن هجدهم، معاون انجمن سلطنتى لندن
 را در زمينه(ىπ رياضى(دان و فيزك(دان بـود كـه ٩لئونارد اويلـر

نسبت دايره(اى متداول ساخت.

ππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππمقدار دقيق 
 را بدانيم، چرا كه اين عدد،πهرگز نمى(توانيم مقدار دقيق 

يـوهــان ١٧٦٨عـددى گـنـگ اسـت؛ مـوضـوعـى كـه در سـال 
، بدونπ اثبات كرد، اين بود كه: بسط دهدهى عدد ١٠لامبرت

 رقم ده(دهى اوليه٢°نمونه(اى قابل پيش(بينى، نامتناهى است. 
عبارت(اند از:

    3.14159265358979323846L

 كه رياضى(دانان چينى در نظر مى(گرفتند، برابر10  مقدار 
است با:

  3.16227766016837933199

براهمـا ميلادى، توسـط ٥°°اين مقدار كه در حـدود سـال 
٣ پذيرفته شد، درواقع اندكى بهتر از مقدار تقريبـى(تـر ١١گوپتا

 اختلاف دارد.πاست؛ گرچه در رقم دوم ده(دهى، با 
πاز اعداد محاسبه كرد.١٢ را مى(توان با استفاده از يك(سرى 

يكى از معروف(ترين اين سرى(ها عبارت است از:

    

π
4

= 1− 1
3

+ 1
5

− 1
7

+ 1
9

− 1
11

+L

، به گونه(اى پـر(درد(سـرπگرچه اين سرى در هم(گرايـى بـه 
آهسته، و براى محاسبه نوميدكننده است. در اين مورد، اويلر

سرى جالب توجه زير را به(دست آورد:

    

π2

6
= 1+ 1

22 + 1

32 + 1

42 + 1

52 + 1

62 +L

، نابغه(ى خود آموخته(ى هندى، چندين فرمول١٣رامانوجان
 به(دست داد كه يكى از آن(ها شامل تـنـهـاπتقريبى جالب بـراى 

، عبارت است از:٢جذر 

    

9801
4412

2 = 3.1415927300133056603139961890L

 هستنـد. در ايـامـى كـهπرياضى(دانان شيفـتـه و مـجـذوب 
لامبرت ثابت كرده بود اين عدد نمى(تواند كسرى باشد، به سال

، رياضى(دان آلمانى، برجسته(ترين مسئله(ى١٤ليندمان، ١٨٨٢
است به١٥  «متعالى»π را حل كرد. يعنى نشان داد كه πمرتبط با 

اين معنى كه نمى(تواند جواب يك معادله(ى جبرى باشد (يعنى
 است). ليندمان، با حـلxمعادله(اى كه تنها شامل تـوان(هـاى 

 نيز خاتمـه١٦اين معماى روزگاران، به مسئله(ى «تربيـع دايـره»
داد. مسئله به اين ترتيب بود كه با مفروض بـودن يـك دايـره و
تنها با به كار بردن پرگار و خط(كش نامدرج، مربعى رسم كنيم
كه مساحتش برابر مساحت آن دايره باشد. ليندمان به(طور قطعى
اثبات كرد كه اين كار غيرممكن است. امروزه عبـارت تـربـيـع

دايره، هم ارز غير(ممكن به(كار مى(رود.
 به سرعت ادامه يافت. در سالπمحاسبه(ى دقيق(تر مقدار 

πππππππππππππππππ
 كمـتـر٦لزىو به ريـاضـى�دان πππππافتخار تخصيـص نـمـاد فـعـلـى 

دد كه در قرن هجدهـم،مى�گـر بر٧نزويليـام جـوف، يعنى معـرو
د بو٨معاون انجمن سلطنتى لندن
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 مدعى محاسبه(ى مقدار صحيـح آن١٧ويليام شنكـسم، ١٨٥٣
 رقم ده(دهى). در٥٢٧ تنها تـا ً رقم ده(دهى شد (عـمـلا٦°٧تا 

 با رقم(هاى بيشترπدوران جديد، تحقيق در محاسبه(ى مقـدار 
بعد از مميز، به كمك رايانه، شدت و حدت بيـشـتـرى يـافـتـه

 رقم ده(دهى محاسبه شد و٢°٣٧ تا π، ١٩٤٩است. در سال 
 ساعت طول كشـيـد. تـا سـال٧° ١٨اين كار با رايـانـه(ى انـيـاك

 تــا مــقـــدار گـــيـــج(كـــنـــنـــده(ىπ، مــحـــاســـبـــه(ى ٢°°٢
  1/  رقم ده(دهى رسـيـد، امـا ايـن رشـتـه241/100/000/000

هم(چنان سر دراز دارد. در اين مورد، اگر در خط استوا بايستيم
١٤ كنيم، طول محاسبه(ى شنكس به πو شروع به نوشتن بسط 

 بار٦٢ به حـدود ٢°°٢متر مى(رسد، در حالى كـه بـسـط سـال 
گردش دور زمين مى(انجامد.

 پرسش(هاى گوناگونى مطرح و به آن(هـا پـاسـخπدر مورد 
 هستند؟ آيا يـافـتـن١٩ تصادفـىπداده شده است. آيا رقـم(هـاى 

دنباله(اى قابل پيش(بينى در بسط آن ممكن است؟ براى نمونه،
 را در اين بسط يافـت؟ در0123456789  آيا مى(توان دنبالـه(ى 

 پاسخ اين پرسش نادانستنى به  نـظـر مـى(رسـيـد.١٩٥°دهه(ى 
 نيافته بـود.π رقم دانسته(ى ٢°°°هيچ(كس چنين دنبـالـه(اى در 

، رياضى(دان پيشرو هلندى مى(گفت، اين پرسش فاقد٢٠بروور
معنى است. زيرا بر اين اعتقاد بود كه تـجـربـه(پـذيـر نـيـسـت.

 در آغـــاز مـــكــــان١٩٩٧درواقـــع، ايـــن ارقـــام در ســــال 
، يا با به(كار بردن استعاره(ى خط اسـتـوا، در17387594880  

 مايل پيش از آن(كه دور اول كامل شـود، بـه(دسـت٣°°°حدود 
 مايل كامل شود، ده شش٦°°، پيش از آن(كه πآمدند. در بسط 

مى(يابيم، اما براى يافتن ده هفت در يك رديr، بايد تا تكميل
 مايل ديگر صبر كنيم.٣٦°°يك دور و طى 

πππππدر اشعار 
 راπدر صورتى كه بخواهيم مقادير اوليـه(ى بـسـط 

به(خاطر بسپريم، شايد چند بيتى شعر كارساز بـاشـد.
در اين(جا يكى از اين ابيات را مى(آوريم:

گر ز قدر عدد پى بكنند از تو سؤال
پاسخى ده كه خردمند تو را آموزد
خرد و دانش و آگاهى دانشمندان

ره سر منزل توفيق به(ما آموزد
تعداد حروف هر يك از كلمات بيت دوم، يكى از

ارقام اوليه را مشخص مى(كند.
«از: سرگرمى�هاى هندسه، پرويز شهريارى»

πππππ πππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππππاهميت 
 با اين همه رقم ده(دهى چيسـت درπفايده(ى دانستن مقدار 

حالى(كه اغلب محاسبات، تنها به چند رقم ده(دهى نياز دارند.

πππππππππππππππππ

11. Brahmagupta

12. series

13. Srinivasa Ramanujan

14. Ferdinand von Lindemann

15. transcendental

16. squaring the circle

17. William Shanks

18. Eniac

19. random

20. L. E. J. Brouwer

شت...............................................................پى�نو
1. Archimedes of Syracuse

2. Carl Friedrich Gauss

3. Sir Isaac Newton

4. Eureka

5. area

6. Welsh

7. William Jones

8. Royal Society of London

9. Leonhard Euler

10. Johann Lambert

دد، اين بو اثبات كر١٠تهان لامبر يو١٧٦٨عى كه در سال ضومو
نه�اى قابل پيش�بينى،، بدون نموπππππكه: بسط بخش دهدهى عدد 

نامتناهى است

 در مورد هر كاربرد عملى، به بيش از ده رقم ده(دهىًزيرا احتمالا
 براى اغلبشـان٧/٢٢نياز نيست و تقريب ارشميدس، يـعـنـى 

كفايت مى(كند. بايد توجه داشته باشيم محاسبات مفصل مزبور
تنها براى تفريح نيست. اين محاسبات علاوه بر به(كار گرفـتـن
شيفتگى گروهى از رياضى(دانان كه خود را «دوست(داران پى»
مى(خوانند، براى امتحان حد و مرز توانايى رايانه(ها نيز به(كـار

مى(روند.
 تلاشى باشـد كـه درπشايد عجيب(ترين قـسـمـت داسـتـان 

مجلس مقننه(ى ايالت ايندياناى آمريكا براى گذراندن لايحه(اى
براى تثبيت مقدار آن به(وقوع پيوست. اين عمل در پايـان قـرن

 طبيـب،٢١گودويـننوزدهم، زمانى به(وقوع پيوست كـه دكـتـر 
 را «قابل هضم» كـنـد. امـاπلايحه(اى تقديم مجـلـس كـرد كـه 

نتيجه(ى عملى حاصل در اين مرحله از قانـون(گـذارى، عـجـز
طراح آن براى تثبيـت كـردن مـقـدارى بـود كـه مـى(خـواسـت.
خوش(بختانه از لحاظ اينديانا، پيش از آن(كه لايحه(ى مورد بحث

 آشكار شد. وπبه تمامى تصويب شود، حماقت قانونى كردن 
 را راحت گذاشتند.πاز آن زمان به بعد، سياست(مداران 

چند تاريخچه
 به(طور تقريـبπ بابلى(ها دريافتند كـه  قبل از ميـلاد:٢°°°

 است.٣برابر 

(ىπ ارشميدس تقريب نـزديـك(تـر بـه  قبل از مـيـلاد:٢٥°
 را به دست داد.٧/٢٢
 را معرفى كرد.π ويليام جونز نماد  ميلادى:١٧°٦

 عددى گـنـگπ لامبرت اثـبـات كـرد كـه  ميـلادى:١٧٦١
است.
 متعالى است.π ليندمان ثابت كرد كه  ميلادى:١٨٨٢
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قىشنگ شر هو�

       المپياد

هاى مختلr جهانمسائل مسابقات رياضى در كشور

ياضىر
گسلاوى سابقدر يو

كشـور يـوگـسـلاوى
هم(چون بيشـتـر كـشـورهـاى شـرق

قاره(ى اروپا، همواره از پيشگامان المپيادهاى رياضى بوده
، المپيادهاى رياضى منطـقـه(اى در ايـن١٩٥°است. از سـال  

 نيز مسابقه(ى سراسرى١٩٦°كشور سامان داده شد و از سـال 
رياضى در چهار مرحله (مدرسه، منطقه، جمهورى(ها و سراسر

 اين كشـور بـه١٩٦٣كشور) در آن برگـزار مـى(شـود. از سـال 
المپياد بين(المللى رياضى پيوست و براى تعيين تيم نهايى شركت
كننده در المپياد بين(المللى، مرحله(اى ديگر نيز به مراحل فوق
افزوده شد. با اين مقدمات، واضح است كه سطح آزمون(هاى
المپيادهاى داخلى اين كشور، بايد قابل قبول باشد و سؤالات
آن(ها مسائل خوبى باشند و همين(طور هم هست. با نگاهى بـه
آرشيو مسائل رياضى، المپيادها و مـسـابـقـات ريـاضـى و نـيـز
نشريات رياضى كه در اين كشور منتشر مى(شوند، بـه درسـتـى

ايـــن مـــوضـــوع پـــى
مى(بريم. با توجه به اين
مـــوضـــوع بـــر آن شـــديــــم،
نمونه(هايى از مسـائـل مـرحـلـه(ى نـهـايـى

 را در اين١٩٨٦المپياد رياضى اين كشور در سـال 
شماره، همراه با راه(حل آن(ها، بياوريم.

لازم به يادآورى است، كشور يـوگـسـلاوى در سـال(هـاى
 دو بار ميزبان المپياد رياضى بوده و در سال(هاى١٩٦٧ و ١٩٧٧
 (قبل از فروپاشى و تجزيه) مقام(هاى خوبى در١٩٩٩ تا ١٩٥٩

اين رقابت(ها به دست آورده است. پس از تجزيه نيز كشورهاى
جدا شده از آن يعنى صربستان، كروواسى، اسلوونى، مقدونيه
 ـهرزگوين، در المپيادهاى رياضى فعالانه شركت داشته بوسنى 

 ميزبانى اين رقابت(ها را برعهده٢°°٦و كشور اسلوونى در سال 
داشته است. در صورتى كه به مسائل المپيادهاى رياضـى ايـن
كشورها نيز دست(رسى پيدا كنيم، در شماره(هاى آينده از آن(ها

نيز استفاده خواهيم كرد.
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.................................................................................. مسائل
n ثابت كنيد مى(توان بى(نهايت مقدار براى .١ ∈  |Nپيدا كرد كه به ازاى هر كدام از آن(ها، هر يك از عددهـاى  n،

  n n   و 1+ +  به صورت مجموع مجذورهاى دو عدد درست باشند.2

AB داشته باشيم: ABCD  ثابت كنيد اگر براى چهارضلعى محدب.٢ + BD ≤ AC + CD آن وقت   AB ≤ AC

2m2   داشته باشيـم: n و m ثابت كنيد اگر براى عددهاى طـبـيـعـى .٣ + m = 3n2 + n آن(وقت عددهـاى m − n،
  2m + 2n 3m   و 1+ + 3n  مجذورهاى عددهاى درستى هستند.1+

 هميشه داريم:c و a،b ثابت كنيد براى عددهاى حقيقى و مثبت .٤
   

  

a3

a2 + ab + b2 + b3

b2 + bc + c2 + c3

c2 + ca + a2 ≥ 1
3

(a + b + c)

 را طورى انتخاب كرده(ايم كـه داشـتـهC نقطه(ى AD و روى قطـر B، نقطـه(ى AD روى محيط دايره(اى به قـطـر .٥
AB=CDباشيم: 

 از يك نقطه مى(گذرند.C و ارتفاع رأس B، ميانه(ى رأس A، نيم(ساز رأس ABC       ثابت كنيد در مثلث 

f:|R هـــمـــه(ى تـــابـــع(هــــاى صــــعــــودى .٦ →|Rرا طـــورى بـــيـــابـــيـــد كـــه در اتـــحــــاد زيــــر صــــدق 
f  كنند: (x + f (y)) = f (x + y) +1   (x, y ∈  |R)

.............................................................................................

 ابتدا نشان مى(دهيم بى(شمار عدد طبيعى مربع كامل بـه.١
2k2  فـرم   و…) وجـود دارد. سـپـس٢٨٩(، ٩(، ١ (مانـنـد 1+

درباره(ى ارتباط اين مسئله با مسئله(ى اصلى مى(گوييـم، بـراى
اين موضوع  در واقع بايد ثابت كنـيـم كـه مـعـادلـه(ى سـيـالـه(ى

  x
2 = 2y2  دارد. به سادگى مى(توانN| بى(شمار جواب در 1+

,x0)  نشان داد، اگـر  y0) يعنى:( يك جواب اين معادله بـاشـد
  x0

2 − 2y0
2 = 2x0   آن(گــاه ()1 + 3y0 3   وx0 + 4y0(نـيــز يــك 

جواب اين معادله است، زيرا:
  (3x0 + 4y0)2 − 2(2x0 + 3y0)2 = 9x0

2 +16y0
2 + 24x0y0

  −2(4x0
2 + 9y0

2 +12x0y0) = x0
2 − 2y0

2 = 1

x  براى مثال مى(دانيم،  = y   و 3 =  يك جواب معادله است.2
x   پـس = 3 × 3 + 4 × 2 = y   و 17 = 2 × 3 + 3 × 2 =  نـيـز 12

289  يك جواب معادله است و در نتيجه  = 172 = 2(12)2 +1.
لذا مى(توان از هر جواب اين معادله جوابى ديگر نيـز بـه دسـت

آورد. در نتيجه، بى(شمار عدد مـربـع
2k2  كامل به صورت   توليد كرد.1+

اكنون با توجه به اين نتيجه، مى(توان
پاسخ مسئله را به سادگى داد.

n  عدد طبيـعـى  +1= x2 = 2y2  را در نظر مى(گيـريـم.1+
n   و در نتيجه بى(شمار y  وx مطابق نتيجه(ى فوق بى(شمار  به1+

2y2  صورت   داريم. حال عددهاى قبل و بعد از اين عدد را1+
ببينيم:

  n = 2y2 = y2 + y2

  n +1= 2y2 +1= x2 = x2 + (0)2

  n + 2 = x2 +1= x2 + (1)2

چنان(كه مى(بينيم، هر سه(ى اين عددها به صورت مجموع
مجذورهاى دو عدد درست نوشته شده(اند.

x  در حـالـت كـلـى، مـعـادلـه(ى سـيـالــه(ى 
2 − dy2 =  را1

حل مسائل
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 مى(نامند. به نظـر مـى(رسـد كـه نـخـسـتـيـن بـار١معـادلـه(ى پـل
لـرد بـرانـكـو از اين معـادلـه نـام بـرده اسـت. الـبـتـه ارشـمـيـدس

(رياضى(دان انگليسى قرن هفدهم)، يـك روش بـراى حـل آن
 نيز در سال(هاى بـعـدلاگرانژ و واليـس، فرمـاارائه داده است. 

كارهايى روى اين معادله انجام دادند. در نظريه(ى اعداد ثابت
 كه مجذور كـامـلd شده است، اين معادله به ازاى هـر مـقـدار

نباشد، بى(شمار جواب دارد.

 اثبات با برهان خلـr انـجـام مـى(شـود. يـعـنـى فـرض.٢
ABمى(كنـيـم  > ACدر آن صورت مطابق شكـل در مـثـلـث .

ABC :داريم (I)  α > β + θ

و از تركيب اين نابرابرى با فرض مسئله نتيجه مى(شود:
AC + CD ≥ AB + BD

AB > AC




(II) داريـم: CBD در نتيجه، در مـثـلـث  θ ≥ α + γاز .
 نتيجه مى(شود:(I) مقايسه(ى اين نابرابرى با نابرابرى

  α > β + α + γ ⇒ β + γ <0

از نادرستى اين نتيجه(ى آخر، درستى حكم ثابت مى(شود.

 فرض مسئله را به صورت زير تغيير مى(دهيم:.٣

  2m2 + m − 2n2 − n = n2 ⇒ 2(m2 − n2) + (m − n) = n2

  ⇒ (m − n)(2m + 2n +1) = n2

m))  حال اگر فـرض كـنـيـم كـه  − n), (2m + 2n +1)) = d

خواهيم داشت:

  m − n = kd,  2m + 2n +1= ′k d ⇒

  
k ′k d2 = n2 ⇒ d2 n2 ⇒ d n

dهم(چنين واضح است،  m − n :و در نتيجه d m

بنابراين:
  d m,  d n ⇒ d 2m + 2n

m))  بــا تــوجــه بــه ايــن(كـــه  − n), (2m + 2n +1)) = d،
  d 2m + 2n d   و از مقايسه با 1+ 2m + 2n نتيجه مى(شود   d1

d  در نتـيـجـه:  = m) بنـابـرايـن: 1 − n) 2)   وm + 2n +1)

. يعنىn2  نسبت به هم اول(اند و حاصل(ضرب آن(ها مـسـاوى 
مجذور كامل است. پس هر دوى آن(هـا بـايـد مـجـذور كـامـل

باشند.
نينچ ار ضرف ىـربارب تسا ىفاك ،دعب تـمسق تابثا ىارب

:ميهد رييغت
  2m2 + m = 3n2 + n ⇒

  3m2 − 3n2 + m − n = m2 ⇒ 3(m2 − n2) + (m − n) = m2

  ⇒ (m − n)(3m + 3n +1) = m2

mو چـون  − n و   m2هر دو مربـع كـامـل هـسـتـنـد، پـس 
  3m + 3n  نيز مربع كامل است.1+

 با استدلال بازگشتـى و بـه صـورت زيـر، درسـتـى ايـن.٤
نابرابرى اثبات مى(شود:

  

a3

a2 + ab + b2 + b3

b2 + bc + c2 + c3

c2 + ca + a2 =

  

a(a2 + ab + b2) − ab(a + b)

a2 + ab + b2 + b(b2 + bc + c2) − bc(b + c)

b2 + bc + c2

  
+ c(c2 + ca + a2) − ca(c + a)

c2 + ca + a2

  
= a − ab(a + b)

a2 + ab + b2 + b − bc(b + c)

b2 + bc + c2 +

  
c − ca(c + a)

c2 + ca + a2 ≥ 1
3

(a + b + c)

  
⇒ ab(a + b)

a2 + ab + b2 + bc(b + c)

b2 + bc + c2 + ca(a + c)

c2 + ca + a2

  
≤ 2(a + b + c)

3

اكنون اين نابرابرى را به سه نابرابرى متـقـارن زيـر تـجـزيـه
مى(كنيم:

CD ≥ BD

β
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ab(a + b)

a2 + ab + b2 ≤ a + b
3

bc(b + c)

b2 + bc + c2 ≤ b + c
3

ca(a + c)

c2 + ca + a2 ≤ a + c
3















(از جمع اين سه نابرابرى، نابرابرى فوق اثبات مى(شود)
اكنون كافى است درستى يكى از اين سه نابرابرى را به روش

بازگشتى اثبات كنيم:

  

ab(a + b)

a2 + ab + b2 ≤ a + b
3

⇒ a2 + ab + b2 ≥ 3ab

  ⇒ a2 − 2ab + b2 ≥0⇒ (a − b)2 ≥0

كه به دليل بازگشت(پذيرى همه(ى مراحل، درستـى حـكـم
ثابت مى(شود.

 شكل زير را مطابق مفروضات مسئله رسم مـى(كـنـيـم..٥
 درCH و ارتفاع BE، ميانه(ى AFبراى اثبات همرسى نيم(سـاز 

ADكمك مى(گيريم. چـون  ٢، از «قضيه(ى سه وا»ABCمثلث 

AB̂D  قـطـر دايـره اسـت،  =  و ازCH||BD و در نـتـيـجـه 90°
 كمك مى(گيريم:ABDقضيه(ى تالس در مثلث 

AH
BH

= AC
CD

 داريم:ABCهم(چنين به كمك قضيه(ى نيم(سازها در مثلث 
BF
CF

= AB
AC

= CD
AC

AE ميانه است، پس BEو چون  = CE:و بنابراين 

  

AH
BH

× BF
CF

× CE
EA

= AC
CD

× CD
AC

× AE
AE

= 1

 از يك نقطـهCH و BE ،AFو طبق عكس قضيه(ى سـه(وا،
مى(گذرند.

x در تساوى فوق .٦ = −y:قرار مى(دهيم 

  f (−y + f (y)) = f (0) +1

f  و چون  (0)  تابعf  مقدارى ثابت است و با توجه اين(كه1+
y−ثابت نيست، پس بايد  + f (y):مقدارى ثابت باشد 

−y + f (y) = k ⇒ f (y) = y + k ⇒

f (x) = x + k

x  با قرار دادن  = f   در اين رابطه نتيجه مى(شود: 0 (0) = kو 
f  يا  (x) = x + f x   و اگر در اين رابـطـه (0) = f  قرار دهيـم،(0)

نتيجه مى(شود:

  f (f (0)) = f (0) + f (0) = 2f (0)  (I)

x  و اگر در رابـطـه(ى اولـيـه  = y =  قرار دهـيـم، نـتـيـجـه0
مى(شود:

  f (f (0)) = f (0) +1 (II)

 نتيجه مى(شود:II  و I و از مقايسه(ى روابط

  2f (0) = f (0) +1⇒ f (0) = 1

f  و لذا:  (x) = x +1.

شت...............................................................پى�نو
1. Pell equation

 درCF و BE و AD اى آن كه سه خطم و كافى برط لازا، شر. طبق قضيه(ى سه(و٢
س باشند، آن است كه: در يك نقطه همرABCمثلث 

 
  

AF

FB
×

BD

DC
×

CE

EA
= 1

جمـه(ىشناخت هـنـدسـه، تـرى و بازآموزاى اطلاع بيشتـر، بـه كـتـاب بـازبر
اجعه كنيد.سه مرات مدرعبدالحسين مصحفى از انتشار
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......................................چندجمله�اى 
هر عبارت جبرى با تعدادى جملات متنـاهـى مـتـشـكـل از
متغيرها و مقادير ثابتى كه بين آن(ها از عمل(هاى جمع، تفريق و
ضرب استفاده شده باشد، يك چندجمله(اى است. نكته(ى مهم
در چندجمله(اى(ها اين است كه توان متغيرها در آن(ها عددهاى

x2  صحيح نامنفى است. براى مثال، عبارت جبرى  − 3x + 2

چندجمله(اى است كه از سه جملـه تـشـكـيـل شـده اسـت. امـا
عبارت جبـرى 

  
x2 − 4

x
+ 3x

5

 چندجمله((اى نيسـت، زيـرا در2
عـبــارت 

  

4
x

 نـوشــت،4x−1   كـه مـى(تــوان آن را بــه(صــورت 
3x   يا در عبارت 

5

  عددى صحيح و نامنفى نيست.x، توان 2

.........................ت ديگر چندجمله�اىصور
هر عبارتى كه به(صورت حاصل ضرب چـنـدجـمـلـه(اى(هـا
باشد، مى(تواند با استفاده از قـانـون تـوزيـع(پـذيـرى در ضـرب

چندجمله(اى(ها، به(صورت يك چندجمله(اى نوشته شود. براى
x)  مثال، عبارت جبرى   يك چندجمله(اى به اين صورت3(1+

است:

  

(x +1)3 = (x +1)(x +1)(x +1)

           = (x2 + 2x +1)(x +1)

           = x3 + 3x2 + 3x +1

توجه داشته بـاشـيـد كـه عـبـارت 
  

1

(x + 2)2
چندجـمـلـه(اى 

نيست، زيرا:

  

1

(x + 2)2 = (x + 2)−2

x)  در عبارت  +  توان پرانتز منفى است.2−(2

.............................معادلات چندجمله�اى 
به معادله(اى كه در آن يك چندجمله(اى با چندجمله(اى ديگر
بـرابـر شـده بـاشـد، مـعـادلـه(ى چـنـدجـمـلـه(اى مـى(گـويـيـم.

ام صدرشهر مير�

مان سال دواى دانش�آموزبر

È«ÅtKLłbMÇ lÐUð
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براى مثال معادله(ى:
)١()  3x2 − 3x + 2 = x2 +1

يك معادله(ى چندجمله(اى است. هدف از حل اين معادله،
  است كه وقتى آن(ها را در معادلـهxيافتن مقاديرى براى متغيـر 

قرار مى(دهيم، به يك برابرى درست برسيم. براى اين منظور
داريم:

  

3x2 − 3x + 2 − x2 −1= 0

2x2 − 3x +1= 0

⇒ (x −1)(2x −1) = 0

⇒ x = 1, x = 1
2

١اين معادله دو جواب دارد كه آن(ها را ريشه(هاى معادله(ى 
مى(گوييم. زيرا وقتى آن(ها را در اين معادله قرار دهيم، به يك

برابرى درست مى(رسيم. (خودتان امتحان كنيد.)
معادله(ى چندجمله(اى مى(تواند به(صورت يك اتحـاد بـيـن

چندجمله(اى(ها باشد؛ مانند:
  (x −1)(x +1) = x2 −1

اين معادله داراى بى(شمار جواب است، زيرا براى هر مقدار
  كنيم، به يك برابرى هميشـه درسـتxحقيقى كه جاى(گـزيـن 

مى(رسيم. (خودتان امتحان كنيد.)

.................................تابع چندجمله�اى 
هر تابع با ضابطه(ى

     f (x) = anxn + an−1x
n−1+L+a1x + a0

ai كه در آن   ها اعداد حقيقى ثابت باشند، يك تابـع چـنـد 
an  با شرط( nجمله(اى از درجه(ى عدد صحيح و نامنفى  ≠ 0(

a)   است؛ براى مثال: xبرحسب متغير  ≠ 0)  f1(x) = ax + b

ضـــابـــطـــه(ى يـــك تـــابـــع دو(جـــمـــلــــه(اى  درجــــه اول و
  (a ≠ 0)  f2(x) = ax2 + bx + cضابطه(ى يك تابع سه(جمله(اى 

درجه دوم است.
f2   يك خط راست و نمودار تابع f1  مى(دانيم، نمودار تابع 

يك سهمى با راس به طول 
  
x = − b

2a
 و محور تقارن به معادله(ى

  
x = −b

2a
a   است. اگر   باشد، سهمى در راس خود داراى0<
a  مى(نيمم است و اگر  ، داراى ماكزيمم خواهد بود.0>

توجه داشته باشيـد كـه 
  
x = −b

2a
 طول نقطه(ى ماكزيـمـم يـا
مى(نيمم است و براى محاسبه(ى عرض اين نقطه كافى است در

ها مقدار x به(جاى fضابطه(ى 
  

−b
2a

 را قرار دهيم تا عرض نقطه(ى
 به آن مقدار ماكزيمم يا مى(نيممًماكزيمم يا مى(نيمم كه اصطلاحا

گفته مى(شود، به دست آيد.

f   با ضابطـه(ى f تابع درجه دوم مثال: (x) = 2x2 − 4x +1

 را بيابيد.fمفروض است. راس سهمى و مقدار مى(نيمم تابع 
a  (چون  = 2 ) پس سهمى در راس خود مى(نيمم دارد.0<

a   داريــم:٢ در ايـن تـابــع درجــه(ى حــل: = 2،   b = −4

c  و = . پس:1

طول نقطه�ى مى�نيمم
  
x = −b

2a
= 4

4
= 1

f  مقدار مى�نيمم تابع (1) = 2 × (1)2 − 4 × (1) +1= −1

 است،R| در دامنه(ى تعريr خود كه  fدر واقع براى تابع 
 برابر است.1−  كم(ترين مقدار ممكن با 

kبـــه عـــبـــارت ديـــگـــر، بـــراى هـــر  ∈|Rهـــمـــواره 
f  داريم: (k) ≥ −1.

نمودار اين سهمى به(صورت زيراست:

  

x 0 1 2

y 1 −1 1

R|دامنه(ى توابع چند جمله(اى، مجموعه(ى اعداد حقيقى 

است. در مثال بالا، هر عدد حقيقـى دل(خـواهـى را مـى(تـوان
f در تابع xجاى(گزين  (x):كرد. بنابراين Df = |R.

از طرف ديگر، با توجه به نمودار تابع ملاحظه مى(كنيم كه
yعرض هر نقطه روى نمودار، يعنى  = f (x)همواره بزرگ(تر 

 است. در نتيجه با توجه به نمودار، برد اين تابـع1−  يا برابر با 
  y ≥ Rf   است. بنابراين:1− = −1, +∞[ ).

ها را صفرهـاىxطول محل برخورد نمودار تابع با محـور 
تابع مى(ناميم، كه بـراى يـافـتـن آن(هـا كـافـى اسـت مـعـادلـه(ى

  f (x) =  را حل كنيم. در مثال قبل داريم:0

  
f (x) = 0⇒ 2x2 − 4x +1= 0⇒ x1, x2 = −b ± b2 − 4ac

2a

صفرهاى تابع 
  
⇒ x1, x2 = 4 ± 8

4
= 4 ± 2 2

4
= 2 ± 2

2
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ها، نقاطxدر نتيجه، محل برخورد نمودار اين تابع با محور 

  

A1
 
2 + 2

2
 0

 و 
  

A2
 
2 − 2

2
 0

 هستند.

r يك تانكر گاز از يك استوانه و دو نيم كره به شعاع مثال:

٣°در دو انتهاى استوانه تشكيل شده است. اگر ارتفاع استوانه 
 بنويسيد.rمتر باشد، حجم تانكر را بر حسب تابعى از 

 حجم اين تانكر از يك استوانه و يك:حل
 هستند، تشكيل شـدهrكره  كه هر دو به شعاع 

است.
بنابراين داريم:

  
y1 = 4

3
πr3 حجم كره به شعاع :r

  y2 = πr2h = 30πr2  حجم استوانه به شعاعr

h  و ارتفاع  = 30

  
f (x) = y1 + y2 ⇒ f (x) = 4

3
πr2 + 30πr2 حجم تانكر

  
⇒ f (x) = πr2(

4
3

r + 30)

مخزنى از يك استوانه و دو مخروط به شعاع مقطع: تمرين
 در دو انتهاى استوانه تشكيل شده است. اگر ارتفاع استوانـه٥

h باشد، حجم اين مخزن را بر حسب تابعى از hو مخروط(ها 

بنويسيد.

، h و ارتفاع r حجم مخروط به شعـاع :راهنمايى
  

1
3  است.h و ارتفاع rحجم استوانه به شعاع مقطع 

نمودار توابع زير را در يك دستگاه مختصـات رسـممثال:
كنيد و دامنه و برد هر يك را به دست آوريد.

١ (
  
f (x) = 1

3
x + 3                  ٢ (  g(x) = −x2 + 4x − 3

حل:
١. f(x):تابع چند جمله(اى است، پس Df =  |Rچون .

اين تابع چند جمله(اى از درجه(ى اول است، بنابراين نمودار آن
يك خط است كه براى رسم آن از دو نقطه استفاده مى(كنيم:

  

x 0 −9

y 3 0

با توجه به نمودار تابع ملاحظه مى(كنيم، عرض هر نـقـطـه
,∞−)روى نمودار مى(تواند يك عدد حقـيـقـى از بـازه(ى  +∞)

Rfباشد. بنابراين  =  |R.
٢. g(x):تابع چند جمله(اى است، پس Dg =  |Rچون .

اين تابع چند جمله(اى از درجه(ى دوم است، بنابراين نمودار آن
يك سهمى است.

طول نقطه(ى ماكزيمم 
  
x = −b

2a
= −4

−2
= 2

f  مقدار ماكزيمم تابع  (2) = −(2)2 + 4(2) − 3 = 1

براى رسم سهمى از مختصات چند نقطه از سهمى استفاده
مى(كنيم:

  

x 1 2 3

y 0 1 0

با توجه به نمودار تابع ملاحظه مى(كنيم كه عرض هر نقطـه
 است؛ يعنى همواره١روى سهمى، همواره كوچك(تر يا برابر با 

  f (x) ≤1.
Rf  در نتيجه داريم: = −∞,1( ].

 يك تابع چند جمله(اى درجـه اولf(x) فرض كنيـم مثال:
f  باشد؛ به(طورى كه در آن  (−1) = f   و 2 (2) = . ضابطه(ى3−
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اين تابع را پيدا كنيد.
 مـى(دانــيــم ضــابــطــه(ى ايــن تــابــع بــه(صــورت:   حــل

f (x) = ax + b:است. بنابراين داريم 

  

f (−1) = 2 ⇒ a(−1) + b = 2

f (2) = −3 ⇒ a(2) + b = −3
⇒

−a + b = 2

2a + b = −3




  

⇒
−2a + 2b = 4

2a + b = −3




3b = 1⇒ b = 1
3

  
b = 1

3
⇒ −a + 1

3
= 2 ⇒ a = − 5

3
⇒ f (x) = − 5

3
x + 1

3

f   هرگـاه مثال: (x) = 3x − m)   و نقطه(ى 2 +1,  2m −1)

 را بيابيد.m باشد، مقدار f(x)روى نمودار تابع 
چون اين نقطه روى نمودار تـابـع اسـت، بـنـابـرايـن:  حـل
داريم:

  f (m +1) = 2m −1⇒ 3(m +1) − 2 = 2m −1⇒ m = −2

,a) هـر گـاه نـقـطــه(ى نـكـتـه: b)روى نـمـودار تـابـع 
y = f (x):باشد، در اين(صورت داريم f (a) = b.

f  فرض كنيم مثال: (x) = 2x2  مطلوب است:1−
 (rال  f ( f   )             ب(2 (2x)ج               (   f (x +1)

:حل
 (� را2   ، عدد f(x) در تابـع x كافى است بـه جـاى  ال

قرار دهيم:
  f ( 2) = 2( 2)2 −1= 4 −1= 3

f                                                            ب) (2x) = 2(2x)2 −1

         = 8x2 −1

f                                                     ج) (x +1) = 2(x +1)2 −1

                     = 2(x2 + 2x +1) −1= 2x2 + 4x +1

................................تابع چندضابطه�اى 
هرگاه دامنه(ى يك تابع را به چند مجمـوعـه(ى جـدا از هـم
تقسيم كنيم، به(طورى كه اجتماع آن مجموعه(ها برابر با دامنه(ى
تابع باشد و روى هر مجموعه ضابطه(اى متمايز تعريr كنيـم،

در اين صورت يك تابع چند ضابطه(اى به دست مى(آيد.

 است. ابتدا به صورتR| برابر بـا f(x) دامنه(ى تابع مثال:
زير، اين دامنه را به سه مجموعه(ى جدا از هم تقسيم مى(كنيم:

اكنون روى هر مجموعه، ضابطه(اى متمايز به اين صورت
تعريr مى(كنيم:

  

f (x) =
2x          x >1

2         −1≤ x ≤1

−2x        x < −1







 تابع(اى سه ضابطه(اى مى(گوييم.f(x)در اين صورت به 

نمودار تابع سه ضابطه(اى مثال قبل را رسم كنـيـد و مثال:
برد آن را به دست آوريد.

براى رسم نمودار اين تابع بايد نـمـودار هـر ضـابـطـه را در
f  محدوده(ى دامنه(اش رسم كنيم. به همين منظور،  (x) =  را2

x  براى  >1 ،  f (x) = ≥1−   را براى 2 x f   و 1≥ (x) = −2xرا 
x  براى  <  رسم مى(كنيم:1−

 
  
f (x) = 2;  

x −1 1

y 2 2          
  
f (x) = 2x;  

x 1 2

y 2 4

  
f (x) = −2x;  

x −1 −2

y 2 4
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نمودار هر ضابطه از تابع را رسم كرديم و روى توجه:
هر نمودار، قسمت(هايى را كه در دامنه است، پر رنگ
كرديم. ملاحظه مى(كنيم كه عرض هر نقطه روى نمودار

٢اين تابع سه ضابطه(اى، همواره بزرگ(تر يـا بـرابـر بـا 
است. پس داريم:

  Rf = [2, +∞)

تابع  مثال:
  
f (x) =

−x2 +1    x ≥0

1− 2x        x <0





 را در نظر بگيريد.

f  حـاصــل  (x2 +1) ،  f (−  و (2
  
f (− 1

2
x2  را بـه دســت(1−

آوريد.
x2  چون همـواره  :حل ، بنابراين از ضابطـه(ى اول0<1+

f  براى محاسبه(ى  (x2  استفاده مى(كنيم:(1+

  f (x2 +1) = −(x2 +1)2 +1= −(x4 + 2x2 +1) +1= −x4 − 2x2

−  چـون  2 f  ، بنابرايـن بـراى مـحـاسـبـه(ى 0> (−  از(2
ضابطه(ى دوم استفاده مى(كنيم:

  f (− 2) = 1− 2(− 2) = 1+ 2 2

چون 
  
− 1

2
x2  بنابرايـن 0>

  
− 1

2
x2 . در نتيجه براى0>1−

محاسبه(ى 
  
f (− 1

2
x2  از ضابطه(ى دوم استفاده مى(كنيم:(1−

  
f (− 1

2
x2 −1) = 1− 2(− 1

2
x2 −1) = 1+ x2 + 2 = x2 + 3

....................................تابع قدر مطلق 
fتابع با ضابطه(ى  (x) = xرا تابع قدر مطلق مى(ناميم و آن 

را به صورت يك تابع دو ضابطه(اى تعريr مى(كنيم:

  
f (x) = x =

x     x ≥0

−x   x <0




، قدر مطلـق آن را(R|)اين تابع به هر عضـو از دامـنـه(اش 
 تأثير اين تابع روى هر عددِنسبت مى(دهد. در حقيقت، حاصل

حقيقى، يك عدد حقيقى نامنفى است. براى مثال:

  f (3) = 3 = 3;  f (−3) = −3 = −(−3) = 3;  f (0) = 0 = 0

نمودار اين تابع به صورت زير است:

  

x −1 0 1

y 1 0 1

دامنه(ى تعريr اين تابع مجموعه(ى اعداد حقيقى است. از
طرف ديگر، عرض هر نقطه واقع بر اين تابع، بزرگ(تر يا برابر

y  صفر است. يـعـنـى هـمـواره  . در نتيـجـه بـرد ايـن تـابـع0≤
  Rf =  است.(∞,0]

مى(توان نمودار اين تابع را يك زاويه قـائـمـه .١نكتـه� 
دانست كه رأس آن منطبق بر مبداء و دو ضلع اين زاويه
نيمسازهـاى ربـع اول و دوم مـحـورهـاى مـخـتـصـات

هستند.
تابع قدرمطلق يك به يك نيست، زيرا خطـى .٢نكته 

موازى محور طول وجود دارد كه نـمـودار آن را در دو
نقطه قطع مى(كند.

نمودار هر يك از تابع(هاى چند ضابطه(اى زيـر را تمرين:
رسم كنيد. سپس دامنه و برد هر كدام را به دست آوريد.

  

f (x) =
x2       −1≤ x ≤1

−x + 2      x >1

x + 2      x < −1









  

g(x) =
−x2       −1≤ x ≤1

x − 2         x >1

−x − 2      x < −1









 به تابع علامت معروف است.s(x)تابع  .٣

  

s(x) =
1      x >0

0      x = 0

−1    x <0







١.

٢.
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پاسخ جدول رياضى
٦٢سطه هان متوشد بر ر

  
h(x) =

x      x ≥0

−x    x <0




 ارائه شـده٣ كه در تمرين s(x)با توجه به تابع عـلامـت  .٥
s(x2)  است، مطلوب است محاسبه(ى  − s(x).

  : ٥جواب 
  
s(x2) − s(x) =

0    x ≥0

2    x <0




.

اگـــــر  .٦
  
f (x) =

4      x > 2

−2    x ≤ 2




، آن(گـــــاه حـــــاصــــــل

  
−5f ( 3 ) + 4f (

1
100

) + f  را بيابيد.(100)

 :٦جواب 

هرگاه داشته باشيم . ٧
  

f (x) =
2x −1    x > 2

4           x = 2

x2 +1   x < 2









، در اين

f  صورت مطلوب اسـت مـحـاسـبـه(ى  ( 2) ،  f (4) ،  f  و(2)
  f (k −1).

 :٧جواب 

   f (2) =  و 4
  

f (k −1) =
2k − 3            k > 3

4                   k = 3

k2 − 2k + 2    k < 3









٤.
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