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براى خدمت به جامعه
آماده شويد

با شروع سال تحصيلى، همه�ى فعاليت�هاى آموزشى و پرورشى شمـا دانـش�آمـوزان و آيـنـده�سـازان
ايران اسلامى از سر گرفته� مى�شود، اما تا چه حد با اين فعاليت�ها و وظاي. آشنا هستيد و خود را براى
انجام آن�ها آماده كرده�ايد؟ دوران دبيرستان� يكى از اصلى�ترين و مهم�ترين عوامل شكل�دهنده و تأثيرگذار
بر شخصيت هر فرد به شمار مى�رود. شما بايد در اين چند سال براى خدمت به جامعه آماده شويد و راه
آينده�ى خود را به خوبى شناسايى كنيد. لذا مى�بايد غير از موضوعات آمـوزشـى و پـرورشـى كـه از اهـم
مسائل هستند، به مسائل روز و موجود در جامعه�اى كه به زودى با آن�ها مـواجـه خـواهـيـد شـد نـيـز آشـنـا

باشيد.
بر لزوم توجه دانش�آموزان به مسائل سياسى و اجتماعى بارها مقام معظم رهبرى، حضرت آيت�االله
خامنه�اى، و اولياى مسائل آموزشى و تربيتى، تأكيد كرده�اند. اين سخن به اين معنى است كه دانش�آموزان
ما در كنار فعاليت�هاى علمى خود، فعاليت�هاى اجتمـاعـى را نـيـز در نـظـر داشـتـه� بـاشـنـد و آن�هـا را جـزو

ضرورت�هاى زندگى و شكل�دهنده�ى شخصيت�هاى فردى قلمداد كنند.
عدى و دانش�اندوزى بدون تهذيب نفس، هر  چند انسان را به مدارج علمى قابل توجهىُرشد يك�ب

مى�رساند، اما برايند آن، چيزى جز افسارگسيختگى و نارسايى�هاى فردى و اجتمـاعـى نـخـواهـد بـود.
دانش�آموزان ما از ديرباز آموخته�اند كه تنها، گنجينه�ى متحرك علوم بشرى نباشند، بلكـه هـم�سـوى بـا
جامعه�، به�عنوان فردى مفيد از آن جامعه، براى ساير نيازهاى فـطـرى خـويـش پـاسـخـى شـايـسـتـه داشـتـه
باشند. به همين دليل، بسيارى از دانش�آموزان كـوشـا و سـاعـى در عـرصـه�ى عـلـوم، در سـايـر مـبـاحـث
اجتماعى و سياسى هم فعـال هـسـتـنـد. شـركـت دانـش�آمـوزان در مـجـامـعـى چـون بـسـيـج دانـش�آمـوزى،

ن اين نكته است كه ما دانش�آموزانّانجمن�هاى اسلامى، برنامه�ها و فعاليت�هاى اجتماعى و گروهى، مبي
انديشمند و متفكر فراوان داريم و اين امر ريشه در تاريخ كشور ما دارد.

 و حماسه�آفرينى آن�ها٥٧حضور فراگير و گسترده�ى دانش�آموزان در مبارزات انقلابى مردم در سال 
 آبان همان سال، نقش تعيين�كننده�اى در سقوط رژيم پهلوى داشت و اين روند را مى�توان در١٣در روز 

سال�هاى دفاع مقدس به خاطر آورد و از دانش�آموزانى چون شهيد فهميده ياد كرد كه مراتـب والايـى از
حضور دانش�آموزان را در دفاع مقدس به نمايش گذاشت. او تا جايى پيش رفت كه رهبر كبير انقـلاب
اسلامى حضرت امام�خمينى از او به�عنوان (رهبر ما) ياد كردند. امروز بسيارى از همان دانش�آموزان،
در عرصه�ى علم و دانش از متخصصان و دانشمندان اين جامعه هستند و آن�هايى كه به شهادت رسيده�اند،
با شهادت خويش امنيت و آرامش را براى علم�آموزى و پيشرفت به طرف ارزش�هاى انسانى و اسلامى

سايرين هموار كردند و خود در بهشت زيباى خداوند، هم�نشين پاكان  و دوستان خدا شدند.
 سردبير
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نيـرت(مهم ىمزراـوخ ى»(هلباـقم و ربج«
ـىسـوم ـدنزـرف ـدـمـحم ـهك ـتسا ـىبـاـتك

ار نآ و هـتشون ـربج ى(ـهنـيمز رد ىمزراـوخ
هك ربج ى(هژاو .تسا هديمان باسح ى(همادا

،هديزگرب شناد نيا نديمان ىارب ىمزراوخ
،دوخ بـاتك رد وا هك تسا ـىشور فرعم
هب ار ربج ىمزراوخ .تسا هدرب راك(هب ار نآ
نيكسم رطاخ ربج هك( ندرك ناربج ىانعم

نابز هب هك تسناد(ىم )ىدعس :دنادرگب لاب
زا ىفنم ىددع ىياج(هباج ىانعم هب ىزورما
نآ ـليدبت و رگيد فرط هب هلداعم فرط كي
،»ربج« ى(هژاو رانك .تسا تبثم ىددع هب
ــهك ـميرـوخ(ــىمـرب »ــهـلبـاــقم« ى(هژاو ـهب
هلداـعم لح رد ىرگيد لمع ى(هـدنهد(ناشن
رد ربارب ى(هلمج نداد رارق مه لباقم :تسا
.هلداعم ىوس ود

،ىياهب خيش هب فورعم ىلماع نيدلاءاهب
ىـرـجه ـمهدزـاي ى(هـدس زاغآ ناد(ـىضـاير
ود ،)ىدـلاـيم ـمهدـزناش ى(هـدس( ىـرـمق
هدرك [يرعت روط(نيا ار هلباقم و ربج ى(هژاو
لماش هك ار هلداعم زا ىشخب ناوت(ىم« :تسا
ـتمس هب و درك فـذح ،تسا ىفـنم رادقم
لمع نيا .درك هفاضا هزادنا نامه هب و رگيد

ربارب هباشتم ىاه(هلمج .دوش(ىم هديمان ربج

هب روهشم ىسوم دنزرف دمحم                         

مىارز خو )مسده ى سو(مىارزخو

 براى آن كه درك از طبيعت درست و عـاقـلانـه❖
باشد، شناسايى رياضيات و دانش هاى طبيعى

لازم است.
«فردريك انگلس»     

.تشاذگ رانك هلداعم تمس ود زا ناوت(ىم ار
.»دنيوگ هلباقم مه ار لمع نيا

ود ـنيا ،ىزورما ىاه(هزـومآ كـمك هب
حرش ىا(هنومن رد ىنشور هب ناوت(ىم ار لمع
:ميريگ(ىم رظن رد ار هلداعم نيا .داد

  5x −13 = 4x −9
ار ٩ و ١٣ ىـربارب ،ـتـمس ود هب ـرگا

.ميا(هداد ماجنا ار ربج لمع ،مييازفيب
  5x +9 = 4x +13

مك ار ٩ و ٤x ،ىربارب تمس ود زا رگا
رد .ميا(هداد ماـجنا ار هـلباـقم لـمع ،مـينك
x=٤ :ميراد هجيتن

هلباقم و ربج ىاه(لـمع ،بيترت نيا هب

پرويز شهريارى     �

٥انرياضيات در اير

 كتاب جبر و مقابلهمى وارزخو
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لـاـقـتنا :زا ـدنا(ترـاـبع ىزوـرما نـابز ـهب
رگيد تمس هب هلداعم تمس كي زا ىا(هلمج
.هباشتم ىاه(هلمج ىربج عمج سپس و

ىاه(نـابز ـهب ـربج ى(هژاو نادـرگـرب رد
فرح ،ىسور و ىناملآ ،هسنارف ،ىسيلگنا
ار »ربجلا« و دنا(هتشاذگ مه ار »لا« ى(هفاضا
.دنرب(ىم راك( هب

و ـربج باتك رد
،ىمزراوخ ى(هلباقم
ىـاه(هلداـعم (لح(هار
ــهجرد و لوا ـهجرد
هـدش هداد حرش مود
شور هب ساسا رد ىمزراوخ باتك .تسا

مود ـهجرد و لوا ـهجرد ىـاه(هلدـاـعم ـلح
ـىمزراوخ ،بيترت نيا هب .دوش(ىم طوبرم
صـخشم ار ديـدج شناد نيا ـىلصا رـيسم
،رـبج ىلصا نومضم ،مـيناد(ىم و درك(ىم
(ترابع ىدلايم مهدزون ى(هدس ات مك تسد
نـاخ ىاقآ .ـاه(هلداـعم لح ـنيـمه زا تسا
»هلباقم و ربج ملع لوصا« باتك رد سدنهم
هدش پاچ ىرمق ىـرجه ٣٠٥ لاس رد هك
:دسيون(ىم ،تسا

ىنعي( لمع نيا ـليكشت و ميمعت
و فـرش هـمه ـنيا اب )بـاـسح مـلع
و ـربج ملع هب ـتسا فوقوم ،رـييغت
ىور زا تلاوهجم جارختسا و هلباقم

و نـيعم هك ىـقيرط هب تلاداـعم لح
رـاك ـىــلـمع شزرا .ـتسا رــرـقم

وا بـاتك هك ـتسا نيا رد ـىمزراوخ
اه(هلئـسم لح ى(هرابرد ىا(هلاسر اهنت
ىاه(هتشون اي راثآ رد هك روط(نآ( تسين

ىمزراوخ هكلب ،)دوش(ىم هديد ىدنه
ار اه(نآ دربراك ،اه(هلداعم لح زج هب

ار اه(نوناق زا ىرايسب و دنك(ىم حرط
ــنشور ـــمه ــىســدـــنه شور ــاب
.دزاس(ىم
ـلح ىارب ىمزراـوخ هك ـتسا تسرد

ىلك لح(هار رهاظ هب ،مود ـهجرد ى(هلداعم
ىـاه(لـاثم ندروآ ـنـمض ـىلو ،دهد(ـىـمن

ىروتسد نامه ،اه(تلاح ىخرب رد ىددع
ى(هلداعم لح ىارب زورما هك دنك(ىم لابند ار
.ميسانش(ىم مود ى(هجرد

جذرى را كه در مانـنـد خـودش ضـرب
كرده بودى و عبارت است از نص[ 
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عبارت است از تعداد مردان نوبت اول
كه در اين مسئله دو مرد است.

خوارزمى شش نوع معادله را بررسى
مى(كند و براى هر كدام راه(حـل خـاصـى
مى(دهد. اين شش نوع معـادلـه بـه زبـان

نمادهاى امروزى چنين هستند:
  x2 = 2x ))١
  x2 = 36)))٢

   5x =10 ))٣
    x2 + 7x =128 ))٤

  5x2 +21=10x ))٥
  12x +288 = x2 ))٦

لوا ـهجرد ىا(ـهلدـاعم مـوس ى(ـهلداـعم
دوخ ىدنب(شخب رد ىمزراوخ ىلو ،تسا
ى(هلدـاعم رد هك دنك(ىم لـمع ساسا نيا رب
ى(هلمج :دراد دوجو هلمج هس ،مود هجرد
راـدقم و لوا ـهجرد ى(ـهـلمج ،مود ـهجرد
اهـنت تسا نكمم هلداعم ـبيكرت رد .تباث
هـتشاد تلاخد ـهلـمج هس ـنيا زا هـلمج ود
هس ـره اي و )٣ و ٢ ،(١ ىاه(تلاح( ـدنشاب

،نمض رد .)٦ و ٥ ،(٤ ىاه(تلاح( هلمج
مود ـهجرد ى(هلداعم زا ـهلمج هس ـره ىتقو
هجرد ىاه(هلمج تسا نكمم ،دراد دوجو
تباث رادقم و فرط كي رد مود هجرد و لوا
ى(هلمج اي .)٤ تلاح( دشاب رگيد فرط رد
و فرط ـكي رد ـتباث راـدقم و مود ـهجرد

دشـاب رـگيد فـرط رد لوا هجرد ى(ـهلـمج
و لوا هجرد ى(هلمج ماجنارس .)٥ تلاح(
هجرد ى(هلمج و فرط ـكي رد تباث رادقم
.)٦ تلاح( رگيد فرط رد مود

ى(هلـئسم لح(هار ـنمض هك روط(نـامه
،هلداعم لح ىارب ىمزراوخ ،ميديد هنومن
هدافـتسا نايب زا ـهكلب ،دـامن و روـتسد زا هن
ود هك ـىياه(ـتلاح رد نـمض رد و دـنك(ىم
ار هشير ود ره ،دنشاب تبثم هلداعم ى(هشير
رـبج ـرب ـتبـاب ـنيا زا و دروآ(ىم ـتسد ـهب
.دراد ىرترب ىتنافويد

زا ـاه(ـهلدــاـعم ـلح ىاـرب ــىمزراـوخ

 باب هفتم١٣٨مسئله ى 
مىارزكتاب جبر و مقابله ى خو

يك درهم را بر چند مرد بخش كردم،
به هر يك چيزى رسيد. سپس يك مرد به
گرد آنان افزودم و بار ديگر يك درهـم را
ميان آنان بخش كردم. سهم هـر يـك در
بـار دوم بـه انـدازه(ى
يك ششم درهـم، از
مـقــدار بــخــش اول
كم(تر شد. در اين(جا
خوارزمى مى(خواهد
تعداد مردان را در بار

اول پيدا كند. راه(حل او را مى(آوريم:
اگر تعداد مـردان نـوبـت اول را كـه

 در نقصانى كه(x)عبارت است از شىء 
ميان آنان است 

  
(
1
6

 ضرب كنى و آن(گاه(
حـاصـل ضــرب را در تــعــداد مــردان
نـوبـت(هـاى اول و دوم ضــرب كــنــى

  

1
6

x(x +1)





، مال بخش شـده [يـعـنـى
يــك درهـــم] بـــه دســـت مـــى(آيـــد:

  

1
6

x(x +1) =1





. پــس از آن، تــعـــداد
مردان نوبت اول را كه عبارت است از

، در يك ششم، كه ميان آنـان(x)شىء 
اختلاف بود، ضرب كنى، مى(شود يك

ششم جذر 
  
(
1
6

x)سپس آن را در تعداد .
مـردان نـوبـت دوم، يـعـنــى شــىء بــه
اضافه(ى يـك، ضـرب مـى(كـنـى. ايـن
نتيجه به دست مى(آيد: يك ششـم مـال
به اضافه(ى يك ششم جذر كه تقسيم بر
يـك درهـم بـرابـر اسـت بـا يـك درهـم

  

1
6

x2 + 1
6

x =1





. مالى را كه در اختيار
٦دارى كامل مى(كنى، يعـنـى آن را در 

ضـرب مـى(كـنـى، مــى(شــود مــال بــه
اضافه(ى جذر 

  
x2 + x[ . پس يك درهم[

را در شش ضرب مـى(كـنـى، مـى(شـود
شش درهم. حاصل آن يك مال و يك
جذر است كه برابر است با شش درهم

  
x2 + x = 6[ . آن(گاه تعداد جذر را پـس[

از نص[ كردن در مانند خودش ضرب
كن و آن را بر شش بـيـفـزا 

  
(
1
2

)2 + 6





.
جذر حاصل جمع را بگير و نص[ تعداد

شــــراره يــــك لـــــحـــــظـــــه❖ 
مى درخشد، ولى نور واقعى

هرگز خاموش نمى شود.
«گوته»     



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٥
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		

.دـنك(ىم هداـفتسا ـمه ىسدـنه ىاه(شور
و لام ،رذج باب( مود باب رد هنومن ىارب

هد و لام كي رد للادتسا ناونع زين ،)ددع
».دريگ(ىم ربارب ار مهرد هنو(ىس اب رذج

بـاـتك« بـاسح ى(هرـابرد ـىمزارـوخ
نيا .دوب هدرك هعلاطم مه ار »دنهلا باسح
رد تـاـيضاير ىـدـعب تفـرـشـيپ رد باـتك
ـهتشاد ىا(هزاـدنا((ىب ـشقن ،ـىبرغ ـىياپورا
شور اب نآ ى(هليسو(هب نايياپورا اريز ،تسا

ـسـپس .دنـدش ـاـنشآ ىـسيـوندـدع ىدـنه
ىدـربراك ى(هياپ ،ىـدنه ىاه(مقر هـاگتسد
و ىسيونددع لكش نيا نايياپورا .درك اديپ

ىسيـونددع زا ـعقاو رد ار ىـعضوم ـلكش
»ىبـرع ىسيوندـدع« ار نآ و دنتفـرگ ىدنه
اه(باتك زا ىضعب ـمه زورما ىتح( دنديمان
.)دنرب(ىم راك(هب ار تسردان حلاطصا نيا

باتك نادرگرب اب زاغآ رد ىمزراوخ مان
تروص(ـهب و تفر ـاپورا هب ـدنـهلا باـسح
.ـدمآرد »سوـميتروـگلا« نآ ى(هدش ـنيتلا

تسـخن ،ىبرغ ىاپورا ىمامت رد جيردت(هب
،متيرـوگلا اهـدعب و سومـيتروگلآ ناـونع
ـنـيـمه ىـنـعي ،ىـدـنه سيـوندـدع شور
ىلو .تفاي جاور ،ام ىزورما ىسيونددع
ره هب ،متيروگلا ىنعي ،ناونع نيا ،رورم هب
؛دش هداد (هـبساحم زا ىا(ـهلاـبند اب هاـگتسد
ىاهددع برض شور ـمتيروگلا نـوچ(مه
ار ـىمقر ـدنچ دـدع برض ـهك ىـمقردـنچ

،ـدهد(ـىم ـحــيضـوت ـىنـوـتس ترـوص(ـهب
ندـرك اـدــيپ ىاـرب سـدـيــلقا ـمـتيرــوـگلا
ـــــنيـــــرت(گرـــــزب
،اهدـدع باي(ـشخب
ــلح ــمـــتيرــوــگلا

ى(ـهجرد ى(ـهلدــاـعم
.نآ ريغ و ،مود

هجوت هتكن نيا هب
ىطبر چيه متيراـگل ى(هژاو هك ميشاب هتشاد
ىمزراوخ مان اب هجيتن رد و متيروگلا ى(هژاو اب
.درادن

به جز اين، نامى كه خوارزمى بر اين
كتاب جبر گذاشـت، امـروز در هـمـه(ى
زبان(هاى جهان باقى(مانده است: در زبان

، در زبان انگليسى  ALgeber فرانسوى

اه(نآ ىعامتجا ـ ىسايس ىاه(توافت عون رد و
ماـظن ،نيمزرس ود ره رد .درك وجو(تسج

رد ىـتلود ىراد(هدرب .دـوب مكـاح ىراد(هدرب
.نانوي رد ىصخش ىراد(هدرب و لباب

ـلماش ىدح ـات نانوي ـىساركومد مـاظن
اهدازآ .ـدش(ىم (هدرب نـابحـاص ىنـعي اهدازآ

دـوخ ى(ـهـتـسيـاش ار ـىـلـمع رـاك ـهنـوگـره
اه(هدـرب ى(هدـهع هب ار ـاه(نآ و دـنتـسناد(ىـمن
رـكفت ى(هوـيش رد رما نـيمه .ـدنتشاـذگ(ىم
ار ىشناد ره اه(نآ .تشاذگ رثا اهدازآ ىملع
هب ـتسپ ىشناد ،ـتشاد ىلمع دـربدراك هك

نوچ و دندرك(ىم ريقحت و دندروآ(ىم باسح
ىدربراك هسـدنه هك دـوب نيا رب اه(نآ رـوصت

مامت و دندرمش(ىم زيزع ار نآ ،درادن ىلمع
فورصم نآ ىاهزار [شك رد ار دوخ تمه
روط(ـهب و باسح هك دوب ـنينچ .دـنتشاد(ىم
باسح لماكت هار زا عقاو رد هك ربج ىعيبط
ىاه(ـهبـنج رطـاخ هب ،ـديسر نآ ـهب ناوت(ـىم
اهدازآ ـتياـنع دروم نآ ىدربدرـاك و ىـلمع
:ـدـنتشاد ىـرت(مـهم ىـاهراك ـاهدازآ .دوـبن

.ناهج نامتخاس و تعـيبط ىاهزار [شك
ىنـانـوي دـنمـشناد ره ،ـتـبساـنم نـيمه ـهب
ىـاهزار ىيـاشگ(هـرگ ىارب و دـوب فوـسلـيف
ىلمع و تسپ ىاهراك .ديشوك ناهج ىناهنپ
رابتعا رد اهراك نيا .دنداد(ىم ماجنا اه(هدرب ار
سوتيناپوا نوچ(مه ىناسك رگا .دوبن اهدازآ
رد ـهن ،دنديشيدنا(ىم ىسدنهم ىاه(هنيمز رد
هجوت دروم ناشدوخ زا سپ هن و نامز نامه
.دش(ـىمن لـابند نـاشيـاه(هـشيدنا و ـدندوـبن
،نـيتسخن تراهم اب دوب هتـسناوت سوتيناپوا
سـوماس ىـاه(هـوك زا ىـكي رد ار ىرـيگ(بآ

لـوط هب ار ىريسم  هوك لد رد و دنك خاروس
.دروآ دوجو(هب بآ روبع ىارب رتموليك كي

نوچ(مه ـىگرزب نادـنمشناد ديـابن هـتبلا
ىلمع ىاه(هنيمز ى(همه رد هك ار سديمشرا
وطسرا اي ،درك(ىم راك كيناكم ات باسح زا

ى(هـمه ىروآ(ـعمج رد ـقفوم ـىشلات ـهك ار
دوخ نامز ىـقطنمرـيغ و ىقطـنم ىاه(شناد
؛دروآ راـمش هب ـاهانـثتسا ى(ـهلـمج زا ،درك
ـرب ىنادنچ ـرثا  اه(نآ شزرارپ راك ـهك هژيو(هب
.تشادن اه(نآ نامز شناد تكرح ىلك دنور

�

ALgebra.و در زبان روسى الگبر 
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و ربج باتك اهنت ىمزراوخ ىاه(باتك زا
مجويدخ نيسح داي(هدنز تمه اب وا ى(هلباقم
سديمشرا رگا .تسا هدش همجرت ىسراف هب

اعدا ناوت(ىم ،ميراذگب رانك ار رگيد نت دنچ و
ىيافوكش نارود رد ىنانوي تايضاير هك درك

اي »رـبج« شيادـيپ تهج رد ـتسناوـتن دوخ
،ىـدج ىمـاگ »بـاسح« نآ زا ـرتـمك ىـتح

هسدنه ى(هنيمز رد ناناد(ىضاير رتشيب .درادرب
نورد ات دنتسناوت هار نيا رد و دندرك(ىم شلات

اهدص هك(نآ اب ىلو ،دننك ذوفن ىلاع ى(هسدنه
نادنمشناد ،ىنانوي ناد(ىضاير زا شيپ لاس
ـهب )نيرهنلا(ـنيب( دور ود نايم ىاه(ـنيمزرس
ىا(هبسـاحم تايضاير زا ىيلااب ىـاه(هلحرم
زا دـنتسناـوت ىتح ـاه(ىنانـوي ،دندوب هـديسر
رتراوشد و گرـزب ىاهددع نتشـون ى(هدهع
ىگدـاس هب ،ـاهددع ـنيا ىور لـمع ،نآ زا
.دنيآرب

ىرـاي ـهب ار اهدـدع ،نـانوي رد ـعقاو رد
)هناشن تـفه و تسيب اب و( اـبفلا ىاه(فرح
لـكش اه(نآ ىـسيونددع زوـنه و دنتشـون(ىم
ـىـعضوم ـىسيـونددع ،ـتشادن ـىعضـوم
ود نايم رد رفص ىارب ىدامن لـوبق اب هارمه
ىـاه(هـدس رد ـاهـدـعب و ـتشاد دـوجو دور
.دش اديپ دنه رد هرابود ىدلايم تسخن

،)ــرـــهــنلاءاروــام( دور ود نــاــيم رد
لكش زا اه(ىملايع نيب رت(ىتامدقم تروص(هب
رد و ـدندرك(ىم هداـفتسا ددع ندوب ـىعضوم

زا اه(ـتلاح رتـشيب
هداـفتسا ٦° ىاـنبم
ميـسقت .دندرك(ىم
٣٦° هب هرياد طيحم
ــســـپس و ــهجرد
تصش ىاه(شخب

ساسارب نامز ىدـنب((ميسقت زـين و نآ ىتصش
ىاهرـاك ى(هدمع و ـهينـاث ،هـقيقد ،ـتعاس
لوبق ساساـرب دور ود نايم نكـاس ىاه(موق

.دوب ىتصش (تصش ىسيونددع
ىنانـوي و ىلباب نادنمشناد ـهك ار ىتوافت

رد دياب ،دنتشاد تايضاير اب دروخرب عون رد
نيمزرس ود نيا داصتقا ـ ىعـامتجا ىاهزاين

 تنها كافى نيست انديـشـه اى خـوب❖
داشته باشيم، اصل مطلب اين است

كه آن را خوب به كار ببريم.
«رنه دكارت»



سطهمتو

٦ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

 هر تساوى مثلثاتى، بين يك يا چند نسبت مثلثاتى كـهتعري`:
به ازاى جميع مقادير متغير يا متغيـرهـاى تـعـريـ[(شـده در آن،
همواره برقرار باشد، يك اتحاد مثلثاتى ناميده مى(شـود. بـراى

مـثـال، تــســاوى 
  
sin4 x + cos4 x + 1

2
sin2 2x =1  (I)يــك 

، هر زاويه(اى را قرار دهيم،xاتحاد مثلثاتى است. اگر به جاى 
تساوى فوق برقرار است.

 به سـه روش صـورتًاثبات يك اتحاد مثـلـثـاتـى مـعـمـولا
مى(گيرد:

 يك طرف اتحاد مثلثاتى را كه عبارت مفصل(تـرىروش اول:
است، با استفاده از فرمول(هاى مثلـثـاتـى و رابـطـه(هـاى ديـگـر
مثلثاتى، آن(قدر ساده(تر مى(كنيم و تغيير مى(دهيم تا به طرف ديگر

برسيم.

tan درستى اتحـاد .١     مثال A − tan B
cot B − cot A

= tan A
cot B

 را ثابت
كنيد.

عبارت سمت چپ اين اتحاد را ساده مى(كنيم تا به عبارتحل: 
سمت راست برسيم.

  

tan A − tan B
cot B − cot A

= tan A − tan B
1

tan B
− 1

tan A

=

tan A − tan B
1

tan A − tan B
tan A. tan B

عبارت سمت چپ=

  
= tan A. tan B = tan A × 1

cot B
عبارت سمت چپ

=برابر عبارت سمت راست                       tan A
cot B

 � � �

 احمد قندهارى�

اتحادهاى
 مثلثاتى

اتحادهاى
 مثلثاتى

� � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٧
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		

 فرض مى(كنيم تساوى اتحاد درسـت بـاشـد. دوروش دوم:
طرف تساوى را به كمك فرمول(ها و روابط مثلثاتى به صورت

ساده(تر مى(نويسيم تا به دو عبارت برابر برسيم.

 درستى اتحاد .٢مثال
  

sin3 a + cos3 a
sin a + cosa

= 2− sin2a
2

 را

ثابت كنيد.

 فرض مى(كنيم تساوى اين اتحاد درست باشد. براى حلحل:
به روش دوم، طرفين وسطين مى(كنيم:

  ⇒ 2(sin3 a + cos3 a) = (sin a + cosa)(2− sin2a)

عبارت سمت چپ را با استفاده از اتحاد زير بسط مى(دهيم:
   x

3 + y3 = (x + y)(x2 + y2 − xy)

    
⇒ 2(sin a + cosa)(sin2 a + cos2 a

1
1 244 344 − sin a cosa)

  = (sin a + cosa)(2− sin2a)

  
⇒ 2(sin a + cosa)(1− 1

2
sin2a) = (sin a + cosa)(2− sin2a)

  ⇒ (sin a + cosa)(2− sin2a) = (sin a + cosa)(2− sin2a)

� � �

 با نوشتن روابطى و با استفاده از فرمول(ها و روابطروش سوم:
مثلثاتى، صورت اصلى اتحاد را مى(سازيم (اين روش در واقع

برگشت(پذيرى روش دوم است).

 درستى اتحاد .٣مثال
  

sin x
1− cos x

+ 1+ cos x
sin x

= 2sin x
1− cos x

را ثابت كنيد.

 به ترتيب زير عمل مى(كنيم:حل:
2sin x = 2sin x

−1)  دو طرف تساوى را بر  cos x)  تقسيم مى(كنيم:0≠

  
⇒ 2sin x

1− cos x
= 2sin x

1− cos x

sinعبارت سمت چپ را در  x
sin x

 ضرب مى(كنيم:

  
⇒ 2sin2 x

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

تفكيك مى(كنيم:

  
⇒ sin2 x + sin2 x

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  
⇒ sin2 x + (1− cos2 x)

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  
⇒ sin2 x

sin x(1− cos x)
+ (1− cos x)(1+ cos x)

sin x(1− cos x)
= 2sin x

1− cos x

  

sin x ≠0

(1− cos x) ≠0




  
⇒ sin x

1− cos x
+ 1+ cos x

sin x
= 2sin x

1− cos x

� � �

 اين روش معمول نيست، ولى در اتحادهاى مثلثاتىتوجه:
مسائلى داريم كه با اين روش، راحت(تر حل مى(شوند.

مسائل
 صحت اتحاد زير را ثابت.١

كنيد.
   (1− cos2α)(1+ tan2α) = tan2α

  به روش اول حل مى(كنيم:حل:

  
(1− cos2α)(1+ tan2α) = (sin2α)(1+ sin2α

cos2α
عبارت سمت چپ=(

  
(sin2α)(

cos2α + sin2α)

cos2α
) = sin2α(

1
cos2α

عبارت سمت چپ=(

                                                             
  
= sin2α

cos2α
= tan2α

� � �

 صـحـت اتـحـاد .٢
  
(cotα −1)2 + (cotα +1)2 = 2

sin2α
 را

ثابت كنيد.
  به روش اول حل مى(كنيم:حل:

  = cot2α +1−2cotα + cot2α +1+2cotαعبارت سمت چپ

  
= 2cot2α +2 = 2(cot2α +1) = 2(

cos2α
sin2α

عبارت سمت چپ(1+

                                                   
  
= 2(

cos2α + sin2α
sin2α

)

  
= 2(

1
sin2α

) = 2
sin2α

عبارت سمت چپ
� � �

   � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �
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 صـحـت اتـحــاد .٣
  

1−2cos2α
sinα. cosα

= tanα − cotαرا ثـابــت 
كنيد.

 به روش اول حل مى(كنيم:حل:  

    
= sin2α + cos2α

16 744 844
−2cos2α

sinα. cosα
= sin2− cos2α

sinα. cosα
عبارت سمت چپ

كسر را تفكيك مى(كنيم:

  
= sin2α

sinα. cosα
− cos2α

sinα. cosα
= sinα

cosα
− cosα

sinα
عبارت سمت چپ

                                                         = tanα − cotα

� � �

 درستى اتحاد .٤
  

1− tan2(45˚−α)
1+ tan(45˚−α)

= sin2α.را ثابت كنيد 

α−˚45   حل:  = x.فرض مى(شود 

  

= 1− tan2 x

1+ tan2 x
=

1− sin2 x

cos2 x

1+ sin2 x

cos2 x

=

cos2 x − sin2 x

cos2 x
cos2 x + sin2 x

cos2 x

عبارت سمت چپ

                  
  

=

cos2x

cos2 x
1

cos2 x

)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))

  
= cos2x = cos(90˚−2α) = cos(

π
2
−2α)عبارت سمت چپ

  = sin2α)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))
� � �

 درستى اتحاد .٥
  
sin15˚+ tan 30˚cos15˚= 6

3
 را ثابت كنيد.

حل:

  
= sin15˚+ sin 30˚

cos 30˚
.cos15˚عبارت سمت چپ

  
= sin15˚cos 30˚+ cos15˚sin 30˚

cos 30˚
عبارت سمت چپ

                                   
  
= sin(15˚+30˚)

cos 30˚
= sin 45˚

cos 30˚

  

=

2
2
3

2

= 2

3
= 2

3
× 3

3
= 6

3
عبارت سمت چپ

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٦
  cos(α + β).cos(α − β) = cos2α − sin2β

حل:

  

= (cosα cosβ − sinα sinβ)(cosα cosβ + sinα sinβ)
1 2444444444 عبارت سمت چپ3444444444

                                                    
اتحاد مزدوج

  = cos2α cos2β − sin2α.sin2βعبارت سمت چپ

  = cos2α(1− sin2β) − (1− cos2α)sin2β

  = cos2α − cos2α sin2β − sin2β + cos2α.sin2β

  = cos2α − sin2β

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٧

  
sin200˚.sin 310˚+ cos 340˚.cos50˚= 3

2

حل:
  sin200˚= sin(180˚+20˚) = sin(π +20˚) = − sin20˚

  sin 310˚= sin(360˚−50˚) = sin(2π − 50˚) = − sin 50˚

  cos 340˚= cos(360˚−20˚) = cos(2π −20˚) = cos20˚

  = (− sin20˚)(− sin 50˚) + cos20˚cos50˚عبارت سمت چپ
                      = cos20˚cos50˚+ sin20˚sin 50˚

                    
  
= cos(50˚−20˚) = cos 30˚= 3

2

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٨
  cosα + cos(120˚+α) + cos(240˚+α) =0

حل:
  = cosα + cos(180˚−60˚+α) + cos(180˚+60˚+α)عبارت سمت چپ

  = cosα + cos π + (α − 60˚)( ) + cos π + (α + 60˚)( عبارت سمت چپ(

  = cosα − cos(α − 60˚) − cos(α + عبارت سمت چپ(˚60

  = cosα − (cosα cos60˚+ sinα sin 60˚) عبارت سمت چپ−
                                (cosα cos60˚− sinα sin 60˚)

  = cosα − cosα cos60˚− sinα sin عبارت سمت چپ−˚60
                                    cosα cos60˚+ sinα sin 60˚

  
= cosα −2cosα. cos60˚= cosα −2cosα(

1
2

عبارت سمت چپ(

                                                                  = cosα − cosα =0

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..٩

  
sin4 α + cos4 α =1− 1

2
sin2 2α

a   داريم:                              حل:
4 + b4 = (a2 + b2)2 −2a2b2

� � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �
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  = sin4 α + cos4 α = (sin2α + cos2α)2 عبارت سمت چپ−
                                                          2sin2α. cos2α

  = (1)2 −2sin2α. cos2α =1−2(sinα. cosα)2عبارت سمت چپ

  
=1−2(

1
2

sin2α)2

  
=1−2(

1
4

sin2 2α) =1− 1
2

sin2 2αعبارت سمت چپ

sin4      به خاطر بسپاريد:  α + cos4 α =1− 1
2

sin2 2α

� � �

 صحت اتحاد زير را ثابت كنيد..١٠

  
sin6 α + cos6 α =1− 3

4
sin2 2α

حل:
توجه داريم:

  

a6 + b6 = (a2 + b2)(a4 + b4 − a2b2)

a4 + b4 = (a2 + b2)2 −2a2b2







و           
  
⇒ a6 + b6 = (a2 + b2) (a2 + b2)2 − 3a2b2[ ]

  = sin6 α + cos6 α = (sin2α + cos2α) عبارت سمت چپ×

  
(sin2α + cos2α)2 − 3sin2α cos2α[ ]

  
=11− 3(sinα cosα)2[ ] =1− 3(

1
2

sin2α)2 =1− 3
4

sin2 2α

       به(خاطر بسپاريد: 
  
sin6 α + cos6 α =1− 3

4
sin2 2α

� � �

 درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١١
sinθ
1

sinθ
−1
+ sinθ

1
sinθ

+1
= 2 tan2 θ

حل:

  

= sinθ
1− sinθ

sinθ

+ sinθ
1+ sinθ

sinθ

= sin2 θ
1− sinθ

+ sin2 θ
1+ sinθ

عبارت سمت چپ

              
  
= sin2 θ(1+ sinθ) + sin2 θ(1− sinθ)

(1− sinθ)(1+ sinθ)

                   
  
= sin2 θ + sin3 θ + sin2 θ − sin3 θ

1− sin2 θ

                      
  
= 2sin2 θ

1− sin2 θ
= 2sin2 θ

cos2 θ
= 2 tan2 θ

� � �

 درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١٢

  

1
cos4 α

−1− tan4 α = 2 tan2α

حل:

  
= (

1
cos2α

)2 −1− tan4 α = (1+ tan2α)2 −1− tan4 αعبارت سمت چپ

  =1+ tan4 α +2 tan2α −1− tan4 α = 2 tan2αعبارت سمت چپ
� � �

  درستى اتحاد زير را ثابت كنيد..١٣

  

1

cos4 α + cos2α sin2α + sin2α + tan2α
= cos2α

حل:

    

= 1
cos2α(cos2α + sin2α

1
1 244 344 ) + sin2α + tan2α

عبارت سمت چپ

                                    
    

= 1
cos2α + sin2α

1
1 244 344 + tan2α

  

= 1

1+ tan2α
= 1

1+ sin2α
cos2α

= 1

cos2α + sin2α
cos2α

= cos2α

   � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �

   گزينه اى الات چهارسؤ

>0  اگر  .١ x < π باشد، آن(گاه به ازاى چه مقاديرى از m معادله(ى ،
  
2 tan

x
2
= 4−m2جواب دارد؟ 

١ (  m > m   يا 2 < −2٢ (  −2 < m < 2٣ (  −4 < m < 4٤ (  m > m   يا 4 < −4

−1 حاصل .٢ tan15˚
1+ tan15˚

+ 1+ tan15˚
1− tan15˚

 برابر است با:

١ (
  

2 3
3

٢ (
  

3 3
3

٣ (
  

4 3
3

٤ (
  

5 3
3
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+˚tan21   حاصل .٣ tan 39˚+ 3 tan20˚tan  برابر است با:˚60
١ (  3١٣) ٢ (

  

3
3

١) ٤-
 حاصل .٤

  

1
sin10˚

− 3
sin 80˚

 برابر است با:
٣-٤) ٤٢) ١ (

  
− 1

4
٤ (

  

1
4

cos2  حاصل  .٥ 70˚− cos2  برابر است با:˚20
١ (  sin 40˚٢ (  − sin 50˚٣ (  − sin 80˚٤ (  − sin 70˚

 حاصل .٦
  
sin4 π

12
+ cos4 π

12
 برابر است با:

١ (
  

7
8

٢ (
  
− 7

8
٣ (

  

3
4

٤ (
  

5
8

 حاصل .٧
  
sin6 π

12
+ cos6 π

12
 برابر است با:

١ (
  

11
16

٢ (
  

12
16

٣ (
  

13
16

٤ (
  

14
16

 اگر .٨
  

π
2
< x < π باشد، آن(گاه حاصل 

  

1− cos2x
1+ cos2x

 برابر است با:
١ (tanx٢ (cotx٣ (-tanx٤ (-cotx

 حاصل عبارت .٩
  
sin15˚+ 3

3
cos15˚:برابر است با 

١ (  6٢ (
  

6
2

٣ (
  

6
3

٤ (
  

6
4

 حاصل كسر .١٠
  

8 cos
x
2

. cos
x
4

cos x

sin2x
 برابر كدام گزينه است؟

١ (
  

1

sin
x
2

٢ (
1

cos
x
2

٣ (
  

1

sin
x
4

٤ (
  

1

cos
x
4 cos2(x حاصل .١١ − π

4
) − cos2(x + π

4
 برابر است با:(

١ (  cos2x  ٢ (  sin2x٣ (  − sin2x ٤ (  − cos2x

 حاصل .١٢
  
cos

π
5

. cos
3π
5

 برابر است با:
١ (

  

1
4

٢ (
  
− 1

4
٣ (

  

1
2

٤ (
  
− 1

2
x2   ريشه(هاى معادله(ى cotβ و cotα اگر .١٣ −2x −2 tan(α باشند، آن(گاه 0= + β):برابر است با 

١ (
  
− 3

2
٢ (

  
− 2

3
٣ (

  

2
3

٤ (
  

3
2

 حاصل كسر .١٤
  

2sinα − sin2α
2sinα + sin2α

α) برابر است با:  ≠ kπ)

١ (
  
sin2 α

2
٢ (cos2 α

2
٣ (

  
tan2 α

2
٤ (

  
cot2 α

2
cos2   حاصل .١٥ 70˚− cos2  برابر است با:˚20

١ (  cos40˚٢ (  − cos40˚٣ (  − cos70˚٤ (  − sin 70˚

گزينه اىالات چهار                   حل سؤ

:                      ٢ گزينه�ى.١
  
0< x < π ⇒0< x

2
< π

2
⇒ tan

x
2
>0

  

tan
x
2
= 4−m2

2
⇒ 4−m2

2
>0⇒ 4−m2 >0⇒ m2 < 4

⇒ −2 < m < 2

:٣ گزينه�ى .٢

    

A = 1− tan15o

1+ tan15o +
1+ tan15o

1− tan15o

= tan 45o − tan15o

1+ tan 45o tan15o +
tan 45o + tan15o

1− tan 45o tan15o

    

= tan(45o −15o ) + tan(45o +15o ) = tan 30o + tan 60o

= 3
3
+ 3 = 4 3

3

� � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � �
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21o       :١ گزينه�ى .٣ + 39o = 60o ⇒ tan 60o = tan(21o + 39o )

    
⇒ 3 = tan21o + tan 39o

1− tan21o tan 39o

    ⇒ tan21o + tan 39o = 3 − 3 tan21o tan 39o

    ⇒ tan21o + tan 39o + 3 tan21o tan 39o = 3

:١ گزينه�ى .٤
    
sin 80o = sin(90o −10) = sin(

π
2
−10o ) = cos10o

    

1
sin10o −

3
cos10o =

cos10o − 3 sin10o

sin10o cos10o

= cos10o − tan 60o sin10o

1
2

sin20o

    

=
cos10o − sin 60o

cos60o sin10o

1
2

sin20o

=

cos60o cos10o − sin10o sin 60o

cos60o

1
2

sin20o
=

cos(60o +10o )

cos60o

1
2

sin20o

    

= cos70o

1
2

sin20cos60o
= cos(90o −20o )

1
2

sin20o (
1
2

)
=

cos(
π
2
−20o )

1
4

sin20o

= sin20o

1
4

sin20o
= 4

:٢گزينه�ى .٥

    
cos2 70o − cos2 20o = cos2(

π
2
−20o ) − cos2 20o

                                 = sin2 20o − cos2 20o

    
  
= −(cos2 20˚− sin2 20˚) = −(cos40˚)

                  = − sin 50˚= − cos(
π
2
− 50˚)

 درس همين مقاله داشتيم:٩: در مسئله(ى ١ گزينه�ى .٦

  
sin4 α + cos4 α =1− 1

2
sin2 2α

  
⇒ sin4 π

12
+ cos4 π

12
=1− 1

2
sin2 π

6
=1− 1

2
(
1
2

)2 =1− 1
8
= 7

8
 درس همين مقاله داشتيم:١٠: در مسئله(ى ٣ گزينه�ى .٧

  
sin6 α + cos6 α =1− 3

4
sin2 2α

  
⇒ sin6 π

12
+ cos6 π

12
=1− 3

4
sin2 π

6
=1− 3

4
(
1
2

)2

                                      
  
=1− 3

16
= 13

16

:   ٣ گزينه�ى .٨
  

1− cos2x
1+ cos2x

= 2sin2 x

2cos2 x
= tan2 x = tan x

  

π
2
< x < π ⇒ tan x <0⇒ tan x = − tan x

:٣ گزينه�ى .٩
  
sin15˚+ 3

3
cos15˚= sin15˚+ tan 30˚.cos15˚

  
= sin15˚+ sin 30˚

cos 30˚
.cos15˚

  
= sin15˚cos 30˚+ cos15˚sin 30˚

cos 30˚
= sin(30˚+15˚)

cos 30˚
= sin 45˚

cos 30˚

  

=

2
2
3

2

= 2

3
= 2

3
× 3

3
= 6

3

:٣ گزينه�ى .١٠
  

8 cos
x
2

cos
x
4

. cos x

2(sin x)cos x
=

8 cos
x
2

cos
x
4

cos x

2(2(sin
x
2

) cos
x
2

) cos x

  

=
8 cos

x
2

cos
x
4

cos x

8sin
x
4

. cos
x
4

cos
x
2

. cos x
= 1

sin
x
4

داريم: ؛ ٢ گزينه�ى .١١
  
cos2 x = 1+ cos2x

2
 پس:،

  
cos2(x − π

4
) − cos2(x + π

4
) =

1+ cos(2x − π
2

)

2
−

1+ cos(2x + π
2

)

2

  
=

1+ cos(
π
2
−2x)

2
−

1+ cos(
π
2
+2x)

2

  
= 1+ sin2x

2
− 1− sin2x

2
= 1+ sin2x −1+ sin2x

2

  
= 2sin2x

2
= sin2x

:٢ گزينه�ى .١٢

  
cos

π
5

. cos
3π
5
= cos

π
5

cos(π − 2π
5

) = − cos
π
5

cos
2π
5

  

− cos
π
5

. cos
2π
5
×

4sin
π
5

4sin
π
5

=
−2(2sin

π
5

cos
π
5

).cos
2π
5

4sin
π
5

  

=
−2(sin

2π
5

. cos
2π
5

)

4sin
π
5

=
− sin

4π
5

4sin
π
5

=
− sin(π − π

5
)

4sin
π
5

  

=
− sin

π
5

4sin
π
5

= −1
4

:٢گزينه�ى .١٣
  
cotα. cotβ = c

a
=  و 2−

  
cotα + cotβ = − b

a
= 2

  

tan(α + β) = tan a + tanβ
1− tanα tanβ

=

1
cotα

+ 1
cotβ

1− 1
cotα. cotβ

=

cotα + cotβ
cotα. cotβ

1− 1
cotα. cotβ

  

=

2
−2

1− 1
−2

= −1

1+ 1
2

= −1
3
2

= − 2
3

:٣گزينه�ى .١٤

  

2sinα −2sinα cosα
2sinα +2sinα cosα

= 2sinα(1− cosα)
2sinα(1+ cosα)

= 1− cosα
1+ cosα

  

=
2sin2 α

2

2cos2 α
2

= tan2 α
2

:٢ گزينه�ى .١٥
  
cos2 70˚− cos2 20˚= cos2(

π
2
−20˚) − cos2 20˚

  = sin2 20˚− cos2 20˚= −(cos2 20˚− sin2 20˚) = − cos40˚

�

   � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � � � �
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٢
١نوشته ى تونى كريلى �

روپ ىساي اضرملاغ ى همجرت�

ه:اشار
دسـتـگـاه شـمـار، روشـى بـراى سـر و كـار داشـتـن بـا مـفـهـوم «چـنـد�تـا»سـت. در دوره�هـاى مـتـفـاوت،
فرهنگ�هاى متفاوت، در�اين�باره روش�هاى گوناگونى پذيرفـتـه�انـد كـه از شـمـارش اولـيـه�ى «يـك، دو،

 مكانى، كه امروزه به كارش مى�بريم، تنوع داشته�اند.ِسه، خيلى» تا نمادنويسى بس پيچيده�ى دهدهى

 سال پيـش٤٠٠٠، كه حدود ٣ و «بابلـى»٢اقوام «سومرى»
در سوريه، اردن و عراق كنونى ساكن بودند، در كارهاى عملى
 ـارزشى استفاده مى(كردند. روزانه(ى خود، از دستگاهى مكان(
اين دستگاه را به اين علت مكان(ـ ارزشى مـى(نـامـيـم كـه در آن
مى(توان «عدد» را با استفاده از موقعيت يك نماد بيان كرد. آن(ها

 را به(عنوان واحد مبنا به كار مى(بردند؛ يعنى آن(چه كه امروزه٦٠
 مى(ناميم. عددى كه هنوز آثارى از آن در٦٠دستگاه در مبناى 

 دقيقه در٦٠ ثانيه در دقيقه، و ٦٠زندگى ما موجود است: 
ساعت. حتى زمانى كه بـه انـدازه(گـيـرى زوايـا
مى(پردازيم، هنوز زاويه(ى كامل را، على(رغـم

 گراد٤٠٠كوشش(هاى سيستم متريك كه آن را 
١٠٠مى(نامد، (و بنابراين هر زاويه(ى قائمه برابر 

 درجه در نظر مى(گيريم.٣٦٠گراد است) 
درحالى كه نياكان باستانى(مان، در مرحله(ى
اول اعداد را براى انجام دادن كارهـاى عـمـلـى
مـى(خـواسـتـنـد. اسـنـادى در دسـت اسـت كـه
فـرهـنـگ(هـاى اولـيـه(ى مـزبـور، تـوسـط خـود
رياضيات نيز وسوسه مى(شدند، و با رخصـت
يافتن از كارهاى عملى، به كنـد(و(كـاو در آن(هـا
مى(پرداختند. اين كند(و(كاوها، به پيدايش آن(چه
مى(توان «جبر»ش ناميد و نيز «خواص اشكـال

هندسى» انجاميد.
دسـتـگـاه مـصـرى، از قـرن
سيزدهم قبل از ميلاد، از

 با دستگاهى از١٠مبناى 
٤عـلائـم «هـيـروگـلــيــفــى»

استفـاده مـى(كـرد. مـصـرى(هـا
به(ويژه دستگاهى را توسعـه دادنـد
كـه بـه كـسـرهـا مـى(پـرداخــت. امــا
نمادنـويـسـى دهـدهـى مـكـان(ـ ارزشـى

شمارهاىدستگاه 
شمارهاىدستگاه 
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به(كار بردن اعداد رومى آسان نيسـت. بـه(عـنـوان نـمـونـه،
 تـنـهـا زمـانــى روشــن مــى(شــودMMMCDXLIIIIمـفـهــوم 

كه به(طور ذهنى، پرانتزهاى لازم را درباره(ى آن به(كـار بـريـم،
 بـــه(صـــورت(IIII)(XL)(CD)(MMM)در ايـــن صـــورت 

 خوانده مى(شود. اكنون سعى در جمـع3000+400+40+4  
MMMCDXLIIIIزير بـه(عـمـل مـى(آوريـم  +CCCXCIIII.

رومى ماهر در اين هنر، از راه(هاى ميـان(بـر و كـلـك اسـتـفـاده
مى(كند، اما براى ما يافتن پاسخ صحيح، بى(آن(كه ابتدا آن را در
دستگاه دهدهى محاسبه، و سپس نتيجه را به نماد رومى تبديل

كنيم، مشكل است:

   جمع                                                                                
MMMCDXLIIII→٣٤٤٤

CCCXCIIII→٣٩٤+    
MMMDCCCXXXVIII→٣٨٣٨= 

ضرب دو عدد در دستگاه مبنايى، بسى مشكل(تر است، و
امكان دارد، حتى براى رومى(ها نيز غيرممكن باشد! براى ضرب

 به ملحقات قرون وسطى نياز داريم.٣٤٤٤×٣٩٤

ضرب                                                                                 
MMMCDXLIIII→٣٤٤٤

CCCXCIIII→     ٣٩٤×       
MCCCLVMCMXXXVI→٩٣٦٫٣٥٦٫١=)

رومى(ها، نماد خاصى براى صفـر نـداشـتـنـد. اگـر از يـك
شهروند گياه(خوار رومى مى(پرسيدنـد امـروز چـنـد بـطـرى آب

. اما در صورتى كهIIIمصرف كرده است، ممكن بود بنويسـد 
مى(پرسيدند چند جوجه خورده است، نمى(توانست بنـويـسـد:

. آثارى از دستگاه رومى در صفحات مقدمه(ى بعضى كتاب(ها°
(گرچه نه در اين يكى) موجود است، نيز بر سنگ(هاى پـايـه(ى

ساخـتـمـان(هـا. پـاره(اى
سـاخـتـارهـا، از قـبــيــل

MCM ١٩°° بــــــراى،
هرگـز تـوسـط رومـى(هـا
به(كار نرفـتـه(انـد، امـا بـه
دليل پـيـروى از مـد، در
دوران جـديـد مـعــرفــى
شده(انـد. رومـى(هـا ايـن
عـــدد را بــــه(صــــورت

امروزه(ى ما از بابلى(ها به دستمان رسـيـده، و بـعـدهـا تـوسـط
هندوها پالوده شده است. سودمندى دستگاه مورد بحث، در
اين است كه مى(تواند براى بيان اعداد بسيار كوچـك و بـسـيـار
بزرگ به(كار رود. و محاسبات(مان با استفاده از ارقام هـنـدى(ـ

، مى(تواند با «سهولت٩(، ٨(، ٧(، ٦(، ٥(، ٤(، ٣(، ٢(، ١عربى 
نسبى» انجام گيرد. براى ملاحظه(ى اين مطلب، به «دسـتـگـاه

 نگاهى مى(افكنيم. اين دستگاه گرچه نيازهاى آن(ها را٥رومى»
برآورده مى(كرد، اما تنها متخصصان دستگاه بودند كه از عهده(ى

انجام محاسبه با آن بر(مى(آمدند.

مىدستگاه رو
نـمـادهـاى مـبـنـايـى بـه(كـار رفـتـه در دسـتـگـاه

) نيمه(هـاى آن(هـاI, X, C و Mرومى(ها، «ده(هـا» (
)D و V, Lبودند. اين نمادها براى ساختن بقيه(ى (

اعداد با هم تركيب مى(شوند. اين(گونه مطرح شده كه كـاربـرد
I ،II ،III و IIII ،از ظاهر انگشتانمان استخراج شده(انـد Vرا 

از شكل دست حاصل مى(كنيم، و با واژگون كردن آن، و به(هم
، دو دست يا ده انگشتXوصل كردن آن دو به هم براى ساختن 

»، كلماتmille از «M» و centum از «Cرا به دست مى(آوريم. 
 را نيـزSلاتينى، به(ترتيب، صد و هزار، آمده است. رومى(ها 

١٢براى «نيمه» به(كار مى(بردند، و دستگاه كسرهايى بر مبناى 
داشتند.

دستگاه رومى از روش «پيش و بعد» در تهيه(ى نمادهاى مورد
نياز استفاده مى(كرد، اما به(نظر مى(رسد كه اين(كار به(طور يك(سان
پذيرفته نشده بود. رومى(هاى باستان، تنها مدت(ها بعد از آن(كه

 مطرح شد، ترجيح دادند كه چنين بنويسند. بهIV با IIIIنوشتن 
 نيز به(كار رفته باشد، اما يك رومى،IXنظر مى(رسد كه تركيب 

در صــورتــى(كـــه
»SIXنــوشـــتـــه «

مـــــى(شـــــد از آن
مـــعـــنـــى 

  
8

1
2

 را
در(مـى(يـافــت! در
ايـــن(جـــا اعـــداد
مبـنـايـى دسـتـگـاه
رومـى را هــمــراه
 بـا اضــافــاتــى از
دوران وســـطــــى

آورده(ايم:

Sنيمه 

Iيك 

Vپنج V    پنج(هزار 

Xده Xده(هزار 

Lپنجاه Lپنجاه هزار 

Cصد Cصد هزار 

Dپانصد Dپانصد هزار 

Mهزار Mيك ميليون 

دستگاه عددى رومى ها
و ملحقات قرون وسطى امپراطورى

(XIIII)ساعت منسوب به  لويى چهاردهم 
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MDCCCC .پادشاه فرانسـه كـهلويى چهاردهم مى(نوشتـنـد ،
 شناخته مى(شود، ترجيح مـى(دادXIVامروزه به(صورت لويـى 

 شناخته شود. او فرمان داد ساعتش،XIIIIكه به(صورت لويى 
 نمايش دهد.IIII را به(صورت ٤ساعت 

اعداد تمام دهدهى
ما به(طور طبيعى «عددها» را با اعداد دهـدهـى
مى(شناسـيـم. دسـتـگـاه دهـدهـى، بـا اسـتـفـاده از

( و٨(، ٧(، ٦(، ٥(، ٤(، ٣(، ٢(، ١(، °شمـاره(هـاى 
 مبتنى بر «ده(ها»ً، بر مبناى ده بنا شده است. اين دستگاه عملا٩

» شوند.١°و «يك(ها»ست، اما يك(ها مى(توانند جذب «مبناى 
 را مى(نويسيم مى(توانيم مفهوم دهدهى٣٩٤زيرا، زمانى كه عدد 

 صد،٣آن را با گفتن اين موضوع توضيح دهيم كه اين عدد، از 
 واحد تشكيل شده است و مى(توانيم بنويسيم:٤ ده و ٩

  394 = 3×100+9×10+4×1

 (نيز موسوم٦اين مطلب را مى(توان با استفاده از «توان(هـا»
 نيز نوشت،١°ى ٨ يا «شاخص(ها»٧به «نماها»

  394 = 3×102 +9×101 +4×100

101  كـه در آن  102   و 10=  و برحسـب قـرار داد:10×10=
  100  را براى٩. به(اين(ترتيب در اين توصي[ مبناى «دهدهى»1=

دستگاه عددى روزمره(مـان، واضـح(تـر مـلاحـظـه مـى(كـنـيـم؛
دستگاهى كه جمع و ضرب را به مقدار زيادى شفاف(تر مى(كند.

مميز يا نقطه ى دهدهى

 تمـام تـوجـهِتا اين(جـا بـه نـمـايـش دادن اعـداد
كرده(ايم. ولى آيا دسـتـگـاه دهـدهـى مـى(تـوانـد از

ً عهده(ى اجزاى يك عدد، مثلا
  

572
1000

 نيز برآيد؟ اين عبـارت،

بدين معنى است كه:

  

572
1000

= 5
10
+ 7

100
+ 2

1000

١°°°(، ١°°(، ١°ى ١٠در اين مورد مى(توان «معكـوس(هـا»
 در نظر گرفت. بنابراين:١° ١١را به(عنوان توان(هاى «منفى»

  

572
1000

= 5×10−1 +7×10−2 +2×10−3

. نوشت كه در آن،٥٧٢و اين عبارت را مى(توان به(صورت 
 را مشخص مى(كنـد.١°نقطه(ى دهدهى آغاز توان(هاى منـفـى 

 بيفزاييم،٣٩٤در صورتى كه اين عبارت را به(عبارت دهدهى 

بسط دهدهى عـدد 
  
394

572
1000

 را به(دست مى(آوريم كه به(طـور

 است.٣٩٤(.٥٧٢ساده 
نمادنويسـى دهـدهـى، در مـورد اعـداد بـزرگ، مـى(تـوانـد
بسيار طولانى شود، بنابراين، در اين حالت به «نـمـادنـويـسـى

 را٨٩٢٫٩٣٦٫٣٥٦٫١ برمى(گرديم. به(عنوان نمونه، ١٢علمى»
.1  مــى(تــوان بـــه(صـــورت  356936892  نــوشــت كـــه109×

اغــلــب در مــاشــيــن(حــســاب(هــاى رايــانــه(اى بــه(صــورت
»  1. 356936892 ×10E9 يك٩» در(مى(آيد. در اين(جا، تـوان 

 به جـاىEواحد كم(تر از ارقام موجـود در عـدد اسـت و حـرف 
 قرار گرفته است. گاهى امكان دارد مايل به استفـاده از١٣«نما»

اعدادى حتى بزرگ(تر باشيم. به(عنوان نمونه، در مورد تـعـداد
اتم(هاى هيدروژن در جهان شناخته(شده صحبت مى(كنيم. ايـن

1.7  تــعـــداد در حـــدود   بــرآورد شــده اســـت. عـــدد1077×
  1.7  با توان منفى، عـددى بـسـيـار كـوچـك اسـت، و10−77×

سر(و(كار داشتن با آن با استفاده از نمادنويسى علمى آسان است.

انديشيدن در مورد اين اعداد، با نمادهاى رومى ناممكن است.

ها و يك هاصفر
 جريـانـى مـتـعـارف در١°درحالى كـه مـبـنـاى 

زندگى هر روزه است، بعضى كاربردها به مبناهاى
 كه از مبنـاى١٤ديگر نياز دارند. «دستگاه دودويى»

 استفاده مى(كند. اساس كار رايانه(هاى مدرن است. زيبايـى٢
دستگاه دودويى در اين است كه در آن هر عدد را مى(توان تنها با

 بيان كرد. گرچه تعادل در اين اقتصاد١ و °استفاده از دو نماد 
از اين(جا به(وجود مى(آيد كه عبارات عـددى در ايـن دسـتـگـاه،

مى(توانند بسيار طولانى باشند.
 را در نمادنويسى دودويى بيان كرد؟٣٩٤اما چگونه مى(توان 

 سر(و كار داريم، و پس از مقـدارى٢در اين مورد با توان(هـاى 
كار، مى(توانيم عبارت كامل را به(صورت زير به(دست دهيم:

  

394 =1×256+1×128 +0×64+0

×32+0×16+1×8+0×4+1×2+0×1

، با در نظر گرفتن صفرها و يـك(هـا،٣٩٤به اين ترتيـب، 
.110001010  عبارت است از 

از آن(جا كه عبارات دودويى مى(تواند بسيار طولانى باشند،
اغلب از، ساير مبناها در محاسبه استفاده مى(شود. اين مبناها

) و «دستگـاه٨ (مبنـاى ١٥عبارت(اند از «دستگاه هشـت(گـانـى»
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). در دسـتــگــاه١٦ (مـبــنــاى ١٦شـانـزده(گــانــى»
(،٥(، ٤(، ٣(، ٢(، ١(، °هشت(گانى تنها به نمادهاى 

(، احتياج داريم، درحالى(كه شانزده(گـانـى از٧(، ٦
 نماد استفاده مى(كند. در اين مبنـا، مـرسـوم آن١٦

است كه از
  0,1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F

١°استفاده بـه عـمـل آيـد. در ايـن مـورد چـون 
 در دستـگـاه٣٩٤ است، عـدد Aمتناظـر بـا حـرف 

 نمايش داده مى(شود.١٨(Aشانزده(گانى به(صورت 
ABCبه همين ترتيب، براى ذهن آسان(تر است كه 

 در دستگاه دهدهى به(كار برد!٢٧٤٨را به(جاى 

ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆشتپى نو

1. Tony Crilly
2. Sumerians
3. Babylonians
4. hieroglyphic signs
5. Roman System
6. powers
7. exponentials
8. indices
9. decimal
10. reciprocals
11. negative
12. scientific notation
13. exponential
14. binary system
15. octal system
16. hexadecimal system

٢توان�هاى دهدهى
٢°١
٢٢١

٤٢٢

٨٢٣

١٦٢٤

٣٢٢٥

٦٤٢٦

١٢٨٢٧

٢٥٦٢٨

٥١٢٢٩

٢١°١°٢٤

بيش تر بدانيد

 قبل از ميلاد:٣°°°

 مردم عهد حجر در اروپا، براى ثبت اعداد روى استخوان  علامت مى	زدند.

 ميلادى:٦°°

 صورت ابتدايى عددنويسى دهدهى مدرن، در هند به	كار رفته است.

: بابلى	ها براى نشان دادن اعداد از نمادها استفاده مى	كردند. قبل از ميلاد٢°°°

 و صفر، گسترش يافت.٩	، …، ١ دستگاه هندى	ـ عربى عددنويسى ميلادى:١٢°°

ميلادى:١٦°°

 نمادهاى دستگاه دهدهى، صورت	هاى مدرن شناخته شده	اى را اختيار كردند.

پاسخ جدول رياضى
٦٢سطه هان متوشد بر ر

عبرمباسح
معاسار

ودلك
دت

ف
دنت

هسىبك

د
ر

ج
ه

ب
ر

ج
د

ن ب ناوت
تلاس

ك اصلى
ىگشىرب

لكت دسا
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آشنايى با مسئله       قدم اول: 

براى آن(كه با مـوضـوع آشـنـا شـويـم، ابـتـدا مـسـئـلـه را در
حالت(هاى ساده(تر بررسى و حل مى(كنيم.

دو عدد طبيعى يك رقمى را به ترتيب و به تصادف .١مسئله ى
انتخاب مى(كنيم. احتمال اول بودن اين دو عدد نسبت به هم را

به دست آوريد.
 عدد يك رقمـى داريـم، فـضـاى٩بديهـى اسـت، چـون  حـل:

 زوج مرتب از عددهاى طبيعـى٨١نمونه(ى اين پيشامد شـامـل 
 و پيشامد مطلـوب،n(s)=٩×٩=٨١يك رقمى است. يعنى:  

يعنى جفت عددهايى كه نسبت به هم اول(اند نيز به سادگى قابل

 نسبت به همه(ى عددها اول است. عدد١شمارش است. عدد 
(،١ نسبت به ٣ اول است و عدد ٩ و ٧(، ٥(، ٣(، ١ نسبت به ٢
 اول است. به همين ترتيب، مى(توانيم تمام٨ و ٧(، ٥(، ٤(، ٢

اين(گونه زوج(ها را بشماريم و در نتيجه:

  
P(A) = 56

81
n(A)   و    = 56

 را به ترتيب٢°دو عدد طبيعى كوچك(تر يا مساوى  .٢مسئله ى 
و به تصادف انتخاب مى(كنيم. احتمال آن(كه اين دو عدد نسبت

به هم اول باشند، چه(قدر است؟
n(S)  ، ١شـبـيـه مـسـئـلــه(ى  حـل: = 202 = . ولـى بـراى400

 چه بايد كرد؟ آيا مى(توان مانند همان مسـئـلـهn(A)محاسبـه(ى 

مسئله چنين است: دو عدد طبيعى را به ترتيب و به تصادف انتخاب مى�كنـيـم. احـتـمـال
آن�كه اين دو عدد نسبت به هم اول باشند، چه�قدر است؟

 متوجه پيچيدگى بسيار آن شده(ايد. پاسخًاگر قبل از مطالعه(ى مقاله(ى حاضر، كمى به اين مسئله فكر كرده باشيد، حتما
به اين مسئله،به طرح و پاسخ به ده(ها مسئله(ى ديگر منجر مى(شود. در اين مقاله مى(خواهيم همه(ى اين پرسش(ها را مطـرح

كنيم و به آن(ها نيز پاسخ دهيم.

انگيزمسئله اى چالش بر
 از احتمال!

هوشنگ شرقى �
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 كار خيلى طولانى(تـرى درًعمل كرد؟ شايد آرى، ولى مسلمـا
پيش داريم. آيا با اتكا به آناليز تركيبى، روش كوتاه(ترى وجود

ندارد؟
پاسخ مثبت است. در واقع بهتر است از متمم اين مجموعه
استفاده كنيم؛ يعنى زوج(هاى مرتب نامطـلـوب را بـيـابـيـم و از

) كم كنيم.٤°°تعداد((كل آن(ها (يعنى 
زوج(هاى نامطلوب آن(هايى هستند كه نـسـبـت بـه هـم اول
نيستند. يعنى هر دو بر يك عدد اول بخش(پذيرنـد. عـددهـاى

 عددهـاى اول كـمـتـر يـا١٩ و ١٧(، ١٣(، ١١(، ٧(، ٥(، ٬٣ ٢
 هستند. بنابراين، دو عددى نسبت به هم اول نيستند٢°مساوى 

 بخش(پذير١٩ و… و يا هر دو بر ٣، يا هر دو بر ٢كه يا هر دو بر 
٢باشند. اگـر مـجـمـوعـه زوج(هـاى مـرتـبـى را كـه هـر دو بـر 

٣ و مجموع زوج(هاى مرتبى را كه هر دو بر A١بخش(پذيرند، 
 و… و مجموعه زوج(هاى مرتبى را كه هر دوA٢بخش(پذيرند، 

 بـنـامـيـم، آن(چـه مـى(خـواهـيــم،A٨ بـخـش(پـذيـرنـد، ١٩بـر 
    n(A1 A2U ...U A8U  است.(

براى محاسبه(ى اين مقدار، به دو موضوع توجه مى(كنيم:
 ـعدم شمول» كه براى آگاهى از آن مى(توانيد ابتدا «اصل شمول 
به انواع كتاب(هاى رياضيات گسسته رجوع كنيد،  ديگر آن(كـه

 كه برaتعداد عددهاى طبيعى كوچك(تر يا مساوى عدد طبيعى 
k بخش(پذيرند، برابر اسـت بـا a

k





aجزء صحيح عدد ( 
k

(.

بنابراين تعداد زوج(هاى مرتب از عددهاى صحيح كوچك(تر يا
  بخش(پذير باشـنـد، مـسـاوى k كه هر دو بـر aمسـاوى 

  

a
k





2

است. با توجه به اين دو موضوع خواهيم داشت:
  n(A1∪A2∪...∪Ak ) = n(A1) + n(A2)+...+n(A8 )

  −n(A1∩A2) − n(A1∩A3 )−...−n(A7 ∩A8 )

  +n(A1∩A2 ∩A3 )+...+n(A6 ∩A7 ∩A8 )−...

−n(A1∩A2 ∩A3∩...A8 ) = 20
2






2

+ 20
3






2

+...+ 20
19






2

  
− 20

2× 3






2

− 20
2× 5






2

− 20
2× 7






2

−...− 20
17 ×19






2

  
+ 20

2× 3 × 5






2

+...

روشن است، بسيارى از اين جملات مساوى صفر هستند
و در نتيجه محاسبه(ى اين مجموعه بسيار آسان مى(شود:

n(A1∪A2∪...∪A8 ) =100+ 36+16+ 4+1+1+1+1

  −9− 4−1−1=145

و بنابراين تعداد زوج(هاى مـرتـبـى كـه نـسـبـت بـه هـم اول
هستند، مى(شود:

       400−145 = 255

و در نتيجه:
  

  
P(A) = 255

400
= 51

80

آيا مى(توانيد اين كار را ادامه دهيد؟ فكر مى(كنيد اين احتمال
به چه عددى نزديك مى(شود؟ به عنوان تمرين، ايـن كـار را بـا
عددهاى بزرگ(تر انجام دهيد و نتيجه(ها را با هم مقايسه كنيد.

م بندى مسئله در حالت كلى فرم:قدم دو

مسئله(ى كلى را به ايـن صـورت فـرم(بـنـدى و مـدل(سـازى
مى(كنيم:

 را به ترتيب و به تصادف، از ميان اعدادb و aدو عدد طبيعى 
 انتخاب مى(كنيم. احتمال آن(كهNطبيعى كوچك(تر يا مسـاوى 

Nاين دو عدد نسبت به هم اول باشند، چه(قدر است و آيا وقتى 

→N)به بى(نهايت ميل مى(كند  ، اين احتمال به حد معين(∞+
ميل مى(كند يا خير؟

روشى كه در اين(جا به كار مى(بريم، شبيه روشى است كه در
حالت(هاى خاص به آن عمل كرده(ايم. اگر فرض كنيم عددهاى

P و … و  P٢ و N،P١اول كوچك(تر يا مسـاوى 
n

 هستند، تـعـداد
P  يا … يا P٢ يا P١زوج(هاى مرتب كه هر دو بر 

n
 بخش(پذيرند، به

كمك اصل شمول ـ عدم شمول برابر است با:
  n(A1∪A2∪...An ) = n(A1)+ n(A2 )+...+n(An )

  −n(A1∩A2) − n(A1∩A3 )−...−n(An−1∩An )

  +n(A1∩A2 ∩A3 )+...+(−1)n−1n(A1∩A2∩...∩An )

  
= N

P1











2

+ N
P2











2

+ N
P3











2

+...+ N
Pn











2

− N
P1P2











2

  
− N

P1P3











2

...− N
Pn−1Pn











2

+...+(−1)n−1 N
P1P2...Pn











2

و از آن(جا نتيجه مى(شود:

  
n(A) = N2 − N

P1











2

− N
P2











2

−...− N
Pn











2

+ N
P1P2











2

  
+ N

P1P3











2

+...+ N
Pn−1Pn











2

−...+(−1)n N
P1P2... Pn











2

حال بايـد حـد 
  

n(A)
n(S)

= n(A)
N2

 بررسـى∞→N را وقـتـى 
كنيم. مشكل اصلى براى بررسى اين حد، وجود عبـارت(هـاى
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شامل جزء صحيح است. اما اين مشـكـل بـا تـوجـه بـه ايـن كـه

  
lim
x→∞

[x]
x
[x]، قابل حل است، زيرا: 1= = x −{x} ) كه{x}

 است)  و در نتيجه:xجزء اعشارى 

  

[x]
x
= x −{x}

x
=1− {x}

x

≥0  بديـهـى اسـت:  {x}<1 :و در نتـيـجـه 
  
0≤ {x}

x
< 1

x
 و

چـون: 
  
lim
x→∞

1
x
، با توجه بـه قـضـيـه(ى فـشـردگـى داريـم:0=

  
lim
x→∞

{x}
x
 و لذا:0=

  
lim
x→∞

[x]
x
=1

 ميل مى(كند، هم(ارزند. پس:∞+ به x وقتى x و [x]بنابراين 

  
lim
N→∞

P(A) = lim
N→∞

1
N2 (N2 − N2

P1
2 −

N2

P2
2 −...− N2

Pn
2

  
+ N2

P1
2P2

2 +...+(−1)n N2

P1
2P2

2... Pn
2 ) =

  
lim

N→∞
(1− 1

P1
2 −

1
P2

2 −...− 1
Pn

2 +
1

P1
2P2

2 +
1

P1
2P3

2 +...

  
− 1

P1
2P2

2P3
2 −...+(−1)n 1

P1
2P2

2... Pn
2 )

حال با توجه به «قضيه(ى وى(يت» كه به صورت زير است:

  (x − a1)(x − a2)...(x − an ) = xn − (a1 + a2+...+an )xn−1

  +(a1a2 + a1a3+...+an−1an )xn−2−...+(−1)n a1a2...an

x  مى(تـوان بـا فـرض   و 1=
  
ai =

1
Pi

، عبـارت اخـيـر را بـه2

حاصل(ضرب تجزيه كرد:

  
P(A) = lim

n→∞
(1− 1

P1
2 )(1− 1

P2
2 )...(1− 1

Pn
2 )

)١                (
  
= lim

n→∞
(1− 1

22 )(1− 1
32 )...(1− 1

Pn
2 )

و اكنون بايد اين حد را به(دست آوريم. بديهى است، تـمـام
 هستند و لذا حـاصـل(ضـرب آن(هـا نـيـز١پرانتزها كـوچـك(تـر از 
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P  به(ازاى  P   واگرا و به ازاى 1≥  هم(گرا است. علاوه بر آن،1<
به كمك قضيه(ى استقراى رياضى مى(توان ثابت كرد:

  

1
12 +

1
22 +

1
32 +...+ 1

n2 ≤ 2− 1
n

و چون: 
  
lim
n→∞

2− 1
n
= ، پس مجموع سمت چپ همواره2

 كوچك(تر است و در نتيجه سرى ٢از 
  
∑

k=1

∞ 1
K2هم(گراست. براى 

محاسبه(ى احتمال فوق، بايد مقدار دقيق اين سـرى را بـه(دسـت
آوريم.

محاسبه ى سرى م (قدم نهايى): قدم سو
  
∑

k=1

∞ 1
K2

و تعيين مقدار احتمال

براى محاسبـه(ى سـرى 
  
∑

k=1

∞ 1
K2يادآورى و اثبات چند لـم 

اساسى لازم است:

يادآورى بسط دو جمله(اى نـيـوتـون. بـراى هـر دو   .١لم 
، مى(توان نوشت:n و عدد طبيعى a+bجمله(اى 

  
(a + b)n =

n

0





an +
n

1





an−1b +
n

2





an−2b2+...+
n

n





bn

در اين دستـور، 
n

r



 انتـخـاب r شىء از nشىء است كـه 

 نمايش داده مى(شـود.بـراى اثـبـات ايـنC (n,r)گاهى بـا نـمـاد 
دستور، روش(هاى گوناگونى وجود دارند كه به عنوان تمـريـن
مى(توانيد آن را به كمك قضيه(ى استقراى رياضى اثبات كنـيـد.
به اين منظـور و بـراى گـذر اسـتـقـرايـى، بـايـد از دسـتـورهـاى

  

k

0




=

k +1

  0





 و رابـطـه(ى مـهــم 1=

  

k +1

  r





=

k

r




+

 k

r −1






(موسوم به اتحاد پاسكال) استفاده كنيد.

   قضيه�ى دموآور:.٢لم 
(cosθ + isinθ)n = cosnθ + isin nθ

ى(هطبار اب ىموهوم ددع i و هاوخ(لد ى(هيواز θ،روتسد نيا رد
  i2 = طلتخم دادعا و ىموهوم ىاهددع هعومجم اب رگا .تسا 1−

ىلو .تسا ناسآ ناتيارب عوضوم نيا كرد ،ديشاب هتشاد ىيانشآ
هنـوگچ هك(نيا نديمهف ،دـيشاب هتشادن ىيانشآ عـوضوم نيا اب رگا

 است و نشان مى(دهيم كه حد آن، مقدارى مثبت١كوچك(تر از 
 است. با مراجعه به حساب ديفرانسيل و(0,1)  متعلق به بازه(ى 

انتگرال و بحث سرى(هاى هندسى، يادآور مى(شويم كه سرى
زير:

  
∑

k=1

∞
aqk−1 = a + aq + aq2+...,  | q|<1

١موسوم به سرى هندسى (تصاعد هندسى با قدر نسبت بين 
-)، هم(گرا بـه ١و 

  

a
1− q

 است. يعنى وقتى تعداد جـمـلات بـه

بى(نهايت مى(گرايد، اين مجـمـوع بـه 
  

a
1− q

 به دل(خواه نزديـك

>0  مى(شود. بنابراين، با فرض  x  مى(توان نوشت:1>

  
1+ x + x2+...= 1

1− x

و با توجه به اين دستور، مى(توان هر يك از پرانتزهاى عبارت
) را معادل(سازى كرد:١(

  

1− 1
22 =

1

1+ 1
22 +

1
24 +

1
26 +...

  

1− 1
32 =

1

1+ 1
32 +

1
34 +

1
36 +...

  

1− 1
52 =

1

1+ 1
52 +

1
54 +

1
56 +...

و از آن(جا خواهيم داشت:

  

P(A) = 1

(1+ 1
22 +

1
24 +

1
26 +... )(1+ 1

32 +
1
34 +

1
36 +... )(1+ 1

52 +
1

54 +... )...

و به كمك قانون تـوزيـع(پـذيـرى ضـرب نـسـبـت بـه جـمـع،
واضح است كه حاصل(ضرب پرانتزهاى مخرج اين كسر، شامل

معكوس مربع(هاى تمام عددهاى طبيعى است. يعنى داريم:

  

P(A) = 1

1+ 1
22 +

1
32 +

1
42 +...

بنابراين مقدار احتمال فوق نسبت مستـقـيـمـى بـا حـد سـرى

  
∑

k=1

∞ 1
K2 دارد. يعنى اگر اين سرى هم(گـرا بـه Lباشد، احتمـال 

فوق برابر با 
  

1
L

 است. به سادگى مى(توان نشان داد كه اين سرى

هم(گراست. از حساب ديفرانسيل مى(دانيـم كـه سـرى 
  
∑

k=1

∞ 1
KP
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i2   تسا نكمم = رد ىلو .تسا زيگنارب(ـثحب ىردق ،دوش 1−
ىلكشم نادنچ ،ىضاير ىارقتسا ى(هيضق كمك هب هيضق نيا تابثا
!دينكن نآ ريگرد ار دوخ دايز و تشاد ديهاوخن

  n =1 :  (cosθ + i sinθ)1 = cosθ + i sinθ

n = k  :  (cosθ + i sinθ)k = cos kθ + i sin kθ

  n = k +1 :  (cosθ + i sinθ)k+1 = cos(k +1)θ + i sin(k +1)θ

بـراى اثـبـات حـكـم اسـتـقـرا از روى فـرض، بـه سـادگـى
مى(نويسيم:

  (cosθ + i sinθ)k+1 = (cosθ + i sinθ)k (cosθ + i sinθ)

= (coskθ + isin kθ)(cosθ + isinθ)

  
= cos kθ. cosθ + i2 sin kθ.sinθ[ ] + i sin kθ cosθ + sinθ cos kθ[ ]
= cos kθ cosθ − sin kθ.sinθ[ ] + i sin kθ cosθ + sinθ. cos kθ[ ]

  = cos(k +1)θ + i sin(k +1)θ

sin(α(از دسـتـورهـاى مـثـلـثـاتـى  + β) و cos(α + β)و 
i2  تساوى  = ) استفاده كرديم.1−

 داريم:nنشان مى(دهيم براى هر عدد طبيعى .  ٣لم 

  
sin(nθ) =

n

1





sinθ cosn−1θ −
n

3





sin3 θ cosn−3 θ

  
+

n

5





sin5 θ cosn−5 θ−...

 كمك مى(گيريم. سمت چپ٢ و ١براى اثبات از لم(هاى 
 را به كمك بسط دو جمله(اى نيوتون بسط مى(دهيم٢تساوى لم 

i2  (به تساوى  = . نتيجه مى(شود:) نيز توجه مى(كنيم1−

  

n

0





cosn θ +
n

1





cosn−1θsinθ.i +
n

2





cosn−2θsin2θ.i2

  
+

n

3





cosn−3 θsin3 θ.i3 +
n

4





cosn−4 θsin4 θ.i4 +...

  
=

n

0





cosn θ −
n

2





cosn−2θsin2θ +
n

4





cosn−4 θsin4 θ−...










  
+i

n

1





cosn−1θsinθ −
n

3





cosn−3 θ.sin3 θ





  
+

n

5





cosn−5 θsin5 θ−...





،٢و از مقايسه(ى اين عبارت با عبارت سمـت راسـت لـم 
نتيجه مى(شود:

  

sin nθ =
n

1





cosn−1θ.sinθ −
n

3





cosn−3 θsin3 θ

          +
n

5





cosn−5 θsin5 θ−...

cos nθ =
n

0





cosn θ −
n

2





cosn−2 θsin2 θ

          +
n

4





cosn−4 θsin4 θ−...



















به كمك دستورهاى فوق ثابت كنيد: تمرين:
  sin 5x =16sin5 x −20sin3 x + 5sin x )]ال

  cos5x =16cos5 x −20cos3 x + 5 cos x )ب
   cos7x = 64cos7 x −112cos5 x + 56cos3 x − 7 cos x )ج

:nثابت مى(كنيم براى هر عدد طبيعى   .٤لم 

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+ cot g2 3π

2n +1
+...

  
+ cot g2 nπ

2n +1
= n(2n −1)

3

 ابتـدا مـعـادلـه(اى مـى(نـويـسـيـم كـه ريـشـه(هـاى آناثـبـات:

  
cot g2 π

2n +1
 ،

  
cot g2 2π

2n +1
 و… و 

  
cot g2 nπ

2n +1
 باشند.

 كمك مى(گيريم:٣به اين منظور از دستور لم 

  
sin nθ =

n

1





sinθ cosn−1θ −
n

3





sin3 θ cosn−3 θ+...

  
= sinn θ

n

1





cot gn−1θ −
n

3





cot gn−3θ +
n

5





cot gn−5θ−...










2n  حال با جاى(گزينى  ، و دادن n به جاى 1+
  
θ = π

2n +1

sin(2n  بديهى اسـت كـه  +1)θ . و به همين ترتـيـب، اگـر0=

  
θ = 2π

2n +1
 و يا … و يـا 

  
θ = nπ

2n +1
 باشـد، بـاز هـم عـبـارت

sinθ  سمت چپ تساوى بالا مساوى صفر مى(شود و  . در0≠
نتيجه بايد عبارت درون كروشه(ى بالا صفر باشد. پس معادله(ى

 
  

2n +1

   1






cot g2nθ −
2n +1

   3






cot g2n−2θ

  
+

2n +1

   5






cot g2n−4θ−...=0

داراى ريـــشـــه(هـــاى 
  
θ1 =

π
2n +1

 ،
  
θ2 =

2π
2n +1

 و… و

  
θn =

nπ
2n +1

 و در نتيجه معادله(ى:
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2n +1

   1






xn −
2n +1

   3






xn−1 +
2n +1

   5






xn−2−...=0

داراى ريـشـه(هــاى 
  
cot g2 π

2n +1
 ،

  
cot g2 2π

2n +1
، … و

  
cot g2 nπ

2n +1
 است.

ريشه(هاى ايـنحال به كمك قضيه(ى وى(يت، مجـمـوع 
معادله برابر است با:

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+...+ cot g2 nπ

2n +1

  

= − b
a
=

2n +1

  3






2n +1

   1





= n(2n −1)

3

با توجه به اين(كه داريم:  نتيجه:
  
1+ cot g2θ = 1

sin2 θنتيجه ،
مى(شود:

  

1

sin2 π
2n +1

+ 1

sin2 2π
2n +1

+...+ 1

sin2 nπ
2n +1

  
= n(2n −1)

3
+ n = 2

3
n(n +1)

، داريم:αبه ازاى هر زاويه(ى حاده(ى  .  ٥لم 
sinα < α < tgα

اثبات اين لم را مى(توانيد در بخش حد از كتـاب حـسـابـان
سال سوم رشته(ى رياضى ـ فيزيك و يا هر كتاب جامع حساب

ديفرانسيل و انتگرال ملاحظه كنيد.
 داريم:αه(ى ّبه ازاى هر زاويه(ى حاد نتيجه:

  
cot g2α < 1

α2 <
1

sin2α

اكنون با توجه به اين نتيجه و با جاى(گزينى مقادير 
  

π
2n +1

،

  

2π
2n +1

 و… و 
  

nπ
2n +1

 در اين نابرابرى(ها و جمع(كردن طرفيـن

نابرابرى(ها خواهيم داشت:

    

cot g2 π
2n +1

< (2n +1)2

π2 < 1

sin2(
π

2n +1
)

cot g2 2π
2n +1

< (2n +1)2

4π2 < 1

sin2(
2π

2n +1
)

                            M

cot g2 nπ
2n +1

< (2n +1)2

n2π2 < 1

sin2(
nπ

2n +1
)




















⇒

  
cot g2 π

2n +1
+ cot g2 2π

2n +1
+...+ cot g2 nπ

2n +1

  
< (2n +1)2

π2 + (2n +1)2

4π2 +...+ (2n +1)2

n2π2

  

< 1

sin2(
π

2n +1
)
+ 1

sin2(
2π

2n +1
)
+...+ 1

sin2(
nπ

2n +1
)

 و نتيجه(ى آن مى(توان عبارت(هـاى٤حال با استفاده از لـم 
دو طرف نابرابرى(هاى فوق را با معادل(هاى آن(ها جـاى(گـزيـن

كرد:

  

n(2n −1)
3

< (2n +1)2

π2 + (2n +1)2

4π2 +...+ (2n +1)2

n2π2

  
< 2

3
n(n +1)⇒ π2. n(2n −1)

3(2n +1)2 < 1
12 +

1
22 +...+ 1

n2

  
< 2n(n +1)π2

3(2n +1)2

حال به سادگى مى(توان حد عبارت(هاى دو طرف نابرابرى
را محاسبه كرد و نتيجه مى(شود:

  
lim
n→∞

π2n(2n −1)
3(2n +1)2 = lim

n→∞

2n2π2

3(4n2)
= π

2

6

  
lim
n→∞

2n(n +1)π2

3(2n +1)2 = lim
n→∞

2n2π2

3(4n2)
= π

2

6

 كتاب(هاىّو با توجه به قضيه(ى فشردگى (در مـبـحـث حـد
حسابان و حساب ديفرانسيل و انتگرال به تفـصـيـل در مـورد آن

بحث شده است) نتيجه مى(شود:

  
lim
n→∞

1
12 +

1
22 +...+ 1

n2 =
π2

6

يعنى سرى 
  
∑

k=1

∞ 1
k2 هم(گرا به 

  

π2

6
 است و به اين ترتيب كار

به پايان مى(رسد.
اكنون ديگر مى(توانيم احتمال فوق را به سادگـى بـه دسـت
آوريم. ديديم، احتمال آن كه دو عدد طبيعى كه به ترتيب و بـه
تصادف انتخاب شده(اند، نسبت به هم اول باشند، عكس مقدار

سرى 
  
∑

k=1

∞ 1
k2                                :است. بنابراين 

  
P(A) = 6

π2

�
منبع....................................................................

شتـهم)، نول و دواه(حل(هاى مقدماتى (جـلـد اوى رياضى بـا رجومسائل پيـكـار
ضا ياسى(پور.جمه(ى غلامرم، ترياگلو
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گ چينار بزرديو. ١

هدمآ نينچ نيچ راويد ى(هرابرد »ىسراف فراعملا(ةرياد« رد
هب ىفورعم مكحتسم ىعافد راويد ،نيچ گرزب راويد« :تسا
هك رتم ٥٫٧ ات ٥٫٤ تماخض هب و تسا رتم ١٥ ات رتم ٦ عافترا
ـهب نيچ و ناـتسلوغم ـنيب ،رتمـوليك ٢٠٠٠ دودح رد لـوط(هب
رد .دراد اه(جرب نـيعم لصاوف رد و ـتسا دتمم صخا ـىنعم
ىرـوطارپما ـدهع رد ،دلاـيم زا شيپ مـوس نرق ]مود ى(هـمين[

بلغا( نت٠٠٠/٣٠٠ طسوت ،نيچ ى(هلسلس  زا ىت�گناوه�ىش
مامتا ـهب دلايم زا شيپ ٢٠٤ لاس رد و دش هتخاس )نامرجم زا

٢٠٠/٣ ،ـاه(مخو(ـچيپ و تـاباـعشنا مـامت ـاب نآ لوط .ـديسر
»…تسا رتموليك

)، چاپWEBSTERدر دايرة(المعارف بين(المللى وبستر (
متر و پهنـاى آن٦٫٧، ميانگين ارتفاع ديـوار ١٩٩٩پنجم سـال 

متر ياد شده است.٦٫٣حدود 
* * *

گ مصرم بزرهر
هـرم بـزرگ مـصـر قـاعـده(اى مـربـع(شـكـل دارد كــه طــول

مـتـر و طــول١٣٨ مـتـر اسـت. ارتـفــاع هــرم ٢٢٧ ضـلــع آن 

دكتر احمد شرف الدين �

چكيده:
در مقاله�ى حاضر به كمك مثال�هايى، چند حكم رياضى را شرح مى�دهيم كه بسيار آسان�اند، ولى نتيجه�هاى مهمى از

آن�ها حاصل شده است:
 در چند دهه(ى اخير، در بعضى رسانه(هاى ايران چنين اظهار شده است: تنها ساختمـانـى از كـره(ى زمـيـن كـه از.١

كره(ى ماه قابل مشاهده است، ديوار چين است. اين نظر نادرست است. در اين باره توضيح مى(دهيم.
 آيا شكلى هامنى (مسطح) وجود دارد كه محيط آن بى(نهايت بزرگ باشد و مساحت آن بى(نهايت كوچك؟ به اين.٢

سؤال جواب مثبت مى(دهيم.
آيا شكلى هندسى وجود دارد كه حجم آن متناهى، ولى سطح آن نامتناهى باشد؟ به اين سؤال نيز جـواب مـثـبـت.٣

مى(دهيم.
درجه بسيار نزديك باشد، نسبت طول هر ساق بـه طـول١٨٠ در مثلث متساوى(الساقين، اگر زاويه(ى رأس، بـه .٤

ميانه(ى مربوط به قاعده، بسيار بزرگ است.
 از يك تابع از جبر «بول» ياد مى(كنيم كه بسيار ساده است، ولى در دستگاه(هاى رايانه(اى، كاربرد بسيـار مـهـمـى.٥

دارد.
 يك حكم بسيار ساده از هندسه ياد مى(كنيم كه با به(كارگيرى آن ثابت شده است، هم(زمان نسبى است و اين نتيجه.٦

فوق(العاده ارزشمند است.
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متر است.٢١٧هر يالش 
* * *

كتفع در نيويورساختمانى مر
در نيويورك، ساختمانى بزرگ به١٩٣٠-٣١در سال(هاى 

متـر٣٨١) و به ارتـفـاع EMPIRE STATEنام امپاير اسـتـيـت (
ساخته شد كه هنوز پابرجاست.

* * *
مشاهده ى طناب از فاصله ى دور

 كشيده شده است، از فاصله(ى دورً را كه كاملاXΥطناب 
 از اين طناب را كه طول آنAB). قطعه(ى ١نگاه مى(كنيم (شكل

برابر قطر مقطع است، درنظر مى(گيريم.

AM = ABاين طنـاب را بـه تـدريـج بـه فـاصـلـه ى دور .
 از طناب ديده مى(شود، كلABمى(بريم. تا موقعى كه قطعه(ى 

 ديگر ديدهABطناب هم ديده مى(شود. در فاصله(اى كه قطعه(ى 
نشود، طناب هم ديده نمى(شود. يعنى امكان ديده شدن طناب،
به طول آن بستگى ندارد، بلكه به قطعه(اى از طناب بستگى دارد

كه طول آن برابر ارتفاع مقطع باشد.
اكنون با بهره(گيرى از آن(چه گفتيم، توضيح مى(دهيـم نـظـر
كسانى(كه مى(گويند «تنها ساختمانى از زمين كه از كره(ى ماه قابل

(نادرست است.ًرؤيت است، ديوار چين است»، كاملا
قطعه(اى از ديوار چين را درنظر مى(گيريـم كـه بـزرگ(تـريـن

مـتـر و طـول آن نـيـز هـمـيـن انـدازه بـاشــد. (در١٥ارتـفـاع آن 
 متر نوشته١٥دايرة(المعارف فارسى بزرگ(ترين ارتفاع ديوار چين 

شده است). ابعاد چنين قطعه(اى از ديوار چين، از ابـعـاد هـرم
بزرگ مصر كوچك(تر است بنابراين اگر اين قطعه از ديوار چين
از ماه ديده شود، به طريق اولى، هرم بزرگ مصر هم از كره ماه
ديده خواهد شد. يعنى اين نظر نادرست است كـه ديـوار چـيـن

تنها ساختمانى از زمين است كه از كره ماه ديده مى(شود.
رظن در ىارب ىرگيد قيقد ىاه(للادتسا ناوت(ىم :تبصره

ـىتح ـاي .دـرك هئارا هـام ى(هـرك زا نـيچ راـويد ندش هـديد
ـهتفـرگ نيمز زا هـام ى(هرك رد ـهك ىيـاه(سـكع هب ناـوت(ىم

،هلاـقم نيا ى(هدنراـگن رظن(هب ـىلو .درك دانـتسا ،دنا(هدش
.تسا ىسدنه تاعلاطا نيرت(هداس رب ىنتبم قوف للادتسا

* * *

د كه محيطشد دارجوآيا يك شكل هامنى(مسطـح) و. ٢
د؟گ باشد و مساحتش مقدارى محدوبى نهايت بزر

  به دو مثال زير توجه فرماييد:آرى.
.b و a مستطيلى را در نظر مى(گيريم با طول و عرض ال`)

a)2  اندازه(ى محيط اين مستطـيـل بـرابـر  + b)است و اندازه(ى 
 را مساوى b. اگر abسطح آن 

  

1
a

 اختيار كنيم، مساحت مستطيل
، واحد طول است و نيز واحد١ مى(شود (عدد ١مورد نظر برابر 

 را به سوى صفر ميل دهيم، مقدار aاندازه(ى سطح). اگر 
  

1
a

 به
سوى بى(نهايت ميل مى(كند. در اين صورت محيط مسـتـطـيـل
مورد نظر به(سوى بى(نهايت ميل مى(كند و مساحت آن هـمـواره

 خواهد بود.١مساوى با 
مى(توان طول و عرض مستطيل را طورى درنظر گرفت كـه
محيط مستطيل به سوى بى(نهايت ميل كند و مساحت آن به(سوى

 مى(كنيم:، چنين اختيارl وaصفر. در مستطيلى به طول و عرض 

  
b = 1

a
.

 به(سوى صفر ميل كنـد، مـحـيـط آن بـه(سـوىaاگر مـقـدار 
بى(نهايت و مساحت آن به(سوى صفر ميل مى(كند.

* * *
ـرــظن رد ار A1B1A2B2A3B3MCA1    هـامـنـىــلـكش ب)

.تسا A1C   ىزاوم B3M   طخ ،ىناكلپ لِكش نيا رد .ميريگ(ىم

فرض مى(كنيم:
    (1)  A1B1 = A2B2 = A3B3 =L= AmBm =L

    

(2)  
A1C = a,  B1A2 =

1
2

a,  A2B3 =
1
4

a,

B3A4 =
1
8

a,  L










١

D      MC

  A4

       B1  A1

B

      M

A YX

  A3

  A2

  B3

  B4

  B2

١شكل 
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عنى ارتفاع هر پله نـصـ[ ارتـفـاع پـلـه(ى پـيـشـيـن اسـت.ي
به(عبارت ديگر، ارتفاع(هاى پله(ها يك تصاعد هندسى تشكـيـل

 و قدر(مطلق آن A1C  مى(دهند كه جمله(ى اول آن طول 
  

1
2

 است.
 چنين است:A1B1A2B2A3B3MCA1  مساحت شكل 

  
S = a(1+ 1

2
+ 1

4
)

مساحت اين شكل پلكانـى وقـتـى تـعـداد پـلـه(هـا بـه سـوى
بى(نهايت ميل كند، چنين است:

    
a × lim

n→∞
(1+ 1

2
+ 1

4
+L+ 1

2n )

 به(سوى بى(نهايت ميلnحد عبارت داخل كمانك(ها، وقتى 
 است. پس مساحت شكل پلكانى مورد نظر، وقتى2a  كند برابر 

 مى(شود. پس2a  تعداد پله(ها به سوى بى(نهايت ميل كند، برابر 
اندازه(ى محيط شكل پلكانى مورد نظر وقتى تعداد پله(ها به سوى
بى(نهايت ميل كند، به بى(نهايت ميل مى(كند و مـسـاحـت آن بـه

، يعنى محيط شكل، بـى(نـهـايـت بـزرگ اسـت و٢سوى عـدد 
مساحت آن محدود.

* * *
لىد كه حجم آن متناهى ود دارجوآيا شكل هندسـى و .٣

سطح كل آن نامتناهى باشد؟
 به دو مثال زير توجه كنيد:آرى.
، a مكعب(مستطيلى با ابعاد ال`)

  

1
a

 در نظر مى(گيريم.١ و 
 است. وجـهـى از ايـن١حجم اين مـكـعـب مـسـتـطـيـل بـرابـر 

 و ١مكعب(مستطيل با ابعـاد 
  

1
a

 را در نظر مى(گيريم. مسـاحـت
اين وجه، برابر 

  

1
a

 به(سوى صفر ميل كند، آن(گاهa است. اگر 
مساحت وجه ياد شده به سوى بى(نهايت ميل مى(كند. پس اگر

 به سوى صفر ميل كند، حجم مكعب(مستطيـل مـقـدارaمقدار 
متناهى باقى مى(ماند، ولى سطح كل آن به سوى بى(نهايت ميل

مى(كند.
* * *

منشورى قائم در نظر مى(گيريم كه قـاعـده(ى آن شـكـل ب)
پلكانى ياد شده در مسئله(ى پيشين باشد و طول ارتفاع آن برابـر
يك. حد حجم اين منشور هنگامى كه تعـداد پـلـه(هـا بـه سـوى

 است، ولى سطح كل اين منـشـور٢بى(نهايت ميل كند، بـرابـر 
به(سوى بى(نهايت ميل مى(كند.

* * *

١٨٠أس به اويه ى ردر مثلث متساوى الساقين، اگر ز. ٤
ديك باشد، نسبت طول هر ساق به طولجه بسيار نزدر

گ است.ط به قاعده ها بسيار بزرميانه ى مربو
اين حكم هندسى فوق(العاده ساده است، بـه(طـورى كـه در
كتاب(هاى هندسه آن را ياد نمى(كنند. اين حكم هندسى با وجود
سادگى، كاربردهاى بسيار مهم دارد. به مثال زير توجه كنيد:
در سيستم حمل و نقل به(وسيله(ى تله(كابين، كابل تله(كابين
نبايد خيلى كشيده باشد. اگر كابل خيلى كشيده باشد، هنگامى
كه تله(كابين به وسط دو پايه مى(رسد، كابل گسيخته مى(شود.

C و A ى(هطقن ود رد نآ ىاهتنا ود هك ميريگ(ىم رظن رد ار ىلباك

.)٣  لكش( دنا(هدش تباث

.مينك(ىم نازيوآ نآ هب ،تسا لباك طسو هك B ى(هطقن رد ىا(هنزو
رگا .دروآ(ىم(رد ABC ـهتسكش ـطخ تروص(هب ار لبـاك ،هنزو نيا

هجرد ١٨° هب ىليخ ABC ى(هيواز ،دشاب هديشك ىليخ ادتبا زا لباك
.دوش(ىم كيدزن

 به كابل وارد مى(كنـد، بـاBنيرويى را كه وزنه، در نقطـه(ى 
BMبردار 

→ نشان مى(دهيـم. بـردار BN
→ را مساوى −BM

→در 
 را مى(سازيم. نيروىBLNKنظر مى(گيريم و متوازى(الاضلاع 

BN به دو نيروى BA و BC:تجزيه مى(شود 

BN
→

= BA
→

+ BC
→

،تسا ـكيدزن ـهجرد ١٨° هب ـىلـيخ ABC∠ ى(هيواز نـوچ
ىورين ى(هزادنا زا رتشيب ىليخ BC و BA ىورين ود زا كيره ى(هزادنا

BN دوش(ىم لباك ندش هتخيسگ ببس عوضوم نيمه .تسا.
 شماى يك تله(كابين رسم شده است. اگر امتداد٤در شكل 

C

      M

A

B

N

٣شكل

كابل

كابين

شماى يك تله كابين٤شكل

KL



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٥
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		

 درجه باشد، كشش كابل١٨°كابل در دو طرف غلتك نزديك به 
در دو طرف غلتك كابين مقدار بزرگى خواهد شد و به بريده(شدن

كابل مى(انجامد.
* * *

. تابع اكثريت و مدار آن٥
fدر جبر بول، تابع سه متغيـرى  (x, y, z) = xy + yz + zx

را تابع اكثريت مى(نامند. دليل اين نام(گذارى آن اسـت كـه اگـر
اكثريت متغيرها، يعنى دو متغير يا سه متغير از اين تابع، مقدارى
بگيرند، تابع همان مقدار را مى(گيرد. بيان رياضى اين خاصيت

چنين است:
f (x,a, a) = f (a, y,a) = f (a, a, z) = f (a, a, a) = a

تابع اكثريت با وجود آن(كه بسيـار سـاده و آسـان اسـت، در
دستگاه(هاى رايانه(اى نقش مهمى ايفا مى(كند.

مدار الكتريكى مربوط به تابع اكثريت، «مدار اكثريت» ناميده
 مدار اكثريت را نشان مى(دهد. در اين شكل،٥مى(شود. شكل 

، دريچه(هاى «و» هستند كه به(طور موازىP و M  ،Nدريچه(هاى 
 كهQقرار گرفته(اند. خروجى(هاى اين سه دريچه، به دريچه(ى 

دريچه(ى «يا» محسوب مى(شود، متصل(انـد. مـدار حـاصـل از
دريچه(هاى «و» و دريچه(ى «يا» را مدار اكثريت مى(نامند.

فرض كنيم بخواهيم مسئله(اى را بـا رايـانـه حـل كـنـيـم و از
 مطمئن باشيم. به اين منظور سه رايـانـه وًدرستى جواب كامـلا

يك مدار اكثريت را به(كار مى(گيريم. برنامه را به(طور هم(زمـان
 مى(دهيم. (اين سه رايانه ممكن استC و A ،Bبه سه رايانه(ى 

حتى در سه شهر بسيار دور از يكديگر باشند. در اين محـور بـا
استفاده از آنتن(ها، ولتاژهاى لازم را انتقال مى(دهيم.

ولــتــاژهــاى خــروجــى ســه رايــانــه(ى يــاد شـــده را بـــه
  مى(ناميـم (ايـن ولـتـاژهـا جـواب مـسـئـلـه(ىz و x ،y ترتـيـب 

موردنظراند). اگر هر سه رايانه مسئله را درست حل كنند، آن(گاه

 .x=y=zچنين داريم: 
Mاند، به دريچـه(ى y و  x كـه B و Aخروجى دو رايانـه(ى 

 راxy حاصـل(ضـرب Mواردمى(شـونـد و خـروجـى دريـچـه(ى 
به(دست مى(دهد.

 واردNاند، به دريچه(ى z و y كه C و Bخروجى دو رايانه(ى 
 را به(دستyz، حاصل(ضرب Nمى(شوند و خروجى دريچه(ى 

مى(دهد.
 واردPاند، به دريچه(ى x و  z كه A و Cخروجى دو رايانه(ى 

 را به(دستzx، حاصل(ضرب Pمى(شوند و خروجى دريچـه(ى 
مى(دهد.

 وارد مـى(شـونـد وQ به دريـچـه(ى zx و xy ،yzولتـاژهـاى 
xy، ولتاژ Qخروجـى  + yz + zxرا به(دست مى(دهد. ولـتـاژ 

اخير، جواب اكثريت سه رايانه است. پس اگر فقط يك رايانـه
از اين سه رايانه، جواب درست به(دست ندهد، جوابـى كـه در
خروجى مدار اكثريت به(دست مى(آيد، جواب درست است. با
به(كارگيرى دستگاه اكثريت، اطمينان بيشترى از درستى جواب

داريم.
* * *

مانىدن هم ز. نسبى بو٦
 راAB و صفحه(ى عمود منص[ پاره(خط B و Aدو نقطه(ى 

 نشان مى(دهيم.Pدر نظر مى(گيريم. اين صفحه را با 
هر نقطه(ى واقع بر صفحه(ى عمود منص[ پاره(خـطقضيه:

ABاز دو سر آن پاره(خط به يك فاصله است و برعكس، هـر ،
 به يك فاصله باشد، روى عمودABنقطه كه از دو سر پاره(خط 

 قرار دارد.ABمنص[ پاره(خط 
 واقع است و Pبخشى از فضا را كه در يك طرف صفحه(ى

 و بخشى از فضا را كه در يك١ مى(شود، بخش Aشامل نقطه(ى 
٢ مى(شود، بخش B واقع است و شامل نقطه  Pطرف صفحه(ى

مى(ناميم.

xy

+ yz

yzx

      AC

P

x
N

x
M

x

y

y

z

z

x

P

B

Q

xy + yz + zx

 مدار اكثريت٥شكل

٦شكل
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MA داريم: ١، از بخش Mبراى هر نقطه(ى  < MBو براى 
NA داريم: ٢ از بخش Nهر نقطه(ى  < NB.

براى آن(كه واقعه(اى ديده شود، لازم است كه از آن نقطـه،
نور به چشم برسد. چنين به(نظر مى(آيد كه اگر براى ناظرى، دو
امر هم(زمان باشند، اين دو امر براى همه(ى ناظرانى كه آن(ها را
ملاحظه مى(كنند، هم(زمان هستند. در سطرهـاى آيـنـده نـشـان
مى(دهيم كه اين تصور صحيح نيست و نتـيـجـه مـى(گـيـريـم كـه

هم(زمانى نسبى است.
B را مقدم بر امر Aهم(چنين به(نظر مى(آيد كه اگر ناظرى امر 

مشاهده كند، همه(ى ناظرانى كه اين دو امر ملاحظه مى(كننـد،
 مشاهده مى(كنند. در ادامه نشان مى(دهيمB را مقدم بر امر Aامر 

كه اين تصور هم صحيح نيست و نتيجه مى(گيـريـم كـه تـقـدم و
تأخر نسبى است.

، دو منبع نـور الـكـتـريـكـى در نـظـرB و  Aدر دو نقـطـه(ى 
 قرار مى(دهيم.Cمى(گيريم. كليد مدار الكتريكى را در نقطه(ى 

 را روشـن وB  و  Aبا اين كليد مى(توان دو لامپ الـكـتـريـكـى 
خاموش كرد. اگر كليد را وصل كنيم، براى نـاظـرى كـه روى

 است، دو چراغ در يك لحظه روشن مـى(شـونـد؛Pصفحـه(ى 
D برابر است. اگر C  به B و  Aزيرا مدت رسيدن الكتريسيته از 

 وAD باشر، مدتى كه نور دو مـسـافـت Pنقطه(اى از صفحـه(ى 
BDرا مى(پيمايد، برابر است. اگر كليد را قطـع كـنـيـم، بـراى 

 در يكB و Aناظرى كه روى عمود منصـ[ اسـت، دو چـراغ 
لحظه خاموش مى(شوند.

)١ از بخش (Mدر همين آزمايش، اگر ناظرى در نقـطـه(ى 
 را مقدم بر روشن شدنAقرار داشته باشد، روشن شدن چراغ 

 را در مدتى كوتاه(تر ازAM مى(بيند. زيرا نور، مسافت Bچراغ 
)٢ از بخش (N مى(پيمايد. اگر ناظرى در نقطه(ى BMمسافت 

 را مقدم بر روشن شدنBقرار داشته باشد، روشن شدن چراغ 
NB مى(بيند؛ زيرا: Aچراغ  < NA.

نتيجه(گيرى نسبيت هم(زمانى و نسبـيـت تـقـدم و تـأخـر، از
خاصيت(هاى بسيار ساده(ى عمود منص[ و از شاهكارهاى بسيار

مهم تفكر علمى است.
 كيلومتر بر ثانيه است. لذا آن(چه ياد300/000  سرعت نور

شد در ابعاد كيهانى به(كار مى(آيد، نه در ابعاد كـوچـك. بـراى
 كيلومتر از هم در١°° را به فاصله(ى B و A توضيح، دو نقطه(ى

مى(نامـيـم. M را ABنظر مى(گيريم. نقطـه(ى وسـط پـاره(خـط 
طورى باشند كه براى ناظرى كهB  و Aفرض كنيم دو پديده(ى 

است، به(طور هم(زمان ديده شوند. اگر نقطه(ى M  در نقطه(ى
P از نقطـه(ى A و B كيلومتـر ١٤° و ١٣° به ترتيب به فاصلـه(ى

A قرار دارد، دو پديده(ى P باشد، آن(گاه ناظرى كه در نقطه(ى

 را هم(زمان مى(بيند؛ به دليل اختلاف زمانى فوق(العاده اندكB و
براى ناظر. B و A دو پديده(ى

با قرار دادن علايم و عمليات مناسب رياضى بين عـددهـا،
كارى كنيد كه تساوى(هاى زير برقرار باشند.

١١١=٦
٢٢٢=٦
٣٣٣=٦
٤٤٤=٦
٥٥٥=٦
٦٦٦=٦
٧٧٧=٦
٨٨٨=٦
٩٩٩=٦

4  براى نمونه:  + 4 + 4 = 6

اننجبرهادى ر �

تفريح انديشه



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٧
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		

عنايت الله راستى زاده �

مدل سازى
ه گيرىو خطاى انداز

ه:اشار
در اين يادداشت قصد نداريم آن�چه را كه به عنوان مقدمه در كتاب درسى آمار و مدل�سازى آمده است، تكرار كنيم

و از توضيحات اوليه و تعري. مقدماتى مى�گذريم. تنها و به�عنوان تأكيد، به تعري. زير توجه كنيد:
تعري.: بيان مسئله به زبان رياضى را «مدل�سازى رياضى» مى�گوييم. هرچه مـفـاهـيـم ريـاضـى بـه�كـار بـرده شـده

ساده�تر و نتيجه�ى كار به پديده�ى مورد نظر نزديك�تر باشد، مدل�سازى با ارزش�تر است.
 اهميت بسزايى دارد. گاهى قرار است درباره�ى وزن هم�كلاسى�هايتان مدل�سازى كنيد. در تناسب مدل با مسئله

آن�صورت، چشم�پوشى از چند گرم كمتر و بيشتر شايسته است. اما اگر بخواهيد در آزمايشگاه شيمى چند ماده را با
هم تركيب كنيد چه�طور؟ اين�جاست كه واحدهاى اندازه�گيرى و ميزان خطا اهميت خواهند يافت. در تعري. كتاب

درسى، براى خطاى اندازه�گيرى مى�خوانيم:
 از واحد اندازه�گيرى كمتر است».ًاين «خطا لزوما

در اين مقاله مى�كوشيم، با ذكر چند مثال به اهميت انتخاب واحد مناسب براى خطاى اندازه�گيرى بپردازيم.

 فرض كنيد مدت زمانى كه يك دونده، فاصله(ى.١مثالمدل سازى
ثانيه اندازه(گيـرى شـده٩متر را دويده است، بـرابـر ١°°

٩ً باشد. مى(دانيم، مدت(زمان مذكور ممكن است دقيقا
ثانيه نباشد، به(خصوص اگر وسيله(ى اندازه(گيرى دقـت
كافى نداشته باشد. پس مرتكـب خـطـايـى شـده(ايـم كـه

قابل استفاده ى
ان سال هاى دانش آموز

مم و سو دو
سطهمتو

سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٧
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		



سطهمتو

٢٨ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

 چه(قدر كمتـر؟ًاندازه(ى آن از يك ثانيه كمتر است؛ ولى واقعـا
نمى(دانيم!

T  مدل روبه(رو پيشنهاد  مى(شود:  = 9+ E

توجه كنيد، مدت(زمانى را كه دونده بر حسب ثانيـه دويـده
 خطاى اندازه(گيـرى ازE نمايش داده(ايم. قدر مطلق Tاست با 

 ممكن است مثبت يا منفى باشد.Eيك ثانيه كمتر است. 

 سانتى(متر گزارش شده اسـت.١٧٢ قد فردى حـدود .٢مثال
چه مدلى مى(توان براى اندازه(گيرى آن به(كار گرفت؟

 قد اين فرد باشد، در اين(صورت:Pفرض كنيم 
  P =172+ E

پس در اين(جا واحد انـدازه(گـيـرى را سـانـتـى(مـتـر در نـظـر
 از يك سانتى(متر كمتر است.Eگرفته(ايم و قدر(مطلق 

ه گيرى و تغيير مدلاحد اندازتغيير و
گاهى ممكن است در اثناى تهيه(ى گزارش بخواهيم واحد
اندازه(گيرى را دقيق(تر كنيم. مى(خواهيم ببينيم در اين فراينـد،
مدل دستخوش چه تغييرى مى(شود. اگر در مدل اوليه خطا را

 نشان داده باشيم، آيا در مدل جـديـد كـه بـا تـغـيـيـر واحـدEبـا 
تغيـيـرE اندازه(گيرى هـمـراه اسـت، 

مى(كند؟

 طولى را برحسب سانتى(متـر.٣مثال
انـدازه(گـيـرى كـرده(ايـم و مــدل آن را

L  به(صـورت  = 3 + Eنوشته(ايـم كـه 
از يك سانتى(مترEدر آن، قدر(مطلـق 

كمتر است. اگر طول را بر حسب ميلى(متر بخواهيـم گـزارش
L  كنيم، آيا مدل  = 30+ Eبراى آن مناسب است؟ 

 خطاى اندازه(گيـرى، ازE خير، چرا كه در اين(جـا ًمسلمـا
واحد اندازه(گيرى (ميلى(متر) كمتر  نيست! يك مدل مناسب آن

است كه بنويسيم: 
  
L = 30+ E

100
 از يكE كه چون قدر(مطلق 

سانتى(متر كمتر فرض شده است، قدر(مطلق 
  

E
100

 به(طور قطع
از يك ميلى(متر كمتر اسـت! مـى(تـوان 

  

E
100

 فرضE1   را برابر 
L  كرد و نوشت  = 30+ E1

محاسبه ى روى مدل
نگى خطا در پديده ى نهايىو چگو

با مثالى، اين عنوان را توضـيـح مـى(دهـيـم. فـرض كـنـيـم

بخواهيم مدلى مناسب براى سطح يـك دايـره بـنـويـسـيـم. در
محاسبه(ى سطح دايره، از شعاع دايره استفاده مى(شود. خطاى
مربوط به سطح، از خطاى مربوط به محاسبه(ى شعـاع نـاشـى
مى(شود. مدل اوليه براى شعاع دايره تنظيـم مـى(شـود، امـا در

 در اين ميان،ًنهايت به مدلى براى سطح دايره مى(رسيم. مسلما
محاسبات روى اندازه(هاى گرفته شده از قبيل جمع، ضرب و
توان، روى خطاى اندازه(گيرى نيز صورت مى(گيرد. به مـثـال

زير توجه كنيد:
R   فرض كنـيـد شـعـاع دايـره(اى بـه(صـورت .٤مثـال = 3 + E

مدل(سازى شده است. مى(خواهيم مدلى براى مـسـاحـت ايـن
 مساحت دايره باشد، داريم:Sدايره بنويسيم. اگر 

  S = πR2 ⇒ S = π(3 + E)2 ⇒ S = π(9+ E2 + 6E)

 از واحد اندازه(گيرى كمتر است، هرچهEچون قدر(مطلق 
به توان بزرگ(ترى برسد، ميزان آن كمتر خواهد شد؛ به(طورى

S  كه مى(توان از آن صرف نظر كرد. پس داريم:  ≈ 9π + 6πE

 فرض كنيم، مدل مـسـاحـت دايـرهE1   را برابـر 6πE  اگـر 
S  عبارت خواهد بود از:  = 9π + E1.

 وE كار تمام نشده است! مطمئنيد در انتخـاب صبر كنيد!
  E1خطايـى مـرتـكـب نـشـده(ايـم؟ سـعـى 

مى(كنيم اين قسمت را كمى بيشتر تجزيه و
حوصله�اش را داريد؟!تحليل كنيم. 

R  فرض كرديم  = 3 + Ecmكه در آن 
 از سانتى(متر كمـتـر اسـت.E قدرمطـلـق 

π  بـراى سـادگــى فــرض كــنــيــد  =  و3

  
E = 1

3
cm:بــــــــاشــــــــد. آن(گــــــــاه 

  
E1 = 6πE = 6× 3 × 1

3
E1  ، يـعـنــى:  = s   و 6 ≈ 27 + E1.

 از واحد اندازه(گيرى بزرگ(تـر شـدهE1  متوجه اشتبـاه شـديـد؟
است! چه بايد كرد؟

پيشنهاد مـى(كـنـم بـراى جـلـوگـيـرى از ايـن اتـفـاق، دقـت
اندازه(گيرى طول شعاع را بيشتر كنيم و با اندازه(گيرى دقيق(تر،

Eرا چنان كوچك كنيم كه با انجام عمليات و محاسبات رياضى 
 هم(چنـان از واحـد انـدازه(گـيـرى سـطـحE1  بـعـدى، خـطـاى 
كوچك(تر بماند!

آيا انتخاب مدل 
  
R = 3 + E

10
 براى شعاع مناسب(تر نيست؟
متأسفانه در مثال(هاى كتاب درسى، به اين موضوع توجه كافى
صورت نگرفته است و مؤلفان محترم كتاب درسـى، تـنـهـا بـه
اشاره(اى كلى و مختصر بسنده كرده(اند. براى نمونه، به مثالى

انتشار خطا در محاسبات مربوط
به سطح، حجم و… پديد مى آيد
و توصيه مى شود، از همان ابتدا

با بالا بردن دقت، انتشار خطا را تا
حد امكان كاهش دهيم



سطهمتو

دهمدوره	ى		نوز٢٩
١  شمـــاره	ى	

١٣٨٨	پـايــيـز		

 كتابى درسى آمار و مدل(سازى (چاپ هفتم،١٢در صفحه(ى 
)، اشاره مى(كنيم.١٣٨٥

7   ضلع مربعـى بـه(صـورت .٥مثـال + Eمدل(سـازى شـده 
مساحت مربع است:Sاست. 

  

S = (7 + E)2 = 49+14E + E2

S ≈ 49+14E = 49+ E1

  داريم:E2  با صرف(نظر از جمله(ى 

 از واحدE1  كتاب درسى اشاره نكرده است كه امكان دارد 
بـرابــر١٤سـطـح بـزرگ(تـر شـود. چــون خــطــاى ســطــح، 

  (E1 =14E)!از خطاى ضلع بزرگ(تر است 
» مى(گوييـم. انـتـشـار خـطـا درانتشـار خـطـااين پـديـده را «

محاسبات مربوط به سطح، حجم و… پديد مى(آيد و تـوصـيـه
مى(شود، از همان ابتدا با بالا بردن دقت، انتشار خطا را تا حد

امكان كاهش دهيم. به مثال ديگرى از انتشار خطا در محاسبه(ى
حجم توجه كنيد:

  = 5 + E1 + L1ارتفاع 
  = 4+ E2 = L2طول 
  = 2+ E3 = L3عرض 

 باشد، در اين(صورت مدل حجمVاگر حجم مكعب برابر 
به(صورت زير است:

  

V = L1L2L3 = (5 + E1)(4+ E2)(2+ E3 )

V = 40+ 8E1 +10E2 +20E3

هــا از واحــد كــوچــك(تــرنــد. پــسE1  در ايــن مــدل، 
حاصل(ضرب آن(ها خيلى كوچك خواهد بود و قابل چشم(پوشى

است. اين(جا نيز پديده(ى انتشار خطا اجتناب(ناپذير است!
 برابر E3   و E2   و E1  حتى اگر 

  

1
10

طول(ها( سانتى(متر باشند 
8E1  بر حسب سـانـتـى(مـتـر بـاشـنـد)،  +10E2 +20E3بـرابـر 

  
38 × 1

10
 سانتى(متر خواهد شد.٨٫٣، يعنى 

 به اين دو كسر نگاه كنيد:.١

  

26
65

 و 
  

16
64

ها را از صورت و مخرج كسرها حذف كنيم (كه عمـلـى اسـت٦اگر 
غيرمجاز)، دو كسر به اين ترتيب به دست مى(آيند:

  

2
5

 و 
  

1
4

به ظاهر، اين دو كسر نبايد با دو كسر بالا مساوى باشند، ولى اگر آن
دو كسر را ساده كنيد، خواهيد ديد:

 (!!)
  

16
64
= 1

4
 و 

  

26
65

= 2
5

* * *
 به اين كسر نگاه كنيد:.٢

  

(1+ x)2

1− x2

 را از صورت و مخرج حذف كنيم (عمل غـيـرمـجـاز)،٢اگر قـواى 
كسر به 

  

1+ x
1− x

 تبديل مى(شود كه برابر كسر اول است.
آيا شما هم مى(توانيد چنين كسرهايى بنويسيد؟

عمل غلط ،
اب صحيحاما جو



سطهمتو

٣٠ دهمدوره	ى		نوز
١شمـــاره	ى	

١٣٨٨پـايــيـز	

عماد سهائى �
شته�ى دبيرى رياضىدانشجوى ر

كزان مراحد تهراد اسلامى و دانشگاه آز

ه:اشار
مـقـالـه�ى پـيـش�رو، دربـاره�ى راه�هـاى بـه�دسـت آوردن تـعـداد كـل افـزارهـاى يـك مـجـمـوعـه�ى

nساده�اى را به شما پيشنهاد مى�كنيم كه سرعت محاسباتىًعضوى است. در پايان مقاله، راه نسبتا 
آن از بقيه�ى راه�هايى كه در اين مقاله مى�آوريم، بيشتر است. هدف از اين پيشنهاد، ارائه�ى راهى
ساده و سريع در محاسبات علم مجموعه�ها و در باب افرازهاست. اين مطلب قابل ذكر است كه
در اين مقاله، از كلاس�هاى هم�ارزى و ارتباط آن با افرازها، مطلبى اثباتى و گفتنى موجود نيست.

هاىازتعداد افر
 عضوىnعه يك مجمو

هاىازتعداد افر
 عضوىnعه يك مجمو

عهاز يك مجموافر
 مجموعه(اى ناتهى باشد و بتوانيم تعدادى متناهـىAهرگاه 

 بيابيم،An و… و A1 ،  A2   مانند Aاز زير مجموعه(هاى متمايز 
ً:: هر يك از زير مجموعه(ها ناتهى باشند، ثانياًبه قسمى كه اولا

هيچ دوتايى از آن(ها با هم اشتراكى نداشته باشند (دوبه(دو از هم
: اجتماع اين زيـر مـجـمـوعـه(هـا بـا خـودًجدا باشـنـد) و ثـالـثـا

 برابر شود، در اين(صورت گوييم: مجموعه(هاىAمجموعه(ى 
  A1 ،  A2 و… و An مجموعه(هاى افرازكننده(ى مجموعه(ى A

Eهستند و مجموعه(ى  = {A1, A2, ..., An} يك افراز nعضوى
 است.Aاز مجموعه(ى 

n  بايد توجه داشته باشيم، در حالتى(كـه   يـكE، يعنى 1=
Eباشد، داريـم: Aافراز تك(عضوى از مجمـوعـه(ى  = {A}.

حال اگر بخواهيم تعري[ افراز مجموعه را تـوسـط نـمـادهـاى
رياضى يا به(زبان رياضى بيان كنيم، گوييم:

E  مجمـوعـه(ى  = {A1, A2, ..., An} يك افـراز nعضـوى 
است، هرگاه:A ِبراى مجموعه(ى ناتهى

    

1)  ∀i :1≤ i ≤ n  ,  Ai ≠ ∅
2)  ∀i, j :1≤ i, j ≤ n  ,  i ≠ j  ,  Ai I A j = ∅

    
3)  A1 U A2 U A3 U...An = U

i=1

n
Ai = A

براى درك بهتر مفهوم افراز يك مـجـمـوعـه، چـنـد مـثـال
مى(آوريم:

A تمام افرازهاى مجموعه(ى .١مثال = {a}:را مى(نويسيم 
:E = {a}{ }    A:  a تنها يك افراز تك�عضوى داريم  

A هـمـه(ى افــرازهــاى مــجــمــوعــه(ى .٢مـثــال = {a, b}را 
مى(نويسيم:

:E = {a},{b}{ }   ;A a b افراز دوعضوى

:E = {a, b}{ }   ;A a b افراز تك�عضوى
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A تـمـام افـرازهــاى مــجــمــوعــه(ى .٣مـثــال = {a, b, c}را 
مى(نويسيم:

:E = {a},{b},{c}{ }  ;  A a b c افراز سه�عضوى

:

E = {a},{b, c}{ }  ;  A a b c

E = {b},{a, c}{ }  ;  A b a c

E = {c},{a, b}{ }  ;  A c a b











افراز دوعضوى 

:E = {a, b, c}{ }   ;A a b c ىافراز تك�عضو

A همه(ى افـرازهـاى مـجـمـوعـه(ى .٤مـثـال = {a, b, c, d}را 
مى(نويسيم:

:E = {a},{b},{c},{d}{ }  :A
a b

c dافراز چهار(عضوى 

افراز سه(عضوى كه تعداد آن شش تا است و به(سه(تاى آن(ها
اشاره مى(كنيم.

E = {a},{b},{c,d}{ }  ;A
a b

c d

E = {c},{d},{a, b}{ }  ;A
a b

c d

E = {a},{c},{b,d}{ }  ;A
a b

c d

















افراز دو(عضوى كه تعداد آن هفت عـدد اسـت ، بـه چـهـار
مورد آن(ها اشاره مى(كنيم.

E = {a},{b, c, d}{ }  ;A
a b

c d

E = {b},{a, c, d}{ }  ;A
a b

c d

E = {a, b},{c,d}{ }  ;A
a b

c d

E = {a, c},{b,d}{ }  ;A
a b

c d





















:E = {a, b, c, d}{ }  :A
a b

c d افراز تك�عضوى

در مثال(هاى بالا، به مفهوم افراز يك مجموعه دست يافتيم
و با چگونگى افراز شدن يك مجموعه به كلاس(هاى هم(ارزى

آشـنـا شـديـم. حـال اگـر مـثـال(هـا را ادامـه دهـيـم و بـتـوانـيــم
مجموعه(هاى پنج عضوى و شش(عضوى را نيز افراز كنيم، به

 دست خواهيم يافت.١جدولى مانند جدول 

در اين(جـا مـشـكـل ايـن اسـت كـه هـرچـه تـعـداد اعـضـاى
مجموعه(ى افراز شده بيشتر شود، به(دسـت آوردن تـعـداد كـل
افرازهاى آن سخت(تر مى(شود. از اين(رو در اكـثـر مـنـابـع، از

عضوى از يك مجـمـوعـه(ىmرابطه(ى زير تـعـداد افـرازهـاى 
n:عضوى را به(دست مى(آورند

  

1
m!

∑
k=1

m
(−1)k m

m − k






(m − k)n  m, n ∈ |N, m ≤ n

است كه از حوصله(ىnاثبات اين رابطه از راه استقرا روى 
اين بحث خارج است. حال با استفاده از رابطه(ى بالا، جدول

افرازى را بزرگ(تر مى(كنيم:

n)   عضوىn  . تعداد افرازهاى يك مجموعه ى١جدول ≤ 6)

١٢٣٤٥٦

١١١١١١١
١٣٧١٥٣١°٢
٩°١٦٢٥°°٣
١٦٥°١°°°٤
١١٥°°°°٥
١°°°°°٦

١٢٥١٥٥٢  203
ىاهزارفا لك عومجم
ىوضعn ى هعومجم

تعداد اعضاى
مجموعه ى

 nعضوى

عضوىmافراز 

n)  عضوىn  . تعداد افرازهاى يك مجموعـه ى٢جدول ≤ 9)

ىاهزارفا لك عومجم
ىوضعn ى هعومجم

تعداد اعضاى
مجموعه ى

 nعضوى

عضوىmافراز 

١٢٣٤٥٦٧٨٩

١١١١١١١١١١
١٣٧١٥٣١٦٣١٢٧٢٥٥°٢
٣°١٩٦٦٢٥°٩٣°١٦٢٥°°٣
١٧٧٧∞٣١٧(∞١٦٥٥°١°°°٤∞

٦٩٥١∞٥∞١∞١١٥١٤°°°°٥
١٢١٢٦٦٢٦٤٦°°°°°٦
١٢٨٤٦٢°°°°°°٧
١٣٦°°°°°°°٦
١°°°°°°°°٦

١٢٥١٥٥٢  203٢١١٤٧  ∞٨٧٧٤١٤
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١ ٢ ٥ ١٥ ٥٢ ٣∞٢

١ ٣ ١∞ ٣٧ ١٥١

١ ٢ ٥ ١٥ ٥٢ ٣∞٢
١ ٣ ١∞ ٣٧ ١٥١

٧٢ ٢٧ ١١٤

١

١ ٢

 را رسم مى(كنيم، به دنباله(اى از مجموع٢هنگامى(كه جدول 
عضوى برمـى(خـوريـم كـه بـراىnكل افرازهاى مـجـمـوعـه(ى 

به(دست آوردن جملات آتى آن، به محـاسـبـات طـولانـى نـيـاز
داريم. اين دنباله به شكل زير است:

    1−2− 5 −15 − 52−203 − 877 − 4140−L

حال به راه(حلى براى كم كردن اين محاسبات توجه كنيد:
عضوى راnاگر دنباله(ى مجموع كل افرازهاى مجموعه(ى (

عضوى مى(ناميم، بنويسيم و ازnكه از حالا آن را دنباله(ى افراز 
هر دو جمله(ى متوالى آن تفاضل بگيريم و زير آن(ها بنويسيـم،

دنباله(ى جديدى به(صورت زير به(دست مى(آيد:

اگر اين عمليات را روى دنباله(ى جديد انجام بدهيـم، بـار
ديگر دنباله(ى جديدترى ايجاد كرده(ايم:

و چندبار اين عمل را انجام مى(دهيم تا به يك عدد برسيم كه
ديگر قادر به تفريق كردن آن نباشيم:

    

1 2 5 15 52 203 L

1 3 10 37 151

2 7 27 114

5 20 87

15 67

52

در اين(جا متوجه مى(شويم، ضلع مشخص شده از مـثـلـث
 همان مجموع افرازهاست كـه دوبـاره تـكـرار شـدهًبالا، عيـنـا

است. اگر مثلث را كمى بچرخانيم، به راز آن پى خواهيم برد:

    

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52

52 67 87 114 151 203

O

حال مى(توان به شيوه(ى عملكرد اين مثلث دسـت يـافـت:
«يك» به سطر دوم مثلث و ابتداى سطر آمده است. سـپـس بـا
«يك» در بالاى سر خود جمع شده و حاصل در آخر همان سطر

نوشته شده است:

سپس «دو» به سطر پايين و سمت چپ سطر مـنـتـقـل شـده
است، با عدد بالاى سرش كه «يك» باشد جمع شده و حاصل،
يعنى «سه»، در وسط سطر نوشته شده است. سـپـس «سـه» بـا
«دو» در بالاى سر خود جمع شده اسـت و حـاصـل كـه «پـنـج»

باشد، در انتهاى سطر قرار گرفته است:

اگر همين روند را دنبال كنيم، به غير از اين(كه مثلث بالا را
عضوىnشكل داده(ايم، به سادگى به جملات آتى دنباله(ى افراز 

دست مى(يابيم. رابطه(اى كه بر اين مثـلـث حـكـم(فـرمـاسـت،

ـــــ

ــــ

٢
٢ ٣

١
١

٥

١

١ ٢
٢
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اين(گونه است:
ام از مثلث برابر با تعدادnآخرين عدد به(دست آمده در سطر 

عضوى است. براى مـثـال،nكل افرازهاى يك مجـمـوعـه(ى 
عضوى را به وسيلـه(ى١°تعداد كل افرازهاى يك مجموعـه(ى 

مثلث گفته شده، چنين محاسبه مى(كنيم:

  

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52

52 67 87 114 151 203

203 255 322 409 523 674 877

877 1080 1335 1657 2066 2589 3263 4140

4140 5017 6097 7432 9089 11155 13744 17007 21147

21147 25287 30304 36401 43833 52922 64077 77821 94828 115975

مشاهده شد كه در اين مثلث، با محاسباتى خيلى كـمـتـر از
راه(هاى قبلى، توانستـيـم تـعـداد كـل افـرازهـاى مـجـمـوعـه(اى

عضوى را به(دست آوريم.١°
در انتهاى مقاله خود را موظ. مى�دانم، از تمام كسانـى�كـه

را در راه تدوين اين طرح يارى كردند (كه مادر و پدرم در ابتداىم
ًاين فهرست بلند قرار دارند)، تشكر و سپاس به�عمل آورم. ضمنا
از تمامى صاحب�نظران و خوانندگان تقاضا دارم، پيشنهـادهـاى
تكميلى و اصلاحى و انتقاد�هاى خود را به دفتر مجله ارسال كنند.

منابع ............................................................
سه.ات مدرضا و ايلخانى(پور، يدالله. مبانى رياضيات. انتشـارى، حميدر امير.١

١٣٧٤.
جمه(ى محمدعلـى). تر٤كيباتى (جال[. رياضيات گسستـه و تـر گريمالدى، ر.٢

.١٣٧٦ان. ات فاطمى. تهرن شمس. انتشارانى و بيژضور

اننجبرهادى ر �

تفريح انديشه

چهار ناحيه(ى بالا را در نظر بگيريد، سعى كنيد با رسم پاره(خط(هايى:
 را به دو قسمت برابر؛١ناحيه(ى 
 را به سه قسمت برابر؛٢ناحيه(ى 
 را به چهار قسمت برابر؛٣ناحيه(ى 
 را به هفت قسمت برابر تقسيم كنيد.٤ناحيه(ى 

٣ناحيه ى 

١ناحيه ى 

٤ناحيه ى 

٢ناحيه ى 
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شكل ال`

٢
ستمىمحمدهاشم ر �

،L و خـط B و A. آيـا بـراى دو نـقـطـه�ى مـتـمــايــز ١٠مـثــال 
 از آن بـه يــكB و A بـگـذرد و   Lصـفـحـه�اى وجـود دارد كــه بــر 

فاصله باشند؟ در حالت�هاى گوناگون چند جواب وجود دارد؟
مـسـئـلـه را بــا روش هــنــدســى و جــبــرى ـ مــخــتــصــاتــى حــل

مى�كنيم.

ش هندسىرو
 ديديم، دو مجموعه صفحه وجود دارنـد كـه دو٥در مثال 

 از آن(ها به يك فاصله(اند: B و Aنقطه(ى 
دسته(ى اول، مجموعه(ى تمام صفـحـه(هـايـى اسـت كـه از

 در شكلP1   مى(گذرند. صفحه(ى AB وسط پاره(خط Mنقطه(ى 
«ال[» يكى از اين صفحه(ها را نشان مى(دهد.

د هندسى،رويكر
ش هندسهد جبرى ـ مختصاتى در آموزرويكر

دسته(ى دوم، مجموعه(ى تمام صفحه(هايى است كه با خط
AB راستاى) AB موازى است. صفحه(ى (  P2«در شكل «ب  

يكى از اين صفحه(ها را نشان مى(دهد.

 يكى از مهم�ترين پيوندها و اتصال�ها در همه�ى رياضيات، اتصال و پيوند بين هندسه و جبر است. (از استانداردهاىاشاره:
)NCTMموضوعى 

در اين شماره نيز اين اتصال و پيوند را در فضاى سه�بعدى بررسى مى�كنيم.
لح ىارب ـمهم ىاهدربهار زا ىخـرب هسدنه شزومآ رد ىتـاصتخم (ـىربج دـركيور ،ىسدنه دركيور ـىسررب نمض :مـهم ى�هتكن
زا ىياه(هلأسم ،مينك(ىم لح دركيور ود نيا اب هك ار ىياه(هلأسم دوش هتفگ تسا مزلا نمضرد ،مينك(ىم حرطم ار هسدنه ىاه(هلأسم
.دننك لح دركيور ود نيا اب ار اه(باتك نيا رگيد لئاسم ،دنناوتب نازومآ(شناد ات ،دنتسه ٢ ى(هسدنه و ١ ى(هسدنه ىسرد باتك
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شكل پ

با توجه به اين مطلب، در حالت كلـى دو صـفـحـه جـواب
مسئله هستند:

 وسط پاره(خـطM و نقطـه(ى  Lيكى صفحه(اى كه بـر خـط 
AB مى(گذرد. اين صفحه را   P3مى(ناميم. شكل پ آن را نشان 

مى(دهد.

 مـوازىAB مى(گذرد و بـا خـط Lصفحه(ى ديگـر بـر خـط 
Nاست. براى رسم اين صفحه از يك نقطه(ى دل(خواه مانـنـد 

 رسم مى(كنيم. صفحه(ىAB را موازى Nx، خط Lواقع بر خط 
  P4 كه بر دو خط متقاطع L و Nxمى(گذرد، جواب ديگر مسئله

است (شكل ت).

 وسط M  و نقطه(ى L و خط AB با توجه به وضع خط بحث:
 اين حالت(ها را خواهيم داشت:ABپاره(خط 

 نيز روىM نباشد و نقطه(ى L موازى خط AB اگر خط .١
 قــرار نــداشــتــه بــاشــد، مــســئــلــه دو جــواب داردLخــط 

كه همان جواب(هاى مشخص شده در شكل(هايى (پ) و (ت)
هستند.

 و متمايز از آن باشد (يعنىL موازى با خط AB اگر خط .٢
 نباشد)، مسئله بى(شمار جواب دارد كه صفحه(هاىLمنطبق بر 

) هستند. يكىL (دسته صفحه(ى گذرنده بر خـط Lگذرنده بر 
AB و خط L از اين صفحه(ها، صفـحـه(اى اسـت كـه بـر خـط 

 وسـطM و نقطـه(ى Lمى(گذرد. زيرا صـفـحـه(اى كـه بـر خـط 
 نيز مى(شود. در شكل،AB مى(گذرد، شامل خط ABپاره(خط 

 واقع است، چون بنـا بـه قـضـيـه(اىP5   بر صفـحـه(ى ABخط 
داريم: «اگر خطى موازى يك صفحه و از جمله روى آن صفحه
باشد و از يك نقطه روى صفحه، خطى موازى آن رسم كنيم،

آن خط به تمامى در آن صفحه قرار مى(گيرد.»

 از صفـحـه(ىB و Aدر اين حالت، فاصلـه(ى دو نـقـطـه(ى 
، مساوى صفر اسـت. در مـورد بـقـيـه(ىAB و Lگذرنـده  بـر 

صفحه(ها اين فاصله(هاى مساوى صفر نيستند. بنـابـرايـن، در
اين حالت مسئله بى(شمار جواب دارد.

 باشد، مسئله بى(شمار جوابL روى خط AB اگر خط .٣
 (ياLدارد. در واقع در اين حالت تمام صفحه(هاى گذرنده( بـر 

ABجواب مسئله هستند. صفحه(ى (  P6در شكل «ج» يكى از
اين بى(شمار صفحه را نشان مى(دهد.در اين حالت، فاصله(ى

، مساوىL از هر يك از صفحه(هاى گذرنده بر B و Aدو نقطه(ى 
صفر است.

 وسط پاره(خطM نباشد، اما نقطه(ى L موازى AB. اگر ٤
AB روى خط L باشد، يعنى در  واقـع خـط AB و خط Lدر ،

 متقاطع باشند، هر صفحه(اى كهAB وسط پاره(خط  Mنقطه(ى 
 بگذرد، جواب مسئله است. يكى از اين صفحه(ها،Lبر خط 

شكل ب

شكل ت

شكل ث

شكل ج
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 مى(گذرد.AB و Lصفحه(اى است كه بر دو خط متقاطع 
پس در اين حالت، مسئله بى(شمار جواب دارد. صفحه(ى

  P7.در شكل «چ» يكى از صفحه(هاى جواب مسئله است 

ش جبرى ـ مختصاتىرو
 را در نـظـر o-xyzدستـگـاه مـحـورهـاى مـخـتـصـات قـائـم

مـى(گـيـريـم. در ايـن دسـتـگـاه مـخـتـصـات فـرض مـى(كـنــيــم
)  A = (x1, y1, z1)و   B = (x2, y2, z2)و خـط بــه مــعــادلــه(ى 

  
L:

x − x0

p
= y − y0

q
= z − z0

r
 باشد. مى(خواهيـم مـعـادلـه(ى

B و A مى(گذرد و دو نقطه(ى Lصفحه(اى را بنويسيم كه بر خط 

از آن به يك فاصله(اند.

مى(دانيم كه در حالت كـلـى، دو صـفـحـه جـواب مـسـئـلـه
هستند:

 وسط پاره(خـطM و نقطه(ى Lال[) صفحه(اى كه بـر خـط 
AB:مى(گذرد؛ با توجه به اين(كه 

  
M = (

x1 − x2

2
,
y1 − y2

2
,
z1 − z2

2
)

براى نوشتن معادله(ى اين صفـحـه مـى(تـوان از روش(هـاى
متفاوتى استفاده كرد. يكى از آن(ها، تعيين دو نقطه(ى دل(خواه

C  و D از خط Lو سپس نوشتن معادله(ى صفحه(ى گذرنده بر 
 است. روش ديگر هم ايـن اسـت كـهD و M)، Cسه نقـطـه(ى 

 را بنويسيم و از بينLمعادله(ى دسته صفحه(ى گذرنده بر خـط 

صفحه(هاى اين دسته صفحه، صفحه(اى را مشخص كنيم كه بر
 مى(گذرد.AB وسط پاره(خط Mنقطه(ى 
.تسا ىزاوم AB طخ اب درذگ(ىم L طخ رب هك ىا(هحفص ب)

براى نوشتن معادله(ى اين صفحه نيز روش(هاى متـفـاوتـى
وجـود دارنـد؛ از جـمـلـه: بــردار قــائــم صــفــحــه را كــه بــا

LDبردار

→
ΛAB

 هم(راستا است، تعيين و نـقـطـه(اى دل(خـواه  →
 اختيار مى(كنيم. حال با داشتن يك نقطه از صفحهLروى خط 

و بردار قائم آن معادله(ى صفحه را مى(نويسيم.
در ادامه، براى روشن(تر شدن اين روش حل (روش جبرى

ـ مختصاتى) چند مثال مى(آوريم.

A   دو نقطـه(ى .١مثـال  = (2,−1, B   و (3 = (−2,  و خـط(3,1

  
L:

x +1
3

= y −2
2

= z
−1

 داده شده(اند. معادله(ى صفـحـه(ى را
 از آن به يك B و  A مى(گذرد و دو نقطه(ى Lبنويسيد كه بر خط 

فاصله(اند.

M و نقطه(ى L نوشتن معادله(ى صفحه(اى كه بر خط  ال.)حل:

 مى(گذرد.ABوسط پاره(خط 
 را مشخـصLاز خط D و  Cدو نقطه( دل(خواه روش اول: 

مى(كنيم. داريم:
  D = C   و(1−,2,4) = (−1,2,0)

را به(دسـتAB وسط پاره(خط Mاكنون مختصات نقطـه(ى 
مى(آوريم. داريم:

  

M

 x = x1 + x2

2
= 2+ (−2)

2
=0

 y = y1+y2

2
= −1+ 3

2
=1⇒ M = (0,1,2)

 z = z1 + z2

2
= 3 +1

2
= 2

 وC )،D گذرنده بر سه نقطـه(ى Pحال معادله(ى صفحـه(ى 
Mرا مى(نويسيم. براى نوشتن معادلـه(ى ايـن صـفـحـه نـيـز بـه 

روش(هاى متفاوتى عمل كنيم؛ از جمله:

  CD
→
= (2+1,4−2,−1−0) = (3,2,−1)

  CM
→

= (0+1,1−2,2−0) = (1,−1,2)

  

CDΛ
→

CM
→

=
i
→

j
→

k
→

3 2 −1

1 −1 2

= 3 i
→
− 7 j

→
− 5 k

→

شكل ح
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⇒ Np

→
= (2,−7,−5)

  

a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) =0

⇒ 3(x +1) − 7(y −2) − 5(z −0) =0

⇒ 3x − 7y − 5z +17 =0

معادله�ى صفحه�ى خواسته شده
 در اين حالت به سادگى مى(توان نـشـان دادنكتـه:

 نـيـسـت، زيـرا پـارامـتــرهــاىL مـوازى ABكـه 
ABهادى

متناسب نيستنـد. هـم(چـنـيـنL و خـط →
 نيست، L روى خط AB وسط پاره(خط Mنقطه(ى 

 صدق نمى(كند.L در معادله(ى Mزيرا مختصات 

مش دورو
 را تعـيـيـنAB وسط پـاره(خـط M مختصـات نـقـطـه(ى .١

مى(كنيم. داريم:

  

M = (
x1 + x2

2
=0, y = y1 + y2

2
=1, z = z1 + z2

2
= 2)

⇒ M = (0,1,2)

 مــعــادلــه(ى دســتــه صــفــحــه(ى گــذرنــده بــر خــط.٢

  

x +1
3

= y −1
2

= z
−1

 را مى(نويسيم.

داريم:

  

P1:
x +1

3
= y −2

2
⇒ 2x +2 = 3y − 6

⇒ P1:2x − 3y + 8 =0

  

P2:
x +1

3
= z
−1
⇒ 3z = −x −1

⇒ P2:x + 3z +1=0

  P1 + λP2 =0⇒ 2x − 3y + 8 + λ(x + 3z +1) =0

  ⇒ 2x − 3y + 8 + λx + 3λz + λ =0

  ⇒ (2+ λ)x − 3y + 3λz + λ + 8 =0

Lمعادله(ى دسته(ى صفحه(ى گذرنده بر 

 صفحه(اى از اين دسته صفحه را مشخص مـى(كـنـيـم كـه از.٣
 مى(گذرد. بـه ايـن مـنـظـور،AB  وسط پـاره(خـط Mنقـطـه(ى 

 بايد در معادله(ى دسته صفحه صدق كند.M مختصات نقطه(ى
    داريم:                           

در معادله�ى دسته صفحه
  M = (0,1,2)                               → (2+ λ)(0) − 3(1)

  +3λ(2) + λ + 8 =0

  
⇒ −3 + 6λ + λ + 8 =0⇒ 7λ + 5 =0⇒ λ = −5

7

  
⇒ (2− 5

7
)x − 3y + 3(− 5

7
)z + (− 5

7
) + 8 =0

  

9
7

x − 3y − 15
7

z + 51
7
=0⇒ 9x −21y −15z + 51=0

  ⇒ 3x − 7y − 5z +17 =0

معادله(ى صفحه(ى جـواب مـسـئـلـه كـه هـمـان مـعـادلـه(ى
صفحه(ى به(دست آمده در روش اول است.

مش سورو
,x1)  مى(دانيم معادله(ى صفحه(اى كه بر سه نقطه(ى  y1, z1)

,x2)  و  y2, z2) و   (x3 , y3 , z3  مـى(گـذرد، بـه(صــورت زيــر(
است:

  

x − x1 y − y1 z − z1

x2−x1 y2−y1 z2−z1

x3−x2 y3−y1 z3−z2

=0

M  با توجه به اين مطلب و اين(كه نقطـه(ى  =  وسط(0,1,2)
C   يـك نـقـطـه( از ايـن صــفــحــه و ABپـاره(خــط  = (−1,2,0)

D  و =  و متعلـق بـه ايـنL دو نقطـه(ى ديـگـر از خـط (1−,2,4)
صفحه هستند، خواهيم داشت:

  

x −0 y −1 z −2

−1 1 −2

2 3 −3

=0

  ⇒ 3(x −0) + (−7)(y −1) + (−5)(z −2) =0

  ⇒ 3x − 7y − 5z +17 =0

معادله�ى صفحه�ى خواسته شده
 مى(گذرد و با Lنوشتن معادله(ى صفحه(اى كه بر خط ب) 

 موازى است.ABخط 
 مى(ناميم. معـادلـه(ى آن را بـه روش(هـاىPاين صفـحـه را 

مــتــفــاوتــى مــى(تــوان
به(دست آورد:

روش اول:
 بردار قائم صفحه(اى كه

 مى(گذرد و بـاLبر خـط 
 موازى است،ABخط 

حاصل(ضرب برونى اين
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VPدو بردار يعنى 

→
= VL

→
×VAB

 است. اين بردار را مشخص→
مى(كنيم. داريم:

  A = (3,−1, 3), B = (−2, 3,1)

  ⇒ AB
→
= (−2−2, 3 +1,1− 3)

  
⇒ AB

→
= (−4,4,−2), L:

x +1
3

= y −2
2

= z
−1

  ⇒ VL

→
= (3,2,−1)

  

⇒ VL

→
× AB

→
=

i
→

j
→

k
→

−4 4 −2

3 2 −1

                         
  = (0) i

→
+ (−10) j

→
+ (−20) k

→

  NP

→
=  يا (0,1,2)

  ⇒ NP

→
= (0,−10,−20)

 را نيز مشخص مى(كنيم. داريم:Lاكنون يك نقطه از خط 

  

E = (−1,2,0)∈L

Nو عمود بر بردار Eحال معادله(ى خط گذرنده از نقطه(ى 
→

را مى(نويسيم. داريم:

  

a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) =0

⇒0(x +1) +1(y −2) +2(z −0) =0

⇒ P:y +2z −2 =0 معادله�ى صفحه�ى جواب مسئله

:وش دومر
 را مى(نويسـيـم و از بـيـنLمعادله(ى دسته صـفـحـه(ى گـذرنـده 

صفحه(هاى اين دسته صفحه، صفحه(اى را مشخص مى(كنـيـم
 موازى است. معادله(ى دسته صفحه(ى گذرنـدهABكه با خط 

 نوشتيم. داريم:ً را قبلاLبر 
  (2+ λ)x − 3y + 3λz + λ + 8 =0

از طرف ديگر داشتيم:

  AB
→
=  يا (1−,2,2−)

  

AB
→
= (−4,4,−2)

از آن(جا:                                                               

V  دسته صفحه
→

              = (2+ λ,−3, 3λ), VAB
→ = (−4,4,−2)

  
V
→

                   V
AB
→ ⇒ V                 ×V

AB
→ =0

                                       
دسته صفحه                                    دسته صفحه

  

(2+ λ)(−2) + (−3)(2) + (3λ)(−1) =0

⇒ −4−2λ − 6− 3λ =0

⇒ −5λ −10=0⇒ λ = −2

هحفص هتسد هلداعم رد                                                                                

  

λ = −2             → (−3 +2)x − 3y + 3(−2)z −2+ 8 =0

⇒ −3y − 6z + 6 =0⇒ y +2z −2 =0

؛ يعنى جوابAB  و موازى Lمعادله(ى صفحه(ى گذرنده بر 
ديگر مسئله، كه در روش اول نيز همين جواب به(دست آمد.

A   دو نقـطـه(ى .٢مـثـال  = B   و (1,0,2) =  و خـط(4,0−,3−)

  
L:

x
2
= y −1

2
= z

1
   داده( شـده(انـد. مـعـادلـه(ى صـفـحـه(اى را

 از آن به يكB و A مى(گذرد و دو نقطه(ى  Lبنويسيد كه بر خط 
فاصله(اند.

  را به(دستL  و بردار هادى خط AB بردار هادى راستاى حل:
مى(آوريم تا وضع آن(ها را نسبت به هم مشخص كنيم. داريم:

  A(1,0,2), B = (−3,−4,0)⇒ AB
→
= (−3 −1,−4−0,0−2)

  
⇒ AB

→
= (−4,−4,−2), L:

x
2
= y −1

2
= z

1

  
⇒ V

→
L = (2,2,1),

p

′p
:
−4
2
= −2,

  

q
q'
= −4

2
= −2,

r
r'
= −2

2
= −2

⊥
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⇒ p

′p
= q

′q
= r
′r
= −2⇒ AB

→
L

  
A = (1,0,2)             → 1

2
≠ 0−1

2
≠ A ∉L

 و متمايز از آن است. بنابر آن چهL موازى با ABپس خط 
در رويكرد هندسى بحث شد، در اين حالت مسئله بـى(شـمـار
جواب دارد. مجموعه اين جواب(ها، دسته صفحه(اى است كه

 مـى(گـذرد. مـعـادلــه(ى ايــن دســتــه صــفــحــه راLبـر خــط 
مى(نويسيم.داريم:

  
L:

x
2
= y −1

2
= z

1
⇒ P1:

x
2
= y −1

2

  ⇒ x = y −1⇒ P1:x − y +1=0

  
P2:

x
2
= z

1
⇒ x = 2z⇒ P2:x −2z =0

  P1 + λP2 =0⇒ x − y +1+ λ(x −2z) =0

 و جواب مسئلهLمعادله(ى دسته( صفحه(ى گذرنده بر 
  ⇒ (1+ λ)x − y −2λz +1=0

AB و L يـكـى از ايـن صـفـحــه(هــا بــر نـكـتــه:

 از ايـنB و Aمى(گذرد. فاصـلـه(هـاى دو نـقـطـه(ى 
صفحه مساوى صفر است، چون اين دو نقطه روى
صفحه قرار دارند. در مورد بقـيـه(ى صـفـحـه(هـاى

 از هـرB و  Aجواب مسئله، فاصله(هـاى مـسـاوى 
يك از صفحه(ها مخال[ صفر است. به ازاى مقادير

 مى(توان معادله(ى ايـن صـفـحـه(هـا راλگونـاگـون 
مشخص كرد. لازم به ذكـر اسـت، دو صـفـحـه از
صفحه(هاى جواب مسـئـلـه، هـمـان صـفـحـه(هـاى

  P1:x − y P2:x   و  0=1+ −2z  هستـنـد كـه بـه0=
λ  ازاى   λ و 0= →   به(دست مى(آيند.∞

 راL معادله(ى دسته صفحه(ى گذرنده بـر نكته:
αP1  بـه(صـورت  + βP2  عـددهــاىβ و α كـه 0=

حقيقى(اند نيز مى(توان نشان داد؛ يعنى به(صورت:
  α(x − y +1) + β(x −2z) =0

α  در اين حالت به ازاى  =0،P2:x −2z =0،
β  و بــه ازاى ،  P1:x  صــفــحــه(ى  0= − y +1=0

αبه(دست مى(آيد و به ازاى بقيه(ى مقدارهايى كه به 

 نسبت مى(دهيم، صـفـحـه(هـاى ديـگـر جـوابβو 
 وLمسئله حاصل مى(شود. صفحه(ى گـذرنـده بـر 

ABرا نـيـز مـى(تـوان مـشـخـص كـرد كـه يــكــى از 
جواب(هاى مسئله است.

خـــط   .٣مـــثــــال 
  
L:

x −1
4

= y
2
= z −1

3
 و دو نـــقـــطــــه(ى

  A = B   و (1,4−,2) =  داده شــده(انــد. مــعــادلــه(ى(2−,0,1)
 مى(گذرد و دو نقطـه(ىLصفحه(اى را مشخص كنيد كه بر خط 

A و B.از آن به يك فاصله(اند 
 وسطM و هم(چنين وضع نقطه(ى Lو خط AB وضع خط  حل:

مشخص مى(كنيم. داريم:L را نسبت به خط ABپاره(خط 

  A = (2,−1,4), B = (0,1,−2)⇒ AB
→
= (−2,2,−6)

AB موازى L نيست
  
V
→

L = (4,2, 3),
−2
4
≠ 2

2
≠ −6

3
⇒

Lدر معادله(ى                                                                   

  
M = (1,0,1)               → 1−1

3
= 0

2
= 1−1

3
⇒0=0=0

 قرار دارد.L روى خط AB وسط پاره(خط Mپس نقطه(ى 
بنابراين مسئله بى(شمار جواب دارد و اين بى(شمار جواب دسته

 مى(گذرد (يكى از صفحه(هاى اينLصفحه(اى است كه بر خط 
AB و Lدسته صفحه، صفحه(ى گذرنده بر دو خـط مـتـقـاطـع 

است). معادله(ى اين دسته صفحه را مى(نويسيم.

  
L:

x −1
4

= y
2
= z −1

3

  

x −1
2

= y
1

يا
  
⇒ P1:

x −1
4

= y
2

  ⇒ x −1= 2y⇒ P1:x −2y −1=0

  
P2:

y
2
= z −1

2
⇒ P2:3y −2z +2 =0

  ⇒α(x −2y −1) + β(3y −2z +2) =0

معادله(ى دسته صفحه(ى جواب مسئله (دسـتـه صـفـحـه(ى
).Lگذرنده بر 

، دو صفـحـه(ىP2   وP1  دو صـفـحـه(ى نكـتـه: 
β  جواب مسئله(اند كه به ازاى  α   و 0= به(دست 0=

مى(آيند. براى تعيين معادله(ى صفحه(ى گذرنده بـر
L و ABدر اين حالت، كافى است مختصات يـك 

) را درM (غيـر از نـقـطـه(ى ABنـقـطـه(ى دل(خـواه 
معادله(ى دسته صفحه قرار دهيم.

رارق β و α ىقيقح ىاهددع ىاج(هب هك ىرگيد ريداقم ىازا هب
.ديآ(ىم  تسد(هب هلئسم باوج رگيد ىاه(هحفص ى(هلداعم ،ميهد(ىم

�
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 شهين بهنيا●
دانگهستان�هاى چهار��ياضى دبير      دبير ر

لىگيرى جدو�الانتگر

هاشار
در اين مقاله به انتگرال�گيرى به روش جدولى پرداختـه و سـعـى بـر ايـن اسـت كـه در جـدول�هـا، بـا اسـتـفـاده از

 آموخته�ايم و نيز انتگرال�هاى سـاده بـه جـواب بـرسـيـم. ايـن روش بـراى بـه�جـواب رسـيـدن درًمشتق�هايـى كـه قـبـلا
انتگرال�هايى مناسب است كه به�صورت حاصل�ضربى از دو عامل نوشته مى�شوند. بدين�ترتيب، هنر خوب ياد
گرفتن و خوب ياد دادن را مى�آموزيم و نشان مى�دهيم كه رياضى نيز علمى زيبا و فـهـمـيـدنـى اسـت؛ الـبـتـه اگـر بـا

بردبارى، پشتكار و اميد به يادگيرى آن بپردازيم و همواره در پى آموختن مطالب جديد باشيم.

انتـگـرال جـدولـى راهـى بـراى پـيـدا كـردن سـريـع جـواب
انتگرال!هاسـت. هـم!چـنـيـن سـرچـشـمـه!اى بـراى اسـتـخـراج
قاعده!هاى مهم آناليز و تابع اوليه است. اين انتگرال!گيـرى بـر
«جمع انتگرال!هاى متوالى» استـوار اسـت و بـا اسـتـفـاده از آن

 را به!دست آورد. اين روش ما∫F(t)G(t)dtمى!توان حاصل 
را از انجام اعمال جبرى خسته!كننده براى به!دست آوردن حاصل

اين انتگرال!ها بى!نياز مى!سازد.

همان!گونه كه اين طرح در جدول ديده مى!شود، در ستون
 و مشتق!هاى متوالى آن با افـزودن جـمـع و مـنـهـاىF(t)اول، 

 مشتق اول تابع وF(1)  متناوب در كنار آن نوشته مى!شود. پس 

  F(2) مشتق دوم تابع و   F(3) مشتق سوم تابع و… و F(n)مشتق 
n.ام تابع را در ستون اول نشان مى!دهد

 و انتگرال!هاى متوالى آن ديـدهG(t)در ستون دوم جدول، 
G  مى!شـود. 

G   انتگرال اول تابـع و (1−)
 انتگرال دوم و بـه(2−)

 است. در ايـنG(t)ام  n كه انتگـرال G(−n)همين صـورت تـا 
انتگرال!گيرى متوالى، عددهاى ثابت را به حساب نمى!آوريم و

 ثبت مى!كنيـم. درCآن!ها را در حاصل نهايى به!صـورت عـدد 
نهايت جواب انتگرال با جمع حاصل!ضرب!هايى كه در جدول
به!صورت خطوط مايل نشان داده شده!اند، به!دسـت مـى!آيـد.

پس به!صورت نمادين مى!توان نوشت:

    
F(t)G(t)dt∫ = FG(−1) − F(1)G(−2) + F(2)G(−3)+L

  
+(−1)n F(n)G(−n−1) + (−1)n+1 F(n+1) (t)G(−n−1) (t)dt∫
  
= ∑

k=0

n
(−1)k FkG(−k−1) + (−1)n+1 F(n+1) (t)G(−n−1) (t)dt∫

حاصل .١مثال
  

x2 sin xdx∫.را به!دست آوريد 
 در نظر مى!گيريم:حل:

   F(x) = x2

G(x) = sin x

و مى!دانيم كه:
 cos xdx = sin x + c∫و sin xdx = −cos x + c∫

ستون اولستون دوم
G+F

  G
(−1)

  −F(1)

  G
(−2)

  +F(2)

  G
(−3)

  − F(3)

  M  M

G(−n)
  (−1)n F(n)

  G
(−n−1)

    (−1)n+1F(n+1)L

لىگيرى جدو�الانتگر
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وقتى در ستون اول به صفر مى!رسيم، كار انتگرال!گيرى به
پايان رسيده است، پس داريم:

  
x2 sin xdx∫ = F(x)G(−1) − F(1)G(−2) + F(2)G(−3)

                 = −x2 cos x +2x sin x +2cos x + c

با توجه به اين!كه:

  
G(−1) = G(x)dx = sin xdx = −cos x + c∫∫

 را در هريك از(C)ولى همان!طور كه گفتيم، ثابت انتگرال 
G  مراحل انتگرال!گيرى ناديده مى!گيريم. پس 

(−1) = cos xرا 
G  در جدول مى!نويسيم و به همين ترتيـب بـراى 

G   و (2−)
(−3)

عمل مى!كنيم كه در جدول نوشته!ايم. البته اين مقدار ثابت در
حاصل نهايى انتگرال نوشته شده است.

حاصل  .٢مثال
  

3x −2

x
dx∫.را به!دست آوريد 

 در نظر مى!گيريم:حل:

  

F(x) = 3x −2

G(x) = ( x )−1

و مى!دانيم كه:

  
xn = xn+1

n +1
+C∫

پس داريم:

  

3x −2

x
dx∫ = (3x −2)(2x

1

2 ) − 3(
4
3

x
3

2 )

                           = (3x −2)(2 x ) −4x x

                                          = x (2x −4) +C

حاصل  .٢مثال
  

x2exdx∫.را به!دست آوريد 

exdxمى!دانيم!كه:  حل: = ex +C∫
در نظر مى!گيريم:

  

F(x) = x2

G(x) = ex

ستون اولستون دوم

G(x)=sinx  +F(x) = x2

  G
(−1) = −cos x  −F(1) =2x

  G
(−2) = −sin sx  +F(2) =2  

  G
(−3) = cos x  −F(3) =0

لى 
توا

ى م
ق!ها

مشت
  x

2
صفر

لى  تا 
توا

ى م
ل!ها

گرا
انت

si
nx

ستون اول                                ستون دوم               

  G(x) = ( x )−1 = x
−1

2

  

G(−1) = x
−1

2
+1

1
2

=2x
1

2

  −F(1) = 3

  

G(−2) =2
x

1

2
+1

3
2

= 4
3

x
3

2

  +F(2) =0

لى 
توا

ى م
ق!ها

مشت
  3

x
−

2
صفر

 تا 

لى 
توا

ى م
ل!ها

گرا
انت

x
  +F(x) = (3x −2)

ستون اولستون دوم
ex

  +   x2

ex  −   2x

ex  +   2

ex  −   0

لى 
توا

ى م
ق!ها

مشت
  x

2
صفر

لى  تا 
توا

ى م
ل!ها

گرا
انت

ex
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لطيفه

پس داريم:

  
x2exdx∫ = x2ex −2xex +2ex +C

                  = ex (x2 −2x +2) +C

ex حاصل .٤مثال sin xdx∫.را محاسبه كنيد 
 در نظر مى!گيريم:حل:

F(x) = sin x

G(x) = ex

توجه كنيد، در اين مثال با رسيدن به عبارت انتگرال اصلى،
ديگر عمل انتگرال!گيرى را ادامه نـمـى!دهـيـم و بـراى نـوشـتـن

حاصل داريم:

  

ex sin xdx∫ = ex sin x − ex cos x − ex sin
∗

xdx∫
( ex sin xdx +∫ ex sin xdx∫ ) = ex sin x − ex cos x

ex sin xdx = 1
2

ex (sin x − cos x) +C∫

 حاصل .٥مثال
  

12t2 + 36

3t +25∫ dt.را محاسبه كنيد 

 داريم:حل:

  

F(t) =12t2 + 36

G(x) = (3t +2)
−1

5

پس داريم:

  

12t2 + 36

3t +25∫ dt = (5t2 +15)(3t +2)
4

5

                
  
− 50t

27
(3t +2)

9

5 + 125
567

(3t +2)
14

5 +C

تمرين انتگرال!هاى زير را با همين روش محاسبه كنيد.

  
1)  (5x2 +2) cos xdx∫
  
2)  ex (−x3 +2x −1)dx∫

  
3)  

5x2 +6x

2 x∫ dx

  
4)  sin x(

x3 −1
2

)dx∫
منابع ............................................................
1. www.matharticles.com

).١ال (جانسيل و انتگرج ب. حساب ديفرماس، جور. تو٢

ستون اولستون دوم
ex+   sin x

ex−   cos x

ex+   (−sin x)

ex

*

ex sin x.خود عبارت انتگرال است 

 ستون دوم                              ستون اول                

  (3t +2)
−1

5  +12t2 + 36

  

5
12

(3t +2)
4

5
  −24t

  

25
324

(3t +2)
9

5  +24

  

125
13608

(3t +2)
14

5  0

لى 
توا

ى م
ق!ها

مشت
  1

2t
2
+

36
صفر

 تا 

لى 
توا

ى م
ل!ها

گرا
انت

  (3
t+

2)
−1 5

روزى عده!اى از مهندسان مى!خواستند ارتفاع ميله!ى پرچم
را اندازه!گيرى كنند و چون فقط متر داشتند و نمى!توانستند
آن را جايى بند كنند، مانده بودند كه چه كنند. در همـيـن
حـال ريـاضـى!دانـى از آن!جـا عـبـور مـى!كـرد از او كـمـك
خواستند و گفت اين كه خيلى آسان است و ميله!ى پرچم
را از جاى درآورد و روى زمين گذاشت و طول آن را با متر
اندازه گرفت، بعد از رفتن او يكى از مهندسان گفت، اين
رياضى!دان!ها چه!قدر بامزه هستند، ما مى!خواستيم ارتفاع

ميله را حساب كنيم، او طول آن را به ما گفت.
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∞١

٥ اقىكتر محمدعلى فريبرزى عر د●
اناحدتهراد اسلامى وعضو هيئت علمى دانشگاه آز      

منظور از «ارتفاع يك مجموعه!ى فازى»، بزرگ!ترين  تعري4:
مـقـدار درجـه!ى عـضـويـت در آن مـجـمـوعـه اسـت. ارتـفــاع

 نمايش مـى!دهـيـم. بـه ايـنh(Ã) را بـا Ãمجمـوعـه!ى فـازى 
ترتيب:

h(Ã) = max
x ∈ X

µ
Ã

(x)

 باشـد، آن١در صورتى!كه ارتفاع يك مجـمـوعـه!ى فـازى 
مجموعه!ى فازى را نرمال و در غيـر ايـن صـورت غـيـرنـرمـال

 يك مجموعه!ى فازى نرمال باشد،Ãمى!گويند. بنابراين اگر 
آن!گاه:

  
∃ x ∈ X,  µ

Ã
(x) =1

مقدمه
 داراى ابهام و نوعى عدم قطعيت هستند كه به پيچيدگى در آن�ها مى�انجامد.ًمسائلى كه انسان در واقعيت با آن�ها سروكار دارد، معمولا

براى آن�كه بتوان موضوعى را به�طور كامل تحليل كرد، بايد اطلاعات كافى و دقيق از آن داشت. ولى انسان در مواجهه با مسائل پيچيده
در دنياى واقعى، چون اطلاعات دقيقى از آن�ها ندارد، به شكل تقريبى ماهـيـت آن�هـا را تـحـلـيـل مـى�كـنـد. در ايـن خـصـوص، پـروفـسـور
لطفى�زاده، بنيان�گذار منطق و مجموعه�هاى فازى بيان كرده است: «هر چه ميزان آگاهى از يك سيستم افزايش يابد، پيچيدگى آن سيستم
كاهش پيدا مى�كند و درك و تحليل از آن افزايش مى�يابد. وقتى پيچيدگى سيستم كاهش يابد، دقت روش مدل�سازى افزايش مى�يابد و

ابزار مفيدى براى تحليل سيستم فراهم مى�شود.»
براى سيستم�هايى كه پيچيدگى كمى دارند، چون ميزان عدم قطعيت در آن�ها كم است، مى�توان با استفاده از روابط رياضى، رفتار آن�ها
را به شكل دقيق مدل�سازى و تحليل كرد. ولى اگر سيستم قدرى پيچيده شود، عدم قطعيت افزايش مى�يـابـد. در ايـن حـالـت نـمـى�تـوان
تحليل دقيقى از آن به عمل آورد. به منظور تحليل مناسبى از اين نوع سيستم�ها، از رويكرد استدلال تقريبى فـازى اسـتـفـاده مـى�شـود. بـه

همين لحاظ، به آن�ها سيستم�هاى «فازى» مى�گويند.
ورودى سيستم�هاى فازى، اطلاعاتى فازى يا غيردقيق هستند، يا آن�كه بررسى سيستم براساس استدلال تقريبى و به شكل فازى و غيردقيق
صورت مى�گيرد. نظريه�ى فازى كه به بررسى مفاهيم غيردقيق مى�پردازد، داراى چهار بخش متفاوت است كه عـبـارت�انـد از: ريـاضـى
فازى، منطق و سيستم�هاى فازى، تصميم�گيرى فازى و هوش مصنوعى. رياضى فازى به بررسى مـجـمـوعـه�هـاى فـازى و اعـمـال روى
آن�ها مى�پردازد و همان�گونه كه در قسمت�هاى قبل اشاره شد، عضويت يك عنصر در يك مجموعه�ى فازى، با عددى موسوم به درجه�ى
عضويت بيان مى�شود كه مقدارى بين صفر و يك است. منطق فازى توسعه يافتـه�ى مـنـطـق كـلاسـيـك اسـت كـه در آن بـه جـاى مـنـطـق دو

ارزشى، از منطق چند ارزشى استفاده مى�شود. در تصميم�گيرى فازى پارامترها، تابع هدف و قيود مسئله به شكل فازى هستند.
از جمله كاربردهاى مهم نظريه�ى فازى،در هوش مصنوعى و طراحى و ساخت ربات�هاى هوشمند است كه مى�توان با پردازش فازى،

امكان انجام رفتارهايى شبيه انسان را در آن�ها طراحى كرد.
در قسمت�هاى قبل، مفاهيمى چون مجموعه�ى فازى محـدب، عـدد فـازى و اعـمـال روى مـجـمـوعـه�هـاى فـازى مـعـرفـى شـدنـد. در ايـن

قسمت، ابتدا چند مفهوم در مجموعه�هاى فازى را مطرح مى�كنيم:
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با اين تابع عضويت است:

  
µ õ (x) =

1       x =0

0       x ≠0




Supp(õ)  بنابراين:  = 0{ شكل زير).( {

در قسمت قبل، تعـريـفـى از اعـداد فـازى مـطـرح شـد كـه
 ارائه داده است. پس از آن، تعريd عـدد فـازى، بـه١زيمرمـن

صورت زير كامل شد:
 :eمجموعه!ى فازى تعريÃ:را عدد فازى گوييم هرگاه 

(eال Ãمجموعه!ى فازى نرمال باشد؛ 
 بـراى هـرAα، يـعـنــى Ã بـرش α− مـجـمـوعــه!ى ب)

  0< α . بازه!اى بسته باشد؛1≥
 مجموعه!اى كران!دار باشد.Ã تكيه!گاه ج)

ره ىارب ىزاف ددع ـكي شرب α− نوچ ،لااب dيرـعت ربانب
  0< α ،هـتـسب ى!ـهعـوـمجم ـره و ،ـهـتـسب ىا!ـهعوـمـجم ،1≥

ى!هعومجم كي ىزاف ددع ره نياربانب ،تسا بدحم ىا!هعومجم
ىنعي .تسين رارقرب تلاح نيا سكع ىلو .تسا بدحم ىزاف
نآ شرب α− كي هك دز لاثم ار ىبدحم ىزاف ى!هعومجم ناوت!ىم
تيوضع عبات زا ىياه!هنوـمن ،ريز ىاه!لكش .دشاب زاب!مين اي زاب
و ىقيقح دادعا هك مينك!ىم هجوت .دننك!ىم نايب ار ىزاف ددع كي
.دنتسه ىزاف دادعا زا ىصاخ تلااح ،ىقيقح ىاه!هزاب

 كه مقدار درجه!ىXزير مجموعه!اى از مجموعه!ى مرجـع 
 باشد، «هسته!ى مجموعه!ى١عضويت اعضاى اين مجموعـه 

 نـمـايــشCore(Ã) را بـا Ã نـام دارد. هـســتــه!ى Ãفـازى» 
مى!دهند. لذا:

  
Core(Ã) = x ∈ X   µ

Ã
(x) =1{ }

شكل!هاى زير، توابع عضويت نمونه!اى از يك مجموعه!ى
فازى نرمال و غيرنرمال را نمايش مى!دهند. در هر يك از آن!ها

هسته و ارتفاع مشخص شده!اند.

هم!چنين، اگر:
   Ã = (2,0/ 3), (3,0/ 6), (4,1), (5,1), (7,0/ 8), (9,0/ 4){ }،

h(Ã)  آن!گــاه: Core(Ã)   و 1= = 4,5{ Ã. بــنــابــرايـــن، {

مجموعه!ى فازى نرمالى را نمايش مى!دهد.
مفهوم ديگرى كه در مجموعه!هاى فازى مطرح مى!شـود،

 باِ«مجموعه!ى فازى سينگلتون» است كه به مجموعه!ى فـازى
 يـكÃتكيه!گاه يـك عـضـوى اطـلاق مـى!شـود. بـنـابـرايـن، 

مجموعه!ى فازى سينگلتون نام دارد، هرگاه:
Supp(Ã) = a{ }
براى مثال، منظور از صفر سينگلتون، مجموعه!اى فـازى

h(Ã)  مجموعه�ى فازى نرمال با  Core(Ã)    و1= = 3,5[ ]

h(Ã)   مجموعه�ى فازى نرمال با Core(Ã)   و 1= = 4{ }

h(Ã)  با مجموعه�ى فازى غيرنرمال  =0/ Core(Ã) و 7 = φ

)٤       يك عدد حقيقى قطعى (عدد ١

)٤ ً       يك عدد حقيقى فازى (تقريبا٢

µ

µ

µ
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 همانند شكل!هاى بـالاًتابع عضويت هر عدد فازى، لزوما
متقارن نيست. به نمونه!هاى زير از اعداد فازى توجه كنيد:

مشاهده مى!كنيم، تابع عضويت هر عـدد فـازى مـى!تـوانـد
صعودى يا نزولى باشد. با توجه به تعريd عدد فازى، مى!توان

قضيه!ى زير را بيان كرد:
 باشد، آن!گاهR| يك مجموعه!ى فازى روى Ãاگر قضيه: 

Ãيك عدد فازى است اگر و تنها اگر بازه!ى بسته!ى غيـرتـهـى 
 وجود داشته باشد كه:[a,b]نظير 

  

µ
Ã

(x) =
1            a ≤ x ≤ b

l(x)          x < a

r(x)         x > b







,∞−) تابعى از lكه در آن  a) صعودى  و از راست[0,1]   به ،
x  پيوسته است و به ازاى  ∈ (−∞, w1] ،  w1 ≤ a ،  l(x) =0،

r تابعى از (b,+∞) نزولى و از چپ پيوسته است و به[0,1]   به ،
x  ازاى  ∈ [w2,+∞) ،  b ≤ w2:داريم   r(x) =0.

 در قضيه بـه نـمـايـش گـذاشـتـهr و lدر شكل زيـر، تـوابـع 
شده!اند:

 برش!هاى خود مشخصα−چون مجموعه!هاى فازى بـا 
 برش!هـا،α−مى!شوند، مى!توان با انجـام مـحـاسـبـات روى 

اعمال رياضى روى اعداد فازى را برحسب اعمال رياضى روى
−αبرش!هاى آن!ها معرفى كرد. در اين!جا اعمـال اصـلـى در 

بازه!ها را معرفى مى!كنيم. خواص و جزئيات اعمال بازه!اى در

]3,5        يك بازه�ى بسته�ى حقيقى قطعى (بازه�ى ٣ ](

)٥ و ٣ بين ً       يك بازه�ى حقيقى فازى (تقريبا٤

        يك عدد فازى زنگى شكل متقارن١

      يك عدد فازى زنگى شكل غيرمتقارن٢

     اعداد بزرگ٣

       اعداد كوچك٤

[a,b] نمونه�اى از يك عدد فازى با هسته�ى

µ

µ

µ

µ µ

µ

x

x

x

µ
Ã

(x)

x

x

µ
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مبحثى با عنوان «حساب بازه!اى» بررسى مى!شود. در ادامـه،
اعمال جمع، تفريق، ضرب و تـقـسـيـم دو بـازه!ى حـقـيـقـى،

هم!چنين قرينه و وارون بازه!ى فازى معرفى مى!شوند:
a, b[ ] + c,d[ ] = a + c, b + d[ ]
− a, b[ ] = −b,−a[ ]
a, b[ ] − c, d[ ] = a, b[ ] + (− c, d][ ]) = a − d, b − c[ ]

∌0  با فرض آن!كه:  a, b[ ]

  
a, b[ ] −1 = 1

b
,
1
a







a, b[ ] × c,d[ ] = min ac,ad, bc, bd{ } , max ac,ad, bc, bd{ }[ ]
∌0  با فرض  c,d[ ]

  
a, b[ ] / c, d[ ] = a, b[ ] × c,d[ ] −1 = a, b[ ] × 1

d
,
1
c







= min
a
d

,
a
c

,
b
d

,
b
c



, max

a
d

,
a
c

,
b
d

,
b
c










مثال:
    − −7,2[ ] = −2,7[ ]                2,6[ ] + 1,4[ ] = 3,10[ ]

    
  
2,6[ ] −1 = 1

6
,
1
2







                2,6[ ] − 1,4[ ] = −2,5[ ]

  −2,2[ ] × −3,−0/ 5[ ] = −6,6[ ]

  
−1, 3[ ] / 2,5[ ] = −1

2
,
3
2







حال فرض كنيد، مى!خواهيم تابـع عـضـويـت مـجـمـوع و
 را با توابع عضويتB̃ و Ãتفاضل دو عدد فازى مثلثى شكل 

زير را به دست آوريم:

  

µ
Ã

(x) =

0         x ≤ −1 ,  x > 3

x +1
2

    −1≤ x ≤1

3− x
2

     1< x ≤ 3














  

µ
B̃

(x) =

0          x ≤1 ,  x > 5

x −1
2

     1≤ x ≤ 3

5 − x
2

    3 < x ≤ 5














 برش عبارت!اند از:α−در اين حالت، مجموعه!هاى 
  Aα = 2α −1, 3 −2α[ ]   ,   0≤ α ≤ 1

  Bα = 2α +1,5 −2α[ ]   ,   0< α ≤1

با توجه به جمع و تفريق بازه!هاى فازى خواهيم داشت:

  

(A +B)α = 2α −1, 3 −2α[ ] + 2α +1,5 −2α[ ]
              = 4α ,8 −4α[ ]  ,  0< α ≤1

  

(A −B)α = 2α −1, 3 −2α[ ] − 2α +1,5 −2α[ ]
              = 4α − 6,2−4α[ ]  ,  0< α ≤1

 برش فوق توابع عضويتα−حال از روى مجموعه!هاى 
Ã + B̃ و Ã − B̃:را به دست مى!آوريم. فرض كنيم 

x ∈ (A +B)α 4   لـذاα ≤ x ≤ 8 −4α و از آن!جـا 
  

x
4
≥ α

>0  به ازاى  x ≤  و 4
  

8 − x
4

≥ α 4   به ازاى < x ≤ . بنابراين:8

  

µ
Ã+B̃

(x) =

0           x ≤0 ,  x > 8

x
4

            0< x ≤ 4

8 − x
4

     4 < x ≤ 8














به طور مشابه:

  

µ
Ã−B̃

(x) =

0           x ≤ −6  ,  x >2

x +6
4

     −6 < x ≤ −2

2− x
4

     −2 < x ≤ 2














Ã،B̃،Ãشكل زير، توابـع عـضـويـت  + B̃ و Ã − B̃را 
نمايش مى!دهد.

حال سؤالات زير را مطرح مى!كنيم:
 مى!شود؟٤ً  برابر با تقريبا١ً  تقريبا٣+ً  آيا حاصل    تقريبا●
)٣ ًـ تقريبـا١ ً (تقريـبـا١+ ً= تقريبـا٣ ً آيا رابطه!ى تقـريـبـا●

صحيح است؟
ًدو تابع عضويت مثال بالا، توصيفى از اعداد فازى تقريبـا

 را نمايش مى!دهند. با توجه بـه تـابـع عـضـويـت٣ ً و تقريـبـا١
Ã + B̃ پاسخ سؤال اول مثبت است. مجموعه!ى ،− αبرش 

(A +B)α به ازاى چند α:خاص در زير آمده است 

  

(A +B)α =

1/ 2,6 / 8[ ]        α =0/ 3

2 / 8,5 / 2[ ]       α =0/ 7

4                      α =1 









°

١Ã − B̃ Ã + B̃
Ã B̃

µ
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µ
Ã

(x) ≥ α ⇒ 1

1+ (
1

x −10
)2
≥ α ⇒ 1+ (

1
x +10

)2 ≤ 1
α

  
⇒ (

1
x −10

)2 ≤ 1− α
α

⇒ (x −10)2 ≥ α
1− α

⇒ x −10 ≥ α
1− α

  
⇒ x −10≥ α

1− α  
x −10≤ − α

1− α
⇒ x ≥10+ α

1− α
 يا

  
x ≤10− α

1− α
⇒ x ≤10− α

1− α يا 
  
⇒ x −10≥ α

1− α

  
x ≥10+ α

1− α
 يا

  
⇒ Aα = (−∞,10− α

1− α
] ∪ [10+ α

1− α
,+∞)

− وÃنمودار زير توصيفى از تابـع عـضـويـت  αبـرش آن 
 محدبÃ محدب نيست، لذا Aαاست. ملاحظه مى!كنيم، 

نخواهد بود.

١°اين عدد فازى مى!تواند بيانگر مفهوم فازى خيلى دور از 
−بـــاشـــد. مـــجـــمــــوعــــه!ى  αبـــرش قـــســـمــــت دوم 

  
Bα = 10− 1− α

α
 ,  10+ 1− α

α








است كه مجموعـه!اى 

 محدب است. سؤال سوم مشـابـهB̃محدب است. بنابـرايـن 
سؤال حل شده در مقاله!ى قبل حل مى!شـود. در مـورد سـؤال

µچهارم، به شكل زير توجه كنـيـد كـه 
Ã.را نمايش مـى!دهـد 

 يك عدد فازى نه مثبت و نه منفى است.Ãملاحظه مى!كنيم كه 
 را ارائه مى!دهد.١ ًاين عدد فازى توصيفى از تقريبا

C̃      نمودار تابع عضويت١

Ã       نمودار تابع عضويت٢

x

ولى پاسخ سؤال دوم منفى است. رابطه!ى فـوق صـحـيـح
نيست. علت اصلى برقرار نبودن اين رابطه از تعريd تفريق دو

−بازه!ى حقيقى ناشى مى!شود. در مثال فوق، مجموعـه!ى  α

» عبارت است از قريـنـه!ى٣ً ـ تقريبـا١ً برش عدد فازى «تقريـبـا
−مجموعـه!ى  α؛ يعنـى١ً ـ تقريبـا٣ ً برش عدد فازى «تقريبـا«

4α  قرينه!ى بازه!ى  − 6,2−4α[ ].
>0  بنابراين:  α 4α   و 1≥ −2,6−4α[ ] =α)٣ً  ـتقريبا١ً تقريبا(

2α  حال اين بازه با بازه!ى −1, 3 −2α[ ]=α)جمع١ً تقريبا (
مى!شود. بنابراين:

  0< α 6α   و 1≥ − 3,9−6α[ ]=α)١ً تقريبا(+ α)٣ً  ـتقريبا١ً تقريبا(
−مجموعه!ى  α برش حاصل با مجموعه!ى − αبرش عدد 

 متفاوت است.Bα، يعنى ٣ ًفازى تقريبا
در انتها چگونگى حل تمرين!هايى را كه در مـقـالـه!ى قـبـل

مطرح شدند، شرح مى!دهيم.
در سؤال اول، تابع عضويت قـسـمـت الـd مـى!تـوانـد بـه

صورت 
  
µ

Ã
(x) = e−(x−3)2 معرفى شود. قسمـت ب مـعـرف

,1يك عدد فازى ذوزنقه!اى يا يك بازه!ى فازى با هـسـتـه!ى  3[ ]
است كه مى!توانيد آن را در رابطه!ى كلى ارائه شـده بـراى تـابـع
عضويت اين نوع از اعداد فازى جاى!گذارى كنيد. تابع عضويت

براى قسمت ج سؤال را مى!توان به شكل زير در نظر گرفت:

  

µ
C̃

(x) =

1

1+ (
1

x − 3
)2

      x > 3

       0               x ≤ 3










، بـه ايـن٢ در سـؤال Ãبه منظـور بـررسـى مـحـدب بـودن 
 در مخرج كسر٢صورت عمل مى!كنم (در صورت سؤال، توان 

تايپ نشده است كه در اين حل اصلاح گرديده است):

x

µ

µ

α

  
10− α

1− α   
10+ α

1− α

µ
Ã

  Aα = 2α −2,1− α[ ]
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ضا اميرى حميدر●٣

ه:اشار
در ايـن قـســمــت و بــا بــيــان خــواص
رابـطـه�ى بـخـش�پـذيـرى (عــاد�كــردن)

 در دو قــســمــت قــبــل، بـــهZروى 
ِبررسى قضيه�ى تـقـسـيـم و نـتـايـج

حاصل از آن مى�پردازيم:

به ازاى هـر عـدد قضيه�ى تـقـسـيـم:
، هموارهb و هر عدد طبيعى مانند aصحيح مانند 

 يافتq و rدو عدد صحيح و منحصر به فـرد مـانـنـد 
aمى!شوند،به قسمى كه  = bq + r 0   و≤ r < b.

 اثبات قضيه!ى تقسيم را با روشى بيان مى!كنيم كه تا حدى
با روش اثبات در كتاب درسى متفاوت است:

برهان: دنباله!ى اعداد صحيح زير را در نظر بگيريد:
  ...,−3b,−2b,−b,0,b,2b,3b,...

، همواره بين دو عضوaواضح است كه هر عدد صحيح مانند 
متوالى از اين دنباله قرار خواهد گرفت! يعنى عددى صحيح مانند

q يافت مى!شود، به قـسـمـى كـه   qb ≤ a < (q +1)bبا اضافـه .
−كردن qb :0   به طرفين نابرابرى خواهيم داشت≤ a − qb < b

كـه اگـر فـرض كـنــيــم 
  

r = a − bq
a=bq+r

1 24 ، در ايـن صـورت  داريــم:34
a = bq + rقضيه!ى يعنى وجود ِ. بنابراين قسمـت اول r و qدر 

Z كه در رابطه!هاى a = bq + r 0   و≤ r < bصدق كنند، به اثبات 
 همان اثبات كتاب درسى است!q و rرسيد. اثبات يكتايى 

راb  را مـقــســوم،aاز ايـن بـه بـعــد در مــســائــل، تـوجــه: 
 را باقى!مانده مى!ناميم.r را خارج!قسمت و qمقسوم!عليه، 

م)ِبيان و اثبات چند قضيه�ى مقدماتى (ل
اگر در يك تقسيم، مقسوم و مقسـوم عـلـيـه را در عـددى :١م ِل

ضرب كنيم، باقى!مانده!ى تقسيم در آن عـدد ضـرب مـى!شـود و
خارج!قسمت تغيير نمى!كند.

فـــرض كـــنـــيــــم ـــرهـــان:ب
a = bq + rتــقــســيــم عـــدد 

 بـر عـددaصـحـيـح و دل!خـواه 
 خــارج!q بـاشـد و bطـبـيــعــى 
 !!باقى!مانده. در اينrقسمـت و 

صورت داريم:
a = bq + r

⇒ ka = k(bq) + kr

⇒ ka = (kb)q + kr

ka خارج!قسمت تقسيم qواضح است كه 

 باقى!مانده.kr است و kbبر 
  (0≤ r < b ⇒ 0≤ kr < kb)

بر در حالتى كه مقسوم و مقسوم!علـيـه ١م ِل   تذكر:
k بخش!پذير باشند و نيـز بـراى تـقـسـيـم آن!هـا بـرk،

برقراراست (به عنوان تمرين ثابت كنيد.)

 برابر مقسوم عليه را به مقسوم اضافـهkاگر در يك تقسيم  :٢م ِل
كنيم و مقسوم!عليه را تغيير ندهيم، در اين صورت خارج!قسمت

 جمع مى!شود و باقى!مانده تغيير نمى!كند.kبا عدد 

aفرض كنيم  برهان: = bq + r:در اين صورت .

a = bq + r ⇒ a + kb = bq + kb + r

  

⇒ (a + kb) = b(q + k
′q

123
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يك مطلب جالب!
در هر تقسيم، تعداد ارقام خارج قسمت برابر است با
حداقل تعداد صفرهايى كه بايد در جلوى مقسوم!عليه قرار

دهيم تا عدد حاصل از مقسوم بزرگ!تر شود.
، خارج!قسمت دو رقمى است،٦ بر ٧٦در تقسيم مثال: 

 قرار دهيم، در ايـن٦زيرا اگر حداقل دو صـفـر جـلـوى 
 بزرگ!تر مى!شـود. در٧٦ از ٦°°صورت حاصل يعـنـى 

، يك رقمـى٨ بر ٧٦صورتى كه خارج!قسمت تـقـسـيـم 
، عـدد٨است. زيرا با قراردادن تنها يك صـفـر جـلـوى 

 بزرگ!تر مى!شود.٧٦حاصل از 
بزرگ!ترين عددى كه مى!توان به مقسوم اضافه كرد: ٤م ِل

تا خارج!قسمت تغيير نكند (با ثابت ماندن مقسوم عـلـيـه)
b)  برابر است با  − r −1).

aاگر به طرفـيـن رابـطـه!ى   برهـان: = bq + r عدد nرا 
aاضافه كنيم، خواهيم داشت  + n = bq + n + rحال .

a)اگر  + n) را مقسـوم و b را همان مقسوم!علـيـه و qرا 
r′خارج!قسمـت فـرض كـنـيـم و  = (n + r)باقى مـانـده 

n  باشد، بايد  +1< b  يا   n < b  باشد كه حداقل مقدار1−
n  براى آن  = b − r  است.1−

aدر تقسيم : ٥م لِ = bq + r حداكثر r
q









واحد مى!توان 

به مقسوم!عليه اضافه كرد تا مقسوم و خارج!قسمت تغيير
نكنند.

a                        برهان: = bq + r ⇒ a = (b + x)q + ′r

  ⇒ bq + r = (b + x)q + ′r ⇒ ′r = r − xq,  ′r ≥0

  
⇒ r − xq ≥0⇒ xq ≤ r ⇒ x ≤ r

q
⇒ xmax =

r
q











 تقسيم يـك عـدد بـرِبراى به دست آوردن خـارج قـسـمـت :٣م ِل
 چند عدد، كافى است آن عدد را بر يكى از عامل!هاىِحاصل!ضرب

 حاصل را هم بر يكى ديگر ازِضرب، تقسيم كنيم. خارج!قسمت
 ضربِعوامل تقسيم كنيم و اين عمل را ادامه دهيم تا آخرين عامل

كه آخرين خارج!قسمت همان خارج!قسمت مطلوب است.
7   رب ار ٤٥° تمسق!جراخ ميهاوخ!ىم مينك ضرف × 3 .ميبايب 5×

  450= 5 ×90,  90= 3 × 30,  30= 7 ×4+2 ⇒ q = 4

  450= (7 × 3 ×5) ×4+ 30⇒ ′q = 4

q  (مشاهده مى!كنيد كه  = ′q = 4(

 بررسى مى!كنيم.bc بر a  را در حالت تقسيم عدد ٣م ِ ل برهان:
 عدد تقسيم شود نيز به طريقn بر حاصل!ضرب aبراى حالتى كه 

مشابه مى!توان عمل كرد:
)١  (  a = bq + r,  0≤ r < b ابتدا :a را بر bتقسيم مى!كنيم 
)٢  (  q = cq1 + r1,  0≤ r1 < c سـپـس :q را بـر cتـقـسـيــم 

مى!كنيم
 قرار دهيم، خـواهـيـم١ در رابطـه!ى ٢ را از رابطـه!ى qاگـر 
داشت:

  a = b(cq1 + r1) + r ⇒ a = bcq1 + (br1 + r)

br1  حال كافى است ثابت كنيم:  + r2 < bcدر اين صورت .
 يعنى آخرين خارج!قـسـمـت، هـمـانq1  حكم به دست مـى!آيـد و 

خارج!قسمت مطلوب است.
  r < b ⇒ r ≤ b −1

  r1 < c ⇒ r1 ≤ c −1⇒ br1 ≤ bc − b

 
ىواسمان نيفرط�عمج

r + br1 ≤ (b −1) + (bc − b) ⇒ br1 + r ≤ bc −1

  ⇒ br1 + r < bc

مسائل حل شده

 واحد به مقسوم اضافه٤١در يك تقسيم، اگـر   :١مسئله�ى 
 واحد به خارج قسمـت٥كنيم و مقسوم!عليه را تغيير ندهيـم، 

 واحد كم مى!شود. مقسوم!عـلـيـه را٤اضافه و از باقى!مـانـده 
بيابيد.

a              فرض  حل: = bq + r

    

a +41= b(q +5) + r −4 ⇒ a +41= bq + r
a

123
+5b −4

  ⇒ 5b = 45 ⇒ b =9

⇒
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 يافت مى!شود كـهaچه تعداد عدد طبيعى ماننـد  :٢مسئلـه�ى 
، از سه برابر مربع خارج!قسمت١٩٨باقى!مانده!ى تقسيم آن بر 

 واحد كمتر باشد (بزرگ!ترين آن!ها كدام است)؟٤
 راr را خارج!قسـمـت و qطبق قضيه!ى تقسـيـم، اگـر  حل:

باقى!مانده فرض كنيم، خواهيم داشت:
  a =198q + r  ,  r <198  ,  r = 3q2 −4

  
⇒ 3q2 −4 <198 ⇒ 3q2 <202 ⇒ q2 < 202

3

  
⇒ q2 ≤ 202

3





= 67 ⇒ q ≤ 67[ ] ⇒ q ≤ 8

  

q =0⇒ r = −4

q =1⇒ r = −1




  ⇒ q ≠0,1,  2 ≤ q ≤  اگر8

q  ، هفت مقدار وجود دارد كه به ازاى qبنابراين براى  = 8

 به دست مى!آيد.aبزرگ!ترين مقدار براى 
  q = 8 ⇒ r = 3×82 −4=188  ,  a =198 ×8+188 =1772

٥ و باقى!مانـده ٨در يك تقسيم، مقسوم عـلـيـه : ٣مسئلـه�ى 
 واحد به مقسوم اضافه كنيم و مقسوم عـلـيـه را٣٢است. اگر 

تغيير ندهيم، خارج قسمت چه تغييرى مى!كند و باقى!مانده چه
عددى است؟

، چون چهار برابر مقسوم!عليه با مقسـوم٢م ِطبق ل حل:
 جمع مـى!شـود و٤جمع شده است، خارج!قسمـت بـا عـدد 

خارج!قسمت جديد به دست مى!آيد. باقى!مانده تغيير نمى!كند
 است.٥و همان عدد 

 برابر باقى!مانده است١٢در يك تقسيم، مقسوم  :٤مسئله�ى 
 واحد از حداكثر مقدار خود كمتر است. اجزاى٢و باقى!مانده 

اين تقسيم را به دست آوريد.
aطبق فرض مسئله، اگر  حل: = bq + rدر اين صورت ،
  a =12r و   r = b −1−2.

  a = bq + r ⇒ 12r = bq + r ⇒ 12(b − 3) = bq + b − 3

  ⇒ 12b − 36 = bq + b − 3 ⇒ 11b − bq = 33

  
⇒ b(11− q) = 3 ×11⇒

b =11⇒ r = b − 3 =11− 3 = 8

11− q = 3 ⇒ q = 8




  a =12r ⇒ a =12×8 =96

−11   ـرگا هك ـديراد هجـوت( q q   ترـوص نيا رد ،11= ـهك 0=
a   دهد!ىم هجيتن ).ديآ!ىمن تسد هب ىعيبط ىددع تروص نيا رد .0=

و ١٩ بيترت!هب ٢٥ رب b و a ميسقت ىاه!هدنام!ىقاب رگا :٥ ى�هلئسم 
3a)   ميسقت ى!هدنام!ىقاب ،دنشاب ١٧ −5b) ديبايب ٢٥ رب ار.

طبق فرض مسئله داريم: حل:

  

a =25q1 +19

b =25q2 +17




⇒
3a = 3 ×25q1 +57

5b = 5 ×25q2 +85




    

⇒ 3a −5b =25(3q1 −5q2

q∈ Z
1 24 34

)+57 −85 =25q −28

    ⇒ (3a −5b) =25q −28 =25q −50+22 =25(q −2
′q ∈ Z}

)+22

   = r ⇒   باقيمانده 22= (3a −5b) =25 ′q +22 ⇒

(توجه داريد كه باقى!مانده!ى هر تقسيمى، همواره عـددى
نامنفى است.)

 اگر در يك تقسيم، مقسوم و مقسوم!عليه هـر دو:٦مسئله�ى 
 بخش!پذير بـاشـنـد، ثـابـت كـنـيـد هـمـوارهkبر عدد صـحـيـح 

 بخش!پذير خواهد بود.kباقى!مانده!ى تقسيم نيز بر 
روش اول: حل:

  a = bq + r  ,  k a,  k b ⇒ a = kq1  ,  b = kq2

    

⇒ kq1 = (kq2)q + r ⇒ r = k(q1 − q2q
′q

124 34
) ⇒ k r

k   روش دوم: a             

k b → k bq




⇒ k a − bq ⇒ a r

 به٨ و ٧ بر دو عـدد a باقى!مانده!هاى تقسيم عدد :٧مسئله�ى 
 را بيابيد.٥٦ بر a هستند، باقى!مانده!ى تقسيم ٦ و ٥ترتيب 

طبق فرض داريم: حل:

  

a = 7q1 +5

b = 8q2 +6




⇒
8a = 56q1 +40

7b = 56q2 +42




    

⇒ (8a −7b) = 56(q1 − q2

q∈ Z
123

)+ (40−42)

  ⇒ a = 56q −2 ⇒ r = 54

r  (براى يافتن  =  عمل كنيد.)٥ مانند مسئله!ى 54
،٧ و ٥ بر دو عدد a باقى!مانده!هاى تقسيم عدد :٨مسئله�ى 

 بيابيد.٣٥ را بر a هستند، باقى!مانده!ى تقسيم ٥ و ٣به!ترتيب 
طبق فرض داريم:حل: 

  

14

15

a = 5q1 + 3

q = 7q2 +5




⇒
14a =14×5q1 +42

15a =15 ×7q2 +75




  ⇒ (15a −14a) = 35(3q2 −2q1) + 33 ⇒ r = 33

(توجه داريد كه براى ضرب در هر تساوى اعدادى متوالى
 داشته باشد كـه٥ و ديگرى عامـل ٧ ِلازم داريم كه يكى عامـل

 واجد اين شرايط هستند.)١٥ و ١٤
١٢ اب ربارب ٢٩ رب a ىعيبط ددع ميسقت ى!هدنام!ىقاب :٩مسئله�ى 
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21a   و a ىارب ار راـدـقم نيـرتـمك ترـوص نيا رد .ـتسا 17+

.ديبايب
طبق فرض داريم:حل: 

  

a =29q +12

a +17 =21 ′q




⇒ 29q +12 =21 ′q −17

    ⇒ 21 ′q =29q +12+17 =29q +29 =29(q +1
q1∈ Z}

)

  
⇒ 21 ′q =29q1 ⇒

21
29

= q1

′q
⇒
amin

q1 =21,  ′q =29

از طرف ديگر:
  a +17 =21 ′q ⇒ a =21 ′q −17 =21×29−17 = 592

 عددى صحيح و فرد باشد، به طورى كهaاگر   :١°مسئله�ى 
 باشد، باقى!مـانـده!ى١٧، عدد ٢٥باقى!مانده!ى تقسيـم آن بـر 

تقسيم عدد 
  

a + 3
2

 را بيابيد.٢٥ بر 
a  طبق فـرض داريـم: حل:  =25q  فـردa. و چون 17+

 عددى زوج باشد (چرا؟) بنابراين داريم:qاست. پس بايد 
  q =2k ⇒ a =25 ×2k +17 ⇒ a + 3 =25 ×2k +17 + 3

  
⇒ a + 3

2
=25k + 20

2
⇒ a + 3

2
=25k +10⇒ r =10

٢٥ و باقى!مانده ٥٢٥ در يك تقسيم، مقسوم :١١مسئله�ى 
است. اگر مقسوم!عليه، مجذور دو برابر خارج!قسمت باشد،

خارج!قسمت را بيابيد.
طبق فرض داريم:حل: 

  525 = bq +25,  b = (2q)2 = 4q2

  ⇒ 525 = 4q2 × q +25 ⇒ 4q3 = 500⇒ q3 =125 ⇒ q = 5

b   اعـداد طـبـيـعـى و b و aاگـر   :١٢مسـئـلـه�ى   باشـد و1≠
a−  بناميم، باقى!مانده!ى تقسيمr را b بر aباقى!مانده!ى تقسيم 

 را بيابيد.b−ر ب
طبق فرض مسئله و قضيه!ى تقسيم داريم:حل: 

  a = bq + r,  0≤ r < b ⇒ b − r >0

    
−a = −bq − r ⇒ − a = −bq − r + b − b

0
{

  ⇒ − a = −b(q +1) + b − r

r′اگـر فـرض كـنـيـم:  = b − r ديـديـم كـه ،  b − r >0.
bواضح است كه  − r < b بنابراين باقى!مانده!ى تقسيم .−a

b) عدد b−بر  − r).است 
اگر در يك تقسيم، خارج!قسمت را از مقسوم  :١٣مسئله�ى 

٢°و مقسوم!عليه كم كنيم، خارج!قسمت تغييـر نـمـى!كـنـد و 
واحد به باقى!مانده اضافه مى!شود. خارج!قسمت را بيابيد.

طبق فرض مسئله داريم:حل: 
  a = bq + r,  a − q = (b − q)q + r +20

  ⇒ a − q = bq − q2 + r +20

  ⇒
a=bq+r

b /q + /r − q = b /q − q2 + /r +20

  ⇒ − q2 + q +20=0⇒ (q −5)(q +4) =0

  q = ⇒   يا 4− q = 5

 وجود دارد١١°° و ٧°° چند عدد طبيعى بـيـن :١٤مسئله�ى 
 تقسيم كنيم، باقى!مانـده!ى تـقـسـيـم و١٤٣كه اگر آن!ها را بـر 

خارج!قسمت آن، مساوى باشند؟
 فـرض كـنـيـم، داريــم:aاگـر عـدد مـورد نــظــر را حـل: 

  700< a a   و 1100> =143q + r و r = qبــنـــابـــرايـــن .
مى!توان نوشت:

  700<143q + q <1100 ⇒ 700<144q <1100

  ⇒ 4 / 86 < q < 7 / 63

   q = q   يا7 = ⇒   يا 6
q ∈ Z

5 ≤ q ≤ 7 ⇒ q = 5

بنابراين سه عدد طبيعى وجود دارد.
مجموعه ارقام كوچك!ترين عدد طبيعى را بيابيد  :١٥مسئله�ى 

 بخش!پذير باشد.٣١٥ و مربع آن نيز بر ١٣كه مضرب 
طبق فرض مسئله داريم:حل: 

  
n =13k,  315 n2,  315 = 32 ×5 ×7

  
315 n2 ⇒ n2

315
∈ Z ⇒ n2

32 ×5 ×7
∈ Z ⇒ 169k2

32 ×5 ×7
∈ Z

 دارد١٣ فقط عامل ١٦٩
  kmin = 3 ×5 ×7 =105

  ⇒ nmin =13 ×105 =1365

  =1+ 3 +6+5 مجموع ارقام 15=

 است. اگر اولى را بر دومى٧١مجموع سه عدد   :١٦مسئله�ى 
 مى!شود و اگـر١ و باقى!مانـده ٢تقسيم كنيم، خـارج!قـسـمـت 

٤ و باقى!مانده ٣سومى را بر دومى تقسيم كنيم، خارج!قسمت 
مى!شود. اين سه عدد را بيابيد.

 فـرضc و سومـى را b، دومـى را aاگر عـدد اول را حـل: 
كنيم، خواهيم داشت:

  

a + b + c = 71

a =2b +1

c = 3b +4






⇒ (2b +1) + b + (3b +4) = 71

  
⇒ 6b = 66 ⇒ b =11⇒

a =2×11+1=23

c = 3 ×11+4 = 37




⇒
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ام صدرشهر مير●

ضىايرابطه�هاى حى با راطر

ه:اشار
در اين مقاله مى�كوشيم، با استفاده از دانسته�ها و توانـايـى�هـاى شـمـا دربـاره�ى حـل مـعـادلـه�هـا و نـامـعـادلـه�هـاى يـك يـا دو
متغيره، نوعى سرگرمى آموزشى ارائه كنيم كه با انجام آن، مهـارتـتـان در رسـم نـمـودار ايـن�گـونـه رابـطـه�هـا تـقـويـت شـود. در

 معادله�ها يا نامعادله�ها را مى�دهند و از شما مى�خواهند نمودار آن�ها را رسم كنيـد. مـا در ايـن�جـاًكلاس�هاى درس، معمـولا
علاوه بر اين كار، قصد داريم به صورت عكس هم عمل كنيم؛ يعنى نمودار را به شما مى�دهيم و مى�خواهـيـم كـه مـعـادلـه يـا

نامعادله�ى مربوط به آن را بنويسيد.
به اين منظور، با استفاده از رابطه�هاى (معادله�ها و نامعادله�ها) رياضى حرف�هاى يك كلمه� را طراحى مى�كنـيـم. بـراى
ِنمونه، شما مى�توانيد نام خود را روى يك كاغذ شطرنجى� به شكل دل�خواه طراحى كنيد؛ سپس براى هر قطـعـه از حـروف
كلمه�ى نام خود، رابطه�هاى رياضى را بنويسيد. وقتى تمام رابطه�هاى ريـاضـى را بـراى حـرف�هـاى نـامـتـان نـوشـتـيـد، آن�گـاه

دستگاهى از معادله�ها و نامعادله�ها را خواهيد داشت كه با رسم آن�ها، طراحى نامتان را خواهيد ديد.

تا كنون در دوره!ى متوسطه با رسم معادله!ها و نامعادله!هاى
جبرى آشنا شده!ايد. براى نمونه مى!دانيد كه نمودار معـادلـه!ى

  x ).١هاست (نمودار y، خطى موازى محور 1=

x  چنان!كه نمودار معادله!ى  ≥1   را با شرط 1= y ≤  رسم3
هـا بـه!دسـت مـى!آيــدyكـنـيـم، يـك!پـاره!خـط مـوازى مـحــور 

).٢(نمودار

x  در زير، مجموعه جواب نامعادله!هاى  ≥1   و 1≤ x ≤ 3

را رسم كرده!ايم:

با اطلاعات به!دست آمده، نامعادله!هايى را بـنـويـسـيـد كـه
مجموعه جواب! آن!ها سطح مستطيل شكل زير باشد.

١نمودار 
٤نمودار ٣نمودار 

ضىايرابطه�هاى حى با راطر

  x ≥1
  1≤ x ≤ 3

•A(x, y)

٥نمودار ٢نمودار 
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,A(xاگـر  y)،نقطه!اى از سطح مـسـتـطـيـل شـكـل بـاشـد
 همواره بين دو عددxملاحظه مى!كنيد كه طول اين نقطه، يعنى 

≥1   قرار دارد؛ بنابراين:٥ و ١ x ≤ . از طرف ديگر، عرض5
y    بين دو خط به معادله!هاى  yاين نقطه يعنى  y   و 0=  قرار1=

≥0  دارد؛ پس:  y  در نتيجه، نمودار دستگاه نامعادله!هاى1≥

  

1≤ x ≤ 5

0≤ y ≤1




 اين سطح مستطيـل شـكـل را مـشـخـص

مى!كند.
x)  مـعــادلــه!ى − α)2 + (y − β)2 = r2،

مـجـمـوعـه! نـقـاط روى يـك دايـره بـه مـركـز
)βوα( S و شعـاع  r.را مشخص مى!كنـد  

مركز دايره تا نقطه!ىS زيرا فاصله!ى نقطه!ى 
,A(xدل!خواه  y)روى دايره، همواره بـرابـر 

).٦ است (نمودار rبا 

نامعادله!هاى زير به ترتيب مجموعه نقاط درون و برون دايره
S(αبه مركز  ,β) و شعاع r.را مشخص مى!كنند 

  (x − α)2 + (y − β)2 < r2

  (x − α)2 + (y − β)2 > r2

با توجه به مطالب گفته شده، سعى كنيد رابطه!اى بنويسيـد
كه مجموعه جواب آن، نقاط روى ربـع دايـره بـه!صـورت زيـر

باشد.

با توجه به نمودار، ملاحظه مى!كنـيـم كـه ايـن ربـع دايـره،
,S(3  قسـمـتـى از دايـره!ى بـه مـركـز  r   و شعـاع(3 اسـت. 2=

بنابراين، معادله!ى اين دايره به!صورت زير است:
  (x − 3)2 + (y − 3)2 = 4

y   ىاه!هلداعم هب طخ ود نيب هرياد عبر نيا اما = y   و 3 = رارق 5
.دشاب رادومن نيا ى!هدننك!نايب دناوت!ىم ريز هاگتسد نياربانب .دراد

  

(x − 3)2 + (y − 3)2 = 4

3 ≤ y ≤ 5




از طرف ديگر ملاحظه مى!كنيم كه اين ربع دايره بين دو خط

  x = x  و3 =  نيز قرار دارد. بنابـرايـن نـمـودار دسـتـگـاه زيـر5
مشخص!كننده!ى اين ربع دايره است:

  

(x − 3)2 + (y − 3)2 = 4

3 ≤ y ≤ 5

3 ≤ x ≤ 5









ى�هـلجم هب ـديناوت��ـىم اه�هلدـاعمان ـمسر ى�هرابرد رـتشيب ى�ـهعلاـطم ىارب(
).دينك هعجارم ١٣٨٨ راهب ،٦١ ى�هرامش ،هطسوتم ناهرب دشر ىضاير

 نمودار رابطه!هاى زير را در يك دستگاه مخـتـصـات. ١طرح 
رسم كنيد.

  

y =1       ;  1≤ x ≤ 7        (1)

x =2       ;  1≤ y ≤ 2         (2)

y = x − 3;  4 / 5 ≤ x ≤ 5   (3)

2y + x =9;  5 ≤ x ≤ 7       (4)








 ٧نمودار 

٦نمودار 
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ها است. براى رسمx» پاره!خطى موازى محور ١رابطه!ى «
y  نمودار آن، ابتدا خط به معادله!ى  را رسم مى!كنيم. سپس1=

 اسـت، جــدا٧ و ١ بـيــن xقـطـعـه!اى از آن را كــه مــخــتــص 
)٨(نمودار مى!كنيم.

ها است كه طول آنy» پاره!خطى موازى محور ٢رابطه!ى «
).٩برابر يك واحد است (نمودار 

y  » قسمتى از خط به معادله!ى٣رابطه!ى « = x − است كه3
 است. براى رسم اين پاره!خط در٥ و ٥/٤ آن!ها بين xمختص 

y  معادله!ى  = x − x   يك!بار3 = 4 /  را قرار مى!دهيم و مقدار5
yرا مى!يابيـم. بـار ديـگـر   x =  را پيـداy را قرار مـى!دهـيـم و 5

مى!كنيم. سپس به كمك دو نقطه!ى ابتدا و انتـهـاى پـاره!خـط،
).١٠نمودار آن را رسم مى!كنيم (نمودار 

  
y = x − 3;  

x 4 / 5 5

y 1/ 5 2

2y  » قسمتى از خط به معادله!ى ٤رابطه!ى « + x  اسـت9=
).١١ است (نمودار ٧ و ٥ آن!ها بين xكه مختص 

  
2y + x =9;  

x 5 7

y 2 1

 را در يك دسـتـگـاه١١ و ∞١!، ٩!، ٨اكنـون نـمـودارهـاى 
مختصات رسم مى!كنيم.

همان!طور كه ملاحظه! مى!كنيد، با رسم نمودار رابطه!هـا،
» را طراحى كرده!ايم (مفهوم حـد در كـتـاب!هـاىحدكلمـه!ى «

رياضى سال سوم متوسطه آمده است).
 را به اينهندسـه روى كاغذ شطرنجى، كلـمـه!ى .٢طرح 

). رابطه!هايـى جـبـرى١٣صورت طراحى كرده!ايـم (نـمـودار 
بنويسيد كه پس از رسم آن!ها، طرح زير به!دست آيد.

١١نمودار ٨نمودار 

٩نمودار 

١٢نمودار 

١٣نمودار  ∞١نمودار 
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در اين طراحى دو سطح مستطيل شكل وجود دارد: يكـى
 به!صور ت زير است:٥زير «هند» كه رابطه!ى آن مطابق نمودار 

)١(
  

6 ≤ x ≤10

1≤ y ≤ 2




و ديگرى سطح مستطيل شكل زير «سه» كه به!طور مشـابـه
به!صورت زير است:

)٢(
  

1≤ x ≤ 5

1≤ y ≤ 2




 را به!طور خلاصه مى!توان به!صورت زيـر٢ و ١رابطه!هاى 
نوشت:

)٣(  6 ≤ x  يا   10≥
  

1≤ x ≤ 5

1≤ y ≤ 2



حرف «هـ» در اين طرح از يك نـيـم!دايـره و يـك پـاره!خـط
تشكيل شده است. نيم!دايره، قسمتـى از يـك دايـره بـه مـركـز

  S(9,2) ٢ و شعاع يك است كه بين دو خط افقى=y ٣ و=yقرار 
 خواهيم داشت.٧دارد. بنابراين مشابه نمودار 

)٤(
  

(x −9)2 + (y −2)2 =1

2 ≤ y ≤ 3





هاyپاره!خطى كه در حرف «هـ» وجود دارد، موازى محور 
است كه رابطه!ى آن به!صورت زير است:

)٥(
  

x =9

2 ≤ y ≤ 3
1
3







S′  نقطه!ى حرف «ن» دايره!اى به مركز  (7 / 5, 3 /  و شعاع(5

  

1
4

 است كه رابطه!ى آن به! اين صورت زير است:

)٦(
  
(x −7 / 5)2 + (y − 3 / 5)2 = 1

16

پاره!خط!هايى كه مـشـخـص!كـنـنـده!ى دو حـرف «ن» و «د»
هستند، معادله!هايشان به اين صورت!اند:

)٧(
  

x = 7 / 5;  2 ≤ y ≤ 3

x = 7     ;  2 ≤ y ≤ 3

y = 3     ;  6 ≤ x ≤ 7







هم!چنين پاره!خط!هايى كه نمايش حـرف «س» را طـراحـى
ها و معادله!هايشان چنين!اند:yمى!كنند، موازى محور 

)٨(
  

x = 5     ;  2 ≤ y ≤ 3

x = 4     ;  2 ≤ y ≤ 2
3
4

x = 3     ;  2 ≤ y ≤ 2
1
2














و اما آخرين دستگاهى كه مشخص!!كننده!ى حرف «ـه» آخر
در كلمه!ى هندسه است، از يك ربع دايره و پاره!خط تشـكـيـل

 وS)٢ و ٢شده است. ربع دايره، قسمتى از دايـره بـه مـركـز (
y  شعاع يك است كه بين دو خط افقى y   و 2= =  و هم!چنين3

x  بين دو خط عمـودى  x  و 1=  قرار دارد. پاره!خط به!كـار2=
y=٢ است و بين دو خط y رفته در حرف «ـه»، موازى محور 

 قرار دارد. بنابراين:y=٣و 

)٩(
  

(x −2)2 + (y −2)2 =1

1≤ x ≤ 2

2 ≤ y ≤ 3









)
fi

١(  x =2  ;  2 ≤ y ≤ 3

اكنون اگر معادله!ها و نامعادله!هاى نوشته شده از رابطه!هاى
 را در يك دستگاه بنويسيم، نمودار اين دستگاه، واژه!ى١° تا ٣

هندسه را طراحى مى كند.

از آن!جا كه رهبر معظم انقلاب اسـلامـى امـسـال را بـا
 نام!گذارى كرده است، بـا»صلاح الگوى مصـرف«اعنوان 

رابطه!هاى رياضى، عبارت  «اصلاح الگوى مصرف» را با
قـلـم (فـونـت) دل!خـواه طـراحـى كـنـيـد و مـعــادلــه!هــا و
نامعادله!هاى مربوط به آن را بنويسيد و براى ما بفرستـيـد.
هيئت تحريريه!ى مجله!ى رشد برهان مـتـوسـطـه، پـس از
بررسى آثار رسيده، بهترين!ها را در مجله به چاپ مى!رساند

و براى طراحان آن!ها جوايز ويژه!اى ارسال خواهد كرد.
بعـد از طـراحـى ايـن عـبـارت و نـوشـتـن رابـطـه!هـاى
رياضى مربوط به آن، متوجه خواهيد شد كه طراحـى ايـن
عبارت به صرف وقت و نوشتن رابطه!هاى ريـاضـى آن بـه
ظرافـت و دقـت خـاصـى نـيـاز دارد. پـس مـتـنـاظـر بـا آن
هم!اكنون فـكـر كـنـيـد و بـا مـدتـى صـرف وقـت، طـورى
برنامه!هاى زندگى و درسى خود را تدويـن كـنـيـد كـه ايـن

امر در زندگى روزمره!ى شما محقق شـونـد.
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سوىضا هاشمى مو سيد محمدر●

هم�نهشتى
دهاى آنو كاربر

hashemi- moosavi@ yahoo.com

ه:اشار
در قسمت قبل به بسيارى از كاربردهاى هم�نهشتى اشاره شد. در اين شماره قصد داريم برخى از كاربردهاى هم�نهشتى
را در حل مسئله�هاى گوناگون و مطرح در المپيادهاى رياضى مورد كنكاش قرار دهيم تا قوت مطلب از اين جنبه نيز نشان
داده شود. بنابراين، ابتدا به حل تعدادى از مسئله�هاى المپيادهاى كشورهـاى مـتـفـاوت كـه در رابـطـه بـا مـوضـوع هـسـتـنـد،
مى�پردازيم و سپس تمرين�هايى نظير مسئله�هاى حل شده ارائه مى�دهيم كه با توجه به مثال�ها مى�توانيد آن�ها را حل كنيد.

هم�نهشتى

ناگونهاى گوحل مسئله�هايى از المپيادهاى كشور
به كمك هم�نهشتى

N   مجمـوع ارقـام عـدد A اگر .١مسئـلـه�ى = B و 44444444

 را تعيين كنيد (هفدهمينB باشد، مجموع ارقام Aمجموع ارقام 
IMO ،١٩٧٥.(

 بسيار كوچـكB ابتدا نشان مى!دهيم كه مجموع ارقام حل:
است:

  N = 44444444 <100005000 =1020000

N رقمى است. اگر هـمـه!ى٢°°°° كوچك!تر از يـك عـدد 
 در نظر بگيريم:٩ارقام را 

  A <9×20000=180000

 كه داراى بزرگ!ترين مجمـوع١٨°°°°عددى كوچك!تر از 
 است. پس:١٧٩٩٩٩ارقام باشد، عدد 

  B ≤ 44 =1+7 +9+9+9+9

 از نظر مجموع ارقام٣٩ عدد ٤٤در بين اعداد كوچك!تر از 
) بزرگ!ترين عدد است، بنابـرايـن جـواب مـسـئـلـه٣+٩=١٢(

 خواهد بود. از طرفى مى!دانيم هر عددى١٢عددى نا بيشتر از 

 هـم!نـهـشــت اســت.٩بـا مـجـمـوع ارقـامـش بـه پـيــمــانــه!ى 
 هم!نهشت٩ به پيمانه!ى Nبنابراين، عددى كه مورد نظر است با 

خواهد بود. از طرف ديگر:

  N = 44444444 ≡
9

74444 ≡
9
(73 )1481 ×7≡

9
1×7 = 7

73  پس با توجه به  ≡
9
 مى!توان نوشت:1

  N≡
9

7

 خواهد بود، زيرا تنها عددى٧بنابراين، جواب مسئله عدد 
 هم!نهشت است.٩ به پيمانه!ى ٧ و با ١٢است كه كوچك!تر از 

در واقع از ابتدا مى!توانستيم بنويسيم:
  N = 44444444 ≡

9
A≡

9
B ≤12

≡N  و از هم!نهشـتـى 
9

B   و نامعـادلـه!ى 7 ، به جـواب12≥
B  بديهى  =  برسيم.7

زيرا از اين نكته استفاده كرديم كه: «هر عددى با مـجـمـوع
 هم!نهشت است.»٩ارقامش به پيمانه!ى 

 رقم پنجم از سـمـت راسـت عـدد :٢مسئـلـه�ى
  M =  را55555

).١٩٨٦تعيين كنيد (بخارست، 
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 ٤٤٤٤٤٤٤٤    ٧ ٩

 اين مسئله معادل هم!نهشتى زير است:حل:

  M = 55555

≡
105

r

 مشكـلrممكن است از معادله!ى هم!نهشتى بالا، تـعـيـيـن 
25   را به پيمانه!ى Mباشد. به همين خاطر، ابتدا باقى مانـده!ى 

 نسبتn و aتعيين مى!كنيم. به اين منظور از قضيه!ى اويلر (اگر 
a  به هم اول باشند، آن!گاه: 

ϕ (n) ≡
n
 استفاده مى!كنيم:)1

  5ϕ (25) ≡
25

1

ϕ(25  در واقع،  )  برابر با تعداد اعداد فرد كوچك!تر از24=
24   را به پيمانـه!ى 5555   است. در اين!جا بايـد نـمـاى 25   =16

ساده كرد. اما هم!نهشتى!هاى زير بديهى هستند:

  5≡
4
1  ;    55 ≡

4
1  ,   555

≡
8

5  ,  5555

≡
16

5

پس مى!توان نوشت:
  M = 55 +25 k     (k ∈ Z)

 بخش!پـذيـر اسـت،55  ) بـر Mچون طرف چـپ بـرابـرى (
بخش!پذير است. به اين تـرتـيـب 55   نيز بـر Kواضح است كـه 

M   خواهيم داشت: tبراى يك  = 55 +105 t

55   برابر 105   به پيمانه!ى Mبنابراين، باقى!مانده!ى  = 3125

، صفر است.Mاست و رقم پنجم از سمت راست 

y    ثابت كنيـد كـه مـعـادلـه!ى :٣مسئـلـه�ى
2 = x5  جـواب4−

).١٩٩٨صحيحى ندارد (بالكان، 
 در نظر مى!گيريم و با توجه به١١ معادله را به پيمانه!ى حل:

 نسبت بـه هـم اول بـاشـنـد، آن!گـاه:p و aقضيـه!ى فـرمـا (اگـر 

  a
p−1≡

p
 و هم!نهشتى!هاى زير:)1

;   يا ° يا ١  x5 ≡
11
x5)  يا ١ 1− )2 = x10 ≡

11
0

به اين نتيجه مى!رسيم كه سمت راست معادله!ى مورد نظر به
 است، در صورتى!كه مربع٨يا٧يا٦ يكى از عددهاى ١١پيمانه!ى 

 يـكــى از عــددهــاى١١ بـه پـيــمــانــه!ى (y2)  بـاقـى!مــانــده!هــا 
 خواهد بود. به اين ترتيب، براى مـعـادلـه!ى٩يا٥!،!٤!،!٣!،!١،!°

مورد نظر هيچ جواب صحيحى وجود نخواهد داشت. در واقـع
، هم باقى!مانده نخـواهـد١١هرگز دو طرف معادله به پيـمـانـه!ى 

شد:

  x
5 −4 /≡

11
y2
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) را بيابيد كـهx,y تمام زوج!هاى صحيح مثبت (.١تمرين
در معادله!ى زير صدق مى!كنند:

  x
2 = y!+2001

٩ بر !y، همـواره ٥ بزرگ!تـر از y براى راهنمـايـى:
(y!+2001)  بخش!پذير است و طرف دوم معـادلـه 

 را مى!دهد كه بديهـى٣ باقى!مـانـده!ى ٩به پيمانـه!ى 
اسـت از نـوع بـاقـى!مـانـده!ى درجـه!ى دوم نـيـســت

  (x = 45  ,  y = 4).

ثابت كنيد كه دستگاه معادله!هاى زير هيچ جواب .٢تمرين
صحيح غيربديهى ندارد.

  

x2 +6y2 = z2

6x2 + y2 = t2







 فرض مى!كنيم كه دستگاه جوابى غيرصفرراهنمايى:
داشته باشد. با تقسيم كردن بر مقسوم!عليه مشتـرك

x،y،zوtمى!توانيم فرض كنيم كه ايـن چـهـار عـدد 
هيچ مقسوم!عليه مشتركى ندارند. از جمع دو معادله

 به نتيجه برسيد.٧و كار به پيمانه!ى 

N    ثابـت كـنـيـد كـه عـدد :٤مـسـئـلـه�ى  را نـمـى!تـوان1919=
به!صورت مجموعى از يك مكعب كامل و توان چـهـارم كـامـل

).١٩٨٦نوشت (بخارست، 
 در واقع مسئله معادل اين است كه ثابت كنيم معادله!ى�حل:

زير در مجموعه!ى اعداد صحيح جواب ندارد:
)١(  x

3 + y4 =1919

)١، معادله!ى (٣×٤=١٢با توجه به قضيه!ى فرما و برابرى 
 يا ١ درنظر مى!گيريم. چون: ١٣را به پيمانه!ى 

  (x3 )4 ≡
13

، در0
x3  - يا ١ يا°يا ١ يا٨نتيجه:  ≡

13
−8.

y  يا١يا٣يا٩از طرف ديگر داريـم: 
4 ≡

13
يعنى به پيمانـه!ى( 0

 و يك توان١٢!و٨!،!٥!،!١، °، يك مكعب، باقى!مانده!هاى ١٣
 را خواهند داشت). به ايـن٩و٣!،!١!،!°چهارم باقى!مانده!هـاى 

١٣ترتيب، مجموع يك مكعب و يك توان چهارم به پيمانـه!ى 
١٢و١١!، ١°!،!٩!،!٨!،!٦!،!٥!،!٤!،!٣!،!٢!،!١،°هـم!نـهـشـت بـا 

 در اين فهرست ظاهر نمى!شود. هم!چنيـن٧خواهد بود و عدد 
داريم:

  1919 ≡
13

1912 ×197 ≡
13

1×67 ≡
13

67 ≡
13

7

1919  و چون:  ≡
13

x   و 7
3 + y4 ≡

13
r ≠ ، در اين!جا اثبـات7

كامل مى!شود.

N  تحقيق كـنـيـد كـه آيـا مـى!تـوان عـدد  .٣تمـريـن =1919

را به!صورت مجموعى از يك مكعب كامل، توان چهـارم
كامل و توان پنجم كامل نوشت؟

 واضح است كه در واقع بايد مـعـادلـه!ىراهنمايـى:
  x

3 + y4 + z5  از نـظـر داشــتــن يــاZ را در 1919=
نداشتن جواب بررسى كنيـم. بـا تـوجـه بـه بـرابـرى

  3 ×4×5 = ، كافى است معادله را به پيمانـه!ى60
 عمل كنيم (در٤ درنظر بگيريم و مانند مسئله!ى ٦١

).٦° با مرتبه!ى Z61  ميدان 

 اعدادى صحيح باشند،nوw عددى اول و p  اگر :٥مسئله�ى
2  به!طورى كـه داشـتـه بـاشـيـم: 

p + 3p = wn:ثابـت كـنـيـد ،
  n ).١٩٩٦ايرلند، (1=

p   در حــالــت حــل: w   داريــم: 2=
n =22 + 32  و14=

n  برابـرى p   بديهى اسـت. اگـر 1=  عددى فردp، آن!گـاه 2<
است؛ بنابراين:

    2
p + 3p = (2+ 3)(2p−1 −2p−1 × 3+L+3p−1)  ;

  
5 (2p + 3p )

5  پـس در ايـن!حـالـت  w و اگر   n ، آن!گـاه: 1<
  
25 wn،

بنابراين:

    
5 (2p−1 −2p−1 × 3+L+3p−1) = 2p + 3p

2+ 3
= λ

 داريـم: kچـون بـه ازاى هـر 
  3

k ≡
5

(−2)kپـس مـى!تــوان ،
نوشت:

  (−1)k2p−k−13k ≡
5

2p−1

با توجه به هم!نهشتى بالا مى!توان نوشت:

    
λ = 2p + 3p

2+ 3
=2p−1 −2p−1 × 3+L

    +(−1)k2p−k−13k +L+3p−1≡
5

(2p−1)p

2)   با λبنابراين، 
p−1)p هم!نهشت است، ولى٥ به پيمانه!ى 

  
5 p(2p−1) p   و ايـن وقـتــى مــمــكــن اســت كــه:  = .امــا5

p  بـراى = 25   داريــم: 5 + 35  و در ايـن حـالـت نــيــز275=
  n =1.
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 را براى برابرى!هاى زير تحقيق كنيد:٥مسئله!ى.٤تمرين
  3

p +4p = wn)                         2  ب
p +1= wn)dال

  5
p +6p = wn )               3  د

p +4p +5p = wn )ج

: تحقيق عدم درستى حكم براى (الـd)،راهنمايى
(ب) و (ج) واضح است؛ بـه بـرابـرى!هـاى عـددى

  23 +1=9 = 32 ،   32 +42 =25 =  و52
  33 +43 +53 =216 =   توجه كنيد. پس كافى63

٥است فقط برابرى!(د) را به طريق حـل مـسـئـلـه!ى 
بررسى كنيد.

 . تـمـام مـقـاديـر مــمــكــن بــراى مــجــمــوع:٦مـسـئــلــه�ى
ارقـــام يـــك مـــربـــع كـــامـــل را مــــشــــخــــص كــــنــــيــــد

).١٩٩٥(آمريكا، 
 با آن٩ مى!دانيم كه «مجموع ارقام يك عدد به پيمانه!ى حل:

عدد هم!نهشت است».
٧يا٤!،!١، ° با ٩بنابراين، يك مربع كامل بايد به پيمـانـه!ى 

 را كه يـكNهم!نهشت باشد. نشان مى!دهيم: هر عددى مـثـل 
 باشد، مى!توان به عنوان٩باقى!مانده!ى درجه!ى دوم به پيمانه!ى 

n  مجموع ارقام يك مربع كامل محسوب كرد. حالت!هاى  =1

n  و = n   بديهى هستند. بنابراين فرض مى!شـود 4 >  و با اين4
n  فــــرض، اگــــر  =9m آن!گــــاه ،nمــــجــــمــــوع ارقــــام 

  (10m −1)2 =102m −2×10m  است كه عددى به!صـورت1+
    9L960L04 خواهد بود. هم!چنين اگر   n =9m ، آن!گاه4+

n 10)   مجموع ارقـامm − 3)2 =102m −6×10m  است كـه9+
 خواهد بود. و سرانـجـام اگـر9L940L09    عددى به!صـورت

  n =9m  مجموع ارقام زيـر!اسـت:n، آن!گاه 2−
   (10m −5)2 =102m −10m+1 +25

 خواهد بـود.9L900L025    كه عددى به!صورت 

 به اين صورت تعريd مى!شود:n≥0{an}    دنباله!ى :٧مسئله�ى
  a0 است و اگر به1998   يك عدد گوياى مثبت كوچك!تـر از 

qn ،an و pnازاى اعداد صحيح نـسـبـت بـه هـم اول  =
pn

qn

باشـد، آن!گـاه: 
  
an+1 =

pn
2 +5

pnqn

n. ثابت كنـيـد كـه بـراى هـر 

an  داريم:  < 1998  )!IMO ،١٩٩٨.(

 كافـى اسـت نـشـان دهـيـم كـه اگـر: حـل:
  

p
q
< 1998،

آن!گاه: 
  

p
q
+ 5

pq
< 1998.

از فرض 
  

p
q
< ,p)   ، نتيجه مى!شـود 1998 q >0):

  

P2

q2 <1998  ;  p2 <1998q2  ;  1998q2 − p2 >0

n  در نظر مى!گيريم:  =1998q2 − p2:و نشان مى!دهيم كه 
    n ∉ {1,2,L,10} به طورى!كه اگـر ،  n n  ، آن!گاه: 0< ≥11.
1998  با توجه به برابرى  =2×27 × 37:

  n≡
9
− p2 ≡

9
0,−1,−4,−7

n  بـنــابــرايــن:  ≠1, . اكـنــون كــافــى اســت3,4,6,7,10
  n  اين!كار را انجـام٣٧ را منفى كنيم كه به پـيـمـانـه!ى 2,5,8=

,a)  مى!دهيم (قضيه!فرما:  p) =1 ;  ap−1≡
p
1)(:

 
  n =2  ,  p = 37  :  1≡

37
p36 ≡

37
(p2)18 ≡

37
(−2)18 ≡

37
62 ≡

37
−1

(تناقض)

  n = 5  ,  p = 37  :  1≡
37

p36 ≡
37

(p2)18 ≡
37

(−5)18 ≡
37

113 ≡
37
−1

(تناقض)

  n = 8  ,  p = 37  :  1≡
37

p36 ≡
37

(p2)18 ≡
37

(−8)18 ≡
37

(−10)9 ≡
37
−1

(تناقض)
n  بنابراين در اين!جا ثابت مى!شود:  ، به!طورى كه براى11≤

  p > 5:
  p

2(1998q2) ≥ p2(p2 +11) = p4 +11p2 = p4 +10p2

  + p2 > p4 +10p2 +25

پس مى!توان نوشت:
  1998p2q2 > (p2 +52)2

و يا:

  
1998 > p

q
+ 5

pq

p  بـراى  ≤  داريـم: 5
  

p
q
+ 5

pq
≤ 10

q
<  و بـه ايــن1998

ترتيب برقـرارى حـكـم واضـح اسـت. لازم بـه ذكـر اسـت كـه
  n ، كوچك!ترين مقـدارى اسـت كـه نـمـى!تـوانـد تـوسـط11=

مــنــفـــى شـــود؛١٩٩٨هــم!نــهــشــتـــى بـــه پـــيـــمـــانـــه!ى 
چـون:

  
1998 (787)2 . از طـرف ديـگـر، بـا بـسـط كـسـر11+

، مى!توان نشان داد كه كوچـك!تـريـن مـقـدار1998  مسلسـل 
n  دست يافتنى  p   است كه به ازاى 26= q   و 134= =  واقع3

مى!شود.

 وجود ندارند كهy و xثابت كنيد كه اعداد صحيح   :٨مسئله�ى
براى آن!ها برابرى:

  x
2 + 3xy −2y2 =112
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).١٩٥٤برقرار باشد (پوتنام، 
 ابتـدا مـعـادلـه را بـه يـك مـعـادلـه"ى سـاده از نـوع پـلحـل:

  (x
2 − Ry2  تبديل مى"كنيم:(1=

  

4(x2 + 3xy −2y2) = 4(112)

(4x2 +12xy +9y2) −17y2 = 448

(2x + 3y)2 −17y2 = 448

 ساده مى"كنيم. باقى"مانده"هاى١٧اكنون معادله را به پيمانه"ى 
١٥"،"٢"،"٨"،"١٦"،"٩"،"٤"،"١،° برابر ١٧درجه"ى دوم به پيمانه"ى 

 هستند، در حالى"كه داريم:١٣و 
  448≡

17

6

 نمى"تواند اختلاف يك مربع و مـضـربـى از٤٤٨چون عدد 
 باشد، معادله هيچ جواب صحيحى ندارد.١٧

 باشد، احكـام١ عددى صحيح بزرگ"تر از n  اگر :٩مسئله�ى
زير را ثابت كنيد:

 (Mال    k =1!+2!+L+n!يك توان كامل است، اگر و تنها 
n  اگر:  = 3.

S    ب)  = (1!)3 + (2!)3 +L+(n!)3،يك توان كامل است 
n  اگر و تنها اگر:  = 3.

n   بـــديـــهـــى اســـت كـــه بـــه ازاى حـــل: =  داريـــم:3
  S = (1!)3 + (2!)3 + (3!)3 k   و 152= =1!+2!+ 3! = 32.

اكنون بايد نشان دهيم كه اين تنها امكان است. به اين منظور
m   ديگـرى وجـود دارد كـه بـراى nفـرض مـى"كـنـيـم كـه  >1:

    k =1!+2!+L+n! = tm.
 بايد بزرگ"تر يا برابرnاز طريق آزمايش مى"توان نشان داد كه 

n   باشد. براى ٩با  ≥  ختم مى"شود و به اين ترتيب٣ به k، عدد 5
m باشد (مى"دانيم كه مربع"ها تنها مى"توانند٢ نمى"تواند برابر با 
n   ختم شوند) و اين مطلب يعنى: ٩" يا ٦"،"٥"،"٤"،"١،"°به  ≥ 3.

≤n  هم"چنيـن، بـراى   بخش"پذيـر اسـت و در٣ بر k عبـارت 9
3  نتيجه:  t 27   و يا tm 27  . بنابراين، بايد k ولى چون .n!به 

n  ازاى  ≥   بخش"پذير است:٢٧ بر 9

    n ≥ 9:  k =1!+2!+L+n!≡
27

1!+2!+L+8!≡
27

9

n  اين تناقض ثابت مى"كند كه  =  تنها جواب مسئله است.3
S    به همين ترتـيـب، عـبـارت  = (1!)3 + (2!)3 +L+(n!)3

n  يك تـوان كـامـل بـراى  = n   نـيـسـت. بـراى 2,4,5,6 ≥ 7،
، پس:!49n  چون: 

    S = (1!)3 + (2!)3 +L+(n!)3 ≡
49

(1!)3 + (2!)3 +L+(6!)3 ≡
49

7

 باقى"مانده"ى يك تـوان كـامـل نـيـسـت، بـنـابـرايـن٧چـون 
  n = ، تنها جواب مسئله است.3

 تـــحـــقـــيـــق كـــنـــيـــد كـــه عـــبــــارت   .٥تـــمـــريـــن
    T = (1!)2 + (2!)2+L+(n!)2 به"ازاى چه مـقـاديـرى از n

مربع كامل است.

n  تحقيق كنيد كـه آيـا بـه"ازاى  .٦تمريـن ، عبارت زيـر1<
مى"تواند توان كامل شود:

    M = (1!)5 + (2!)5 +L+(n!)5

  مى"دانيم::١٠مسئله�ى
  34! = 295232799cd96041408476186096435ab000000

.)٢°°٢ و ٢°°١ ،ناتسلگنا( دينك نييعت ار dو a،b،c ىاه"مقر
≥1   عدد طبيعى و n مى"دانيم اگر حل: n،عددى اول باشد 

 از دستور !n در pتعداد عامل"هاى 
    
tp = n

p









 + n

p2









 +Lتعيين 

هاى موجود٥ بستگى به تعداد !nمى"شود. چون تعداد صفرهاى 
 بـرابـر بـا!nدر آن دارد، پس تـعـداد صـفـرهـاى سـمـت راسـت

    
t5 = 34

5






+ 34
25






+L= b   است و در نتيجه: 7 =0.

 را حذف٣٤از طرف ديگر، اگر صفرهاى سمت راسـت !
كنيم، عدد حاصل يـعـنـى 

  

34!
107

 بخش"پذير اسـت (زيـرا:٨ بـر 

  2
t2 و  !34

    
t2 = 34

2






+ 34
4






+L= . بـنـابـرايــن عــدد)32

 بخش"پذير و٨، بايد بر 35a  سه"رقمى سمت راست آن، يعنى 
١° مى"تواند يكى از اعداد زوج بين صـفـر و aزوج باشد. پـس 

 بخش"پذير٨ بر ٣٥٢باشد كه با امتحان اين چهار عدد، فقط عدد 
a  است و در نتيجه:  = 2.

١١ و ٩ بايد بـر ٣٤ توجه مى"كـنـيـم كـه !d و cبراى يافـتـن 
 نتيجه مـى"شـود كـه٩بخش"پذير باشد. از بخـش"پـذيـرى آن بـر 

 بخش"پذير است و با يك محاسبه"ى ساده٩مجموع ارقام آن بر 
c  بـه دسـت مـى"آيـد:                                             + d = 9k −6،

  141+ c + d ≡
9

6 + c + d ≡
9

≥0   چــون: 0 c + d ، پــس:18≥
k   يا ٢  ∗)   يا١٢. بنابراين: 1= )c + d = 3

) يا٥"٧,) يا (٦"٦,(
c) و  (d)=∞"٣,) يا (١"٢,) يا (٢"١,) يا (٣"∞,) يا (٣"٩,) يا (٤"٨,(

c  يا١٢ ( + d = ):حالت"هاى"ممكن3
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) هم"چنين، مى"دانيم عـددى بـر٧و٥) يـا (٨و٤) يا (٩و٣ (
 بخش"پذير است كه داشته باشيم:١١

    akak −1La1a0 ≡
11

a0 − a1+L+ak −1 − ak
 )"k(زوج 

    akak −1La1a0 ≡
11

a0 − a1+L−ak −1 + ak
 )"k(فرد 

)،k=٣٩ رقم است (٣٩ داراى ٣٤بنابراين، چـون عـدد !
پس:                      

    34!≡
11

0−0+ d − c+L+2 =19 + d − c

                                                            
  ≡
11

d − c − 3 ≡
11

0 ;

                                              
  d − c ≡

11
3  ;  d − c =11s + 3  ,

  0≤ d − c ≤ 8  ;  d − c = 3

d  تنها جوابى كه در اين شرايط صدق مى"كند،  = c   و 3 =0

است.

 مى"دانيم: .٧تمرين

  

34! = 2a52327aadea6b414b8476186

         ba6435cb ×106

 را تعيين كنيد.e،d،c،b،aرقم"هاى 

تمرين
N   اگر .١ = 4444 ،A مجموع ارقـام عـدد NNN ،B مجموع ارقـام A و C مجموع ارقـام B باشد، مجموع ارقـام Cرا 

بيابيد.

M   رقم پنجم از سمت راست عدد .٢ = 55555

+25!+9999955555  را تعيين كنيد.1−
2y2   تحقيق كنيد كه آيا معادله"ى .٣ = x5  در مجموعه"ى اعداد صحيح داراى جواب است؟128−
2025x2   را بيابيد كه در معادله"ى زوبه"رو صدق كنند:                     (x,y) تمام زوج"هاى صحيح مثبت .٤ −2001= (4y)!

تحقيق كنيد كه آيا دستگاه زير جواب صحيح غيربديهى دارد؟. ٥

  

2x2 + 3y2 = 2z2

24x2 + y2 = 4t2







N   تحقيق كنيد كه آيا عدد .٦  مى"تواند به صورت مجموعى از يك مربع كامل و يك مكعب كامل نوشته شود؟1919=
6          اعدادى صحيح باشند، به"طورى كه داشته باشيم:n و w عددى اول و p اگر .٧

p + 7p = wn

 برابر با چه عددهايى مى"تواند باشد.n       تحقيق كنيد كه 
 تمام مقادير ممكن براى مجموع ارقام يك مكعب كامل را مشخص كنيد..٨
2x2   وجود ندارند كه براى آن"ها برابرى زير برقرار باشد:              y و x ثابت كنيد كه اعداد صحيح .٩ + 3xy − y2 = 56

N     يك توان كامل است؟ N، عبارت nبه ازاى چه مقاديرى از . ١٠ = (1!)4 + (2!)4 +L+(n!)4

، بديهـى٣٤ با توجه به ارقـام حـاصـل !:راهنمايـى
 مى"تواند باشد؛٩ يا ° فقط aاست كه عدد تكرارى 

زيرا بقيه"ى عددها در طرف دوم ديـده مـى"شـونـد و
٩ غـيـر از aحـداقـل دو بـار هـم تـكـرار شـده"انــد. 
 به هفت٣٤نمى"تواند باشد، زيرا نشان مى"دهيم كه !

 نيز صفر است.bصفر ختم مى"شود و در واقع عدد 
، در واقـع از ضـرب!nمـى"دانـيـم كـه صـفـرهــاى 

 حاصل مى"شوند. بديهى است كـه٢و٥عامل"هاى 
هاى موجود در٥ همان تعداد ٣٤تعداد صفرهاى !

 است:٣٤!

  
t5 = 34

5






+ 34
25







= 6 +1= 7

 صفر اسـت. بـراى٣٤بنابراين هفت رقم سـمـت راسـت !
 ازe و d و براى تعيـيـن ٨ از خاصيت بخش"پـذيـرى بـر cتعييـن 

) استفـاده١° (مطابق مسئله"ى ١١ و ٩خاصيت بخش"پذيرى بر 
مى"كنيم.
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محمدىاحسان يار● 

 خودآموزهاى حساب ديفرانسيل و انتگرال مقدماتى●
(Precalculus Tutorials)

 توابع ترسيمى●
(Graphing Functions)

 خودآموزهاى حساب ديفرانسيل و مسائل●
(Calculus Tutorials and Problems)

 پرسش"هاى حساب ديفرانسيل و انتگرال و پاسخ"ها●
(Calculus Questions with Answers)

خودآموزهاى مثلثات و مسائل براى آزمون"هاى شخصى●
(Trigonometry Tutorials and Problems for Self

Tests)

 خودآموزهاى هندسه و مسائل●
(Geometry Tutorials and Problems)

مسائل رياضى●
(Math Problem)

 حل معادلات و نامعادلات●
(Solving Equations and Inequations)

 نمودارهاى توابع، معادلات و جبر●
(Graphs of Functions, Equations and Algebra)

 ماشين"حساب"ها و حل"كننده"هاى رياضى آنلاين●
(Online Math Calculator and Solvers)

 ماشين"حساب""ها و حل"كننده"هاى هندسه"ى آنلاين●
(Online Geometry Calculator and Solvrs)

 خودآموزهاى آمار مقدماتى و احتمال●
(Elementary Statistics and Probability Tutorials)

 نرم"افزار رياضى●
(Math Software)

 كاربردهاى رياضيات در فيزيك و مهندسـى●
(Applications of Mathematics in Physics and

Engineering)

 برگه"هاى كارى رايگان حساب ديفرانسيل و انتگرال، آماده براى●
دانلود كردن

(Free Calculus Worksheet to Download)

 برگه"هاى كارى رايگان رياضى، براى دانلـود كـردن●
(Free Math Worksheet to Download)

 برگه"هاى كارى رايگان هندسه، براى دانلود كـردن●
(Free Geometry Worksheet to Download)

 كاغذ رسم رايگان●
(Free Graph Paper)

در صفحه�ى اصلى سايت متنى وجود دارد كه دربرگيرنده�ى پيوندهاى
گوناگونى است و كاربر با كليـك روى آن�هـا، مـى�تـوانـد بـه مـطـالـب قـابـل
توجهى دست�رسى پيدا كند. عنوان�هاى اصلى اين قسمت عبارت�اند از:

 رياضى و حساب ديفرانسيل و انتگرال مقدماتى●
(MATH AND PRECALCULUS)

 رياضى كاربردى●
(APPLIED MATH)

 حساب ديفرانسيل و انتگرال [حسابان]● 
(CALCULUS)

 هندسه●
"

مثلثات●""""" 
(TRIGONOMETRY)

آمار●  
(STATISTICS)

ناجه ضىاير هاى�يتاس فىرمع

Analyze Math ...............................................................:تياس ناونع
http://www.analyzemath.com .........................................:تياس ىناشن

موضوع و محتواى اصلى اين سايت شامل خودآموزها، مسـائـل و بـرگـه�هـاى كـارى رايـگـان پـيـرامـون ريـاضـى،
حساب ديفرانسيل و انتگرال، مثـلـثـات و مـوضـوعـات هـنـدسـه اسـت. در سـمـت چـپ صـفـحـه�ى اصـلـى سـايـت

موضوع�هاى زير را مى�توان مشاهده كرد:

(GEOMETRY)
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 احمد قندهارى●

 در شـكـل زيــرgنـمـودار تـابــع . ١
مفروض است. مى"خـواهـيـم نـقـطـه"اى

g(x1)   بيابيم كـه طـول آن gروى نمودار 

x1)  باشد  ∈ Dg).

 را نيز در شكلy=xبراى اين كار خط 
رسم كرده"ايم.

"هاx روى محور x1  نقطه"اى به طول 
انتخاب مى"كنيم و آن را به كمك رابط تا

 بهA امتداد مى"دهيم. نقـطـه"ى gنمودار 
,x1)  مختصات  g(x1)).است 

 رابطى موازى محورAاگر از نقطه"ى 
x ها رسم كنيم تا خـط"y=xرا در نقطه"ى 
B و محور y ها را در نقطه"ى"H،قطع كند 

yH  خـــواهـــيـــم داشـــت:  = g(x1)و 
  xB = yB = g(x1).

"هـاx رابطى بـر مـحـور Bاز نقـطـه"ى 
 را در نقطـه"ىgعمود مى"كنيم تا نمـودار 

′A قطع كند. نقطـه"ى ′Aروى نمودار 
g قرار دارد و طول آن   g(x1)است. پس 

A′  داريم:  (g(x1), g(g(x1))).

 در شكلf و g نمودارهاى دو تابع .٢
رسم شده"اند. مى"خواهيم نقطه"اى روى

 باشدg(x1)   بيابيم كـه طـول آن fنمودار 
  (x1 ∈ Dg).

 كـمــكy=xدر ايـن"جـا هـم از خــط 
مى"گيريم.

 وf(g(x))، نمودار g و fدر اين مقاله مى�خواهيم از روى نمودارهاى اشاره: 
 را رسم كنيم.f(f(x))، نمودار fاز روى نمودار 

,A(x1  فرض مى"كنيـم  g(x1))روى 
 رابطى عـمـود بـرA باشـد. از gنمـودار 

 راy=x"ها رسم مى"كنيم تـا خـط yمحور 
 قطـع كـنـد.H"هـا را در y و محـور Bدر 

yH  خـــواهـــيـــم داشـــت:  = g(x1)و 
  xB = yB = g(x1).

 رابطى عمود بر مـحـورBاز نقطـه"ى 
x ها رسم مى"كنـيـم تـا مـحـور"xهـا را در"

 راf، و نمـودار g(x1)  نقطه"اى بـه طـول 
 قطع كنـد. پـس داريـم:A′در نقطـه"ى 

شته�ى رياضىم ران سال سواى دانش�آموزبر
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  x ′A = g(x1).
A′   درنتيجه  (g(x1), f (g(x1))).است 

رد ار A′′ ى"ـهـطـقن ــمـيهاـوخ"ـىم .٣
ـهك ـىتـاـصـتـخم ىـاهرــوـحم ى"ـهـحـفص

،دنا"هـدش ـمسر g و f عبـات ود ىـاهرادوـمن
A′′   هك ميبايب ىروط (x1, f (g(x1))) دشاب.

 راy=xمانند دو قسمت قـبـل، خـط 
رسم مى"كنيم.

,A(x1  نـــقـــطـــه"ى  g(x1))را روى 
 در نظر مى"گيريم. با توجـه بـهgنمـودار 

، بـه نــقــطــه"ى٢تـوضـيــحــات مــورد 

  
′A
g(x1)

f (g(x1))
 مى"رسيم.

 روى نمودارA′حال اگر از نقطه"ى 
f خطى موازى محـور xها رسم كنيـم تـا"

 (مـوازىAرابط رسـم شـده از نـقـطـه"ى 
 قطع كند،A′′"ها) را در نقطه"ى yمحور 

آن"گـــاه 
  

′′A
x1

f (g(x1))
 خــواهــد شـــد.

f(g(x)) نقـطـه"اى از تـابـع A′′بنـابـرايـن 

است. با تكرار اين عمل، نقاط مـتـعـدد
′′A كــه روى تــابــع fog،قــرار دارنــد 

A′′ را در نقطه"ى fاين رابط نمودار تابع 

A′′  قطع مى"كـنـد كـه  (f(x1), f (f (x1)))

است.
 رابطى موازى محورA′′چنان"چه از 

x ها رسم كنيم تا رابط عمود بر محور"xها"
 قطع كند،A′′′ را در نقطه"ى x1  به طول 

A′′′  آن"گاه  (x1, f (f (x1)))خواهد شـد؛ 
مانند شكل زير:

  ′A (f(x1), f (x1))؛  A(x1, f (x1)

   ) ′′′A (x1, f (f (x1))) ؛  ′′A (f(x1), f (f (x1)))

براى تمرين، در شكل زير سه نقطه"ى
′′′A ،′′′B و ′′′C را از تابع fofمشخص 

مى"كنيم.

  ′′′A (x1, f (f (x1)))

  ′′′B (x2, f (f (x2)))

  ′′′C (x3 , f (f (x3 )))

مشخص مى"شوند.
 راfogدر شكل زير، سه نقطه از تابـع 

 وfبا در دست داشتن نمودارهاى دو تابـع 
g به"دست مى"آوريم   (x1, x2, x3 ∈ Dg).

، سه نقطه ازC′′ و A ،′′B′′نقاط 
 هستند.fogتابع 

  
′′C

x3

f (g(x3 ))  
′′B

x2

f (g(x2))  
  

′′A
x1

f (g(x1))

 مى"خواهيم از روى نمودار تابـع.٤
f نمودار تابع ،fof.را رسم كنيم 

فـرض مــى"كــنــيــم در صــفــحــه"ى
 رسمfمحورهاى مختصات، نمودار تابع 

 را هم در شـكـلy=xشـده اسـت. خـط 
 روىx1  رسم مى"كنيم. نقطه"اى به طول 

 در نظر مى"گيريـم، مـانـنـدfنمودار تابـع 
  A(x1, f (x1)) از نـقـطــه"ى .Aرابـطــى 
"ها عمـودy"ها بر مـحـور xموازى محـور 

 را درy=xمـى"كـنـيـم. ايـن رابـط، خـط 
A′  نقطه"ى  (f(x1), f (x1)) و محـور yها"

yH   قطع مى"كند كه Hرا در  = f (x1).
"ها عمـودx به مـحـور A′از نقطـه"ى 

f  مى"كنيم. طول پاى عمود  (x1).است 


