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د.ت امكان تايپ شوشته و در صورى كاغذ نو مطالب  يك خط در ميان و در يك رو
د.مطلب نيز مشخص شو ىست  و در حاشيه.ير، پيوها و تصاودارفتن جدول ها، نموار گر شكل قر

د.ه.هاى علمى و فنى دقت شواژست باشد و در انتخاب وسى دربان فاران و از نظر دستور ز نثر مقاله،  رو
سىد بررد تا مورسال شوجمه.ى يك بند از آن، به دفتر مجله اراه ترجمه.ى مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقيق آن، به همراى تر بر

اهد شد. در غيرستنده.ى مقاله داده خوجمه  به فرش ترايه شده، سفارجمه.ى اريب مقاله و ترد و پس از تصوار گيريه قرير   هيئت تحر
ى بدهد.جم ديگرا به مترجمه.ى مقاله رش تراند سفارت،مجله مى.تو   اين صور

د.ه.ها و اصطلاحات استفاده شواژسى وسالى  تا حد امكان از معادل.هاى فار در متن هاى ار
.دشـاب هدافتسا دروم ى.هحفص ى.هرامش و راشتنا لاس ،رشان ،رشن لحم ،مجرتم مان ،هدنسيون مـان ،رثا مان لماش و لماك ،عبانم و اه تشون.ىپ 

د.سال شواه مطلب ار كلمه ، همر٢٥٠سال شده در حد اكثر  چكيده اى از اثر و مقاله.ى ار
د.ه.هاى كليدى در انتهاى چكيده، ذكر شواژصيفى، و  در مقاله.هاى تحقيقى يا تو

هم�چنين:
سيده مجاز است.ايش يا تلخيص مقاله.هاى ريرد، وش، ر مجله در پذير

انندگان، باسش هاى خويى به  پرليت پاسخ.گوشى نيست و مسئوات كمك آموزن نظر دفتر انتشارّاما مبيج در مجله ، الز مطالب مندر
جم است.يسنده يا مترد نوخو

د.د ،  باز.گشت داده نمى.شوش يا رت  پذيريافتى در .صور مقاله.هاى در

ى  محمد ناصرمدير مسئول :
ياا گوهر  زدبير:سر

ا  سپيده چمن آرمدير داخلى :
ا جليلى،اسماعيل بابليان،  ميرزيه :يرهيئت تحر

ضائى،جبعلى پور، مانى را، مهدى رسپيده چمن.آر
اد ونگنه، سهيلا غلام آزى زمانى،  بيژن ظهورا زشيو
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سه: حق يا امتيازمدر

آيد، نانش دهيدا درهر كه در اين سر
سيدنانش دهيد و از نامش مپر

د،ى تعالى به جان ارزگاه بارچه آن كس كه به در
د.الحسن به نان ارزان بوالبته بر خو

قانىالحسن خرشيخ ابو
مالعلوكتاب نور

ىن پنجم هجرايل قرم و اون چهارقر

ىليه
ى بشـرق اوسه جزو حقـون تمام شده، مـدرع قراز شرو
مى و جايگاهى بـهش عموشد و بدين سبب، نهادى به نام آمـوز

مكت در تـداوسه، تأسيس شد. طبيعى است كه اين حـرنام مدر
شظيفه
ى اصلى
اش كه هـمـانـا آمـوزد، بيشتر و بيشـتـر بـه وخو

دى تـمـامجوديك شد. مهم
تـريـن عـلـت وهمگانـى بـاشـد، نـز
ش ـ بيانق ـ يعنى حق آموزمى، تأمين اين حقوش
هاى عموآموز

لـت
هـااسر جـهـان، تـمـام دوشده اسـت و در نـتـيـجـه، در سـر

اند كه مـدرموIاقع، حـقا تسهيل كننـد. در واد رفتن افـرسه رظ

د است و اينلتى در قبال جامعه
ى خـوظيفه
ى هـر دوش، وآموز
ندى ـ در هر جاى دنيا ـ از جـامـعـه
ىحقى است كه هـر شـهـرو

خويش طلب مى
كند.

نه
ها به هم ريخته است و به جهـتازاما در عصر جديد، مو
ش در گذشته نيست. به
طورم آموزسه تداوشأنيت و جايگاه، مدر

اىا براد رعى تأسيس شده
اند كه افـرس متنوان مـدارمثال، در اير
ند مى
كنندَرَش ديدن، سد يعنى آموزه
مندى از حق طبيعى خوبهر

اى آن،ه جدا مى
كنـنـد و بـرا از ناسـره رو به خيال خـويـش، سـر
ند. در حالى كه از منظر علم تعليمدم پسندانه مى
آورجيهات مرتو

مان
هاىشى كه اغلب ريشـه در آرو تربيت ـ نه سليقه
هـاى آمـوز
ى از آن
ها از نظر علمى قابل دفاع نـيـسـتـنـد ـد و بسـيـاراد دارافر
ع، از چنانس متنوى از اين مدارد استفاده در بسيارش
هاى  موررو


آوردارخوراختـى و كـهـنـگـى بـريـكـنـو
نـد و ايـننـد كـه شـگـفـت
ى غريب است.صت
سوزفر
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سىان اتفاق افتاده اين است كه حتى مـداراقعيتى كه در ايـرو
اجتماعى و اقتصادى هستند، باز هم ازِ اناواى امكانات فركه دار

اان
اند زيـراوشى، دچار مشـكـلات فـرل علمـى ـ آمـوزنظر اصـو
ند.نج مى
بر ركهنگى ديدگاهىس، از نامه
هاى اين مداربر

شى پيشرو،هاى آموزدر حقيقت، به دليل فقدان چشم
انداز
ىسه، حتى بسيارشى مبتنى بر مدرد دانش تخصصى آموزو كمبو

ان تحصيلده نيز، جز تجربه
هاى دورانمند و تحصيل كراد تواز افر
شىند و در نتيجه، تعالى آموزى دارى ديگرت الگود، به ندرخو

دشان، انتظار مى
كشند.ه
ى خوش دورار آموزا با تكرر
اه نيـز،مـان
خـوده و آرهاى تحـصـيـل كـرگاهـى پـدر و مـادر

هس ويژان بهترين الگو، به مدارا به عنود رشى خوتجربه
هاى آموز
ت و نقد منصفانـه،ن قضاوهايى كه بـدوتحميل مى
كنند؛ الگـو

ده
اند.د بوجوهاى موانگار كه تنها الگو
سد مداراردهـم ون نوزدنر، اگر يك نفر از قـربه گفته
ى گـار

دد و احساسگار مى
گرس سازاحتى با اين مدارد، به رنى ما شوكنو
اقع، احساس مى
كند كه هيچ مشكلى بـاغربت نمى
كنـد و در و

نى، در همين كلاس قـرا به گفته
ى واهد داشت! زيـرآن
ها نخو
شتن است،ل نوبيست و يكم، هم
چنان معلم پاى تابلو مشـغـو

ه
ها درد، آموزس گفته مى
شود، درمى
داردانش
آموز يادداشت بر
ه
هـاىى در گروع در قالب
كـارت ـ و گاهى با چاشنى تـنـوسكـو

 ـدريافت مى
شوچك يادگيركو ارتكرد،  داده مى
شوتمرينند! ى! 
دنر در، ادامه مى
يابد. گاراختىهمين يكنـود و داستان با مى
شو

ادامه مى
گويد؛
د جامعـه
ىاردهمـى ون نوزمانى است كه اگـر آن قـراين در ز

دد و به شدت احساس غـربـتده مى
گـرحشـت
زد، واقعى شـوو
دها زير و رو كرازين جامعه رى آن چنان مولوژا تكنومى
كند، زير

كىد، هيچ فصل مشتـردهم خون نـوزكه بين اين دنيا و دنياى قـر
سه، مثلن حصار مدرسه و درواجهه با مدرلى در مونمى
بيند، و

ا تجربه مى
كند!دش ران خوآن است كه دور
انهات، بيشتر ماهيت محافظه
كـاراجهه با تغييـرسه در مومدر

د.ان نيست، اما شدت و ضعI دارد و اين امر، منحصر به ايردار
در بعضى از مناطق دنيا، خيلى شديدتر است و در بعضى جاها

د تا فاصله
ىى مى
شوضعيI تر. به اين علت، تلاش
هاى بسيار
د.اقعى كمتر شوسه و دنياى وبين مدر

شى اغلب چنين است كـهش آموزد، انتخـاب روجوبا اين و
ده
اند! اگر ازنه عمل كـران چگـومى
شنويم و مى
بينيم كـه ديـگـر

ف
نظر ازا صرش
ها رشمان آمد، آن روش آن
ها خول آموزمحصو

د، به كار مى
بنديم تـاان خوگى
هاى دانش
آمـوزتناسبشان با ويـژ
شنهاى رون چشم
اندازليد كنيم! در نتيجه، چول مشابه تومحصو

گىمر به
روزَهاى كلان و منعطI نداريم، تقريباشى و الگوآموز
شى تزريقا هم كه به بدنه
ى آموزى جديدى رمى
افتيم و هر الگو

 پاسخ نمى
گيريم.ًمى
كنيم، عملا
دجوش ما ود اين كهنگى ديدگاهى كه در بطن آموزجواما با و

ج ازا جامعه خـارند زيـرليد مـى
شـولات خوبـى تـود، محصـودار
سيدن بـهد و رسه، به حيات طبيعـى خـوب
هاى تنگ مـدرچوچار

ى مانند انكـارلـوژتعالى ادامه مى
دهد. هم
چنان كه انكار تـكـنـو
فيت
هاى پيـدا و پـنـهـانفتن ظـرشنايى روز است، نـاديـده گـررو

بش
هاى خوه از آموزان فهيم و كم بهرجمعيت عظيم دانش
آموز
ارد و اميدوجودن از حداقل
هاى موه برانمند در بهرفكر شده اما تو

ان
ناپذير است.به آينده
اى كه متعلق به آن
هاست، خطايى جـبـر
دن
هاى به
جا و نابه
جا، جامعه
ى كلانند كرحيI است كه با سر

اى جمع قليلى از آن
هـا،ا از هم تفكيك كنيم و بـرى ردانش
آموز
ك ببينيم. حيI اسـت كـه ازه تـدارش
هاى به اصطلاح ويـژآموز

اره نبريم كه در هزد بهرانى ـ اسلامى خوهنگ غنى ايرادبيات و فر
د و از زبانم مى
شمرا محتـراد رمى افرق عموسال پيش نيز، حقـو

د كه «چه آن
كس كهقانى، نهيب مى
زالحسن خرپير دانا ـ شيخ ابو
الحسن به نانان بـود، البته بر خوى تعالى به جـان ارزگاه باربه در

شاى آموزقانى، تمـثـيـل زيـبـايـى بـرد!» اين سخـن نـغـز خـرارز
ده
اىان گستـرمى، خـوش عموان است كه آمـوزسه
اى در ايـرمدر

 ـتيزاست كه همه
ى دانش
آموز نده
ـلى و دير يادگيرش و معموهوان 
شبختانه، يـافـتـه
هـاىند و خـوا داردن جمعـى از آن ره
بـرحق بهـر

ه گذاشتـه
انـد كـه تـفـكـيـكّانى بر ايـن نـظـر صـحاوهشـى فـرپـژو
ى،ش، قابليت يادگـيـران از هر نظر ـ استعـداد، هـودانش
آمـوز
ن
هاىموانه
ى نتايج آزشى و نظاير آن ـ و اغلب با پشتوسطح آموز

مـىش عمـومدت به آمـوزازه، صدماتـى كـه در درعديده و كـثـيـر
شش آموزى است كه ممكن است از دوند، بيش از اندك بارمى
ز
د.دارمى برعمو

* * *
ل در قلب
هاست كههر سال جديد، هميشه نويدبخش تحو

ب طلب مى
نمائيم.قع تحويل سال، از مقلب
القلوانه در موعاجز
كت و نشـاط
آور و، سالى از هر نظر پر بـر١٣٨٩م سـال اراميدو

ا درشان رلد باشد. در ضمن، به معلمـان عـزيـز هـم كـه روزمو
ايشـان،ند تبريك مضاعI گفته و بـرهمين فصل جشن مى
گـيـر

م.ا آرزو دارفقيت بيشتر رمو
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سكىوِا لينچرُد و لييسندگان: آنا اسفارنو
ا كاميابهرجمان:         ز                                           متر

اد اسلامىم و تحقيقات دانشگاه آزاحد علوياضى وش رى آموزى دكتردانشجو
ىحسين اصغرامير

دانشگاه شهيد بهشتى
چكيده

ايط مسئله
اىابسته به شرد، وك مى
شوحقيقت، آن
چه از نمادهـا درند. دراى گفتن ندارفى برد حرخـو دىى به خونمادهاى جبر
د،ا داردن به آن رجه كـرك كند و آمادگى تواند درد مى
توه بر اين، اين مسئله به آن
چه فرفته
اند. عـلاواى آن به
كار راست كه نمادها بر

ى دانش جبر٢ى و انطباق
پـذيـر١ىكز اصلى بر تغييـرپـذيـرع مهم اين مقاله است، يعنـى تـمـرضوت، مـوابسته است. آخرين عـبـارو
ان است.دانش
آموز

ايند
ـگانگى فراساس اين نظريه، يك دوى مفاهيم انجام شده است. بـرب نظريه
ى شىء
انگارچون چارتجزيه و تحليل، در درو
د) ايجاد مى
شو٣ايندمحورم عملياتى (فرد. اساس نظريه اين است كه در ابتدا، مفهود دارجوشىء ذاتى در بيش
تر مفاهيم  رياضى و

د كه نشاند دارجوى واهد بسيارند. شوى) ايجاد مى
شوايندها، اشياى رياضى (مفاهيم ساختـارى فرو پس از آن از طريق شىء
انگار
ار است.ى مفاهيم، دشوسيدن به شىء
انگارمى
دهند ر

فته است. حامـى ايـنار گرد تجزيه و تحليـل قـرى از ديدگاه شناخت
شناسـى مـورشد تفكر جبـردر اين مقاله، ابتدا ماهـيـت و ر
فت، از نگاه عملياتىه رو به پيشراران دنباله
اى از انتقال
هاى هموى به
عنوشد تفكر جبرنهايت، رديدگاه، مشاهدات تاريخى است. در

كز بر دو انتقال تعيين
كننده است: انتقالفته است. تمردى به
كار رى فراى يادگيرفى شده است. سپس، اين مدل برى معربه ساختار
ل) و سپس از اين
جا به جبر تابعى (از يك متغير). بعد ازى از «يك مقدار ثابت» (از يك مجهواز جبر عملياتى محض به جبر ساختار

سيعىى كه از دامنه
ى و اتصال تجربه مى
كنند، با استفاده از داده
هاى تجربى بيش
ترِندگان در اين نقاطى
هايى كه يادگيراراين، دشو
ح داده شده است.از منابع به
دست آمده، شر

منافع و دام�هاى شىء�انگارى
بخش اول

ى مفاهيم، تفكـرسه
اى، شىء
انگـار جبر مدرهCهـا:اژكليد و
ى.جبر

x)3  ى مانـنـد ت جبـرمانى كه بـه يـك عـبـارز + 5) نـگـاه 1+

د.ى مى
بينيد؟ بستگى دارمى
كنيد، چه
چيز
صيفىاهيد گفت، اين توقعيت
ها خو در بعضى موًاحتمالا

ايند محاسبـاتـى اسـت. در ايـن حـالـتسا از يك فـرتـاه و ركو
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  3(x + 5) ا ر٥العمل
ها است: ن دنباله
اى از دستورهم
چو 1+
١ب و سپس  ضر٣ا در به عددى كه داريد اضافه كنيد، نتيجه ر

ىت جبرقعيتى ديگر ممكن است اين عبارا اضافه كنيد. در مور
x)3  ى ببيـنـيـد: ا طور ديگـرر + 5) ا نمـايـشعدد معيـنـى ر 1+

دت، نتيجه
ى مـحـاسـبـات اسـت نـه خـومى
دهد. ايـن عـبـار
انل است و در هر لحظه نمى
تو مجهوxچه عدد محاسبات. اگر

ى هنـوزت جبرد، اين عبارجـود، با اين وا مشخص كرنتيجـه ر
ان يك عددت به
عنـود كل عبـاريك عدد است و انتظار مـى
رو

د: ممـكـن اسـتد دارجـوى هـم وعمـل كـنـد. تـعـبـيـر ديـگـر
  3(x + 5) ان يك تابع در نظـر بـگـيـريـم. تـابـع،ا به
عـنـور 1+

د. در اينى مى
بـرا به عدد ديگر رxنگاشتى است كه هـر عـدد 
ا نشـانل) رل هيچ مقدار ثابـتـى (حـتـى مـجـهـوموحالـت، فـر

ض، نشان
دهنده
ى يك تغيير است. اگر درنمى
دهد. در عو
) يك٣ً ايب عددى (مثلاى به جاى يكى از ضرت جبراين عبار

a(x  ى حاصل ت جبر)، عبارaً د (مثلاار گيرف قرحر + 5) +1،
تسد. در اين حالت ممكن است عبـارپيچيده
تر به نظر مـى
ر

د.فته شـودر نظر گـر R|به  R|ابع از اده
اى از تـوان خانوبه
عنـو
دىد: ممكن است فرد دارجوى نيز وه بر اين، تعبير ديگرعلاو

ادعا كند آن
چه در پس نمادها پنهان شده، تابعى از دو متغير،
R|  از 

 است.R| به 2
x)3  اى مشاهده
ى ى نيز بره
ى ساده
ترالبته شيو + 5) دجوو 1+

ًفاى آن صراساس شكل ظاهـرت، برد: ممكن است اين عبـاردار
ا نمايش نمى
دهند، در نظرى رشته
اى از نمادها كه چيزان ربه
عنو


خـوى به خوت جبـرد. اين عبـارفتـه شـوگر
ىد يك شىء جبـردى
ت از نظر معنايى تهى است، امـا هـنـوزچه اين عبـاراست. اگـر

اعد مشخصى كهاساس قود و برى شوممكن است با آن دست
ورز
د.كيب شوع تراتى از اين نوبه
خوبى تعريI نشده
اند، با ساير عبار

سيد كه آيا در عمل نيز، مشاهدات بـالاان پردر اين
جا مى
تو
ان مثال،از معانى جبر مهم هستند؟ پاسخ مثبت است. به
عـنـو

p)  مانى
كه با معادلاتى
از
قبيلز + 2q)x2 + x = 5x2(3p − q)x

ط، عددىى مربون دانستن اين
كه آيا تساواجه مى
شويم، بدومو
الا حل كنيم. در اين
جا اين سؤانيم مسئله ريا تابعى است، نمى
تو

 اسـتxدن مـقـدار ح اسـت كـه آيـا هـدف، بــه
دســت آورمـطـر
q و pحسـب ار باشد (اين مقدار بايد بـرقـرى برى
كه تسـاوبه
طور

q و pهاى امتـردن مقادير پارد)؟ يا هدف، به دسـت آوربيان شـو

p)  ى كه دو تابع است، به
طور + 2q)x2 + x  5  وx2(3p − q)x

گير شدن درِته
هاى متفاوى باشند؟ تفاسير مختلI، شيومساو

ل،ا نتيجه مى
دهد: در حالت اوت راه
حل
هاى متفاوبا مسئله و ر
لمـــودن فــرا بــا بـــه
كـــار بـــرد ريــشــه
هــاى مـــعـــادلـــه رفـــر

  x1,  x2 = (−b ± ∆ ) / 2a كـنـد و در حـالـت دو
م، باپيدا مى
ت در دو عـبـارxان
هاى يـكـسـان ايب تـوار دادن ضـرى قـرمسـاو

)  p + 2q = 3p   و 5 − q = 1(،
 بـه
دسـتq و pهاى امـتـرمقـاديـر پـار

دد دارجوى هم ومى
آيند. حالت ديگر
داى فركه مـمـكـن اسـت نـمـادهـا بـر

معنايى نداشته باشند. اين ديدگاه در
ابتدا، كمكى به حل مسأله نمى
كند.

د يك عكس
العملاما ممكن است فر
ًادى نشان دهـد. او احـتـمـالاغيـر ار

ا انـجــامى رادى كـاربـه
طـور غـيــر ار
طـى شـدهاى آن شــرمـى
دهـد كـه بــر

اجـهـه بـا يــكاسـت، يـعـنـى در مــو
جه بهن توم، بدوجه
ى دومعادله
ى در

لمـوسيده شـده، بـه فـرالى كه پـرسـؤ
د.سل مى
شوريشه
ها متو

تعدد ديدگاه
ها نسبـت بـه شـى
x)3   ساده
اى مانند ًاظاهر + 5)  گيج
كننده است.ً حقيقتا،1+

اهيم گفت اين مسئله، هم
چـنـيـندر بخش
هاى بعدى خـو
ت جبر است.منشأ قدر

. مقدمات: جبر از نگاه نظريه�ى شىء�انگارى مفاهيم١
ند.اى گفـتـن نـدارفى بـرد حردى خـوى به خـونمادهـاى جـبـر

ايـطابستـه بـه شـرد، وك مى
شـوحقيقـت، آن
چـه از نـمـادهـا دردر
فته
اند. هم
چنين اين مسئلهاى آن به
كار رمسئله
اى است كه نمادها بر

ادن بـه آن رجه كرك كند و آمادگـى تـواند درد مى
تـوچه كه فـربه هـر
ع مهم اين مقاله است.ضوت، موابسته است. آخرين عبارد، ودار

ىى دانش جـبـرى و انطـبـاق
پـذيـركز اصلـى بـر تـغـيـيـرپـذيـرتـمـر
ح است اين است كهالى كه در اين
جا مطران است. سؤدانش
آموز

ن محتـمـلـى ازناگـواند تفاسـيـر گـوه مى
تـونده تا چـه انـدازيادگـيـر
گير شدن باد. قبـل از درك كند و به كار برا درى رساخت
هاى جبر
اهد شد،ع تجزيه و تحليلى كه در اين
جا انجام خواين مسئله، بر نو

تأمل مى
كنيم.
ديم، بسيارح كرهايى كه در مثال
هاى ابتداى مقاله مطرتمايز

د،ه دارخ مى
دهد اشاراد رظريI هستند و به آن
چه كه در ذهن افر

ريـــــــــاضـــــــــى�دان
نكوئيـزانسوى فـرفر

-١٦٠٣ويـــــــــــت (
لين كسى) او١٥٤٠

د كه مقادير معيـنبو
ا بـا نـمـادهـاعـددى ر

د. ايـنجايگزيـن كـر
ابــداع، مــنــجــر بــه

ِمـىات مفـهـوتغـيـيـر
س دردور از دستر

          جبر شد
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ى كاغذ مى
نويسند و به معلم تحويل مى
دهند.نه به آن
چه كه رو
ت بـيـن تــفــاســيــر مــخــتــلــI مــعــادلــه
ىاقـع، تــفــاودرو

  (p + 2q)x2 + x = 5x2(3p − q)x نمــوهـمـيــشــه در يــك آز
د. علت اين است كه دانش
آمـوز،د نشان داده نمى
شـواستاندار
انا فقط به
عنوى عددى تصور كند، چه آن
را يك تساوت رچه عبار

ل
هاى يكسانـىمو فرًد، احتمـالاشته
اى از نمادها در نظر بگـيـرر
ى
هاى يكسانى انجام مـى
دهـد. يـكد و دست
ورزبه
كار مى
بـر

ئيـات ازسى بسـيـار دقـيـق و بـا جـزبـرر
م استات دانش
آموز لازها و اظهارفتارر

تى پيداانيم نسبت به تفكر او بصيرتا بتو
ان و همكار٤نفيلدان مثال شوكنيم (به
عنو

ع؛ نويسندگان اين نـو١٩٩٣ا ببينيد، ر
٥نتيـكا ميـكـروژاز تجزيه و تـحـلـيـل ر

مى
نامند).
ما در اين
جا سعى مى
كنيم تجزيه و

ا با اتكائيات راه با جزتحليل دقيق و همر
اى معيـن كـه آن رب نظرچـوبه يك چـار

ى مفاهيم مى
ناميم،نظريه
ى شىء
انگار
انجام دهيم (يادآور مى
شويم كه ممكن
است ساير نويسندگان، اصطـلاحـات

 يكسان به
كارًتبط يكسان يا تقريبااى ايده
هاى مرتى برعلمى متفاو

،٧ت و كاپو٦لا در هـرست نام
هاى احتمالـى رده باشند؛ فـهـربر

ب، حقايق بى
قـاعـده
ىچـو ببينيد). با كـمـك ايـن چـار١٩٩١
ند. ماننـدل مى
شوانى تبديل به يك كل معنادار و قابل كنـتـراوفر

ى، اين مدل نيز بر جنـبـه
هـاى خـاصـى ازى ديگـرهر مدل نـظـر
ا كنـارد و ساير جـنـبـه
هـا رد جست
و
جو تـأكـيـد داره
ى مورحـوز

اى تجزيه وى براران ابزد، اين مدل به
عنـوجود. با اين ومى
گذار
مص مفهـون رياضى، به
خصـوناگوسعه
ى مفاهيم گـوتحليل تـو
ان، و همكار٨
؛ بريدنباخ١٩٩٢د، جه است (اسفارد توتابع، مور

اى نظم بخشـيـدن بـه بـخـش). هم
چنيـن، ايـن مـدل بـر١٩٩٢
فتـهى به
كار رد تفكر جبـرشد در مورعمده
اى از يافته
هاى روبـه
ر

ا از). در قسمت
هـاى بـعـدى، جـبـر ر١٩٩٢
، ٩نرِاست (كـيـي
اهيم ديد.دريچه
ى اين مدل خو

در بـاقـى
مـانـده
ى ايـن بـخـش، ايـده
ى اصـلـى نـظــريــه
ى
د. ادعاهايى كه داريـم،اهيم كـرائه خوا ارى مفاهيـم رشىء
انگار

تاسر اين مقاله، عناصر مختلIا شكل مى
دهند. در سرنظامى ر

د،صيه مى
شـوفت. تـواهند گـرار خود بحـث قـراين نظام، مـور
اى شناخت جامع
تر ايده
هاى اصـلـى ايـن مـدل، بـهاننـده بـرخو

ه بر اين،اجعه كند. علاو) مـر١٩٩١ن (رِ) و كيي١٩٩١د (اسفار
ً)، مدل تقريبـا١٩٩١ت (ل و كاپـو) و هر١٩٩١ (١٠دوبينسكـى

صيI مى
كنند. ايده
هاى دوبينسكى، تعميـمـى ازا تومشابهى ر
).١٩٦٦ه،  و پيـاژ١٢ه است (بت پياژ١١تابـىنظريه
ى تجريد بـاز

 از هستـى١٣م گريـنـواساس مفـهـول بـرت و هرمشاهـدات كـاپـو
). خاطر
نشان مـى
سـازيـم،١٩٨٣ است (گرينـو، ١٤مـىمفهـو

ايند
ـ شى اشياى رياضى كه در اين مقاله نـقـشايده
ى دوييت فر
ا به
يـاد) ر١٩٨٥ (١٥آدىار
ـ شىء 
دوگانگى ابـزد، دواساسـى دار

د.مى
آور
اننى به
عـنـوناگودر مثال ابتداى مقاله، اشيـاى ريـاضـى گـو

 يك عدد، يكًفى شده
اند. مثلاى معرت جبرمصداق
هاى عبار
ت
هاىابع مصداق
هايى از عبارعه) از تواده (مجموتابع، يك خانو

تىى ماهيت متفـاوت جبرى هستند. اما يكى از تعابير عـبـارجبر
x)3  مانى كـه داشت؛ ز + 5) ى از عمليـاتان يك
سربه
عنـو 1+

د كه به نمادها معنا بخشيدايند محاسباتى بـوانده شد، اين فرخو
ايندف
نظر از اعدادى كه در فرى (البته صرد ديگرنه هر شىء مجر

 درًاى كه در اين مثال مشاهده شد، ظـاهـرفته
اند). چيـزبه
كار ر
كل رياضى شايع است: نمايش يـكـسـان و مـفـاهـيـم  ريـاضـى

انايندها و گاهى به
عنـوان فريكسان، ممكن است گاهى به
عـنـو
)، ممكن است١٩٩١د (ند؛ يا، به بيان اسفارمفاهيم تفسير شو

ه
هاىاين، شيـوند. بنابرك شـوى درهم عملياتى و هم ساخـتـار
عك ساخت
هاى ريـاضـى، در هـر نـوگـار در دربه
ظاهـر نـاسـاز

اقعيت،ند. اين وند و مكمل يك
ديگرفعاليت رياضى حضور دار
ا شكلى و حل مسئله
ى رياضى مـا رع مدل يادگيـرنقطه
ى شرو

ه
اى كه در فيزيك بـه
كـارم مكمل به همان شـيـومى
دهد. مفـهـو
فته)، در اين
جا نيز به
كار ر١٦هراساس ايده
هاى نيل بود (برمى
رو

داتجوخى مشـاهـدات، مـوجيـه بـراى تواست. در فيـزيـك بـر
ج دران موه
هاى مادى و هم به
عـنـوان ذرا هم به
عنـون
اتمى ردرو

نظر مى
گيريم.
ت
هاى ظريفىى، تفـاومدل
هاى تفكر عملياتى و ساخـتـار

كانايى درند و تمايز قائل
شدن بين آن
هـا سـاده نـيـسـت. تـودار
ىا به تصويرد رگانه، جهان ايده
هاى مجره
ى دورياضى به اين شيو

اقعى، اعمالى كـهاز جهان مادى تبديل مى
كند: مشابه جهـان و
ند. اينلاتى داراد خام» و محصوند، «مودر اين
جا انجام مى
شو

رياضى يك ساختـار
چندسطـحـى اسـت،

عى كـه در آنضومـو
ًايــده�هــاى اســاســـا
يـــكـــســـان اگــــر از

قـــعـــيـــت�هـــاىمـــو
مـخـتـلـO مـشـاهــده

تنــد، مــتــفـــاوشــو
داهند بوخو
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لات،اد خــام و مـــحـــصـــومـــو
داتـى هـسـتـنـد كـه بـا آن
هـاجـومـو

فتاران اشياى اصيل و پايدار ربه
عنو
خلافد، برجـود. با اين ومى
شـو

اقعى، يك نگاه دقيق
تر بهندگى وز
دات آشكار مى
كنـد كـهجواين مـو

انا بــه
عــنــوان آن
هــا رنــمــى
تــو
انند كه بتو١٧دات قائم به ذاتجومو

ايندها جدا بـاشـنـد، در نـظـراز فر
دى مـانـنـدفت. اشـيـاى مـجـرگـر

x)3  - يا تابـع ٢ و 1−   + 5) +1

ت بهنتيـجـه
ى نـگـاه
هـاى مـتـفـاو
دن ريشه
ىرويه
هاى به
دسـت آور

 و٢دن -، مــنــفـــى كـــر١م از دو
ىنـگـاشـت اعـداد حـقــيــقــى رو

اين، اشـيـاىدشان از طريق يك تبديل خـطـى اسـت. بـنـابـرخو
ىى مفاهيم هستند و شـى
انـگـاررياضى نتيجه
اى از شـى
انـگـار

ايندهـااى ديدن نتيجـه
ى فـرانايى ذهنى مـا بـرمفاهيم حاصـل تـو
د است.دات پايدار قائم به
خوجوان موبه
عنو

ى متـعـددى
هستى
شنـاسـانـه، نـتـايـج نـظـراين مـشـاهـده
ى
د حل مسئله
ى رياضـىد، نظام كاملى از ادعاهـا در مـورداردربر
د.د مى
آورجوا به
وى مفاهيم رك مى
بيند و مدلى از شكل
گيرتدار

ل تاريخى مفاهيم به
كـارك تحـواى دراين مدل، هم
چنان كه بـر
د وار مى
گيـرد استفاده قـردى نيز مـورى فراى يادگيـرد، بـرمى
رو

ى
هايى كه دانش
آموز در فهميدن يك ايـده
ىاراى دشودلايلى بر
ائه مى
دهد. در ادامه، همـه
ىرياضى جديد تجربه مى
كنـد، ار

، بحث٢ار مى
دهيم. در بخش د بحث قرا مورعات رضواين مو
سط مشاهداتفت
شناختى كـه تـوا با يك تجزيه و تحليل مـعـرر

، يـك٣د، آغاز مى
كنيـم. در بـخـش تاريخى حمايـت مـى
شـو
د نشاناهيم كـرح مى
كنيم و تلاش خـوان
شناسى مطـرديدگاه رو

ى جبر كه از طريق تجزيه و تحليل تاريخىدهيم كه مدل شكل
گير
د زيادى متنـاسـب بـافت
شناختى ساخـتـه شـده، تـا حـدوو معـر

خ مى
دهند.د رى فراه با يادگيرايندهايى است كه همرفر

سعه يافته است؟نه تو. جبر چيست و چگو٢
م عملياتى مقدم براى نشان دادن اين
كه در رياضى، مفهوبر

انى است، مـى
تـوم ساختـارمفـهـو
ىى و تجربى بسيـاربحث
هاى نظـر

د. آن
چـه در يـك سـطـحبـه
كـار بـر
د، درك مى
شوايند دران يك فربه
عنو

كان يك شىء درسطح بالاتر به
عنو
د،ان مثال؛ اسفـارد (به
عنـومى
شـو
ا ببينيد). به
نـظـر ر١٩٩٢ و ١٩٩١

)١٩٨٩ت (مانى كه كاپـوسد زمى
ر
دات ذهنى كهجوبيان مى
كند كه «مو
ى مفاهيم (ديدناز طريق شىء
انگار

اناعمال، رويه
ها و مفاهيم به
عـنـو
شنـاخـتـى) سـاخـتـهاشيـاى پـديـدار

انانـنـد بـه
عــنــوشـده
انـد، مــى
تــو
اى اعمال، رويـه
هـا وپايه
هايـى بـر

ى ازمفاهيم جديد در سطح بـالاتـر
)، مشاهدات مشـابـهـى١٦٨ند» (ص. مان
دهى بـه
كـار روساز

تاى ما و كاپوع برچند ممكن است نقطه
ى شروداشته است. هر
اساست برسد ايده
هاى كاپـوت باشد (به
نظـر مـى
ر متفـاوًكاملا

ده است)، اما اتفاق
نظر اساسـىه بوتابى پياژنظريه
ى تجريد بـاز
ابستگى متقابل آن
هـاايندها و اشياى رياضى و ود نقش فردر مور

ان تصور رياضىفداردنتال يكى از صريح
ترين طرد. فرود دارجوو
ب است: «تجزيه واتبى از ديدگاه
هاى متنـاوان سلسله
مـربه
عنو

ىايند يادگيرا در فرحى رى رياضى سطوايند يادگيرتحليل من از فر
آشكار ساخته است، جايى كه رياضياتى كه در يك سطح انجام

د»د، رياضى مشـاهـده شـده در سـطـح بـعـدى مـى
شـومـى
شـو
اساس تجزيهچند اين ادعا بر). هر٣٣، ص ١٩٧٨دنتال، (فرو

تى بنا شده است، اما ماننـد نـظـريـه
ى مـا،و تحليل
هاى متـفـاو
د؛ه دارگى
هاى اساسى يكسانى از ساخت
هاى رياضى اشاربه
ويژ

د كه رياضى يك ساختار چندسطحىيعنى بر اين حقيقت تأكيد دار
 يكـسـان اگـر ازًعى كـه در آن ايـده
هـاى اسـاسـاضـواسـت، مـو

د.اهند بوت خوند، متفاوقعيت
هاى مختلI مشاهده شومو
ى بايد دوييت گفتيم، ساخت
هاى جـبـرًهمان
طور كه قبـلا

ى در هستى
شناسىا انتقال دهند. اما انعطاف
پذيرايند
ـ شىء رفر
ى، سادهك جنبه
ى ساختارانايى درسيدن به تود تا رجب مى
شومو

شد رياضى جايى است مهم در رِاين، نقاط اتصـالنباشد. بنابر
خ مى
دهد. اين نقـاط،كه انتقال از يك سطح به سطـح ديـگـر ر

مانى كه ايده�هاى جبرى فقـط بـا كـلام بـيـانز
دان رويــكــرارى مــى�تــوشـده�انــد، بــه دشــو

د. درا تـصـور كـرفتـه�تـرى رساخـتـارى پـيـشـر
ايندهاى محـاسـبـاتـىد ساخـتـارى، فـررويكـر

ارد ملاحظه قربه�طور كلى از ديد بالاترى مـور
دهـاى عـمـلـيــاتــى ونـد، امـا رويــكــرمـى�گـيــر

نـد.نمـايـى�هـاى يـكـسـانـى دارساخـتـارى، بـاز
، كلمات، ماننـد نـمـادهـا قـابـلت ديگـربه�عـبـار

دندست�ورزى نيستند. قابل دسـت�ورزى بـو
اهم مى�كند تا مفاهيما فراست كه اين امكان ر

جبرى، كيفيت شىء �مانندى داشتـه بـاشـنـد.
ايـنـدهـاى سـطـح بـالاتـر درامـكـان انـجـام فـر

ده نمايش دادهات فشرايندهايى كه با عبـارفر
غيب مى�كندا ترشده�اند، تفكر ساختارى ر
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دنتالات فروترين و جالب
ترين نقاط هستند. بار ديگر عباراردشو
ار دهيم،د مشاهده قرا مورى رايند يادگيرا به
كار مى
بريم؛ «اگر فرر

ستگـى
هـا هـسـتـنـد. آن
هـاشمنـد، نـاپـيـولحـظـات مـهـم و ارز
).٧٨خ مى
دهنـد» (ص ى رايند يادگيـرجهش
هايى
اند كه در فـر

كز بـربدين
سبب، در تجزيه و تحليلى كه در ادامه مى
آيد، تـمـر
فـتاى آن
كه پيشـرى است. برشد مفاهيـم جـبـرد در رنقاط منفـر

ايند
ـد، ديدگاه هستى
شناسى بايد انطباق (فرت گيرى صوربيش
تر
د.ا در اين نقاط بپذيرشىء) ر

د ملاحظها مورشد جبر، ماهيت تحقيق
مان رضيح رقبل از تو
ىه
ى ديگرار مى
دهيم. مانند هر حوزقر

د ساخت جبرى، امكان داراز دانش بشر
سىد بـررنى مورناگـواز ديدگاه
هاى گـو

د ممكن است بر ساختـارد. فـرار گيرقر
سد كـهكز كند و بپـرع تمرضومنطقى مـو

نه بخش
هاى مختلI دانش به يكچگو
عند؟ اين نوتبط مى
شونظام منسجم مـر

 مى
ناميـم.١٨ا منطقىتجزيه و تحليـل ر
د تاريخى است.ديدگاه ديگر، رويكـر

ا كه درد تلاش
هاى جمعـى راين رويكر
ضاى ساخت نظام مـفـرومان بـرل زطو

ارجه قـرد تـومفاهيم انـجـام شـده، مـور
نهايـت، مـمـكـن اسـت،مى
دهـد. در

ا كه باعثايندهاى شناختـى رمحقق فـر
ند،دى مى
شـوى فرى يادگيـرشكل
گيـر

 انتظارًد قطعاار دهد. فرسى قرد بررمور
ع تجزيه و تحـلـيـلد كه اين سـه نـوندار

داشتـه بـاشـنـد.نتـايـج يـكـسـانـى دربـر
خى از نويسـنـدگـانى كه بـرهمان
طـور

شته
اند، اين، يك افسـانـه اسـت كـهنو
«ساختار [منطقى] رياضى به
طور دقيق


،١٩ِا منعـكـس كـنـد» (كـروتـاريـخ آن ر
د بايد دقته بر اين، فـر). علاو١٩٨٨

شته شده
اى از تـاريـخه نوان
شناسى، نسخـه
ى دوبـاركند كـه رو
ىه
سازايند هدايت عامدانه
ى دوبـارت ديگر، فرنيست. به
عبـار

لين نويسندگانى كه اينى همان مسير پرپيچ
و
خـم اومفاهيم جبر
د ممكن استد، فرجوده
اند، نيست. با ايـن وا طى كرفته راه نرر

اعجسته
اى بين نتـايـج انـوانتظار داشته باشد، شبـاهـت
هـاى بـر
اى)، بر١٩٨٩ه ( و پياژ٢٠سيامختلI تجزيه و تحليل ببيند. گار

اه
اى رد ويـژان
شناسـى، مـورلات تاريخـى و رومقايسـه
ى تـحـو
دند. بهتر است احتياط كنيم، اما نبايد تجزيه و تحليلسى كربرر

ه
ىاند يك منشأ بالقوا منطق مى
تـوا كنار بگذاريم، زيـرمنطقى ر
ى رياضى است. رياضى يكايند يادگيرد فرت در مورايجاد بصير

اتبى است كه در آن، بعضى از لايه
ها قبـل ازساختار سلسله
مـر
نتيجه، بعد از ايـن
كـهنـد. دركامل شدن بقيه، ساخته نـمـى
شـو

اساس تجزيه و تحليل
هاى منطقى، هستى
شناسى و تاريخى،بر
اهيمديم، نشان خـوائه كرسعه
ى جبـر ارابطه با تـوادعاهايى در  ر

ند.د دارجودى نيز وى فراحل، در يادگيرداد كه اين مر

ان حساب تعـمـيـم�يـافـتـه: جـنـبـه�ى. جبر بـه�عـنـو٢.�١
عملياتى

عا «عملياتى» و نـوعى از جبـر ردر تمام تجزيه و تحليل، نـو
ى» مى
ناميم. اين بدين
معنا نيست كه در گام
هاىا «ساختارديگر ر

اع جبر (عملياتى يـاسعه
ى جبر، فقط يكى از انوت، در تومتفاو
ايندها و اشيا نـشـاند. ماهيت مكمـل فـرى) حضور دارساختـار

ه بـرى ممكن نيست. عـلاون ديگرمى
دهد كه حضور يكـى بـدو
دلفه
هاى عملياتـى) مـورايندها (مـؤشن است كه اگر فـراين، رو

دجـوى) وامل ساختـارند، بايد اشياى معينـى (عـوار گيرجه قـرتو
ند. ادعاهاى مااى آن
ها به
كار روايندها برداشته باشند كه اين فر

حالى
كهند درگى عملياتى داراع معينى از جبر ويژمبنى بر اين
كه انو
ليه بر كدامكز اوى هستند، نشان مى
دهد تمـراع ديگر ساختارانو
گىت كه «جبر در ابتدا ويژان مثال، اين عبارع جبر است. به
عنونو

فته
ترين و اصلى
ترين ايده
هايى كه درد» يعنى؛ پيشرعملياتى دار
كند، به
طور عمـلـيـاتـى درار مى
گيـرجه قـرد تـوحله مـوراين مـر
ى.ند نه ساختارمى
شو

د عملياتىضيه است كه رويكرتاريخ جبر، بيش
تر مؤيد اين فر
ار سال، جبرا طى چند هـزى است زيـرد ساختارمقدم بر رويكـر

د.ى بيش از علم رويه
هاى محاسباتى نبوچيز
سعه
اى، جبر ادامه
ى حساب است. مشـابـهاز نقطه
نظر تـو

ليه
اش) با اعداد و با محـاسـبـاتاحل اوحساب (حداقـل در مـر
ت استسد متفـاوالاتى كه مى
پرع سؤعددى كار مى
كند، اما نو

ارى قرد دست
ورزى مورمى
تـره
ى عمـوا به شيـوو الگوريتم
هـا ر
م جبرگى لازان ويـژا به
عنومى
دهد. آن
هايى كه نمايش نمادين ر

ايـانت�گــرهـى از صــور گـرو
گـان،ى. دمـورِانـگـلـيـسـى (ا

ف.ِجــى. پـــى�كـــات و دى.ا
دندگريگورى) پيشنـهـاد كـر

كه جبر بـايـد از بـار تـفـسـيـر
د. از اين بهها شوليه�اش راو

مول جبرىبعد، بايد با يك فر
ان يكد به عنـودى خوبه خو

د. شيئى كه بهفتار كرشىء ر
ه�هـاى مـخـتـلـO قـابــلشـيـو

دشتـفـسـيـر اسـت امــا خــو
د             معنايى ندار

دىنمادهاى جبرى به خو
اى گـفـتـنفى بـرد حـرخـو

حقيقت، آن�چهند. درندار
د،ك مى�شـواز نمـادهـا در

ايــطابــســتـــه بـــه شـــرو
مسئله�اى است كه نمادها

فته�انداى آن به�كار ربر
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ىايند يادگيرند كه هم در تاريخ و هم در فرنمى
دانند، اتفاق
نظر دار
فى هر نماد خاصى ظاهردتر از معرى خيلى زورياضى، تفكر جبر

دناى پيدا كرلين تلاش برى با اوان مثال، تفكر جبرد. به
عنومى
شو
ل عددى است كه يـكد. عدد مجهوع مى
شول شـروعدد مجهو

ى آن انجام شده و يك نتـيـجـه
ى مـعـيـنعمليات مـشـخـص رو
ل حسابه
ى متداوع فعاليت، شيوبه
دست آمده است. در اين نو

ساى يك عدد محسـودن يك الگوريتم محاسباتى بركه به
كار بر
ان مثال، در يكد: به
عنوس انجام شواست، بايد به
طور معكو

ىم هستند (يا حداقل مسئله
حل
كـن امـروزجه
ى دومعادلات در
نه، بـه
جـاىشى استفاده مى
كـنـد). در هـر دو نـمـواز چنيـن رو

اه
حل بهد و رس استفاده مى
شومى، از اعداد محسوايب عموضر
دد.ائه مى
گـرل اردن مجهـواى پيدا كرصيI كلامـى بـرشكل تـو

ايندهـاىكز بر فر عملياتى است؛ تمـرًدى كاملااين، رويكـربنابر
د غير از اعداد نيست.ه
اى به اشيا مجرعددى است و هيچ اشار

 (آن
چـه٢٤دهم، جبر لـفـظـىن شانـزان
ها تـا قـرليـن دوراز او
د استفادهند) موره به جبر كلامى به
كار مى
بـراى اشـارخين برمور

اد بايد قيمت تعداد معينى مداد و يك دفتر يادداشت رمسئله، فر
ا بـاد بايد تعداد مدادهـا رد، در مسئله
اى ديگـر، فـربه
دسـت آور

اى محاسبه
ى قيمت مدادهـا و آن
چه بر٢١س انجام دادن»«معكو
ى درس
سازچه اين معكـود. اگردفتر انجام شده، بـه
دسـت آور

مانى كه مسائل كلامـىدى است، امـا ز ساده و شهوًابتدا كامـلا
د.اهد بوند، اين امر بديهى نخوار ظاهر مى
شو دشوًنسبتا

ار مى
دهيم. دوجه قرد توا مورسعه
ى جبر رليه در تواحل اومر
ا در نظر مى
گيـريـمسطـايـى رن ونه از جبر كهن و جـبـر قـرونمـو

ا ببينيد). ر١ل(جدو
ار سال با هم فاصلهمانى سه هزنه
ها از لحاظ زچند اين نموهر

ا هر دو،گى
هاى اصلى آن
ها يكـسـان اسـت زيـرند، اما ويـژدار

انى است كه دانـش
آمـوزفت. اين جبر، همان جـبـرار مى
گـرقر
فىى به آن
ها معـرسه
اى امروز، قبل از اين
كه هر نماد صـورمدر

ان به
طور آن
چه دانش
آموزًند. طبيعتـااجه مى
شودد، با آن موگر
اىاتى كه آن
هـا بـرلفظى حل مى
كنـنـد، سـاده
تـر اسـت و عـبـار

ت است، اما هنـوز متفـاوًند، كاملااه
حل
هايشان به
كار مـى
بـرر
ا نشان مى
دهند: كلامىع يكسانى از رياضيات ربه
طور اساسى نو

يا عملياتى.
گى عملياتى جبر، جـدا ازد كه ويـژدر اين
جا بايد تأكيد شـو

ى فقط با كـلاممانى كه ايده
هاى جـبـردن آن نيست. زكلامى بـو
ىفته
ترى پيشرد ساختاران رويكرى مى
تواربيان شده
اند، به دشو

ايندهاى محاسباتى به
طورى، فرد ساختارد. در رويكرا تصور كرر

١ل جدو
جبر لفظىCـ مثالCها

)٣٤، ص ١٩٨٥
، ٢٢فته از بويرگرار سال قبل از ميلاد (بر دو (؟) هز. بابلىCها،١
مسئله:

اهCحل:ر

 نمايش٦٠ا به
دست آوريد (اعداد در مبنـاى  باشد، ضلع مربع ر٣٠:١٤ابر اگر مساحت منهاى ضلع بر
داده شده
اند).

ا به اين ر١٥:٠د ب كنيد كه مى
شو ضر٣٠:٠ا در  ر٣٠:٠ است، سپس ٣٠:٠ا بگيريد كه نصI يك ر
ا به ر٣٠:٠ است. حال ٣٠:٢٩ا به
دست آوريد. اين عدد مربع  ر١٥:٣٠:١٤ اضافه كنيد تا ٣٠:١٤
 است كه همان ضلع مربع است.٣٠ اضافه كنيد. نتيجه ٣٠:٢٩

)٥٨، ص ١٩٨٦
، ٢٣ئيكفته از استروگر بعد از ميلاد، (بر٨٢٥ مى،ارز. خو٢
مسئله:

اهCحل:ر
 به
دست آيد، چند است؟٣٩د عدد ابر ريشه
اش جمع شوى كه اگر با ده برمجذور

 Iآيد كه اگر در خو٥ا بگيريد،  ر١٠… نص
ى كه اگر بهد، مقدار مى
شو٢٥د ب شودش ضر به دست مى
 باقى مى
ماند.٣ كم كنيد، ٨ا از  ر٥ است. عدد ٦٤م  ريشه
ى دو٨ به
دست مى
آيد. ٦٤ اضافه كنيد، ٣٩

 است.٩اين، مجذور اين، عدد سه يك ريشه از اين مجذور است. بنابربنابر
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دهاىند، اما رويكرار مى
گيرد ملاحظه قرى موركلى از ديد بالاتر
تند. به
عبـارنمايى
هاى يكسانـى دارى، بـازعملياتى و ساختـار

ى نيستند. قابـلديگر، كلمات، مانند نمادها قـابـل دسـت
ورز
اهم مى
كند تا مفاهيـما فردن است كه اين امكان رى بودست
ورز

ايندهاىى، كيفيت شى
مانندى داشته باشند. امكان انجام فرجبر
ده نمايـش دادهات فشـرايندهايى كـه بـا عـبـارسطح بالاتـر در فـر

اين، به
نظـرغيب مى
كند. بنـابـرا تـرى رشده
اند، تفكر ساخـتـار
مى مفاهيـم لازاى شىء
انگارى برفى يك نمادگذارسد، معرمى
ر

ى كافىاى انتقال به حالت ساختـارى برباشد. اما اين نمادگـذار
ل ذكر شد، مفاهيم عملياتى در مثال اوًنيست. همان
طور كه قبلا

نمايى
هاى نماديـن هـماز طريق بـاز
هـاىارانتقـال مـى
يـابـنـد. امـا، ابـز

ا دائمـىكلامى، تفكر عمـلـيـاتـى ر
ند. شايد اين مسئله، يـكـىمى
ساز

ىه
ى جبـراز دلايلى باشد كـه حـوز
ل كشيد.ار سال طوعملياتى چند هز

ان حسـاب. جبـر بـه عـنـو٢.�٢
تعميم�يافته: جنبه�ى ساختارى
ىقبل از اين
كه گام
هاى بيش
تر

م استداريم، لازا در تاريخ جبر برر
شـنا روى ربعضـى مـقـدمـات نـظـر

سازيم.
م است بر آخرين تذكر، لازًلااو

بخش قبل تأكيد كنيم كه تاريخ جبر، تاريخ نمادها نيسـت، هـر
ى از نمادها جداناپـذيـرحله
اى به بعد، مفاهيـم جـبـرچند از مـر

مند از يك تصوير يـام ذهنى هنـرست مانند مفهـوشدند. ايـن در
يك مجسمه است كه از آن مجسمه يا تصوير، جداناپذير است.

سيله
اىان با هر وا به سختى مى
تواقع، مفاهيم جبر جديد ردر و
ىه بر اين، دانش جبـرى انتقال داد. علاوغير از نمادهاى جـبـر

ى ساخته شدهات صورسى عبارى و بررجديد از طريق دست
ورز
ات تغييـرازى به مـوات در نمادگـذاراست و بدين جهت، تغيـيـر

چه تاريخ جبر و تاريخ نمادهـامى مى
باشد. اگرشكل
هاى مفهو
فىى جديد معـرى جبردند، اما از لحظه
اى كه نمادگـذارا بومجز

ى كه از لحـاظهم آميختند، بـه
طـورانه
اى درشد، به
طور مـاهـر
ممكن است.ى، غيرن ديگر يكى از آن
ها بدوِعملى، بيان تاريخ

تباط بيـنح است، ارى كه در اين
جا مطـرع مهم ديگـرضومو
ى
هايى است كـهارى و دشوفت از جبر عملياتى به ساخـتـارپيشر

اهيمد ايجاد مى
كنند. نكته
اى كه مى
خـواى فرى برايده
هاى جبر
ى،اتب ايده
هاى جبرفتن از سلسله مربگوييم اين است كه بالا ر

دىد نيست. حتى ممكن است فر معادل با پيچيدگى تفكر فرًمالزو
چه يكى، اگـربگويد كه انتقال از جبر عملياتى به جبر ساخـتـار

جه
ى تجريد و تعميم است، نه تنهاايش درگام رو به جلو در افز
ا نتيجه مى
دهد.د رايد، بلكه تسهيل در عملكرى نمى
افزاربر دشو

مانى كهار است، اما زى مفاهيم دشوسيدن به شى
انگارهر چند ر
ىارد زيادى دشود. تا حدو آشكار مى
شوًاخ دهد، منافع آن فورر

ايش مى
يابد. ممـكـنى افزكاهش مى
يابد و قابليـت دسـت
ورز
خ مى
دهد، با رويدادى مقايـسـهاست آن
چه در چنين انتقـالـى ر

ا با دست حمـلت زيـادى ردى اشياى متـفـاود كه در آن، فـرشو
د وا در يك كيI بگذارد همه
ى آن
ها رمى
كند. او تصميم مى
گير

دان اثر تسهيل
كننـده
ى قدرًاى آن
كه كاملاا حمل كند. بـركيI ر
ى مناسبى مفاهيم باشيم (كه از طريق يك نمادگـذارشى
انگار

نه
ى جبربه دست آمده است) كافى است نگاهى اجمالى به نمو
مانى)  داشته باشيم. الگوريتم
ها، ز١ل(ائه شده در جدو ارِلفظى

تاه انجامل
هاى كوموى فرى روى
هاى صوركه از طريق دست
ورز
مانى كه باسند، اما زند، بسيار ساده و آشكار به نظر مى
رمى
شو

ند.ار دشوًاقعاند، و عملياتى به
كار مى
روًفانمايى كلامى و صرباز
ار بيش
ترين قدر و اعتباراوسطى سزن واين، رياضى
دانان قروبنابر

فته و پيچيده
اى مانند معادلاتا اقدام به حل مسائل پيشرهستند زير
انه
ى جبرهاى مبتكـرارن آن
كه ابـزدند، بدوجه دو و سه مى
كـردر

ا در اختيار داشته باشـنـد (الـگـوريـتـم
هـاىى رنمادين سـاخـتـار
٢٧فش در اثر معرو٢٦دانسيله كارپيچيده
اى كه در حالت لفظى به و

انايى و تكاملائه شده است). تا آن
جايى كه تو ار١٥٤٥در سال 
ا به بـهـتـريـنان آن
هـا رجـه اسـت، مـى
تـود تـوتفـكـر آن
هـا مـور

نفته
ترين مسائل ريـاضـى مـدرى كه با پيشـررياضى
دانان امـروز
ىمانى كه بر جريان
هاى يادگـيـرد. زند، مقايسـه كـركار دارسرو

ا دركز داريم، بايد همه
ى اين حقـايـق ردى و حل مسئله تـمـرفر
ذهن داشته باشيم.

٢.C٢.Cطورل) (از يك مجهـو٢٨.جبر مقدار ثابـت١
. همان
دناى مختصر كرتش برى در قدرى جبر گفته شد، نمادگذارًكه قبلا

 و در٢٩دهدن آن
ها به قطعه
هاى فشرايده
هاى عملياتى و تبديل
كر

گريگورى مى�نويسد، جبر
در حـال تـبـديـل شـدن بـه

ضـوعد كه «مـودانشى بـو
كيب عمليات اسـت؛آن تر

در حالى�كه، اين عمليات با
دشان، يـعـنـىماهيـت خـو

اآن�چه هستند يـا آن�چـه ر
كــه انــجــام مــى�دهــنــد،
تعريO نـشـده�انـد، بـلـكـه

كيبى كـهاعد تـرسط قـوتو
دروى آن�ها اعمال مى�شو

       تعريO شده�اند»
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ى با آن
هاك و ايده
ها و دست
ورزاى تسهيل دره
اش برانايى بالقوتو
د،فى شده بودتر معرفه
جويى نماديـن زوبى
نظير است. اگر صر

ا تغيير دهد و به دانشمندان درسعه
ى جبـر ران توانست ميزمى
تو
هاىارمحاسبات كمك كند. در مقايسه با هندسه، جايى كه ابـز

ى به سادگـى درنمايى
هاى تصويـرى به شكل بـازتفكر ساخـتـار
د.ديد بوفت جبر بسيار كند و با شك و تـرس هستند، پيشردستر

نسيد كه بدوى رارجه
اى از دشـودهم، جبر به درن شانزتا آخر قر
د.فت بيش
تر آن ممكـن نـبـوى، پيشـرانتقال به حالت سـاخـتـار

ان گذشته كها متفكرده
اند كه چر تعجب كرًخان رياضى غالبامور
دتـرش داشته
اند، زواى يك تغيير بنياديـن در روى بره
ى قوانگيز

كلامى دست نيافتند.نمايى
هاى غيراز اين
ها به ايده
ى باز
اى ما خيلى طبيـعـىى نمادين برم علامت
گـذارچه مفهـواگر

ده است. آشكار نبـوًاى آن
ها اصلام، برار معلـواست، اما از قر
ف بهدن حروتبط با ايده
ى به
كار بر مرًفاى صراردر حقيقت، دشو

مانمانى بـه زجاى اعداد و علامت
ها نيست (اين مطـلـب، از ز
تبط با نيازشته
هاى قديمى ديده شده است)، بلكه مرديگر در نو

ل
هاى نمادين با دو معنى رويه
هاى محاسباتى و اشيائـىموبه فر
انيمليد شده
اند نيز مى
باشد. در حساب، به سادگى مى
توكه تو

٣+٢ا سازيم: ت، مجـزا با استفاده از دو عـبـاراين دو معـنـى ر
 نتيجه است. در جـبـر، چـنـيـن٥ا نشان مـى
دهـد و عملـيـات ر

x)3   يا a+bتى مانـنـد ى در عبـاراسازمجـز + 5) امكان
پـذيـر 1+
د؛اقعى شكل بگيراند به
طور وايند نمى
تونيست. در اين
جا، فر

ل با جنبه
ىموى به دست نمى
آيد. فراز عمليات هيچ مقدار ديگر
اى عمل به شكل بر٣٠جسته (شامل علائم و نشانه
هايىعملياتى بر

ايندى كه نمايش مى
دهدان نتيجه
ى فرعملگر است)، بايد به عنو
ه
هايىدترين تفكر ما با استفاده از استعارد. حتى مجرنيز تفسير شو

٣١سط تجربه
ى حسى ايجاد شده
اند (لاكIفته
اند كه توشكل گر

ايندخلاف ايده
ى فرب حسى، بر). اين تجار١٩٨٠
، ٣٢و جانسن
ى عمل مى
كندى اضافه نمى
كند و طوراست كه هيچ مقدار ديگر

ى مانند ايناقع، هيچ چيزدش نتيجه است. در ومثل اين
كه خو
انيم دستورپختاقعى امكان
پذير نيست: ما نمى
تـوندگى ودر ز

چهد كيك است (اگـرا بخوريم و تظاهر كنيم كه خـويك كيـك ر
ا تصور كنـيـم)!ا مى
خـوريـم رانيم كيك يا اين
كـه كـيـك رمى
تـو

گانگى عملياتى ـد ما در مقابل دواين، حداقل در ابتدا شهوبنابر
اع جديد اعدادمت مى
كند. (انوى مقاوى نمادهاى جبـرساختار

اجه شده
اند. در اين
جاى مول تاريخ با عدم باورپذيره در طوارهمو

 به ناهماهنـگـى هـسـتـىَى از پديده
اى كـه احـتـمـالامثال ديـگـر
د، مى
آوريم: اشيايى مانندشناسانه
ى يكسانى نسبت داده مى
شو

  3 دناز عمليات تقسيم، تفريق و به دست آور 1−  - يا ٢ ،4
سيد ايـند آمدند، در حالى
كه به نظـر نـمـى
رجوم به
وريشـه
ى دو
ليد كنند.)ى توگز چيزاعمال، هر

گانگـىفق شديم بر اين مشكـل (دوست است يك بار مـودر
 ـشىء) غلبه كنيم، اما به سرفر اىديم. برش كراموا فرعت آن
رايند 

ًند (مثـلاى بسيار مـتـبـحـرى
هاى جبـرآن
هايى كـه در دسـت
ورز
اقع، عادتد. در ود عادى مى
شومعلمان)، اين مسئله خيلى زو

ا كـورهاى هستى
شناسانه
ى مـا بـه سـادگـى چـشـمـمـان رو باور
مى
كند. با اين حال، ممكن است در

اهــدى، شـــوكــلاس
هــاى امـــروز
ىى شى
انـگـاراراى دشوى بـربيش
تـر

ط بر اين
كهد، مشرومفاهيم يافت شو
شان گـوكـسـانـى كـه بـه دانـش
آمـوز

ه
ى كافى بى
تعصبمى
دهند، به انداز
دشـان وباشـنـد تـا شـكـاف بـيـن خـو

ك كنند.ا درندگان كم تجربه ريادگير
ه
ى(در شمار٣
.٣ و ٢
.٣در بخـش 

ا مستـنـدآينده
ى مجله)، با استفاده از مـثـال
هـايـى، ايـن ادعـا ر
مى
سازيم.

گانگى عملياتى ـحقايق تاريخى نشان مى
دهد كه
 ايده
ى دو
ًد. احتـمـالاار بـواى نسل رياضـى
دانـان نـيـز دشـوى بـرساخـتـار

ا درلين گام معنـادار ر بعد از ميـلاد) او٢٥٠ (سال ٣٣سفانتـوديو
داشت.اى رويه
هاى محاسباتى برى برد ساختارجهت يك رويكر

ع خاصىدش نواى خوف با كلمات، براو با ادغام نظام
مند حرو
 شناخته٣٤ه
ها»اژكننده
ى وان «مختصرد كه به عنواز جبر ابداع كر

اتىس عبارفانتود. در هنگام حل مسئله
هاى كلامى، ديومى
شو
−10  مانند  x  10  و+ x نانىف يوساخت (البته با استفاده از حرو

ار دادى قرد دست
ورزا موراقعى، آن
ها رشت) و مانند اعداد ونو
−100  د و ب كرا ضرت
ها ران مثال، او عبار(به عنو x2 ا به دستر

ا ببـيـنـيـد). ايـن) ر٢١٨، ص ١٩٨٧
، ٣٦ى و گـر٣٥لد (فـاوآور
س، رياضى
دانان هنـوزفانتـون پس از ديـوده قرحقيقت كه سـيـز

ىارجيح مى
دادند، حاكى از دشوا ترلانى
نويسى جبر لفظى رطو
س است.فانتوه
ى تفكر ديوذاتى شيو

انف به عنود، يك حرس به كاربرفانتوى كه ديوات جبردر عبار

مـــدل�هـــاى تـــفـــكـــر
عملياتى و ساخـتـارى،

ت�هـاى ظـريـفــىتـفـاو
نــــد و تـــــمـــــايـــــزدار

قائل�شدن بين آن�ها
         ساده نيست



هفتمه
ى بيست و دور
٣ه
ى شمار

٨٩١٣١٢  بهار 

ات حاصـل،اى او عبـارل با مقدار ثابـت اسـت. بـريك مجـهـو
ل با ساير اعـداد بـه دسـتكيب مجـهـواعدادى هستنـد كـه از تـر

دد، جبر مقدار ثابت بود آورجواهيم گفت آن
چه به
وآمده
اند. خو
فد. در جبر تابعـى، حـروار دار قـر٣٧كه در مقابل جبـر تـابـعـى

انف به عنوا. ايده
ى حرا نشان مى
دهند نه مقادير ثابت رات رتغيير
اران نمادى كه به جاى آن هر عددى ممكن است قرمتغير (به عنو

سفانتـواى ديـوشن است، اما بـراى ما بسيـار روه برد) امروزگيـر
دناى مسئله
اى مانند «پيدا
كرا براه
حل او رد. در ادامه، رآشكار نبو

ب آن
ها» مـى
آوريـم. او اعـداددو عدد با داشـتـن جـمـع و ضـر
د. ايده
ى يكـرُان مقادير معين بـه كـار مـى
با به عنـوس رمحسـو

نمايى كه نتيجه
ى نهـايـى ايـده
ىان يك بازى به عنـوت جبرعبـار
ى
هاقت و دست
ورزنمايى
هاى موان بازل
ها به عنومودن فربه
كاربر

تر است.ارفتن آن دشوت و پذير متفاوًل است، كاملاى مجهورو
ت يك عددى بالا به صورامترل پارموانايى كه فراين ايده ـ اين تو

تى كه امكان انجام عملى با آن نيستد و نه عبارفته شودر نظر گر
اتى تمام و كمال نسبت به عبار نياز به يك ديدگاه ساختارً ـقطعا

د.ى دارجبر

٢.C٢.Cجــبــر تــابـــعـــى (از يـــك٢ .
دهـم بـه بـعـد،ن شـانـز از قـرمـتـغـيـر).

ابع بهاى نشان دادن توى برات جبرعبار
فت نه مقادير ثابـت. كـشـفـيـاتكار ر

خ داد كهمهمى در گام
هاى متعـددى ر
فى نمادهاى خـاصلين آن
ها، مـعـراو
د كه با ايده
ىابط بواى عمليات و روبر

امتر (يـكان يك پـارف به عنـويك حـر
مقدار معين) دنبال شد.

ئـيـزنكـوى فـرانـسـورياضـى
دان فـر
لين كسـى) او١٥٤٠-١٦٠٣ (٣٨ويت

ا با نمادهـاد كه مقادير معين عددى ربو
 دور ازِمىات مفهـود. اين ابداع، منجر به تـغـيـيـرجايگزيـن كـر

تايند ـ نتيجه
ى عـبـارگانگى فـر، دوًلاس در جبر شد: اودستـر
ان اعـدادف به عنـودن حـرومان با ايده
ى بـه
كـار بـرى، هم
زجبـر

ًف، مثلاى حرونامعين، به رياضى
دانان تحميل شد (عمليات رو
  3(x + 5) اى اين
كهند، پس برانند در عمل انجام شو نمى
تو،1+

دى انجام دهد، انتخابى ندارى عدد نهايى كارد و رود پيش روفر

د).ان نتيجه
ى محاسبه در نظر بگـيـرا به عنول رمومگر اين
كه فـر
فتهاى نمايش اشياى معين پذيرفى برل
هاى حرمومانى كه فر، زًثانيا

ه
هـاىى ابداع شد كـه شـيـوشدند، يك حـسـاب نـمـاديـن جـبـر
ثـر درد و يك تغيير مـؤا مشخص مى
كـرى معـادلات ردست
ورز

 باًد، جايى كـه مـسـائـل عـمـدتـامقايسه بـا جـبـر عـمـلـيـاتـى بـو
، بعد ازًند. ثالثاايندهاى محاسباتى حل مى
شودن فرس
كرمعكو

ما) به هندسه انتقالت و فرسط دكار توًاع جديد (عمدتااين
كه اختر
دى استانـدارنمايى
هاى تصويرى از بازع ديگران نويافت تا به عنو

اى نمايش پديده
هاى طبيـعـى،م، برد و سپس در علـوبه كار رو
تن و لايب نيتز)، جبرسط گاليله، نيوند (توار گيرد استفاده قرمور

ه
هاى متغير تبديل شد. از يك علم مقادير ثابت به علم اندازًنهايتا
ل منطقى جبـر آغـاز شـد.اى اصومان به بعد، تـلاش بـراز اين ز

د كه بهنه
اى بواى نمادين آن
ها به گـوى و اجزات جبرمعناى عبار
د. نام
هايى مانندار بوايشان دشـودن تعريI رياضى بردست آور

دى به خاطر عدم دقـت«عدد تعميم
يافته» يا «عدد متغـيـر» بـه
زو
انجام، مسـئـلـه بـاا ببينـيـد). سـر ر١٩٧٠ه
، ِگد شدنـد (فـردومر

اى يكى كلى بـرائه
ى تفسيـردن تعريI ايده
ى متغـيـر و ارهاكرر
ع جديدى از شىء رياضىان نوى، حل شد. تابع به عنول جبرموفر

اتى مانـنـداى عبـارت مصداقـى بـرد، ابداع شد تـا بـه صـورمجـر
  3(x + 5) x  يا  1+

2 + 2y + د.به
كار رو 5
د ملاحظه وئيات، مورم جديد كه با جـزار مفهوماهيت دشو

انفت (به عنـوار گـران
شناسان قـرخان و روتجزيه و تحليـل مـور
ا ببينيد)، ر١٩٩٢ل، ؛ دوبينسكى و هر١٩٨٩
، ٣٩مثال، كلينر

دازيمع جداگانه
اى است و در اين مقالـه، بـه آن نـمـى
پـرضـومو
ع اختصـاص داده شـدهضو به اين مـوًاى منحصـر(مقاله
ى ديـگـر

اىم تابع بـرى
هاى ذاتى مفهوارك دشـود، درجواست). با اين و
ى داشتهايند يادگيراهند بينش عميقى سبب به فرآن
هايى كه مى
خو

م است.باشند، لاز

د: جـبـر عـمـلــيــات صــورى و جــبــر. جـبـر مــجــر٢.�٣
دهاى مجرساختار

ايندهاىخى فرشد دانش رياضى، جايى كه بردر نقاط اتصال ر
اع مختلI اعداد ود مانند انوند، اشياى مجرفى مى
شوجديد معر

ايندهاىاى فـرايندهاى جديد بايد بـرابع پديد مى
آيند. ايـن فـرتو
ند كه از قبل شناخته شده  هستـنـد. يـكى به
كار رومعين ديگـر
د، ممكن است بـهاسطه مى
شـود بين دو تاى ديگـر وشىء مجـر

جــبــر يــك ســاخــتـــار
اتبى است؛سلسلـه مـر

آن�چـه در يـك ســطــح
كبه�طور عمـلـيـاتـى در

د، در ســطــحمــى�شــو
بـالاتـر بــايــد بــه�طــور

د.ك شوسـاخـتـارى در
اتك تفـاسـيـر عـبـاردر

تـبـاط�هـاىجـبــرى و ار
متقابل آن�ها بسيار

         مهم است
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ى بيست و دور
٣ه
ى شمار
٨٩١٣  بهار  ١٣

ايند سطح پايين
تر در نـظـران نتيجـه
اى از فـرعنو
ى
هاى سطح بالاتراى دست
ورزد كه برفته شوگر

تباط با يك شـىءاين، در ارد. بنابربه
كار مـى
رو
ا بهايندهاى سطح پايين
تر و بالاتر رض، فرمفرو

ان مثال، مى
ناميم. به عنو٤١ و ثانويه٤٠ليهتيب اوتر
ايده
ى اعداد گويا، ريشه در تقسيم اعداد صحيح

دىجوليه)، اما موايند اود (فربر اعداد صحيح دار
3  مـانـنـد  ا شـكـلد يـك عـدد ردى خـوبه خـو 4

د و بـاار مى
گيـرى قرد دسـت
ورزمى
دهد كه مـور
ايندهاى ثانويـه).د (فركيب مى
شوساير اعداد تر

ىليه عمليات حسابـى روايندهـاى اودر جبر، فر
دى آن
ها،ايندهاى ثانويه آن
هايى هسـتـنـد كـه ورواعدادند و فـر

ىى روايندهاى ثانويه در دسـت
ورزعمليات حسابى است. فـر
ندند. پس ايده
ى تابع، يك پـيـوى به كار مى
رول
هاى جبـرموفر

ى نمادينى
هاى جبرا بين محاسبات عددى و دست
ورزمى رمفهو
ان اتصالى است كه از طـريـقشكل مى
دهد. اين ايده، بـه عـنـو

د.تبط مى
شوى جديد به نظام مفاهيم حسابى مرآن، دانش جبر
اى انجام دادنار مهمى بربعد از اين
كه جبر ويت تبديل به ابز

ى استفتن به نقطه
ى بالاترحله
ى بعدى، بالا ررياضى شد، مر
ندا مى
شوابع اجرى توا كه روان عمليات ثانويه
اى ركه از آن
جا بتو

د مطالعهل
ها دلالت مى
كنند، مورموى فرى
ها روو بر دست
ورز
ايند ثانويه است، در سطحايند كه در يك سطح فرار داد (يك فرقر

د).ليه مى
شوايند اوبالاتر، فر
دهم در انگليسن نوزم قرشد جبر در دهه
ى سوحله از راين مر

ح مى
كنيم كه به دلايـلـىا مطرع شد. در ادامه، داستـانـى رشرو
اهـد شـد كـهشـن خـومـانـى رود. ايـن دلايـل زش گـفـتـن دارارز

ل
ها و معادلاتمود فران در موره
ى دانش
آموزديدگاه
هاى امروز
٣
.٣د (بخش ار گيرد تجزيه و تحليل قرنمادين، مور.(

فته» در نظر گر٤٢ان «حساب كلىدهم، جبر به عنون نوزتا قر
اعد حاكم بر رويه
هـاىعى كه مختص بـيـان قـوضومى
شد، مـو

د. اين تفسير تا حد زيادى هدفمى بوه
ى عموحساب به يك شيو
اند مى
كند (به عنوا محدوى رل
هاى جبرموايى عمليات در فرو كار

aديت مثال، محدو > bت اى عبارم بر يك مكمـل لازa − b

ى تغييرى
هاى صوركز بر دسـت
ورزمانى كه تمراست.) حالا ز
ار بر تنظيـم جـبـر، جـدا از هـرده است، رياضـى
دانـان اصـركـر

ى.ِايان انگلـيـسـى (ات
گرهى از صـورند. گـروديتـى دارمحـدو

ف.ِ و دى.ا٤٣گــان، جــى. پـــى
كـــاتدمــور
دند كه جبر بايـد از بـارى) پيشنـهـاد كـرگريگـور
د. از اين به بعد، بايد باها شوليـه
اش رتفسير او

ان يك شىءد به عنودى خوى به خول جبرمويك فر
ه
هاى مختلI قابـلد. شيئى كه به شـيـوفتار كرر

د. دردش معنايى نـداراى خوتفسير است اما بـر
سيله
ى نقليه
ىى تبديل به يك وت جبراقع، عبارو

ا حملتهى شد كه منتظر است يك بار معنايـى ر
ه
اى كه بـهايى به انـدازت
گـركند. مكـتـب صـور

سيله
ى نقلـيـه عـلاقـهكت واعد حاكـم بـر حـرقو
سيله علاقه نداشت.ه
اند و» بالقو٤٤داشت به «بار

ى مى
نويسد، جبر در حال تبديل شدن بههمان
طور كه گريگور
كيب عمليات است؛ در حالى
كـه،ع آن ترضود كه «مودانشى بو

ادشان، يعنى آن
چه هستند يا آن
چـه راين عمليات با ماهيت خـو
كيبىاعد تـرسط قوكه انجام مى
دهند، تعريI نشده
اند، بلكه تو

ى،د تعريI شده
انـد» (گـريـگـورى آن
ها اعمال مـى
شـوكـه رو
). در١٩٤، ص ١٩٧٣ى، سط نـول شده تـو؛ نقـل قـو١٨٤٠

ليه به كارايندهاى اواى نشان دادن فراين
جا، كلمه
ى عمليات بر
ايندهاى ثانويـهح، فـرضوكيب
ها بـه وفته است در حالى كـه تـرر

حله
ى عملياتىايان انگليسى، مرت
گرهستند. بدين دليل، صور
شد جبرلين گام در ردند. اين اوا در جبر آغاز كرى رسطح بالاتر

د.د بومجر
چه داستان جبر در اين
جا پايان نمى
يابد، اما جايى استاگر

د مانندد. علم اشياى مجرقI مى
شوضيحات تاريخى ما متوكه تو
دهمن نوزه
ها، حلقه
ها، ميدان
ها يا ايده
آل
ها كه در ابتدا در قرگرو

د، همان
طور كه در سطحتباطى ندارع ما ارضوسعه يافت، به موتو
دن اين تصويراى كامل
كرند. فقط برستان نيز تدريس نمى
شودبير

ه
ها، يك جـنـبـه
ىيادآور مى
شويم كه با ظـهـور نـظـريـه
ى گـرو
اى جبر عملياتـىد كه جانشينى طبيعـى بـرى آغاز مى
شـوساختار

ايان انگليسى است.ت
گرسطح بالاتر صور
)  خلاصه شده٢ل(سعه
ى جبر در جدون در توناگواحل گومر

ا تقويت مى
كند: جبر يك سـاخـتـارليه
ى ما راست و ادعـاى او
كاتبى است؛ آن
چه در يك سطح به
طور عملياتـى درسلسله مر

كد. درك شوى درد، در سطح بالاتر بايد به
طور ساختارمى
شو
تباط
هاى متقابل آن
ها بسيار مهم است.ى و ارات جبرتفاسير عبار

سه
اىان مدرسط دانش
آموزى جبر تودر بحث
هاى بعدى، يادگير

اگيرى رايند ياداگر فر
ارد مـشـاهــده قــرمـور

دهيم، لحظات مهم و
شــــــــمــــــــنــــــــد،ارز

ســتــگــى�هــانــاپــيـــو
هـــســـتـــنـــد. آن�هــــا
جهش�هايى�اند كه در

گيرى رخايند يادفر
        مى�دهند
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٢ل جدو
سعهCى جبراحل تومر

عنو

. حساب تعميم
يافته١

د. جبر مجر٢

حلهمر

١.
. عملياتى١

١.
ى. ساختار٢

٢.
. عملياتى١

٢.
ى. ساختار٢

كز جديدتمر

١.
١ .
محاسبات. ١
عددى

١.
٢.
. (عددى)١
Cى محاسبات (جبرنتيجه

مقدار ثابت)

١.
٢.
. (عددى)٢
(جبر تابعى)تابع 

ى نمادهاايندها روفر
كيب عمليات)(تر

دهاى مجرساختار

نمايىباز

كلامى (لفظى)

ادغام كلامى ـ نمادين
ه
ها)اژكننده
ى و(مختصر

ان يكف به عنونمادين (حر
)لمجهو

)متغيران ف به عنونمادين (حر

ن هيچف بدونمادين (حر
معنايى)

نمادين

جستهCى تاريخىنكات بر

ايندس رپاپيرو
 قبل از ميلاد١٦٥٠سال 

سفانتوديو
 بعد از ميلاد٢٥٠سال 

دهم از همه مهم
تر ويتن شانزقر
)١٥٤٠- ١٦٠٣(

ويت، لايب نيتز
)١٦٤٦-١٧١٦(

تننيو
)١٦٤٢-١٧٢٧(

ايى انگليسىت
گرمكتب صور
ى)گان، پى
كاك، گريگور(دمور

١٨٣٠از سال 

:٢٠ و ١٩ن قر
ه
ها، حلقه
ها،نظريه
ى گرو

ه و جبر خطىميدان
ها و غير

فت.اهد گرار خود تجزيه و تحليل قرمور
ه
هاى آينده…)(ادامه
ى مطلب در شمار

اننده
ى اين مقاله:اى خوضيحات تكميلى برتو
ل مقاله است، دو بخشجمه
ى دو بخش او. متن حاضر تر١

اهد آمد.ه
هاى بعدى خوانتهايى در شمار
لى مقاله، مقاله
ىده
اند وجمان به متن اصلى پاى
بند بو. متر٢

د.انده شو بايد بيشتر از يك
بار خوًاين احتمالا«سختى» است بنابر
دى كه در مـورتباط با مقالات ديگـر. اين مقاله به دلـيـل ار٣

دصيه مى
شوص توجمه شده است. به
خصوشته شده، ترجبر نو
ا كه اين دود چرانده شو چه ساكت است» خوaاين مقاله در كنار «

ند.ه دارت نمادها» اشارت «سكو متفاوًمقاله به دو جنبه
ى كاملا

4. Schoenfeld
5. Microgenetic
6. Harel
7. Kaput
8. Breidenbach
9. Kieran
10. Dubinsky
11. Reflective Abstraction
12. Beth
13. Greeno
14. Conceptual Entity
15. Douady
16. Niels Bohr
17. Self-sustained
18. Logical
19. Crowe
20. Garcia
21. Undo
22. Boyer
23. Struik
24. Rhetoric Algebra

شتپى�نو
1. Versatility
2. Adaptability
3. Process-Oriented

25. Cardrn
26. Ars Magna
27. Algebra of a Fixed Value
28. Compact Chunks
29. Prompts
30. Lakeoff
31. Johnson
32. Diophantus
33. Syncopaed
34. Fauvel
35. Grey
36. Functional Algebra
37. Francois Viete
38. Kleiner
39. Primary
40. Secondary
41. Universal Arithmetic
42. Peacock
43. Cargo
44. Novy

ه
ىا در شماراجع اين مقاله ر* منابع و مر
اهيد ديد.آينده خو
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اسپيده چمن�آر
ان تهر٢اهنمايى منطقه.ى ياضى رياضى و معلم رش رشد آموزشناس اركار

١٣٨٧داد د، مران، يزياضى ايرش رانس آموزائه شده در دهمين كنفرمقاله�ى ار

چكيده
د تـلـفـيـقــى درى بـر رويـكـردر مـقـالـهCى حـاضـر، ضـمـن مــرور

سى، يك تجربهCى عملى در تدريس مبحث معادلهCىنامهCى دربر
مض از مبدأ خـط در پـايـهCى سـوم شيـب و عـراست و مـفـهـوخـط ر

د.ائه مىCشواهنمايى ارر

سىنـامـه
ى درسى تلـفـيـقـى، بـرنامـه
ى در بـرهCهـا:اژكلـيـد و
شته
اى، تدريس رياضى، تدريس مبحث معـادلـه
ى خـطبيـن
ر

اهنمايى.م راست، رياضى سور

مقدمه
اىادى برش، تربيت افرش
وپروره يكى از اهداف آموزارهمو

ده است. در سال
هاى خيلـى دور ـ آناز شغل
هاى آينده بـواحر
اد رلد خـولين سـال
هـاى تـوسه»، اوش» در «مـدرمان كه «آمـوزز

اىگزيدگان براند، شايد تنها هدف از آن، همين تربيت برمى
گذر
مان تعريI شدهامع آن زد كه در جومناصب و مشاغل خاصى بو

ىسيع
ترمى
تر شد و طيI وسمى عموش ردند. به مرور كه آموزبو

ىمى
ترار داد، اهداف عمود قرشش خوا تحت پواد جامعه راز افر
ى ازه كه در بسيارنيز به  اين اهداف خاص اضافه شدند و  امروز

لت
هاظايI دوى است و جزو وسمى، اجبارش رها، آموزكشور
ن حاضر ـگى
هاى قرايط و ويژجه به شرد و با توب مى
شومحسو

ه بر تربيتا پشت سر گذاشته
ايم ـ علاود يك دهه از آن ركه حدو
ندانـىت
ها و شغل
هاى آينده، تربيـت شـهـرواى مهارادى بـرافر
اجه شدن با مسائلن بيست
ويكم و موندگى در قراى زانمند برتو

شش
وپروراى آموزى برو مشكلات مختص آن نيز هدف مهم
تر
است.

ن بيست
ويـكـم،اى انسان قـرمان
هاى بين
المـلـلـى، بـرساز
ده
اند كه بسيار پيچيده
تـر ازا تعريI و مشخص كرگى
هايى رويژ
مانى سال پيش است ـ ز٣٠٠٠ندگى در اى زم برگى
هاى لازويژ

ديت مى
يافت.جوه در جامعه موسه» تازكه «مدر
نا بسيار سنگين
تر از حتـى قـرسالت
 ما معلمـان راين امر، ر

جه كننـد كـهپيش از اين مى
كند. مـعـلـمـان ايـن نـسـل بـايـد تـو
ان بيست
 ـ سـىان امروز آن
ها، نسبت به دانـش
آمـوزدانش
آموز

د در جامعه، بـا مـسـائـلندگى آيـنـده
ى خـواى زسال پيـش، بـر

نگرى يك تجربهباز
سىنامه�ى درت تلفيق در برضرور
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اهند شد و لـذا نـقـشاجه خـوى موپيچـيـده
تـر
اى اين نسـل رخويش در تربـيـت و آمـاده
سـاز

ند.گز نبايد از خاطر ببرهر
ى ديگر نظريه
هاى جديد ياددهـى ـاز سو

ايى)گره نظريه
ى ساخت و سازى (به ويژيادگير
ان و جامعه،هاى دانش
آموزكه متناسب با نياز

ىاى ياددهى و يادگـيـرش
هاى جديـدى بـررو
اپيشنهاد مى
كنند و رو
ش
هاى سنتى تدريس ر

ه،شـى ايــن دورسـيـدن بـه اهــداف آمــوزدر ر
آمد و ناقص مى
دانند، ضمـن تـكـيـه بـرناكـار

ان،تجربه
هاى شخصى و عملـى دانـش
آمـوز
تباط
ا ايجاد ارى عميق و معنـادار ريكى از جنبه
هاى مهم يادگيـر

ه
هاى مختلIه يا از حوزميان مفاهيم مختلI ـ اعم از يك حوز
ست در نقطه
ى مقابل سنت
هاى علمىد در ـمى
دانند.اين رويكر

ى شاخه
شاخـهن گذشته است كه با شتاب بـه سـوشى قروـ آموز
د.كت مى
كـرسى حرشته
هاى درم و تخصصى شـدن رشدن علو

ه
هاىش
هاى دورشته
اى، در تحقيقات و آموز بين
رِمه علوامروز
ديك شدن مجددنند. لذا اين تلفيق و نزا مى
زل رف اوعالى، حر

 ـاز دوره
هاى آموزم مختلI به هم بايد به دورعلو ه
ىشى پايين
تر 
د.د شوارپيش
دبستان تا ديپلم ـ نيز و

من علـوافـزوفت روزسد با پيـشـره بر اين، به
نـظـر مـى
رعلاو
سىنامه
ى درسه
اى، برش مدرد شدن آن
ها به آموزارمختلI و و

ىكت به سوت حرد و اين امر، ضرورروز به روز سنگين
تر مى
شو
شا به منظور كاهـش فـشـار از دوسى تلفـيـقـى رنامه
ى دريك بـر

نچندان مى
كند [نقل به مضمونامه، دومعلمان و مجريان اين بر
٥
، ص ١٩٩٤)، Kathy Lakeيك (ِاز ل[

) دلايلBenjamin, 1989) به نقل از بنجامين (١٩٩٤يك (ِل
ا چـنـيـنشـتـه
اى رسى تـلـفـيـقـى و بـيـن
رنـامـه
ى درت بـرضـرور

ى دراسر سر٢هم
تنيدگى و در١ابستگىايش به ود: «گرمى
شماربر
ن بيـسـت
ويـكـم وشد آهـنـگـيـن قـرسيـسـتـم
هـاى پـيـچـيـده، ر

ادسعه
ى دانش و نياز به افرپيچيدگى
هاى آن، بدنه
ى در حال تو
انايـى حـلده و توانمنـد بـوه
ها تـوى از حوزشاغلى كه در بـسـيـار

تبط باشد.»امل متعدد مرا داشته باشند كه شامل عومسئله
هايى ر
) نيز نقل مى
كند كه «تـمـايـل بـهPerkins, 1991كيـنـز (ى از پرو

ع ياضوتبط با يك موتبط
ساختن اشيا باهم، تلفيق ايده
هاى مرمر

ســــــىنــــــامــــــه�ى دربــــــر
نـامـه�اىشـتـه�اى، بــربـيـن�ر

ضــوعاســت كــه چــنــد مــو
كـيـبا باهـم تـرسـه�اى رمـدر

ه�ى فعالمى�كند و يك پروژ
د و دراز آن�هــــا مــــى�ســــاز
نـگــىنـتـيـجـه�ى آن، چـگــو

كــــان بــــادد كــــوخــــوربــــر
اقعىعات دنياى وضومو

د             شكل مى�گير

تبـاطعات مختلI بـا يـكـديـگـر، و ارضومـو
سه، فى
نـفـسـهج از مدرندگـى خـارعنـاصـر ز

سيع
تر و عميق
تر است.ك و فهم ومتقاضى در
اىه اتحاد طبيعى ميان كسـانـى كـه بـربه
عـلاو

ه
اىتلاش
هـاى ويـژك و فهـم اى درتدريس بـر
درش تلفيقى آموزاى مى
كنند با كسانى كـه بـر

].٣د» [د دارجوحال تلاش هستند، و
جه بهاهد، و با توجه به همه
ى اين شوبا تو

هااين
كه در حال حاضر در بعـضـى از كـشـور
سى تلفيقىنامه
ها
ى درمانند آمريكا و كانادا، بر

ا است،شته
اى در حال تدويـن و اجـرو بيـن
ر
له آشنا شويم و سعىانى نيز با اين مقوى است ما معلمان ايرضرور

د كنيم.ارد وش
هاى تدريس خوا در روكنيم آن ر

چيستى تلفيق
ا جدا از همعات رضودى كه موكت از رويكر«پشتيبانى حر

لانىانه، سنتى طوسى كل
نگرنامه
ى درمى
بيند به سمت يك بر
 ميلادى، بخش شيكاگو در انـجـمـن١٨٩٩ايل سال د. اودار

عاتضو» بين
 مو٤ىنامه
ى «همبستگى
كار از بر٣رياضى آمريكا
١٩٢٠د. در دهه
ى حساب و هندسـه و جـبـر، حـمـايـت كـر

مى،س عموكيبى، درو ترِسميلادى، با نام
هاى مختلI درو
احىى رياضى تلفيقى با طركت به سوچه، حرس يك
پاريا درو

فت. در اثر اصلاحاتستان، شدت گـرليه
ى دبيرسال
هاى او
دن، مناسب بو١٩٨٠ و ١٩٧٠اهنمايى در دهه
هاى ه
ى ردر دور

ىفت بيش
تران، پيشرجـوندگان نواى يادگيررياضى تلفيقى بـر
شلفه
 در فلسفه
ى آموزد تلفيقى به رياضى به دو مؤد. رويكركر

ىشته
اى و يادگيرابسته است: تدريس بين
راهنمايى وه
ى ردور
].٤كتى» [مشار
مدازيم، لازسى تلفيقى مى
پرنامه
ى درمانى كه به تعريI برز

شتـه
اى؛ابسته به آن، مانـنـد تـدريـس بـيـن
رگان واژاست بـه و
جهى؛… نيز تـوش از طريق هـمـيـارعى؛ آموزضـوتدريس مـو

نامـه
ىاد مختلI از بـرگاهى از تعاريI افـركنيم. هم
چنـيـن آ
اويه
هاى مختلI به اينسى تلفيقى، به ما كمك مى
كند از زدر
ا دريابيم.ع بنگريم و جنبه
هاى مختلI آن رضومو

ا پيشنـهـادليس، تعريI اسـاسـى زيـر رِسـت و اُى، پهمفـر
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لان اصـوعـى بـه
عــنــوضـواحـدهـاى مــو و�
مان
دهنده؛ساز

نامه
هاى انعطاف
پذير؛ بر�
].٣ان [ه
بندى انعطاف
پذير دانش
آموز گرو�

مى
كنند:
«مطالعه
ى تلفيقى، مطالعه
اى است كه در

ا درسيـعـى دانـش ران بـه
طـور وآن دانش
آمـوز
تبط با جنبه
هايى خاصعات مختلI مرضومو

د، كشـI مـى
كـنـنـد»اف خـواز مـحـيـط اطـر
، نقل شده١٩٨١ليـس،ِست و اُى، پ(همفـر

].)٣يك [ِدر ل
سى تلفيقىنامه
ى در) بـر١٩٨٩ر (ِيكِمشو

ا چنين تعريI مى
كند:ر
شى است كـه بـهش تلفيـقـى، آمـوز«آموز

طمان
دهى شده است كـه خـطـونه
اى سـازگـو
ه
هاىى حوزكز بر روده، به منظور تمرا قطع كرع ـ محور رضومو

ا در يـكسى رنامـه
ى درسيع مطالعه، جنبـه
هـاى مـخـتـلـI بـرو
؛١٩٨٩ميكـر، ار مى
دهد» (شوابستگى معنادار، كنار هـم قـرو

].)٣يك [ِنقل شده در ل
عات مختلـIضودن موتبط كرد، از مرل در تعريI خـوسِِرِد

د.اتر مى
روك و فهم دنيا، فرليد مدل
هاى جديدى از دراى توبر
ى معتقد است:و

احى شدهى طرسى تلفيقى، تجربه
هاى يادگيرنامه
ى در«در بر
هنگى) بههاى فرى مدل
ها و سيستم
ها و ساختارنه تنها (با يادگير

انايىچه به دانش مى
دهد، بلكه توندگان يك نگاه يك
پـاريادگير
تباط
هاى جديد و در نتيجه خلق مدل
هااى دريافت ارنده بريادگير

سل،سعه مى
دهـد» (درا تـوهاى جديـد رو سيستم
ها و ساخـتـار
].)٣يك [ِ؛ نقل شده در ل١٩٥٨

ت نيز معتقد است:ِرِوِا
عضونامه
اى است كه چند موشته
اى، برسى بين
رنامه
ى در«بر

ه
ى فعال از آن
هـاكيب مى
كند و يـك پـروژا باهم تـرسـه
اى رمدر
عاتضودكان با مود كوخورنگى برد و در نتيجه
ى آن، چگومى
ساز
].)٣ت، نقل شده در ليك [د» (اوراقعى شكل مى
گيردنياى و

اىائه شـده بـرى مى
كند كه همـه
ى تـعـاريـI ارليـك يـادآور
د زير است:ارشته
اى، شامل موسى تلفيقى يا بين
رنامه
ى دربر
عات؛ضوكيبى از مو تر�
ه
ها؛ تأكيد بر پروژ�
سى؛اتر از كتاب
هاى در منابعى فر�
تباط ميان مفاهيم مختلI؛ ار�

مطالـعـه�ى تـلـفـيـقـى،
مطالعه�اى است كه در

انآن دانـــــش�آمـــــوز
سيعى دانشبه�طور و

عــــاتضــــوا در مــــور
تـبـط بــامـخـتـلــO مــر

جنـبـه�هـايـى خـاص از
د،اف خومحيط اطر

       كشO مى�كنند

اسـت ويك تجربه: تدريس مـبـحـث مـعـادلـه�ى خـط ر
م شيب خطمفهو

است نخستين
بار در نيمانى با معادله
ى خط ران ايردانش
آموز
ع درضوند. اين مـواهنمايى آشنا مـى
شـوم رم پايه
ى سـوسال دو

اهنمايـى آمـدهم ر كتاب ريـاضـى سـو١٢٠ تا ١٠٤صفحـه
هـاى 
دراين بخـش عات ضومواهنماى معلم اين كـتـاب، است. در ر

چنين ذكر شده است:يك نگاه 
اهنمايىم رس در كلاس سوس معادله
ى خط مهم
ترين در«در

ند؛اجه مى
شولين
بار مواى اوس بران با اين دراست. دانش
آموز
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ى به
نظركز و تأكيد بـر آن ضـروراين تمـربنابـر
ل وابطه
ى بيـن طـوسد. در ابتدا با بيـان رمى
ر

ض نقاط معـادلـه
ى خـط
هـاى مـبـدأ گـذرعـر
ش دادهسم آن
هـا آمـوزنگـى رفى و چـگـومعـر

د. پس با بيان خط
هاى غير مبدأ گذر،مى
شو
د.ش داده مى
شـوض از مبدأ آموزشيب و عـر

ح شكل كلى معـادلـه
ى خـط،در پايان بـا طـر
ش دادههـا آمـوزى بـا مـحــورازخـط
هـاى مــو

.١٩٩] ص ١ند» [مى
شو
سى كتاباف اخير و با برراگرجه به پاربا تو

لفان به اينجه مى
شويم كه نگاه مؤسى، متودر
ده است:انه بوءنگرع، جزضومو

 پسِابتدا در يك فعاليت و كار در كـلاس
ان بـا حـالـت خــاصــى ازاز آن، دانـش
آمــوز

ندند، آشنا مى
شوار داراست قرى يك خط رعه نقاطى كه رومجمو
لم مضربى از مختـصـه
ى اوكه در همه
ى آن
ها، مختـصـه
ى دو

اسـتان معادله
ى خـط را به
عنـوابطه
هاى ضربـى راست و ايـن ر
سم خطى كه معادلـه
ى آن داده شـدهمى
شناسنـد. پـس از آن، ر

ط مبدأ گذر)ل كتاب؛ فقط خطواست با مثال
هاى خاص (به قو
عه
اى از نقاط صفحهدار مجمود و سپس با نموش داده مى
شوآموز

عه نقاط گسستـه ولى در اين قسمت، با مجموند. وآشنا مى
شو
ند. هيچ فعاليت يا تمرينى ايـناجه مى
شومتناهى در صفحه مـو

ت بين يكتبط نمى
كند و هيچ
جا به تفـاوا به هم مـرع رضودو مو
است كه از بى
نهايت نقطه تشكيل شده است و مثال
هـاىخط ر

سشى مبتنى برد؛ حتى هيچ پره نمى
شـوائه شده، اشارمتناهى ار
ند يا نه وار داراست قرى يك خط رعه رواين
كه آيا نقاط هر مجمو

ابطه
اىاگر چنين است، ساير نقاط آن خط كجا هستنـد و چـه ر
د.د، نمى
شود دارجو آن نقاط وy و x بين

ن هيچمطلب بعدى، خط
هاى غير مبدأ گذر است كـه بـدو
د كه در مثـالفى مى
شـوشى و تنها با دو مثال مـعـرفعاليـت آمـوز

است مشخص شده و ازى يك خط رنخست، تعدادى نقطه رو
ا بيابد وابطه
ى بين مختصـات آن
هـا راسته شده ردانش
آموز خـو

ت اسـت از عـبـارlبـلافـاصـلـه بـيـان شـده: «مـعـادلـه
ى خــط  
  y = x y  م، معادله
ى. در مثال دو١١١]، ص ٢[»1+ = 2x + 4

ل نقطه
يـابـى،داده شده و با استـفـاده از جـدو
سم شده است. بسيار طبيعى استدار آن رنمو

انه
ى تدريس، اغلب دانش
آموزكه با اين شيو
ع معادله
ى خط (مبدأ گذرانند بين اين دو نونتو

ند وار سازقرتباط معنادار برو غير مبدأ گذر) ار
ستى و عميقا به درم معادله
ى خط ر مفهوًاساسا

ك نمى
كنند!در
فىش معرم شيب خط نيز با همين نگرمفهو

شده است: «به
طور كلى اگر معادلـه
ى خـطـى
yت به
صور = ax + b د، ضريب  شته شـونوx

]، ص٢د» [ شيب خط ناميده مى
شوa)(يعنى  
١١٣.

ت ديگـرفـى «صـوره
ى معـره شـيـوبالاخـر
تباطاست» و باز هم فقـدان ارمعادله
ى خـط ر

است در حالت
هاىميان مطلب جديد با آن
چه از معادله
ى خط ر
اد در اين بخش رجومختلI پيش از آن گفته شده، مشكلات مو

استفى معادله
ى خط رتكميل مى
كند! به اعتقاد من، مسير معر
ى است كه با يك نـگـاهست عكس
 مـسـيـرسى، دردر كتـاب در

د. دران طى كرع مى
توضو اين موِشايانه به آموزگرساخت و ساز
م معادله
ىان بايد ابتدا با مفاهيم كلى، يعنى مفهواقع دانش
آموزو

ابطه
ىم تك
تك آن
ها، يك رل و دوچند نقطه كه بين مختصه
ى او
ند. سپس حالت خاص آن، يعنـىد، آشنا شـود دارجوك ومشتر

اگى
هاى آن و شكل
هاى مختلI آن راست و ويژمعادله
ى خط ر
ى با تصوير هندسى خط،نمايى
هاى جبـربشناسند و بين اين باز

تم شيب به
صوره با مفهـوند. بالاخـرار سازقرتباط معنادار بـرار
ى،ند و از طريق محاسبات ساده
ى جبرعينى و فيزيكى آشنا شو

yت ا در معادله
اى كه به
صورنقش آن ر = ax + b .است، بيابند
هد در تدريس اين مبحث، علاواى دست
يابى به اين رويكربر

سيدناى رخى از آن
ها برتيب مطالب و ادغام بربر جابه
جايى در تر
دم:ت كرع، به اعمال زير نيز مبادرضوبه ديد كلى نسبت به مو

دماحى كرهى طراى آغاز مبحث، يك فعاليت كتبى گروـ بر
ا از فعاليت ابتداى مبـحـث در). ايده
ى اصلـى آن ر١ست (پيـو

ها و دقت در سشسعه دادم و با تغيير پرا توفتم ليكن آن ركتاب گر
م معادله
ى چند نقطهدم مفهوفته در آن
ها، سعى كركلمات به
كار ر

ابـسـتـگــى وايـش بــه وگـر
اسـرى درگى سرهم�تنيددر

شدسيستم�هاى پيچيده، ر
آهنگين قرن بيست�ويـكـم

گــى�هــاى آن،و پــيــچــيــد
سعـه�ىبدنـه�ى در حـال تـو

اددانــش و نــيــاز بـــه افـــر
شاغلى كـه در بـسـيـارى از

انمند باشنـد، ازه�ها تـوحوز
تجــمــلـــه دلايـــل ضـــرور

سى تلفيقى ونامه�ى دربر
شته�اى  است       بين�ر
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د بيـنجـوك موابطه
ى مشـتـران يك را به
عنـور
فى كنمم اين نقطه
ها معـرل و دومختصه
ى او

اان رسعه
ى مثال
ها، دانش
آمـوز با توًو ضمنا
اع خط (اعم از مبدأ گذر يـا غـيـر مـبـدأبا انـو

ها) درى مـحـورازط مـوجز خـطـو گـذر؛ بـه
م. اغلـباجه سـازصفحه
ى مخـتـصـات مـو

 در اين فعاليـت،٦سش ه
ها در انتهاى پرگرو
عد هر نوجوند كـه وا دارست راين تصور نـادر

عه
اى از نقاط، متضمن اين است مجموy و xى بين ابطه
ى جبرر
٧سش است باشند. از اين
رو در پـرى يك خـط ركه آن نقاط رو

y  ِ ى سهمىائه
ى مثالى از نقاط رودر انتهاى فعاليت، با ار = x2

دم كه تجربه
اى داشتهقعيتى ايجاد كرن ذكر نام سهمى)، مو(بدو
ًند و نهايتاد بشوست خوجه اين بدفهمى يا تعميم نادرباشند كه متو

سيم كه معادلـه
ى خـطدر جمع
بندى كلاسى، به اين نتـيـجـه بـر
حله،سيدن به اين مرگى
هايى باشد. پس از راى ويژاست بايد دارر

مدم و فـرفى كرا به آن
ها مـعـراست رگى
هاى معادلـه
ى خـط رويژ
جه
يك استلى درمجهوت يك معادله
ى دوا كه به
صوركلى آن ر

ى به
خوبـىات جبره
ها در مبحث عبـاراژا با اين وان ر(دانش
آموز
د آنلى، استـانـدارده
ام) و نيز حالت ساده شده يـا بـه قـوآشنا كـر

y = ax + b دم.ا بيان كرر
نمايـىان با بازـ پس از اين
كه طى اين فعاليـت، دانـش
آمـوز

تبـاطى اراست (يعنى معادله
ى آن) آشنا شدنـد، روى خط رجبر
دار خط درنمايى هندسى (يعنـى نـمـوى و بـازنمايى جبـربين بـاز

ديم و ضمن ايـن مـثـال
هـا وصفحه
ى مخـتـصـات) تـمـريـن كـر
هادارى نموا نيز رول از مبدأ خط رض از مبدأ و طوتمرين
ها، عر

هاى آن
ها درتباط بين نقش هـنـدسـى و مـقـداردم و ارفى كرمعـر
ان در تمرين
هـاىد دانش
آمـوزسط خـوى خط تـومعادله
ى جـبـر

مختلI، كشI شد.
ابطه
ى خطى و نيز آشنايى تجربىم رك بيش
تر مفهواى در ـبر
دمت كرم مشورانم در بخش علوم شيب، با يكى از همكاربا مفهو

ساقعى و ملمودن ايده
ام مبنى بر استفاده از اعداد وح كرو با مطر
مد كه گراهنمايى
ام كرى راست، وى يك خط راى نقطه
هاى روبر

د و البتهشدن آب، يك پديده
ى خطى است كه شيب مثبـت دار
ده
ى دمايى، خطىد شدن آن تنها در يك محدود كه سرى كريادآور

احى(با شيب منفى) است. هم
چـنـيـن در طـر
اى مشاهده
ى پديده
هاى خطىمايش
هايى برآز

اقع
به زبان دقيق
تـر؛با شيب
هاى مختلI(درو
فتم.ى كمك گرت) از وخ تغيير متفاوبانر

ان دراى ادامه
ى تدريـس، دانـش
آمـوزـ بـر
هى عملـى و بـا اسـتـفـاده ازيك فعالـيـت گـرو

)٢ل مناسبى (شكل متر ديجيتالى، در جدوموتر
م) گـرHeaterم
كـن (اى آبى كه با يـك گـرا بـرمان ردمـاى آب و ز

ى يـكان نقاط روا به
عنو) و آن
ها ر١ده (شكل مى
شد، ثبت كـر
دندسيم كرا ترش آن
ها رازدند و خط برسم كرصفحه
ى مختصات ر

).٣(شكل 
اع آن به
طور كلى و خطاهاىمايش و انوبحث خطا در آز

مايشار آزمايشى كه انجام شد؛ هم
چنين تـكـرمحتمل در آز
تخطايى داشتند
نـيـز صـوره
هايى كه داده
هاى پـراى گـروبر

اه
هــا
كــه
داده
هـــايـــشـــان رفــت. بــعـــضـــى
از
گـــروگـــر
دند.آوراست
در
يك
خط
رًدند،
كاملاده
بوى
كربه
دقت
جمع
آور

ه
هاىدار گروى نمو ـبا استفاده از اين تجربه
ى عملى و از رو
مانات زات دما به تغييران نسبت تغييرم شيب به
عنومختلI، مفهو

فى شداى دو متغير، معرمايش و سپس در حالت كلى بردر اين آز
همايش گروه، شيب خط نشان
دهنده
ى آزان هر گروو دانش
آموز

دند.ا به
دست آورد رخو
مايش ديگر نيز انجامم شيب، دو آزاى تعميق بيش
تر مفهو ـبر

ل آبدن الكل (يا محلوم كرم
كن؛ گردن آب با دو گرم كرشد: گر
م
كن. مقايـسـه
ى داده
هـاى حـاصـل از ايـنو الكل) بـا يـك گـر

اىا برع رضومايش
ها و شكل خط
ها و شيب آن
ها با هـم، مـوآز
د.شن مى
كران به  زيبايى رودانش
آموز

م شيب و نقـش آن دران با مفـهـوـ پس از اين
كه دانـش
آمـوز
است آشنا شدند، نقش مقدار شيب در معـادلـه
ىدار خـط رنمو

y در معادلـه
ى xفى شد (ضريب خط به آن
ها معر = ax + b(و 
ىان ذهنى بيش
تـران آن از توحتى در كلاس
هايى كه دانش
آمـوز

آن از معادله
ىم شيب، مقدار مفهودند، با استفاده از دار بوخوربر
y = ax + b  كه همان)aد) به دست آمد. سپس دو جلسه بـه بو

ع و آشنايىضواى تسلط بيش
تر بر موتمرين كتبى و حل مسئله بر

در حال حاضر در بعضى
ها مانند آمريكـااز كشور

نـامـه�هــا�ىو كـانـادا، بـر
ســى تــلــفـــيـــقـــى ودر

شته�اى در حالبين�ر
ا است     تدوين و اجر
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ها، اختصاص يافت.ى محورازط موبا خطو
ان يك تكلـيـIـ آخرين جلسه
ى اين مبـحـث، دانـش
آمـوز

) كه هدف آن، به كار بستن دانش٢ست هى انجام دادند (پيوگرو
ع بعدى (دستگاه معادله
هاى خطى و حـلضواى موو آمادگى بر

د.آن
ها) بو

نتيجه�گيرى
ان تجربه
ى تدريس تلفيـقـىدر يك جمع
بندى كلى، مى
تـو

١٠ا در اهنمايـى رم راست در پايه
ى سومبحث معادلـه
ى خـط ر
د:ت زير خلاصه كرجلسه به
صور

مك مفـهـوهى كـتـبـى؛ در فعـالـيـت گـرو:٢ و ١جلـسـهCهـاى  �
فى شكل كلى معادله
ى خطعه
اى از نقاط و معرمعادله
ى مجمو

y)است ر = ax + b) هاى آن.و ويژ
گى
است با داشتن معـادلـه
ى آنسم خـط ر تدريس ر:٣جلسـهCى  �
نمايى هندسى خط؛ى و بازنمايى جبرتباط بين بـازاى ايجاد اربر

است و نقش آن در معادلـه
ى خـط.ض از مبدأ خط رفى عـرمعر
است.ل از مبدأ خط رفى طومعر

ات دماىسى تغييـرهى عملى: بـرر فعاليت گـرو:٤جلسهCى  �
اقعى وداشت داده
هاى وم
كن؛ برم شدن با يك گرآب در حال گر

دن آن
ها.سى خطى بوش آن
ها و بررازدار خط برسم نمور
اىمايش انجام
شده بر استفاده از تجربه و نتايج آز:٥جلسهCى  �

 وxات  به تغييرyات ان نسبت تغييراست به
عنوفى شيب خط رمعر
شتن معادله
ى خط داده
هاىفى نقش آن در معادله
ى خط. نومعر

ات داده
هامايش و مشاهده
ى شيب در تغيـيـرداشت
شـده از آزبر
نسبت به هم.

اتسى تغييرهى عملى: برر دو فعاليت گرو:٧ و ٦جلسهCهاى  �
ات دماىسى تغييرم
كن؛ بررم شدن با دو گردماى آب در حال گر

اقعىداشت داده
هاى وم
كن؛ برم شدن با يك گرالكل در حال گر
دن آن
هـا وسى خطـى بـوش آن
ها و بـررازدار خط بـرسم نـمـوو ر

ط آن
ها و مشاهده
ى عينىمقايسه
ى شيب
ها و معادله
هاى خطو
نقش شيب در داده
ها.

ت
هاى مختلـI آشنايى بيش
تـر بـا صـور:٩ و ٨جلسهCهـاى  �
ى وت بيش
تر در اعمال جبـراست؛ كسب مهـارمعادله
ى خط ر
دن شيب هريك باها و به
دست آورى محورازط موآشنايى با خطو

t(s)  T(oC)m(gr)

  To =L

م
كنم شدن آب با يك گرمايش گر. آز١شكل 

م
كنم شدن آب با يك گرمايش گرط به آزل مربو. جدو٢شكل 

م
كنم شدن آب با يك گرمايش گرط به آزش مربوازدار خط بر. نمو٣شكل 

ما گرِحسگر

ى
متركالر
ى آبحاو

متر ديجيتالىموتر

قىم
كن برگر

  T(oC)
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استفاده از تعريI شيب.
هى كتبى؛ تعميق مفاهيم قبلـى و فعاليت گـرو:١٠جلسهCى  �

 دستگاه معادلات و حل آن.ِد به مبحث جديدورو
س،
به
جز تعريIح
درجه
اين
است
كه
در
اين
طرنكته
ى
قابل
تو

ل يامومايش، هيچ فـردى آن در چند آزشيب و مشاهده
ى شهـو
د و در عين حال آن
هاان گفته نمى
شوى به دانش
آموزابطه
ى ديگرر

ع مسئله ازاحتى با استفاده از تعريI شيب، همه نوانند به
رمى
تو
لى حل كنند. مهم
ترين نكتهع داده و مجهوا با هر نواين مبحث ر

ى پــديــده
هــاىا در مـدل
ســازايـن
كــه نــقــش ريــاضــيــات ر
فته
انددان
رياضى
و
آن
چه
ياد
گرد
مى
بينند
و
بيش
از
پيش،
قدراف
خوفيزيكى
اطر

ند.مى
شو
سخن آخر اين
كه:

ن بيست
و
يكمندگى در قراى زانمان كمك كنيم بربه دانش
آموز
ند!آماده
تر شو

ند…ى رياضى لذت ببرصت دهيم از يادگيربه آن
ها فر
اى تحقق اين اهداف و اهداف مشابه، با مطالعه و استفادهبر
شى جديد، با تعداد كم در يك سال تحصيلى آغازات آموزاز نظر

سعه دهيم.ا توفتن از آن، به
مرور آن رد گرخوركنيم و ضمن باز

دانىتشكر و قدر
انم در بخشى
هاى همكـارم مى
دانم در اين
جا از همكارلاز

ى داده
هاىص جمع
آورسه، كه ايده
هاى من در خصو مدرِمعلو
اناى دانش
آموزس ساختن اين مبحث براى ملمواقعى خطى برو
اقعىا به يك فعاليت عـمـلـى وشاندنـد و آن را جامه
ى عمل پـور

دانى كنم.دند؛ قدرتبديل كر

منابع
كتاب معلـمى حامانه، سيد حـامـد. ى؛ وزيره؛ دلشاد، كبـرهردى، خسرو؛ پنـدى، ز داو.١

تارشى، وزى آموزنامه
ريزهش و برمان پژو؛ سازاهنمايىم راهنماى تدريس) رياضى سال سو(ر
.١٣٨٤ش، ش
و
پرورآموز

دى
مقدم، پرويـز.هوانه ده، صفر؛ ديبايى، محمدتقى؛ فـرد؛ باهمت شيـروان، مسعو فرز.٢
تارشـى، وزى آمـوزنامـه
ريـزهش و بـرمان پـژو؛ سـازاهنمـايـىم رسى ريـاضـى سـال سـوكتـاب در

.١٣٨٤ش، ش
و
پرورآموز
3. Lake, Kathy, Integrated Curriculum; available at: http://

www.nwrel.org/scpd.sirs/8/c016.html

4. Berlin; Danna F. Integrated Mathematics for Middle School:

Internatinal Impressions, available at: http://www.nctm.org/resources/

content.aspx?id=1696.

5. Integrated Curriculum Guide; available at: http://

www.archeworks.org/projects/tcsp/ic-guide.html.

هى (جلسه�ى اول)گه�ى فعاليت گرو: بر١ست پيو
نجى در اختيارگ كاغذ شطرگه
ها، چند براه اين برجه: همرتو
م،
از
آن
ها
استفاده كنيد.ت
لزود.
در
صورار
مى
گيرشما
قر

م: خط
كش، ماشـيـن
حـسـاب، مـداد يـاسـايـل لازسايـر و
نگى.دكار رخو

متباط بين مفهـودن ارار كرقرهدف از انجام اين فعاليـت، بـر
است در هندسه، با اعداد و محاسبات در حساب است.خط ر

پيش از اين، بين نقطه
هاى يك صفحه (در هندسه) و مختصات
ده
ايم.ار كرقرتباط بر(يعنى يك جفت عدد در حساب)، ار

سم دستگاه مختصات را (بادقت)، در يك) نقطه
هاى زير ر١
كنيد:
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صل كنيم، آيا يـك خـطتيب به هم وا به
تـراگر اين نقطه
هـا ر
د مى
آيد يا يك خط شكسته؟جواست به
ور

ل و مختصه
ىابطه
اى ميان مختصه
ى اولين نقطه، رآيا در او
د؟د دارجوم ودو

لابطه، در تك
تك نقاط ديگر نيز ميان مختصه
ى اوآيا اين ر
د؟د دارجوم وو مختصه
ى دو

م اين به
جاى مختصه
ى دوyل و ، به جاى مختصه
ى اوxاگر 
اى همه
ىابطه
ى به دست آمده بـرانيد رنقطه
ها باشد، آيا مـى
تـو

تت يك عبارا به
صورد] رجوت ونقاط در قسمت قبل [در صور
، بنويسيد؟y و xى با استفاده از جبر

ه پاسخ دهيد:اى اين نقطه
ها، دوبارا برسش
ها ر) همان پر٢
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ه پاسخ دهيد:اى اين نقطه
ها، دوبارا برسش
ها ر) همان پر٣
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ه پاسخ دهيد:اى اين نقطه
ها، دوبارا برسش
ها ر) همان پر٤
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ه پاسخ دهيد:اى اين نقطه
ها، دوبارا برسش
ها ر) همان پر٥
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نانستيم بدود بالا مى
توار) به نظر شما، آيا در هريك از مو٦
سيم نقطه
ها، در يك دستگاه مختصات، و تنها با استفـاده ازتر

ىد نظر روى كه يافته اين، بفهميم كه نقاط مـورت
هاى جبرعبار
است هستند يا نه؟يك خط ر

اد ر مثبت است، نظريه
ى خو٦ال ) اگر پاسخ شما به سـؤ٧
عه نقاط زير امتحان كنيد:اى هريك از مجموبر
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ال مى
گيريد؟ آيا حدس شما در سؤ٧ال ) چه نتيجه
اى از سؤ٨

ا؟د؟ چرست بو، در٦
ا جمع
بنـدىاحلى كه طى شد، اين فعاليـت ر) با مرور مـر٩
كنيد:

)١٠هى (جلسه�ى گه�ى تكليO گرو: بر٢ست پيو
مايش هستنـدط به دو آزل
هاى زير، مربـو. داده
هاى جدو١

نمايش، مايعـى دروفته
اند. در هر دو آزت گرمان صـوركه هم
ز
م شده است و دماى مايـع، بـا گـذشـت گرheaterى
متر بـا كالـر

مانى معين، ثبت شـده اسـت. از آن
جـا كـهاصل زمان، در فـوز
ده و دماى مايع
هـا درت بوى
متر، متفاون دو كالـرمايع
هاى درو

تمايش، متفاوده است، داده
هاى دو آزمايش يكسان نبوآغاز آز
است.

سش
هاى زير پاسخ دهيد:جه به اين اطلاعات، به پربا تو
ده است؟جه بوم چند در ثانيه، دماى مايع دو١٥مان ـ در ز

ده است؟جه بو در٥٥ل، مانى دماى مايع اوـ در چه ز
د داشته كه دماى دو مايع، در آن لـحـظـه ازجومانـى وـ آيا ز

ا؟ده باشد؟ چرابر بومان، برز

t(s)

٠
٤
٨

١٢
١٦
٢٠
٢٤
٢٨
٣٢
٣٦

T(oC)

٠/٤٠
٢/٤٣
٤/٤٦
٨/٤٩
٠/٥٣
٢/٥٦
٤/٥٩
٦/٦٢
٨/٦٥
٠/٦٩

لات دماى مايع اوط به تغييرداده
هاى مربو
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ا درق در كلاس، تكاليI زير رپس از جمع
بندى فعاليت فو
ه انجام دهيد:گرو

 hهـاى جـدو.١تكـلـيـ
ط بـه دول
هاى زير نـيـز، مـربـو داده
مايش،فته
اند. در هر دو آزت گرمان صورمايش هستند كه هم
زآز

م شده است و دماى مايع، بـا گرheaterى
متر ن كالـرمايعى درو
مانى معين، ثبت شده است.اصل زمان، در فوگذشت ز

سش
هاى زير پاسخ دهيد:جه به اين اطلاعات، به پربا تو
ده است؟جه بوم چند در ثانيه، دماى مايع دو١٠مان ـ در ز

ده است؟جه بو در٦٥ل، مانى دماى مايع اوـ در چه ز
د داشته كه دماى دو مايع، در آن لـحـظـه ازجومانـى وـ آيا ز

ا؟ده باشد؟ چرابر بومان، برز

t(s)

٠
٤
٨

١٢
١٦
٢٠

T(oC)

٠/٤٠
٦/٤٥
٢/٥١
٨/٥٦
٤/٦٢
٠/٦٨

لات دماى مايع اوط به تغييرداده
هاى مربو

t(s)

٠
٤
٨

١٢
١٦
٢٠
٢٤
٢٨
٣٢
٣٦

T(oC)

٠/٢٥
٦/٣٠
٢/٣٦
٨/٤١
٤/٤٧
٠/٥٣
٦/٥٨
٢/٦٤
٨/٦٩
٤/٧٥

مات دماى مايع دوط به تغييرداده
هاى مربو

t(s)

٠
٤
٨

١٢
١٦
٢٠

T(oC)

٠/٢٥
٢/٢٨

٤٤/٣١
٦/٣٤
٨/٣٧
٠/٤١

ات دماىط به تغييرداده
هاى مربو

t(s)

٨
١٢
١٦
٢٠
٢٤
٢٨
٣٢

T(oC)

٠/٥٣
٨/٥٧
٦/٦٢
٤/٦٧
٢/٧٢
٠/٧٧
٨/٨١

لات دماى مايع اوط به تغييرداده
هاى مربو

 hهـاى جـدو.٢تكـلـيـ
ط بـه دول
هاى زير نـيـز، مـربـو داده
مايش،فته
اند. در هر دو آزت گرمان صورمايش هستند كه هم
زآز

م شده است و دماى مايع، با گرheaterى
متر با ن كالرمايعى درو
جهمانى معين، ثبت شده است. با تواصل زمان، در فوگذشت ز

د داشته كه دماى دو مايع، در آنجومانى وبه اين اطلاعات، آيا ز
ا؟ده باشد؟ چرابر بومان، برلحظه از ز

شتپى�نو
1. Interdependence
2. Interconnectedness
3. American Mathematical Society
4. Correlation of Work

t(s)

٨
١٢
١٦
٢٠
٢٤
٢٨
٣٢

T(oC)

٢/٤٣
٠/٤٨
٨/٥٢
٦/٥٧
٤/٦٢
٢/٦٧
٠/٧٢

مات دماى مايع دوط به تغييرداده
هاى مربو

م مايع دو
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مقدمه
هايىقات، ماشين
ها و چيزه
ها، مخلودنيا از كهكشان
ها، كو

د مى
آيند. هم
چنين،ساخته شده كه هر يك به
نظر منحصر به فر
اه
هاىها به ردنيا يك امر آشوبى است كه در آن، همه
ى آن چيـز

نت
بار اما گاهى هم بسيار نافـذ،ن و اغلب به
طور خشـوناگوگو
ضاعى، بايد از رياضىدر كار هم دخالت مى
كنند. در چنين او

ه
ى دنياى اشياء وا قادر ساخته است تا درباردم رد كه مرن بوممنو
احدت و نظم رنه
اى كه وخدادها فكر كنند و با آن افكار، به گور

اى تمامم بـره
ى علوار كننـد (پـروژقرتباط بـرد، ارآشكار مى
سـاز
تاضى مهـربـانـى،جمه
ى گويـا و مـر، تـر١٩٩٧آمريكايـى
هـا، 

).٤، ص ١٣٨٣
مىى عموادآموزجه به هدف
هاى سوه در ادامه، با تواين پروژ

ان مهم است كهاى دانش
آموزده است كه برم، تأكيد كرعلو
ابطها و رو) بفهمند كه به چه معنا، رياضى مطالعه
ى الگو١

است؛
ند؛ابط آشنا شوها و رو) با بعضى از آن الگو٢

انه استفاده كنند.ندگى روزند كه از آن
ها در ز) ياد بگير٣
تباط بين دو شىء يانگى ارتى است كه چگو، عبارابطهريك 
ا نشان مى
دهد و به شكل
هاى مختلفى به نمايش گذاشتهبيش
تر ر

ابطه
هانيز اين رها الگودار و تصوير. ل و نمود، مانند جدومى
شو
اشياء حاصلتغيير ابطه
هايى كه از ا به خوبى تعريI مى
كنند، رر

ند.مى
شو
اندان يكى از مفاهيم اساسى رياضيات، مى
تواما تابع به
عنو

اجيه كند، چرابط است توها و روا كه رياضى علم الگواين امر ر
ابطى از روابطه است و الگويى است كه بسيارد يك ركه تابع، خو

د.شن مى
سازا رواقعى رپيچيده
ى پديده
هاى جهان و
مان از مفهوك صحيح و همه
جانبه
ى دانش
آموزاين، دربنابر

م، بسيارى علوادآموزاند در جهت تحقق اهداف سوتابع، مى
تو
مهم و اساسى باشد.

كنمايى
هاى مختلI تابع، درم تابع، باز مفهوهCها:اژكليد و
م.هوان از تابع، فردانش
آموز

ان از مفهوم اصلىك دانش�آموزدر
گارهيزكيه پربى�بى ز

ياضىش رشد آموزشناس اركار
ياا گوهرز

دانشگاه شهيد بهشتى

تابع
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م تابعان و مفهودانش�آموز
م تابع يكى از اساسى
ترين مفاهيم ريـاضـى اسـت كـهمفهـو

ند.كـار داران ابتدايى تا دانشگاه، با آن سـرونده
ها از دوريادگيـر
 با يك تعـريـIًلاح، معموم نيز در تمام سـطـوش اين مفهـوآموز

سـطاى بهتر فهـمـيـدن آن تـود و سپـس، بـرسمى آغـاز مـى
شـور
ندائه مى
شونمايى
هاى مختلI اران، مثال
هايى با بازدانش
آموز

دارى مانند استفاده از نموان به نمايش تصويركه از آن جمله، مى
تو
هل اشارمودار مختصاتى و فرل مقادير، نمون، ماشين تابع، جدوو

اد رگى
هاى خاص خـونمايى
ها، ويـژد كه هر كدام از ايـن بـازكر
ان به
كارسط دانش
آموزم تابع توك عميق
تر مفهواى درند و بردار

اى يك ايده
ى مشابهنمايى
هاى چندگانه برند. استفاده از بازمى
رو
مك عميق
تر مفهونمايى ديگر، به درنمايى به بازو انتقال از يك باز

ان مطمئن شد دانش
آموز معناىمانى مى
تون زكمك مى
كند، چو
ا درابـطـه رانـد آن رده است كـه بـتـوك كـرا درابـطـه
اى راقـعـى رو

مه
ى علوها، نمادها و كلمات نشان دهد (پروژدارل
ها، نموجدو
تاضـىجمه
ى گـويـا و مـر، تـر١٩٩٧اى تمام آمريكـايـى
هـا، بـر

ف ديگر، يافته
هاى تحقيقـى). از طر٤، ص ١٣٨٣مهربانى، 
نمايى
هاىتباط بين بازان در ديدن ارنشان مى
دهند كه دانش
آموز

). هم
چنـيـن،١٩٩٩ن، لسـوان هستـنـد (كـارچندگـانـه، نـاتـو
داى تعيين يك تابع به
كار مى
روان برسط دانش
آموزقاعده
اى كه تو

 ـحتى برسمى اين مفهوبا تعريI ر انندانى كه مى
تواى دانش
آموزم 
 ـ٨٠ت است (مدقـالـچـى، ند ـ متـفـاوا به
كـار بـراين تعـريـI ر

). اين يافته
ها١٩٨٩س،  به نقل از وينر و دريفو٢٤، ص ١٣٧٩
مان از مفهوك دانش
آموزنگى درگاهى از چگونشان مى
دهند كه آ

اىنمايى
هاى چندگانه برتابع و مشكلاتى كه حين استفاده از باز

ويادگـيـر
د مى
آيد، حائـز اهـمـيـت زيـادى اسـت.جوى تابـع بـه
مينه
هـاىسيعى كه تابـع در زدهاى وجه به كاربرص با تـوبه
خصو

شد آموزد، انجام تحقيقاتى كه به قصد بهبومختلI رياضى دار
ى
اند.ند، ضرورم انجام مى
شواين مفهو

سه�اىسى رياضى مدرنامه�ريزى درم تابع در براهميت مفهو
م تابعلين كسانى كه بر اهميت و نقش اساسى مفهويكى از او

ش رياضيات تأكيد زيادى داشت، فليكـسنامه
ى آموزدر كل بر
 در يـك١٨٩٣ى در  سـال ). و١٩٣٤
، ١د (هـمـلـىكـلايـن بـو

ه
ى بين
المللى ريـاضـيـات كـه درع كنگـرانى قبـل از شـروسخنـر
ا به اهميـتجه تمام معلمـان ريـاضـى رار شد، توگـزشيكاگو بـر

د.د، جلب كـرا «تفكر تابعى» ناميده بـواساسى آن
چه كه او آن ر
مانس
هاى بين
المللى اظهار داشت كه «مفهوها در كنفركلاين بار

ىش رياضيات باشـد. وى در آموزم محـورتابع» بايد يك مفهـو
ه
ى بين
المللى رياضيات كه درشى به كنگرارائه
ى گز در ارًمجددا

م تابع تأكيـدى مفهوه بر روار شد، دوبـارگزم بر در ر١٩٠٨سال 
انا به
عنوم رد كه «نه تنها معلمان بايد اين مفهـوده و اعلام نموكر

ان قلب وا به
عنوند، بلكه بايد آن رش رياضى در نظر بگيريك رو
ى در ادامه اظهار داشـتند. وش رياضى به
شمـار آورح آموزرو

ح مطالعـه
ىم تابع، بايد روكه «اين اعتقاد من است» كه مـفـهـو
، ص١٩٣٤س باشد» (نقل شده در همـلـى رياضيات در مـدار

).١٦٩ـ١٧٠
احل ابتدايى،م تابع در مر)، مفهو١٩٣٨ (٢به گفته
ى هدريك
ضيح مى
دهد كهى تود. وتبط مى
شـوها مربا ايده
ى تناظر متغيـر

مبيل، هنگامىكت يك اتوا بر حرمت هو در مبحث اثر مقاوًمثلا
د، تفكر تابعى ظاهرعت بستگى دارمت به سركه مى
گوييم مقاو

ل دقيقمو نياز به داشتن يك فرًامااى تفكر تابعى، الزد. برمى
شو
عت باعـثايش سرنه مشاهده
اى مانند اين
كـه افـزگونيست. هـر

د.ار مى
گيره
ى تفكر تابعى قرد، در حوزمت مى
شوايش مقاوافز
ه
ى داده
هاىد كه تحقيق درباره بر اين، هدريك اظهار مى
دارعلاو

سى بررًاحل تفكر تابعى است. مثلاتجربى نيز، يكى ديگر از مر
عت
هاى مختلI به
دستمت در سراى مقاوى كه براطلاعات آمار

ه
ىى دربارى كه اطلاعات صـريـح
تـردارمى
آيد و كشـيـدن نـمـو
بائه مى
دهد نيز جزو تـفـكـر تـابـعـى مـحـسـوابطـه ارماهـيـت ر

م تابع، يعنى اتصال، مقايسه و تبديلگيرى مفهوه يادگيرى رياضى و به�ويژگانه در يادنمايى�هاى چنداستفاده از باز
ت�هاى نمايش و تشخيصانند مهاران كمك مى�كند تا بتونمايى به دانش�آموزنمايى به حالت ديگر بازاز يك حالت باز

ار نمايندقرتباط برانند بين آن�ها، اتصال و ارنمايى�هاى مختلO كسب كنند و بتوم تابع ر ا در بازمفهو
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حله
اى ازى در ادامه،بيان مى
كند كه حتى در هر مرند. ومى
شو
قتىد؛ مثل وحساب ابتدايى، تفكر تابعى ممكن است ظاهر شو

احد ديگراحد از هر شىء، قيمت چند وكه با دانستن قيمت يك و
ابطه
ى بيـنا به
دست مى
آوريم كه با چنين محاسباتى، ايده
ى رر

تيب،اند به ذهن دانش
آموز خطور كند. به همين ترها مى
تومتغير
ه
هاى رياضيات مانند جبر،م تابع و تفكر تابعى در تمام حوزمفهو

د كهفته ظاهر مى
شوهندسه، حسابان، مثلثات و رياضيات پيشر
م تابع مى
باشند.ك صحيحى از مفهومند درهمه
ى آن
ها، نياز

لين گام
ها درم تابع در كل رياضيات ـ از اواين، با مفهوبنابر
فته در سطح دانشگاهى،فته تا رياضيات پيشرحساب ابتدايى گر

م تابع،)، مفهـو١٩٣٨ا به گفته
ى هدريـك (كار داريم زيـرسرو
دن كل رياضيات اسـت وعى است كه مستعد هماهنگ
كرضومو

ندگى و علم تلفيق مى
كنـد. در تـأيـيـد چـنـيـنا بـا زرياضيـات ر
اىدهاى شور) به نقل از استاندار٢٠٠٦ك و تال (ديدگاهى، آكو

ند:) بيان مى
دار١٩٨٩) (NC TMملى معلمان رياضى (
 و مهم در رياضى٣م تابع، يك ايده
ى هماهنگ
كنـنـدهمفهو

عه هستنـد،در بين دو مجمـوِهاى خاصابع كه تنـاظـراست. تو
انابع به
عنـوك
اند. در حساب، توسى مشتـرنامه
ى دراسر بـرسر

ى اعداد مانند متناظر شدن يك جفت عدد بهعمليات مفيد بر رو
سند؛ در جبر،يك عدد خاص و مانند جمع دو عدد به
نظر مى
ر

ائه مى
دهند؛ درا ارها هستند كه اعـداد رابطى بين متغيـرابع روتو
شان تـحـتا به تصـويـرعه
اى از نـقـاط رابع مـجـمـوهندسـه، تـو

خش
ها، و چـر٥، سريدن
هـا٤داندن
هـاگركت
هايى مانـنـد بـرحر
ا به احتمالاتابع، پيشامدها رتبط مى
كنند؛ و در احتمال، تومر

ند. هم
چنين، اهميت ديگر تابع اين اسـتط مى
سازآن
ها مربو
دى وقعيـت
هـاى وروابطه
ى رياضى متـشـكـل از مـوكه تابـع، ر

اقعى است.جى جهان وخرو
ك) معتقد است كه داشـتـن در١٩٩٩ن (لسوهم
چنين، كـار

ى است تاى ضروراى هر دانش
آموزم تابع، برى از مفهوبالا و قو
ف ديگر،ك كند. از طرا درى، حسابـان رد كه وار بوان اميدوبتو

)، تابع يكى از مفاهيم اساسى رياضى٢٠٠٣به گفته
ى ساجكا (
نمايى
هايش شگفت
آور استها و بازنى تفسيرناگواست كه در گو

فى آن صرشى بـر روآيندهاى آمـوزمان زيادى در فرجـه و زو تو
مى پيچيده و مشكلشده است. با اين حال، تابع هم
چنان مفهو

آيند ـ شـىء وگانگى فـردى كـه دوجوا با وباقى
مانده اسـت، زيـر
ا نشانم تابع رافت و پيچيدگى
 مفهونمايى
هاى مختلI، ظـرباز

انهمتفكردى و غيران اغلب بر ايده
هاى شهومى
دهد، دانش
آموز

ابط تابعى متكى هستند. بدين
سبب و همان
طور كه ديويساز رو
م تابع با طـيـIده
اند، مفهـو)، مشاهده كـر٢٠٠٢و مك گـان (

اه است.ده
اى همرسيعى از نمادهايش با بدفهمى
هاى گسترو
جه به اهميت قابل ملاحظه
اى كه تابع در رياضى و حتىبا تو

كش و درى آموزسد تحقيقات بر رود، به
نظر مى
رم دارساير علو
ه اين
كه تحقيقات نشان مى
دهندى است. به
ويژم ضروراين مفهو

ان سـخـت اسـت و حـتــىاى دانـش
آمـوزم تـابـع بـرك مـفـهـودر
ك ضعيفىند، دره
هاى بالايى در حسابان دارانى كه نمردانش
آموز


،٨لز و نيكو٧س، دوبينسكى، هـاو٦دنباخند (برم داراز اين مفهو
١٩٩٩
، ٩نلسو؛ كار١٩٩٢.(

هشفى يك پژومعر
جه به نقش و اهميت تابع در رياضى و مشـكـلاتـى كـهبا تـو

ند، تحقيقى بـاى دارم محورى اين مفهـوان در يادگيـردانش
آموز
احى شد:تبيين اهداف زير طر

ى
هـا و پـيـچـيـدگـى
هـاى احـتـمـالــىار) شـنـاخـت دشــو١
نمايى
هاى چندگانه
ى تابع؛د با بازخوران در بردانش
آموز

م تابع؛ان نسبت به مفهوات دانش
آموزسى تصور) برر٢
گى
هاىان از ويژنگى استفاده
ى دانش
آمـوزسى چگو) برر٣

نمايى
هاى مختلI.اى بازتعريI تابع بر
هشال
هايى كه در اين پژوجه به اهداف بالا، يكى از سؤبا تو

د:احى شد، چنين بوطر
نهنمايى
هاى مختلI تابع، چگود با بازخوران در بردانش
آموز

از تعريI تابع استفاده مى
كنند؟
من از مفهواساس ديدگاه تامسوى اين تحقيق، برب نظرچوچار

فت.اصلى تابع شكل گر
م اصلى تابع، تنهـاد كه مفهو) اظهار مى
دار١٩٩٤ن (تامسو
مد بلكه لازنمايى
هاى چندگانه حاصل نمى
شوائه
ى بازاز طريق ار

د، ابتدا يك حسنمايى
هاى مجركز بر اين بازاست كه به جاى تمر
ان ايجاد كنيم.ل در دانش
آموزلزمتزذهنى غير

)، با استناد به يـافـتـه
هـاى٢٠٠٣ك و تال (هم
چنيـن، آكـو
ان هنگامى است كه دانش
آمـوزن بيان مى
كنند كه ضـرورتامسـو
نمايى
هاى مختلI تابع، ايده
هاى نهفته در آن
هادن با بازكار كر

نمايـىان، بازاى دانش
آموزت برك كنند. در غير ايـن
صـورا درر
د.فته شود كه جداگانه بايد ياد گرعى مى
شوضوتبديل به مو

لفان كتاب
هاى ريـاضـىسى و مـؤان درنامه
ريزمعلمـان، بـر
انند ازمخاطبان اصلى اين تحقيق هستند. معلمان رياضى مى
تو
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تقاى كيفيت تدريس واى ارنتايج به
دست آمده در اين تحقيق بـر
سى وان درنامه
ريزان استفاده كنند. بـرى دانش
آموزد يادگيـربهبو

ى از نتايج اينه
گيرانند با بهـرسى نيز مى
تولفان كتاب
هـاى درمؤ
سى رياضى و هماى كتاب
هاى درتحقيق، هم در انتخاب محتو

هـاىى آن
چه كه با ساختـارگيرمان
هاى تأليI، از بـه
كـاردر ساز
ند.د، اجتناب ورزت داران مغايرشناختى دانش
آموز

انك دانش
آمـوزى درا تنهـا بـر رود ركز خـواين تحقـيـق تـمـر
داد و نتايج به
دستارم تابع قرستان از مفهوم دبيرم  و سوپايه
هاى دو
د بهم تـابـع، مـحـدوان از مفـهـوك دانش
آمـوزه
ى درآمـده دربـار

فعاى رهشگر برچند پژو در اين تحقيق است. هرِكت
كنندگانشر
الات ذهنى، در منطقه
ى ديگر از كشور،بعضى ابهامات و سؤ

د و نتايج به
دست آمده تا حد زيادىار كر تكرًا عيناهمين تحقيق ر
دند.مؤيد يكديگر بو

م بـانـمـايـى ،فـر هـوه
هاى تـابـع، بـازاژهـش، ودر ايـن پـژو

هاى عملياتى زير استفاده شد:Iتعري

عه
ى ناتهى كهت است از يك تناظر بين دو مجمو؛ عبارتابع
 يك عنـصـر درًل (دامنه) دقـيـقـاعه
ى اوبه هر عنصـر از مـجـمـو

م دريكله ـد (مفهوم (هم
دامنه) نسبت داده مى
شوعه
ى دومجمو
بورباكى).

ه
ى تناظـر، تـابـعاژدن از واى اجتنـاب كـرقات، بـرگاهـى او
ندايط خاصى دارتب كه شرج
هاى مرعه
اى از زوت مجموبه
صور

١٩٨٩
، ١٠سند (وينر و دريفوفى مى
شومعر.(
م رياضـى اسـت.ائه
ى يك مفـهـواى ارشى بـررونمـايـى؛ باز

اى محاسبـه
ى يـكنمايى عددى، رويـه
اى عـددى بـر، بازًمثـلا
د كهقتى به
كار مـى
روى ودارنمايى نمونتيجه
ى عددى است؛ باز

د ودار نمايـش داده شـوجى محـاسـبـات بـا نـمـودى و خـروورو
ىى جبـرحسب نمادگـذارنمايى نمادين هنگامى اسـت كـه بـرباز

).١٣٨٤شتى، ند (سرنمايش داده شو
،١٩٩٧م و نماد است، تال آيند، مفهوكيبى از فر تر؛١١مهوفر

ا بيـانم مثال زير رهوضيح فر، در تو١٩٩٤ى و تـال به نقل از گر
ده
اند:كر

سيله
ىم (كه بـه
و)، يك مفهو٤ و ٣آيند (مانند جمـع يك فر
مآيند يا مفهود مانند عمل جمع) و يك نماد كه فرليد مى
شوآيند توفر
).٣+٤اند (يعنى امى
خوا فرر

سىهش به اجمال برردر اين بخش، بعضى از نتايج اين پژو

گى
هاى تـابـع اسـت كـه ازاساس ويـژسى بـرد. ايـن بـررمى
شـو
گى
هااج شده
اند. اين ويژ و حسابان استخر*٢كتاب
هاى رياضى 

تند از:عبار
fتيب نمايانگر دامنه و هم
دامنه تابـع  به ترB و  Aض كنيدفر

باشد، آن
گاه:
xى هر. به از١ ∈A، y اى متعلق به Bد داشته باشد بهجو و

(x,y)ى كه طور ∈f .باشد
(x,y1)  . اگر ٢ ∈f و   (x,y2) ∈f گـاه
y1   باشنـد. آن = y2

است.
انند به يك عضو يكسـان مى
توAت در هاى متفـاو. عضو٣

ند. نسبت داده شوBدر 
Aى از ممكن است نظير هيچ عضـوBها در خى عضو. بر٤

ند.نشو

نِهاى ودارط به نموجمع�بندى پاسخ�هاى مربو
حا شرد رن زير،تابع است؟ پاسخ خـوِدار و. آيا نمو١ال سؤ
دهيد.

آشنايى معلمان با تصـور
ان نسبتهاى دانش�آمـوز دن مشكلاتف كرطراند به برم تابع، مى�توبه مفهو و پيچيد

گى�هايى كه ممكن است با تعريO ر
سمـى مفهو

م تابع در ذهن آن�ها شكل گير
د، كمك كند

گـىان از اين ويـژك دانش
آموزسـى درال، بررهدف اين سـؤ
ى در هم
دامنه نسبتد كه به هر عضو در دامنه، بايد عضوتابع بو

ان است. دانش
آموزِف پاسخ
هاىنه
هاى زير معرد. نموداده شو
د. مىCروy به يك  xن هر  تابع است، چو�
ابر نيستند و به هرل با يكديگر برلفهCهاى اون مؤ تابع است، چو�

فته است.ل عددى خاص تعلق گرلفهCهاى اويك از مؤ
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دجـو وBى در  عضـوBاى هر عضـو در ا به از تابع نيسـت، زيـر�
د.ندار

.درادن دوجو B رد ىوضع  A رد وضع ره ىازا هب اريز ،تسين عبات �

حا شرد ردار زير،تابع اسـت؟ پـاسـخ خـو. آيا نمـو٢ال سـؤ
دهيد.

گـىان از اين ويـژك دانش
آموزسـى درال، بررهدف اين سـؤ
انند به يك عـضـوت در دامنه مى
تـوهاى متفـاود كه عضوتابع بـو

عف تنونه
هاى زير معرند. نمويكسان در هم
دامنه نسبت داده شو
ال است:ان به اين سؤ دانش
آموزِپاسخ
هاى

د.C  بروyاند به يك  مىCتو xن دو  تابع   است، چو�
ل هـر كـدام فـقـط بـه يــكــى ازلـفـهCهــاى اون مـؤ تـابـع اسـت، چــو�
).٢د (صلCاند، مانند مورم ولفهCهاى دومؤ
هايـشـانyلـى ت و شان متـفـاو xلفهCهـاى ن مـؤ تابع اسـت، چـو�

د.يكى است، اشكالى ندار

حا شرد رن زير،تابع است؟ پاسخ خوِدار و. آيا نمو٤ال  سؤ
دهيد.

تجزيه و تحليل پاسخ�هاى دانش�آمـوز
ان نشان داد

كه تنها تعداد كمى از دانش�آموز
دنان در حين كار كر

با بـاز
نمايى�هاى مختلO تابـع، بـر روى ويـژ

گى�هـاى

كز شدندتعريO تابع متمر

گـىان از اين ويـژك دانش
آموزسـى درال، بررهدف اين سـؤ
دى ازد كه به هر عضو دامنه، عضو معين و منحصر به فرتابع بو

ِف پاسخ
هاىنه
هاى زير معـرد. نموهم
دامنه نسبت داده مى
شـو
ان است:ع دانش
آموزمتنو

د. بروyاند به دو  نمىCتو xن يك  تابع نيست، چو�
 داده است.٣ و يك دفعه ١ يك دفعه Aن به  تابع نيست، چو�
هايشان هم بايدyشان يكى اسـت، xلفهCهاى  تابع نيست، مؤ�

يكى باشد.
)xلفـهCى (اى مـؤج دار طبق تـعـريـh در تـابـع نـبـايـد هـيـچ دو زو�

يكسان باشند.

ن نشانِهاى ودارط به نمونتايج تجزيه و تحليل داده
هاى مربو
التيب، به سؤان به تر% از دانش
آموز٢٥/٥٦% و ٥/٦٢داد كه 

ال
هاىان، به سؤست دادند و تمام دانش
آموزيك و دو پاسخ نادر
امل محتملى كهان عواقع، مى
توست دادند. در و پاسخ در٤ و ٣

م پاسخل و دون اودار وان به نمايش
هاى نموسبب شد دانش
آموز

گى
تابعان از اين ويژك دانش
آموزسى درال، بررهدف اين سؤ
ىخى عناصر در هم
دامنه، ممكن است نظير هيچ عضود كه بربو


آموزِف پاسخ
هـاىنه
هاى زير معـرند. نمواز دامنه نشـو
ان دانش
است:

د. بروyاند به يك  مىCتو xن دو  تابع است، چو�
هايشان هم بايـدyلفهCهايشان يكى اسـت و ا مؤ تابع است، زير�

هايشانyد تCاند، اشكالى ندار ها متفاو xلى اينCجا يكى باشد، و
يكى باشد.

دجو وAى در  عضـوBاى هر عضـو در ا به از تابع نيسـت، زيـر�
د.ندار

د.د ندارجو وBى در  عضوAاى هر عضو در ا به از تابع  نيست، زير�

حا شرد رن زير،تابع است؟ پاسخ خـودار و. آيا نمو٣ال سؤ
دهيد.
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د.ى نموت زير جمع
آورا به
صورست دهند ردر
اى هردن به اين نكته كه بايد به ازجه نكرگاهى نداشتن  و يا تو آ�

د، يعـنـىعضو در دامنه، يك عضو در هـمCدامـنـه نـسـبـت داده شـو
گـىاى تمام اعضاى دامنه تعـريـh شـده بـاشـد (ويـژتابع بايـد بـه از

)١.((
خى عناصر در همCدامنهگاهى نداشتن نسبت به اين نكته كه بر آ�

)).٤گى (ند (ويژى از دامنه نشوممكن است نظير هيچ عضو
) از٢) و (٣گى
هاى (ان نسبت به ويـژهم
چنين، دانش
آموز

Iتو تابع، «يعنى عناصر متفاوِتعري
انند به عنصرت در دامنه مى
لفه
هاىاى مؤج دارند» و «اگر دو زود نسبت داده شورُيكسانى از ب

ابرم آن
ها نيز بايد باهم برلفه
هاى دول يكسان باشند، آن
گاه مؤاو
ا درانستند آن
ها رگاهى كافى داشتند و به سادگـى تـوباشنـد»، آ

ن ببينند.ِام
ها ودياگر
ع، تجزيه و تحليل پاسخ
هـاى ايـن قـسـمـت ايـندر مجمـو

گى
هاىگاهى نداشتن نسبت به ويـژدند كه آا تقويت كرحدسيه ر
اى ايجاد پيچيدگى
هاىاند يك عامل جدى بر)، مى
تو٤) و (١(


آموز
جهد كه اين عامل، حتى مانع توان شوشناختى در ذهن دانش
گاهى داشتند.گى
هايى شد كه از آن
ها آان به ويژدانش
آموز

عـه�ىيافته�هاى حـاصـل از تـجـزيـه و تـحـلـيـل مـجـمـو
تبجفت�هاى مر

اد رتبى زير تابع است؟ پاسخ خـوج مرال: آيا نمايش زو سؤ
ح دهيد.شر

  

f: 1,2,3,7,9{ } →|R

f = 1,3( ), 2,5( ), 3,2( ), 7,−1( ), 9,1( ){ }

ان از تعريIك دانش
آموزسى درح اين سؤ
ال، بررهدف از طر
عف تنونه
هاى زير معرد. نموتبى بوج مرنمايى زوت بازتابع به
صور
ال است:ان به اين سؤت دانش
آموز متفاوِپاسخ
هاى

لفهCهاىان يافت كه مؤا نمىCتوتبى رج مرن هيچ زو تابع است، چو�
ل آن يكسان باشد.او
ت است. باهم يكى نيست و متفاو fن اعداد تابع است، چو�
د.د دارجو وy يك xاى هر ن به از تابع است، چو�

) پاسخ٢گى (ال، با تكيه بر ويژان نيز به اين سؤتمام دانش
آموز
نده نيز، با استفـادهان مصاحبه
شوائه دادند. دانش
آموزصحيح ار

دند كه «اگر يك داشته باشيم، دو مقدار) استدلال كر٢گى (از ويژ
ال پاسخ صحيح دادند.اى يك نداريم». در نتيجه، به اين سؤبر

تبـىج مرنمايـى زوان، بازاين پاسخ
ها نشان دادند كه دانـش
آمـوز
ا داشتند.انايى استفاده از آن را به خوبى مى
شناختند و توتابع ر

ط بهالات مربويافته�هاى حاصل از تجزيه و تحليل سؤِ
دارىنمايى نموباز

ح دهيد.ا شرد ردار زير تابع است؟ پاسخ خو. آيا نمو١ال سؤ

م تابع دران از مفهوك دانش
آموزسى درال، بررهدف اين سؤ
دارد. البته، اين نموم دامنه بوص مفهوى و به
خصودارنمايى نموباز

دند،ان تابع با آن
ها آشنـا بـوان به
عنوبا مثال
هايى كه دانـش
آمـوز
د.ال بواى انتخـاب ايـن سـؤد و همين، عـامـلـى بـرت بومتـفـاو

ان به اينت دانش
آموز متفاوِع پاسخ
هاىف تنونه
هاى زير معرنمو
ال است:سؤ
ا دامنه تمام اعداد حقيقى است. تابع است، زير�
اها، آن رyى محور ازا در اين دامنه هر خط مو تابع است، زير�

د.اهد كردر يك نقطه قطع خو
دار آن تمام اعداد حقيقى است ون دامنهCى نمو تابع است، چو�

اهدا در يك نقطه قطع خوها آن رyى محور ازدر نتيجه هر خط مو
د.كر

ان در پاسخ بهاين پاسخ
ها نشان مى
دهند كه اكثر دانش
آموز
ان، با مقايسـه
ىدند. يكى از دانـش
آمـوزفق نبـوال، مواين سـؤ

) باهم، به اين نتيجـه٢ه
ى (دار شمار) و نمو١ه
ى (دار شمارنمو
اند دامنه
هاى قطعه
قطعه داشـتـه بـاشـد،سيد كه «تابع نـمـى
تـور

دار تمام اعداد حقيقى است، پسن دامنه
ى اين نمواين، چوبنابر
دار تابع باشد» (البته دامنه تمام اعداد حقيقى نيست).بايد اين نمو

ىان، به استناد ملاك تشخيص تابع از روبعضى از دانش
آموز
دار تابع است. در حالىفتند كه اين نمواحتى نتيجه گـردار به رنمو

جه به نقاطى ازد، توح بوال مطـركه مسئله
ى مهمى كه در اين سـؤ
اند و دانش
آموزاى آن
ها تعريI نشده بـواى برyد كه هيچ  بودامنه 

ىدند كه «ملاك تشخيص تابع از روده بوجه نكرط مهم توبه اين شر
اه. دلخود نه هر نقطه
ىدار» در دامنه
ى تعريI شده معنا دارنمو
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ان، دو دليل%) از دانش
آموز٧٥ نفـر (١٢از اين گذشته، 
ل،ا نتيجه
ى دلـيـل اوم رائه دادند و دلـيـل دودن اراى تابع بـوبر

انت مى
توداشت متفـاودند. از اين دو دليل، دو بـرفى كـرمعر
دهدار حدس زداشت؛ يكى اين
كه از طريق مقايسه
ى دو نـمـو

دند كه اگر دامنه تمام اعداد حقيقى باشد، امكان آن بيش
تـربو
داشـت ديـگـر ايـن
كـهدار، تابـع بـاشـد و بـراسـت كـه آن نـمـو

ا در نقاطى كه تابـع درهـا رyى محور ازان، خط مـودانش
آموز
تدند كه اين خط، در هر صورسم كرد نيز رآن
ها تعريI نشده بو

فتندد و بدين
سبب، نتيجه گـرا در يك نقطه قطع مى
كـردامنه ر
دار، در تمام نقاط دامنه تابع است. اين حـدس ازكه اين نمـو

ن اين
كه ايـنان، بدود كه اكثر دانش
آمـوزآن
جا تقويت مى
شـو
دند. اين پاسخ
هـاائه كرسم كنند، چنين استـدلالـى ارا رخط ر

م دامنـه
ىكى عميق از مفهـوان درنشان مى
دهند كه دانش
آمـوز
تابع نداشتند.

ح دهيد.ا شرد ردار زير،تابع است؟ پاسخ خو. آيا نمو٢السؤ

ا در هيچ نقطهCاى قطعد كه تابع رسم كرها رyى محور ازخطى مو
ا بايد حداكثر در يك نقطه قطع كند.نكند و آن خط تابع ر

تتى كه دامنهCهاى متفاون تشخيص تابع در صور نمىCدانيم، چو�
هCى تعليمات ما نمىCباشد.داشته باشد در حوز

د كه:ال اين بوو تنها پاسخ صحيح به اين سؤ
ها بكشيم، تابعyى محور ازن هر خطى كه مو تابع است، چو�
د.اهد كرا فقط در يك نقطه قطع خور

ان استنـبـاطسى پاسخ
هاى دانـش
آمـوزع، از بـرردر مجمـو
اى دامـنـه
هـاىا كـه دارى ردارد كـه اغـلـب آن
هـا، نـمـومـى
شـو

قطعه
قطعـه بـاشـد، تـابـع نـمـى
دانـسـتـنـد. هـم
چـنـيـن، اكـثـر

آمـوز
تاى قضـاوها بـرyى محـور ازان از تكنيك خـط مـودانش

فتند كهدند و نتيجه گر تابع استفاده كرِدندن يا نبواجع
به تابع بور
ىازاقع، آن
ها خط مواند تابع باشـد». در ودار نمى
تـو«اين نمو

ندند و چوسم كردار را در بين قطعه
هاى مختلI نموها رyمحور 
اىا دليل محكمى بـرد، آن را در هيچ نقطه
اى قطع نكـردار رنمو

ع استفاده از تكنيك خـطدن دانستند. شايد علت اين نوتابع نبو
٢٤م، صصيه
ى كتاب رياضى سال دوها، اين توyى محور ازمو

باشد كه:
ىازابطه
اى تابع است كـه هـر خـط مـوى، ردار«از نظر نـمـو

ا حداكثر در يك نقطه قطعدار آن ر، نموx=aت ها به
صورyمحور
كند».

دند كه خـطان بيش
تر به دنبال ايـن بـودر نتيجه، دانش
آمـوز
ا در بيش
تر از يك نقطه قطع نكند. درها، تابع رyى محور ازمو

جهى نداشتند كه اين خـط،حالى كه اكثر آن
ها، به اين نكتـه تـو
د.سم شو رداردهCى نمومحدوبايد در 
هاyى محور از از تكنيك
 خط مواًان،ظاهرچه دانش
آموزاگر

نه
ها و مثال
هايىا با نموها ردارن اين نمولى چودند، واستفاده كر
دنـد، چـنـيـندنـد مـقـايـسـه مـى
كـرده بـو تـجـربـه كـرًكـه قـبـلا

دجوى دانش موگاردند. شايد عدم سازائه كرا اراستدلال
هايى ر
ان،د كه دانش
آمـوزبا تجربه
هاى قبلـى، يـكـى از دلايـلـى بـو

دن» به حسـاباى تابع نـبـوا «دليلى بـردن دامنـه» رد بو«محـدو
دند.آور

م، به عدم آشنايىان پايه
ى دوبه
طور مثال، يكى از دانش
آموز
د. در حالىه نمواست، اشاراى دامنه
هاى مجزى كه دارداربا نمو

ائه شده استى اردار، نمو٢ كتاب رياضـى ٢٤كه در صفحه
ى 
دار نقطه
اى است.كه نمو

د،ا دنبال مى
كرال قبل رال، همان اهداف سؤچه اين سؤاگر
سىد و به برردار، يك تابع بوا داشت كه اين نموت راما اين تفاو
داخت. پيش
بينىم دامنه مى
پران از مفهوك دانش
آموزعميق
تر در

ى محورازان، از تكنيك خط مود كه دانش
آموزهشگر اين بوپژو
yى داشته باشنـد.جه كمتـرها استفاده كنند و نسبت به دامنـه تـو

ان به اينن دانش
آمـوزناگـو گوِف پاسخ
هـاىنه
هاى زير معـرنمـو
ال است:سؤ
د است و قسمتىن دامنهCى اعداد حقيقى محدو تابع نيست، چو�

 مىCباشد.xاز اعداد 
تى است.اى دامنهCهاى متفاوا دار تابع نيست، زير�
اند است و مىCتـودار آن محـدون دامنهCى نـمـو تابع نيسـت، چـو�
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اند چند پيام داشتـهان مى
تـواين استدلال اين دانش
آمـوزبنابر
ائه شـده درى به مثال
هـاى ارجه و دقـت وباشد كه يكى عـدم تـو

سىى عدم استفاده
ى معلم از كتاب
هاى درسى و ديگركتاب در
ىگاريا عدم تأكيد معلم به مثال
هاى خاص است كه منجد به ناساز


ىجودانش مو
د با تجربه
هاى قبلى دانش
آموز شده است. همـه
د داشته باشند و هـنـوزجوى كه شايـد واين دلايل و دلايل ديگـر

انهشگر ناشناخته هستند، باعث شد تا همه
ى دانش
آموزاى پژوبر
ست دهند.ال پاسخ درد به اين سؤخورانند در بربه جز يك نفر، نتو

ست داد، به قطعه
قطعهال پاسخ دردى هم كه به اين سؤتنها فر
د درد. با اين حال، اين فرده بوجهى نكـردار تودن دامنه
ى نموبو

دىجـو) دچار اشتباه شد. يعنى با و١ه
ى (دار شمارپاسخ به نمو
دارست او به نمولى پاسخ نادرال پاسـخ داد، وى به اين سؤكه و

ا نشان مى
دهد. كه ايـنك دامنه رجه و دره
ى يك، عدم توشمار
سى
هاى عميق
تر مى
باشد.مند بررت، نيازقضاو

داركت
كننده در مصاحبه نيز، اين دو نموچهار دانش
آموز شر
ها،yى محور ازا تابع دانستند. آن
ها با استفاده از تكنيك خط مور

ا در دو نقطه قطع نمى
كند.دار ردند كه اين خط، نمواستدلال كر
)١ (ِدارد نقاطى از دامنه
ى نـمـوقتى از آن
ها در مورهم
چنيـن، و

د»د ندارجواى آن
ها وى برال شد، پاسخ دادند كه «هيچ مقدارسؤ
ها هر دو تابع
اند». شايد دليـلدارلى در نهايت گفتند كه «نـمـوو

دار، تعريـIاجه شدن با نمـواين امر، اين باشد كه آن
هـا در مـو
دند كه با استفـاده از ايـندند و فقط سعـى كـرش كـراموا فرتابـع ر

ا تشخيص دهند.ها رداردن نموتكنيك، تابع بو
ان يكى ازها به
عنـوداريافته
هاى اين بخش نشان داد كه نـمـو

نمايى
هاى تابع، هميشه به
طور مستقيم با ايده
ى تابعمهم
ترين باز
ان در تفسيرند. دانش
آمـوزتبط نمى
شوان مـردر ذهن دانش
آموز

ى، به شكل جدى مشكلدارنمايى نموم تابع با استفاده از بازمفهو

سطها تـودارست نمـوف ديگر، تعبير و تفـسـيـر درند. از طـردار
ابستـه اسـت. درم تابـع وك آن
ها از مفـهـوان، بـه دردانش
آمـوز

ت زير خلاصـهان به
صورا مى
توع، يافته
هاى اين بخـش رمجمو
ان:د كه دانش
آموزكر

د،اى آن
ها تعريI نشـده بـواى  برyـ به نقاطى از دامنـه كـه 
دند.جهى نكرتو

دند،احتى به
كار مى
برا به رها رyى محور ازـ تكنيك خط مو
دارنموها، بايد yى محور ازدند كه خط مولى از اين نكته غافل بوو
كان دراقع دانـش
آمـوزا حداكثر در يك نقطه قـطـع كـنـد. در ور

صحيحى از دامنه نداشتند.
ا تابعد يا قطعه
قطعه باشد راى دامنه
ى محدوى كه داردار ـنمو

نمى
دانستند.
اىـ به
طور كلى، آن
هـا اسـتـدلال
هـاى قـانـع
كـنـنـده
اى بـر

كط به درانى تا حدى، مربودند و اين ناتوائه نكرپاسخ
هايشان ار
ى اين دانش باگارم دامنه و عدم سازان از مفهوضعيI دانش
آموز

د.تجربه
هاى قبلى آن
ها بو
مك مفهـواى دردند كه بـر اين يافته
ها بيانگر اين حقيـقـت بـو

ىدارنمايى نمـوى از بازمند فهم عميق
تـران نيازتابع، دانش
آمـوز
هستند.

ط بهالات مربويافته�هاى حاصل از تجزيه و تحليل سؤ
مول�هافر

ح دهيد.ا شرد رل زير،تابع است؟ پاسخ خومو. آيا فر١ال سؤ

  

f:R → R

f(x) = 1
x




م تابع دران از مفهوك دانش
آموزسى درال، بررهدف اين سؤ
ال جزو مثال
هايى باشدد و سعى شد اين سـؤلى بومونمايى فرباز

ِف پاسخ
هاىنه
هاى زير معران آشنا است. نمواى دانش
آموزكه بر

قاعده�اى كه تو
اى تعيين يكان برسط دانش�آموز

تابع به�كار مى�رو
م ـسمى اين مفهود با تعريـO ر انند اين تعريOانى كه مى�تواى دانش�آموزحتى بر ت استند ـ متفاوا به�كار برر
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ال است:ان به اين سؤدانش
آموز
x  اى ن تعريh نشده، بىCمعنى است. به از تابع نيست، چو� =0

f    به دسـت نـمـىCآيـد  yاى ى برمـقـدار ت اگر دامـنـهC بـه صـور،(0)
  f:R  باشد، تابع است.→0<

R   تابع نيست، � − 0{ } ،  x =0.
دار و هـم ازى نـمـوا طبـق تـعـريـh و هـم از رو تـابـع اسـت، زيـر�

د.ب مىCشودامنهCى آن تابع محسو
 تابع است،�

  

f (x) =1

y = 1
1

 و 
  

f (x) = 2

y = 1
2

. 

ح دهيد.ا شرد رل زير تابع است؟ پاسخ خومو. آيا فر٢ال سؤ


 
f:R → R

f(x) = x

 ـاكثر دانش
آموز ل،موط به فرنمايى مربوالات بازانى كه به سؤ 
انستند اعضايى از دامنه
ى داده
احتى توست دادند، به رپاسخ در

د، ببينند.ا كه تابع در آن تعريI نشده بوشده ر
ان پاسـخخى از دانش
آموزـ يكى از دلايلى كه باعث شـد بـر

f:R)فى تابعجه آن
ها به نماد معرست دهند، عدم تونادر → R)

لمو با ايـن دو فـرًان، قبـلااقع، بعضـى از دانـش
آمـوزد. در وبو
ليه از تابع كه دامنه
هاى صحيح داشتند، آشناان مثال
هاى اوبه
عنو

 ايـنًا تابع دانستـنـد. مـثـلادند و بدين جهـت، ايـن
هـا رشده بـو
x  اىبر xدار تابعسم نموان، با ردانش
آموز و با استفاده از 0≤

ل تابعمودند كه اين فرها، استدلال كرyى محور ازتكنيك خط مو
است.

نده، به اينه بر اين
ها، هيچ
يك از چهار مصاحبه
شوـ علاو
د كه ايـنجه بـوستى ندادند و اين نكـتـه قـابـل تـوال پاسـخ درسؤ

ا به
كارا مى
دانستند و آن
ها رش
هاى مختلفى ران، رودانش
آموز
فق ماندند.ست ناموائه
ى درانجام در ارلى سردند، ومى
بر

ط بهالات مربويافته�هاى حاصل از تجزيه و تحليل سؤ
تابع ثابث

حا شرد رت
هاى زير تابع هستند؟ دلايل خـوال: آيا عبار سؤ
دهيد.

  y = 4

x (  yاى همه
ى مقادير (بر = 4

  y = 4(x ≥ 2)

م تابعان از مفهـوك دانش
آمـوزسى درال، بررهدف اين سـؤ
ت
هاى مختلI و شناسايى مشكلات احتمالى آن
هاثابت در عبار

د.نمايى به حالت ديگر بوكت از يك حالت بازدر حر

ال اصلى تحقيقپاسخ به سؤ
نگـىسى و تحليـل چـگـو يكى از اهداف اين تحقـيـق، بـرر


هاى راستفاده
ى دانش
آموزIهاىسمى تابع و تصوران از تعري
د. تجزيه و تحليل پاسخ
هاىفته در ذهن آن
ها بوم شكل
گرمفهو

ان در حينان نشان داد كه تنها تعداد كمى از دانش
آموزدانش
آموز
گى
هـاىى ويژنمايى
هاى مختلI تـابـع، بـر رودن با بازكار كـر

ان گفت كه اكثركز شدند. به
طور كلى، مى
توتعريI تابع متمر
جن و نمايش زوهاى ودارد با نمايش نمـوخوران در بردانش
آموز

ح ببيننـد.ضوا به وگى
هاى تعريI تابـع رانستند ويـژتبى، تـومر
ل،موى و فـردارنمايى
هـاى نـمـود با بـازخوران در بـردانش
آمـوز

ا كنار گذاشتند و با استفاده از تكنيك
هايـى كـه درتعريI تابع ر
داختند. هميندن پردست داشتند به استدلال تشخيص تابع بـو

د با هر كـدام از ايـنخورا در برتـى رامر، پيچيدگى
هـاى مـتـفـاو
د كهد. علت اين امر ايـن بـود آورجواى آن
ها به
ونمايى
هـا بـرباز

د تكيه داشتند تا تعريIب قبلى خوان بيش
تر به تجاردانش
آموز
دار ناآشنا دچار مشكـلد با يك نموخورى كه در بـرتابع، به
طور

نه
هاى آشنا بهليه و نمواص مثال
هاى اوجه به خومى
شدند و با تو
نگـىان چگوال
ها پاسخ دادند. به
طور كلى، مى
تـوع سؤاين نو

ت زير خلاصها به
صوران از تعريI تابع راستفاده
ى دانش
آموز
د:كر
اىا بــردنـد تـعـريـI تـابــع ران قـادر بـو بـيـش
تـر دانـش
آمــوز�

تب ياج مرت زونمايى
هاى ساده از جمله نمايش تابع به
صورباز
ليه
ىنه
هاى اون كه جزو نمـوهاى ودارت نمـونمايش آن به
صـور

اتاى ايجاد تصـورصت كافى بـرم است تا فـرلاز

مينه�سازىم تابع و زان نسبت به مفهودانش�آموز

ك مفهواى دربر
دم اصلى تابع ايجاد شو
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مفهو
م تابع يكى از اساسى�ترين مفاهيم رياضى

نده�ها از دورگيراست كه ياد
ان ابتدايى تا دانشگاه،

ندكار داربا آن سرو

ائه دهند؛نمايش تابع هستند ار
گى
هاى تعريI تابع اسـتـفـادهان از ويژمانى كه دانـش
آمـوز ز�

دند تكيهده بو تجربه كـرًدند، بيش
تر به مثال
هايى كه قبلانمى
كر
ك كلى و مبهمـى از تـعـريـI تـابـعداشتند و به
طـور كـلـى، در

داشتند.

شىصيه�ى آموزسخن پايانى: چند تو
ائهشى زير ارصيه
هاى آموزاساس يافته
هاى اين مطالعه، تو بر
د:مى
شو

انات دانش
آموزاى ايجاد تصورصت كافى بـرم است تا فر لاز�
م اصلى تابعك مفهـواى درى برمينه
سازم تابع و زنسبت به مفهـو

د.ايجاد شو
م تابع،ان نسبت به مفهوهاى دانش
آموز آشنايى معلمان با تصور�

دن مشكلات و پيچيدگى
هايى كه ممـكـنف كرطراند به بـرمى
تو
د، كمكم تابع در ذهن آن
ها شكل گيرسمى مفهواست با تعريI ر

كند.
ع از تابـع
هـاىعه
اى از مثال
هـاى مـتـنـودن مجـمـواهم آور فـر�

ان مفيدات دانش
آموزاى تقويت تصورسط معلمان، برمختلI تو
است.

هى رياضى و به
ويژنمايى
هاى چندگانه در يادگير استفاده از باز�
م تابع، يعنى اتصال، مقايسه و تبديل از يك حالتى مفهويادگير

ان كمك مى
كند تانمايى به دانش
آموزنمايى به حالت ديگر بازباز
م تـابـع ر ا درت
هاى نمايش و تـشـخـيـص مـفـهـواننـد مـهـاربتـو
انند بين آن
ها، اتصال ونمايى
هاى مختلI كسب كنند و بتـوباز
ار نمايند.قرتباط برار

شتپى�نو
1. Hamley

2. Hedrick

3. Unifying

4. Flips

5. Slides

6. Bredenbach

7. Hawks

8. Nichols

9. Carlson

10. Dreyfus

11. Procept*

هدش هتخاس موهفم ىنعم هب concept و دنيآرف ىنعم هب process ى
هملك ود زا موهرف *
.تسا

منابع

سىالO) فار
، پايان
نامهمىتقاء مفاهيم رياضى عـمـوى در ارلوژنقش تكنو). ١٣٨٤شتى، حميـده. ( سر.١
ش رياضى، دانشگاه شهيد بهشتى.شد در آموزشناسى ارجه كاراى دريافت دربر
ششد آموزمجلهCى ر). ماهيت رياضى. ١٣٨٣گس. (تاضى مهربانى، نـرا؛ مرهر گويا، ز.٢

هـش ومان پژوشى، سـازات كمـك
آمـوز، دفتر انتـشـار٢٨ـ٣٦، صص ٧٦ه
ى ، شمـاررياضـى
ش.ش
وپرورت آموزارشى، وزى آموزنامه
ريزبر
ه
ى حسابان.ش رياضى در حـوز)، چالش
هـاى آمـوز١٣٧٩ ـ ٨٠ضا. ( مدقالچى، علـيـر.٣

شى،ات كمك
آمـوز، دفتر انتـشـار٤ـ١٠، صص ٦١ه
ى ، شمـارش رياضـىشد آمـوزمجلـهCى ر
ش.ش
وپرورت آموزارشى، وزى آموزنامه
ريزهش و برمان پژوساز

ب) انگليسى
4. Akkoc, H. & Tall, D. (2006). AMismatch Between Curriculum

Design and Student Learning: The Case of the Function Concept,

Proceedings of the sixth British Congress of Mathematics Education

held at University of Warwick, pp.1-8.

5. Breidenbach, D., Dubinsky, E., Hawks, J. & Nichols, D. (1992).

Development of the process Conception of Function, Educational

Studies in Mathematics, 23, (3), pp. 247-285.

6. Carlson, M. (1999). A Study of Second Semester Calculus Students'

Function Conceptions. Published in Proceeding of PME 23.

7. Davis, Gray E; Mc Gowen, Mercedes A. (2002). Function Machines

& Flexible Algebraic Thought. Proceeding of the 26th International

Group for the psychology of Mathematics Education, University of

East Anglia, Norwich, U.K.

8. Hamley, H. R. (1934). The Function Concept in School Mathematics.

The Mathematical Gazette, Vol. 18, No. 229. pp. 169-179.

9. Hedrick, E.R. (1938). The Function Concept in Dlementary Teaching

and in Advanced Mathematics, The American Mathematical Monthly,

Vol. 45, No. 7. pp. 448-455.

10. Sajka, M. (2003). A Secondary School Students' Understanding

of the Concept of Function: A Case Study, Educational Studies in

Mathematics, 53, (3), pp. 229-254.

11. Tall, D. (1997). Function and Calculus, In A. J. Bishop et al (Eds),

International Handbook of Mathematics Education, pp. 289-325.

12. Tall, D. & Vinner, S. (1981). Concept Image and Concept Defintion

in Mathematics with Particular Reference to Limit and Continuity.

Educational Studies in Mathematics, 12, pp. 151-169.

13. Vinner, S. & Dreyfus, T. (1989). Images and Definitions for the

Concept of Function. Journal for Research in Mathematics Education,

20. (4), pp. 356-366.



ه�ى بيست هفتم دور
٣ه�ى شمار

٨٩١٣٣  بهار  ٤

سى ويژگى�هاىبرر

نغمه حاجى صادقى
ان تهر٢شناس رياضى و معلم رياضى ابتدايى، منطقه�ى كار

ش معلماننامه�هاى آمـوزبه�دليل اهميت نقش معلم، بـر
ششد آمـوزدار است. مجـلـه�ى رخـوره�اى بـراز اهميـت ويـژ

ظاي2ان يكى از وا به�عنود كه اين مهـم ررياضى در نظر دار
نى در مجلـه بـا، ستـواصلى خويش بداند. به�هميـن�مـنـظـور

ايت�هاى معلمان رياضى باز شده است تا از طريقان روعنو
ارقرديك�ترى با معلمان ريـاضـى بـرابطه�ى نـزانيم رآن، بتـو

صتاى محققان و معلمان محقق فرايت�ها بـركنيم. اين رو
شى ود تا به تبيين نظريه�هاى آموزد مى�آورجونده�اى به�وارز

شـد،س و عمل مـعـلـم مـى�جـوتدريـس كـه از دل كـلاس در
 عملًمى�آيند و مجـدداند. آن�گاه نظريه�ها به عـمـل دردازبپر

آيند هم�چنان ادامه پيداد و اين فربه نظريه كشانده مى�شو
مى�كند.

اى ماا برد رايت�هاى خـود كـه روامى انتظـار مـى�روان گراز همكـار
اد، زيرار گيرم قرشمند است كه در اختيار عمومانى ارزستند. علم زبفر

كات علم نشر آن است. معلمان عزيز بايد به اهميت تجربه�هـاىكه ز
ند.دازدن آن�ها بپرند و با پويايى به غنى�تر كراق2 شود وخو

هاضلعى� ر�چها
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مقدمه
حان مطرا در ايرايتى كه به دنبال مى�آيد، تجربه�ى جديدى ررو

اجشان و روج از ايرد قدمتش در خارجومى�كند؛ تجربه�اى كه با و
دان، مورش معلمان در ايـره�ى آموزدر مجامع تحقيقـى، در حـوز

ى تدريـسدارفته است. اين تجـربـه، فـيـلـم�بـرار گـرجهـى قـركم�تـو
ى است.ش ود معلم، و به منظور آمـوزسط خوسى تـوكلاس در

ف هيأت تحريريه�ى مجـلـه بـه ايـشـان تـبـريـك مـى�گـويـم كـهاز طـر
ى�هاى عميق�تر است،ا كه مقدمه�اى بر يادگيردنقدى رت خوجسار
ده�اند.د ايجاد نمودر خو

ع تحـقـيـقـاتضـواريم كه اين تـجـربـه�هـا، بـه تـدريـج مـوامـيـدو
دد.ه گرعى در اين حوزاثربخش و متنو

دبيرسر

مس هندسه در سال چهـارش درنامه�ى آموزقسمتى از بـر
ستى از تعـاريـ; وى فـهـره�ى ابتدايى بر مبـنـاى يـادگـيـردور
سىان است. بررسط دانش�آموزضلعى�ها توگى�هاى چهارويژ

اهنمايى همم رضلعى�ها در سال دوگى�هاى چهارو اثبات ويژ
ىآموزه�ى كارمانى كه دورد. زار مى�گيرسى قرد بحث و بررمور
جه شدم كه بهاندم، متواهنمايى مى�گذرم را در سال دود رخو

جبگى�ها و تعاريـ;، بـيـش�تـر مـودن ايـن ويـژخاطر سـپـر
ان شده و چه بسا تعداد زيادى از آن�ها ايناهى دانش�آموزگمر
اهد نشـاندند. در حقيقـت، شـوده بـوش كراموا فـراص رخو

ار و به شـكـلان، فقط بـا تـكـرمى�دادند كـه اگـر دانـش�آمـوز
ند،دازگى�ها بپـردن اين ويـژاهند به حفـظ كـرار بخوطـى�وطو

ت�هاى چهارد كه شباهت�ها و تفاواهد بوايشان مشكل خوبر
اهنمايى هم به خوبـىم را بيان كنند و در سـال دوضلعى�هـا ر

ى ازك عميق�ترگشته و دره به  اين مفاهيم بـرانند دوبارنمى�تو
اين مفاهيم پيدا كنند.

جه به اين نكته كه مشاهده و مقايسه�ى دقيـق اشـكـال،با تو
ابطك حقـايـق و رواى كشـ; و درسيله�ى بسيار مـنـاسـبـى بـرو

ط به آشنايى باسى فعاليت�هاى مربـوهندسى است، پس از برر
سـى بـا ايـن هـدف كـهضـلـعـى�هـا در كـتــاب دراص چـهـارخـو

اصى و تجربه، به خوه�گيردى با اندازان به�طور شهودانش�آموز
سم شكلاى راص برند و از آن خوضلعى�ها پى ببرد در چهارجومو

احىم ابتدايى طراى پايه�ى چهارا برآن�ها استفاده كنند، فعاليتى ر
دم.كر

هى مختلفى از ابتداى سالدر كلاس من، فعاليت�هاى گرو
دند و از آنجاهى آشنا بوان با كار گرود، دانش�آموزا شده بواجر

انان هدايت�كننده�ى دانش�آمـوزكه نقش من در كلاس به عنـو
د، انتظار نداشتند كه در فعاليت آن�ها دخالت مستقيم كنم وبو

ا تدريس و تمرين�هاىعى رضوان معلمى كه فقط موا به عنومن ر
اين،ا حل كنم نمى�شناخـتـنـد. بـنـابـرع رضوط به آن مـومربـو

گير فعـالـيـت�هـا مـى�شـدنـد و بـه كـمـك هـمان دردانش�آمـوز
ده و اگر با مشكلى روبه�روا پيش برد، فعاليت�ها ره�هاى خوگرو

ا حل كنند.ه آن ردشان در گرودند خومى�شدند، تلاش مى�كر
ىداراى فيلم�بران برد يكى از همكارار بونامه�ى قبلى،قرطبق بر

استم در مقابل دوربين كلاسبه كلاس من بيايند. از اين�كه مى�خو
لين باراى اودم برده بوا كه تا به حال تجربه نكره و فعاليتى را ادارر

ااحل زير رد كلاس شده و مرارا كنم، با هيجان و تپش قلب واجر
اى فعاليت انجام دادم.اى اجربر

د نشستنـد.ى خو نفر٦ يا ٥ه�هاى ان در گروابتدا دانش�آمـوز
ى�الاضلاع،ازايى مـتـوسپس يك پاكت شامل شكـل�هـاى مـقـو

هنيا و خط�كش در اختيار هـر گـروى و مربع، گـومستطيل، لـوز
گذاشتم.

جه به صفات شكـلچه با تـواسامى شكل�هاى هندسـى اگـر
دادى داشته و در جلساتارلى بيشتر جنبه�ى قرانتخاب شده�اند، و

فى وان معرا به دانش�آموزقبل با نشان دادن شكل�ها، نام آن�هـا ر
دم.ده بوى كريادآور

استـمده و از آن�ها خوا آغاز كـرد ران فعاليت� خـودانش�آمـوز
ننـد.ا حدس بزشته شـده رستى خاصيت نـوستى يا نـادرابتـدا در

سىا بررد رستى حدس خـود، درجوار موسپس با استفاده از ابـز
كنند.

ا در پاىگه�ى فعاليت رل كشيده شده در برلى مانند جدوجدو
گه�ى فعاليت� در زير آمده است.نه�اى از برتخته كشيدم. نمو
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دم كهده و مشاهده كره�ها سرزدر حين انجام فعاليت، به گرو
اىا برى ضلع�هاى روبه�رو) رل (تساوگى� اوه�ها، ويژخى از گروبر

گى�هاخى ديگر، همه�ى ويژدند و برسى مى�كرهر چهار شكل برر
ده و سپس شكل بعـدىسى كرل) بررن اواى يك شكل (ستوا برر
جب تعجب اكـثـرال موار مى�دادند. يك سـؤد مطالعـه قـرا مورر

اا هر چهار شكل دارگى�ها رخى از ويژا برد كه چره�ها شده بوگرو
ه�هاسيد كه گروسش، به نظر مـى�ردن اين پرح كرهستند؟ با مطـر

ان با هم تبادل�نظركت مى�كنند. دانش�آموزدر جهت مناسبى حر
تايش مهـاردند و با افـزطه استفـاده مـى�كـرار مربـوده و از ابـزكر

دندگير شده بود، درى كه يكى از اهداف اين فعاليت بوه�گيرانداز

اىه�ها برا داشته باشد. گاهى گروى ره�گيرتا كمترين خطاى انداز
ده واطمينان بيشتر، از دو يا سه خط�كش مختلـ; اسـتـفـاده كـر

 دقيقه، كـار٢٠دند. پس از سى مى�كرا بـررد رستى حدس خودر
سط يكى ازى تخته تول كشيده شده روه�ها پايان يافت و جدوگرو

احل كاره كامل شد، و ضمن آن، دانش�آموز مراعضاى هر گرو
د.ا بيان مى�كرد ره خوو حدس گرو
استم تا با مـداده خوان هر گـروحله، از دانش�آمـوزدر اين مر

ىا كه با شكل� ديگرگى� رط به هر ويژنگى، دور علامت�هاى مربور
ى تختـه،مان، همان�كار روند، خط بكشنـد و هـم�زشباهت دار

ل مشابه، بـا اسـتـفـاده ازان در جـدوسط يكـى از دانـش�آمـوزتـو
نگى انجام شد.گچ�هاى ر

ايهه�هـا ارسط گرول كامل شده تـونه�اى از جـدودر زير، نمـو
د:مى�شو

نـگ آبــى، ر← ❐مـز، نـگ قــر ر← ❍ل:اهـنـمـاى جــدور
نگ سبز ر← ∆ 
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ه:نام اعضاى گرو

شته شده است.گى�هاى چهار ضلعى�ها نول زير، ويژدر جدو
ن.ا علامت بزسى كن و آن را بررگى راى هر شكل، ويژبر

ضيح دهيد.سيد؟ تواز انجام اين فعاليت به چه نتيجه يا نتايجى مى�ر
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ه هستند.همه�ى ضلع�ها هم انداز

مربعىلوزمستطيلى�الاضلاعازمتو

سيدهسط يك دانش�آموز پرال تول، اين سؤپس از تكميل جدو
ست است كه مربع، همـه�ىل، آيا درجه به اين جدوشد كه با تو

حد؟ با طرا دارى�الاضلاع رازى، مستطيل و متـوگى�هاى لوزويژ
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ى بـهجه بيشـتـران با توسش، دانش�آمـوزاين پـر
دندنگى كشيده بوابطه�ى خط�هايى كه با مداد رر

الح سـؤاى طردند و دست�هاى زيادى بـرپى بر
صت دادم تا باه�ها فرفت. آن�گاه، به گروبالا ر

يكديگر بحث كنند و نتايج به دست آمده از اين
د، ثبت نمايند.گه�ى فعاليت خوا در برفعاليت ر

هال�هاى هر گروى و سؤدر پايان، نتيجه�گير
ال�هـايـى از قـبـيــل ايــن�كــهح شـد. سـؤمـطــر

گى�هاى هر شكل كدامند؟ويژ
ت�هاى چهار ضلعى�هـاـ شباهت�ها و تفاو

چيست؟
عـىى و مسـتـطـيـل، نـوـ آيـا مـربـع، لـوز

؟ى�الاضلاع هستند يا خيرازمتو
ى�الاضلاع ناميد؟ازعى متوا نيز نونقه ران ذوزـ آيا مى�تو
ى است؟عى لوزعى مستطيل است يا مربع نوآيا مربع نو

و…
سش�هاىفتند و به پرار گرد بحث قـرال�ها مورهمه�ى اين سؤ

ان، پاسخكت همه�ى دانش�آمـوزح شده در كلاس، با مشارمطر
داده شد.

ان و باسط يكى از دانش�آمـوزه، جمع�بندى� نهايى تـوبالاخر
سيد.كمك من انجام شد و اين فعاليت به پايان ر

د و در جلسـه�ىاى يك جلسه تنظيـم شـده بـواين فعاليت بـر
سىط به چهار ضلعى�ها كـه در كـتـاب دربعدى، مطالب مـربـو
ى وه�گيرد ضمن انـدازان خون دانش�آمـوزآمده، مرور شد. چـو
دند، فعاليت�هـاى كـتـابده بواص پى بـرتجربه�ى عملى بـه خـو

سمن مشكل انجـام مـى�دادنـد و هـنـگـام را كامل و بـدوسـى ردر
دند.د استفاده مى�كرچهار�ضلعى�ها، به خوبى از تجربه�هاى خو

مـانسد اگر زنامه�ى اين فعاليت، به نظر مى�ربا بازبينى در بر
فتهان در نظر گـرسط دانش�آمـوزاى انجام فعاليـت تـوى بـربيشتـر

اى پاسـخ بـهچالشـى كـه بـرهاى پـرجه به گفـتـگـومى�شد، بـا تـو
ى انجام شد،ان در كلاس و هنگام نتيجه�گيرال�هاى دانش�آموزسؤ

ى�الاضلاع، مستطيـل،ازضلعى�ها (متوانستيم حتى چهـارمى�تو

اند دانش�آمـوزا به كمـك خـوى) رمربـع و لـوز
 Rكنيم.تعري

ى،داردر پايان فعاليت و خاتمه�ى فيلـم�بـر
ن نقصدم. هر چند اين كلاس بدوشحال بوخو
انسـتـملى حداقل با ديدن فيـلـم مـى�تـود، ونبـو

ا مشاهده كنم و ازعيب�هاى فعاليت و كلاسم ر
ان تجـربـه�اى در سـال�هـاى بـعـدىآن بـه عـنـو

تدريسم استفاده كنم.

اهد نشان مى�دهد كهشو
اناگر دانش�آموز

ار و بهاهند با تكربخو
ار به حفظطى�وشكل طو

گى�هاىدن ويژكر
ند،دازضلعى�ها بپرچهار

د كهاهد بومشكل خو
انند شباهت وبتو

ضلعى�هات�هاى چهارتفاو
ا بيان كنندر
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ىارب هىار جستجوىدر
شيماب گرزب ىاه هديا  كش�

جلوى ار افسانه حيدر
ياضىياضى و دبير رش رشد آموزشناسى ارى كاردانشجو

ى نادانى كار كند،انه و از روكوراى اين نيامده كه كوربشر بر
سـت اسـت در جـدال و بـا آن�چـهسـتـه بـا آن�چـه نـادربـلـكـه بـايـد پـيـو

است در جنگ باشد.نارو
نان»نست رف ار«ژوز

مقدمه
فه�اى معلمان رياضـى يـكسعه�ى حـرنگى تومطالعه�ى چـگـو

استا،ش رياضى بيان شده و در اين رهدف تحقيقى مهم در آموز
ش�هــاى تــدريــس،ش�هــا و مــطــالــعــه�ى رواع نــگـــرتــحــلــيــل انــو

ان از اهميتماندهى گفتمان كلاسى و فعاليت�هاى دانش�آموزساز
دار است. يكى از نتايج اين مطـالـعـات ايـن اسـتخوره�اى بـرويژ

ح و انتخاب يك تكليRكه به معلمان رياضى كمك كنيم تا در طر
ا به�خوبىت�هاى ايجاد آن رب، ماهيت اين گفتمان�ها و مهارخو

نامه�هاىسعه، از طريق برد كه اين توصيه مى�شـودريابند. لذا تو
د. در ايـنت پذيـرش ضمن�خدمت و قـبـل از خـدمـت صـورآمـوز

سش تدريس يك تكليR در يك كلاس درنه�اى از روشته، نمونو
د.ائه مى�شورياضى ار

احـىسط كـسـى طـرشى تـوطبق تعـريـR، تـكـلـيـ�Rهـاى آمـوز

اى هدفى با اثرد؛ آن�ها برا شوى، اجرسط كس ديگرد تا تومى�شو
).٢٠٠٧ان، ن و همكارند» (تامپسواحى مى�شوقصد شده، طر

 تكلي; رياضى.ه�ها:اژكليد و
لفانى مـؤى تكميلى از سـوان كـار، تكلي; به�عـنـوًلامعمـو

د تاان تهيه مى�شـواى دانش�آموزسى يا معلمان، بـركتاب�هاى در
احـى،ند. طردازآنان در كلاس يا در خانه، به انـجـام آن�هـا بـپـر

ا�ـقت زيادى از دانش�آموز و معلم رانتخاب و انجام تكليـ;، و
د اختصاص مـى�دهـد و درسه�ـ به خـوچه در خانه و چـه در مـدر

سعه�ى فكر و تعميقاند باعث توت استفاده�ى مناسب، مى�توصور
ش معلمان در اينت آموزد. لذا ضروران شوى دانش�آموزيادگير

صيهان رياضى تـوشگرى اجتناب�ناپذير اسـت. آمـوزمينه، امـرز
ند تا دانش�آموزاحى شونه�اى طرمى�كنند كه تكالي; يا مسائل به گو

سى رياضى�اشانگير مفاهيم پيش�بينى�شده در كتاب�هاى درا درر
).١٣٨٢ا، ن از چمن�آركنند (نقل به مضمو

ا نسبـت�بـهانند دانش�آموز و مـعـلـم رچنين تكالـيـفـى مـى�تـو
)١٣٨٤ا همانطور كه گويا (گاه�تر كنند، زيرهماهنگى رياضى آ

) اظهار داشته است، «معلمى كه نسبت�به٢٠٠١به نقل از هوو (

ساى كلاس درچگونگى انتخاب تكالي� بر
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ان كمكاند به دانش�آموزهماهنگى رياضيات نابينا است، نمى�تو
متى در معلمان، لازاى ايجاد چنين بصيـرا ببينند.» بركند تا آن ر

د نياز تدريس شناخته شده و به�دنبالاست كه دانش رياضى مور
احىش�هاى قبل و بعد از خدمت معلمان طرنامه�هاى آموزآن، بر
ىان، در گرو يادگيرى رياضى دانش�آموزدند. يادگيـرا گرو اجر

افت�ها و پيچيدگى�هاىى، از ظرمعلمان است و اين هر دو يادگير
اى هر)، بر٢٠٠٧ان (ن و همكاردار است. تامپسـوخورفى برژر

ند:ا در نظر مى�گيرتكلي;، يكى از سه هدف زير ر
 (كه١ى مى�كندارل فعاليت�هاى تكرا مشغوندگان ر. يادگير١

ند.)ان تمرين شناخته مى�شوگاهى به�عنو
 مى�كند.٢اعىتاب انتزگير بازا درندگان ر. يادگير٢
ندگان واى ايجاد بحث�هايى كه يادگيرسان بر مدر٣. تمايلات٣

ان هدف گفتمان درا به�عنـود رمعلمان، فعاليت در حال انجـام خـو
٤مانل زچه اين سه هدف در طوند، حمايت مى�كنند. اگرنظر مى�گير

).٤١٦ اما در هر لحظه قابل تميز هستند» (ص ٥ندهم تنيده مى�شودر
احى و انتخابش طرت آموزه به ضرورآن�ها در ادامه، با اشار

سعه�ىا از دو جنبه، در تو تكلي; ر٩تكلي; به معلمان رياضى، 
فه�اى معلمان رياضى مهم مى�دانند:حر

ال;) به دانشجو�ـ معلمان و معلمان رياضى كمك مى�كننـد
فته�اند، انسجام بخشند؛انند به مفاهيم رياضياتتى كه ياد گرتا بتو

صت بحثمينه�اى ايجاد كنند كه در آن�ها، فرانند زب) مى�تو
انك منسجمى كه در دانش�آموزى و استفاده از فهم و درگيرو به�كار

).٢٠٠٧من، لسن و سيلورن، كارد (تامپسواهم شوايجاد شده فر
ست آن�ها وماندهـى دراع تكالي; رياضى و سـازتحليل انـو

ان،تباط بين آن تكالي; و فعاليت�هـاى دانـش�آمـوزمطالعـه�ى ار
ا تشكيل مى�دهـد وح و انتخاب هر تكلي; ريـاضـى راساس طر

م است كه معلمان،د، لازاى اين�كه انتخاب مناسبى ايجاد شوبر
ا ايجاد كنند.تباط راين ار

مينه�ىبه اين منظور در سال�هاى اخير، مقاله�هاى زيـادى در ز
ح تكالي; رياضى در سطح جهانى منتشر شده است كه هريـكطر

اى معلمان رياضى باشـد.اهنمايى مفيدى برانـد رى، مى�توبه نحو
احىمينه�ى طر) مدلى در ز٢٠٠٧ (٦كزس�تيج و پران مثال، پربه�عنو

ائه داده�اند و بيان داشته�انـد كـهس رياضـى ارتكالي; در كـلاس در
ثر باشد. اين مـدل،اند مـؤش معلمان مى�تـواى آموزساختار آن بـر

ِع اصلى تشكيـل�دهـنـده�ى دانـشضواساس مـومطابق نقـشـه�اى بـر

ح شده است:س هستند، مطرتبط با اتفاقات كلاس درمعلمان كه مر
دن و حضور در كلاسدى كه در اثر بو خر:٧د عملى خر.١

د؛س كسب مى�شودر
سىنامـه�هـاى دردانشى كـه از بـر: ٨فـه�اى سنت�هـاى حـر.٢

د؛س و تجربه�ها و تحقيقات حاصل مى�شود مدارجومو
٩نـــدهريـــاضـــى دانـــش يـــادگـــيــــر از زآمـــو�دانـــش دـــوخِ .دانـــش٣

).٣٨٢ (ص

ش معلمان رياضىاى آموزاحى يك تكلي2 برنه�اى از طرنمو
ش معلماناى آموزا برسى ر)، در٢٠٠٧ان (ن و همكارتامپسو

دند كه معلمان،دند و در آن از فعاليت�هايى استفاده كراحى كرطر
ك كنند.ا درد، نياز به انجام تكلي; ربا تجربه�هاى شخصى خو

دنددند كه حدس مى�زاحى كرا طر رmodبه�طور مثال، آن�ها تابع 
ند.دن به آن نداراى فكر كراه�هاى حا ضر و آماده�اى برمعلمان، ر

سـطآن�چه كه درپى مى�آيد، خلاصه�اى از انجام اين تكليـ; تـو
ه شده است.آنان است كه در آن مقاله به آن اشار

 در تعري;b و a فكر مى�كنيم كه ًلاها، «معمو به گفته�ى آن
»a mod b27   ًار است. مثلاقـراى اعداد حسابى بـر» بر mod 3

 تقسيم كنيم، باقيمانده�اش صفـر٣ا بر  ر٢٧ا اگر صفر است زير
27  د و مى�شو mod  تقسيم كنيـم٥ا بر  ر٢٧ا اگر  است زير٢ ،5

ها واى كسرا برانيم اين ايـده ر است. اما مى�تو٢باقيمانـده�ى آن 
aاعداد گنگ نيز تعميم دهيم. تعري; « mod bه�ى اين» كه اجاز

aا مى�دهد اين اسـت. تعميم ر mod bباقيمانده�اى است كه از 
گ�ترين عدد، بزرmقتى كه  به�دست مى�آيد. وa از mbدن كم�كر

aى چـك�تـر يـا مـسـاوصـحـيـح كـو
b

است. بـا ايـن تـعـريـ;، 

  6 / 5 mod2 /1=0/ گ�تـريـن عــدد صــحــيــح، بـزر٣ا زيــر 2
ى چك�تر يـا مـسـاوكـو

  

6 / 5
2 /1

6  اسـت و   / 5 − 3(2 /1) =0/ 2.

6  به�طور مشابه،  / 5 mod(−2 /1) = −1/ گ�ترين- بزر٤ا زير 9
ى چـــك�تـــر يـــا مــــســــاوعـــدد صـــحـــيــــح كــــو

  

6 / 5
−2 /1

و 

  6 / 5 − (−4)(−2 /1) = −1/ )١٢ و ١١ص ( است.» 9
aنه ديم كه چگودر كلاس، تمرين كر mod bاى مقاديرا بر ر

 مقادير مختل;٦ دقيقه ١٧ محاسبه كنيم. معلمان b و aمختل; 
قعد مـودند كه فره يك تصوير ذهنى پـيـدا كـردند تا بالاخـركار كر



ه�ى بيست هفتم دور
٣ه�ى شمار

٨٩١٣٤  بهار  ٠

aمحاسبه�ى  mod bچك�تر ياگ�ترين عدد صحيح كو، ابتدا بزر
aى مساو

b
a بناميد) و سپس، gا ا محاسبه مى�كند (آن رر  − gb

 دقيقه، معلمان با محاسبات١٧ضمن اين ا محاسبه مى�كند. درر
,aصحيح اى مقادير غيرا بر رmodل تعري; مختل;، او b نىدرو

د، به�طور كلى استدلالاى تعميم�هاى خـودند و در پايان، بركر
a  دند كه كر mod b b  قتى كـه و 0≥ a  و  0> mod b قتى كهو 0≤

  b ال ادامه دادند كه «باا با اين سـؤباشد. آن�ها اين فعاليت ر 0<
y  دار  در ذهن، نموmodداشتن اين تعري; از  = mod(x2,2) ار

ه�ى تابـعم شد تكليـ; دربـارنيد.» هنگامى كـه مـعـلـوحدس بـز
  mod(x2,2) ك ايند در فرًاقعااست، معلمان وmodا مى�ساختند ر

,x  ات اند تغيـيـرمان بتـود، هم�زنه�اى كه فـربه گـو mod(x2,2) ار
با تغيير mod(a2,2)  دار ديم كه نموتصور كند. سپس بحث كـر

د. معلمان بايد هم�چنين بـااهد بو چه شكلى خـوaجزيى مقدار 
mod(x2,2)  انند مقدار ند تا بتوآشنا شو x2  دن پيچيدگى مربع كر

ا و كجا تابـعديم كه چرا محاسبه كنند. ما هم�چنين، بحـث كـرر
قتدند كه هرود، بعد از مدتى،  آن�ها استدلال كرشكسته مى�شو

  x2 اين،اهد شد. بنابرج، باشد، مقدار تابع صفر خوعددى زو
>0  اى بر x < دار تابـعدار تابع ماننـد نـمـوفتار كلـى نـمـو ر،2

  y = x2 2  اى و بـر < x < دار تابـعدار تابع مانـنـد نـمـو نمـو،2

  y = x2 2  اى و بر 2− < x < دار تابعدار تابع مانند نمو نمو،6

  y = x2 − انيم ادامه دهيم.تيب، مى�توتر اهد شد و به�همينخو 6

y  ابــع تـودار : نـمـو٢شـكــل  = mod(x2, cos(x))،

  y = mod(x2, x) و   y = mod(x3 ,2) y  دار : نمو١شكل  = mod(x2,2) و

    y = x2 − a,a =0,2.4L

ح دهند كهديم كه شراست كرخوحله، از معلمان دردر هر مر
ار داشـتـيـم ازند و اصـرى دارفـتـارهـا چـه ردارد، نمـودر هـر مـور
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,mod(aم ك آن�ها از مفهوضيحاتشان، ريشه در درتو b) و اين�كه
 تغيير مى�كند داشته باشـد.x با تغيير مقـدار mod(x2,2)  مقدار 

ا ازشان رديم تا تصوراهم كراى معلمان فرصتى برتيب، فربدين�تر
 عميق�تر كنند. سپس تكليفى به آن�ها داديم و از ايشانmodتابع 
y  هاى تـابـع�هـاى فـتـاراسـتـيـم كـه رخـو = mod(x2, cos(x))،

  y = mod(x2, x)  و  y = mod(x3 دنا ابـتــدا بــا حــدس�زر (2,
دار،ا با ديدن نموضيحاتشان ردار آن مشخص كنند و سپس، تونمو

حا شردار رفتار نمواستيم كه ره، از آن�ها خودقيق�تر كنند. بالاخر
)٢د. (شكل ا و در كجا شكسته مى�شودار چردهند و بگويند نمو

له�ى دو تـابـع اوهمـه�ى مـعـلـمـان بـه�جـز يـك نـفـر، دربـار
ضيحـاتضايت�بخشى دادند، اما فقط يكـى از تـوضيحـات رتو

مضيحات، هم مفهود. در اين توضايتبخش بوم ره�ى تابع سودربار
 نشان داده١١ىم هم�تغييرد و هم مفهوده شده بو به�كار برmodتابع 

مچه همه�ى معلمان، به�طـور صـريـح، از مـفـهـود، اگرشده بـو
دند.ده بوى استفاده نكرهم�تغيير

فتن تجربه شخصـىاريم كه معلمان با در نظر گـرالبته اميـدو
حله�ى انجـاما در مـران رد از اين تكالي;، ابـتـدا دانـش�آمـوزخو

حله�ى تجريـدا به مرار دهند و سپس آن�هـا رتكلي; و تمريـن قـر
ق دهند.سو

حله�ىاى يك مـرها، تنها پايانـى بـردارضيح اين نمـوالبته تـو
ا دراستيم معلمان آن ر مى�خوًاقعاد كه والى بواى سؤى برآماده�ساز
د كه:ال اين بوند و آن سؤنظر بگير

اننه ممكن است به دانش�آموزاى اين�كه چگواز اين تكلي;، بر
كا از تعري;�هاى تابـع و درد رات خوايند تصوركمك كنيد تا فـر

فتيد؟ (خلاصه�اى از صفحاتسعه دهند، چه ياد گرى توهم�تغيير
).٢٠٠٧ان، ن و همكار مقاله�هاى تامپسو٤٢٧ تا ٤٢٥

بحث و نتيجه�گيرى
ح مى�كنيـم،ان مطراى دانش�آمـوزا برمانى كه تكليفـى رز

صت دهيم تا هـم بـا ايـن تـكـالـيـ;ان فربايد بـه دانـش�آمـوز
م كنند و هـمهى دست�و�پنـجـه نـرادى يا گروت انفـربه�صـور

ندميان بگذارا با تمام كلاس درد رى�هاى خواتژاه�حل�ها و استرر
مب مستلزه�ى آن�ها بحث كنند. انتخاب تكالي; خوو دربار

دنه�هاى فـكـر كـرآن است كه مـعـلـمـان، هـر روز بـه شـيـو
ىدن روه�ى رياضياتى كه در حال بحث كران درباردانش�آموز

اى روز بعـدا�دهند. انتخاب تكلي; بـرش فرآن هستند، گـو
تاب بـران در بازد، كه به دانـش�آمـوزت گيربايد چنـان صـور

ا داريد كمـكسعه�ى آن�هـا رآن�چه كه شما قصد ايجـاد و تـو
اى كشـ;اهـى بـرى ركند. سعـى كـنـيـد، در جـسـت�و�جـو

انب، دانش�آموزگ باشيد. در يك تكلي; خوايده�هاى بزر
نـد،ن رياضيات مهمى كه قصد داريد آن�ها ياد بـگـيـربه درو

ا، نقل شده در چمن�آر١٩٩٥ايوز، اهند افتاد (لاپان و برخو
).١٣٨٢مستان ز

ا كهسى راى رياضى درم است كه معلمان، محتوالبته لاز
اضح بها به�طور وانند آن رتدريس مى�كنند كامل بدانند تا بـتـو

سيعىاى طي; وا برائه دهند و ايده�هاى رياضى ران اردانش�آموز
گيرا دران رسى نمايند و دانش�آموزان، قابل دستراز دانش�آموز

).٨٤فعاليت�هاى چالش�آور رياضى كنند (گويا، تابستان 

شتپى�نو
1. Repetitive

2. Reflective Abstraction

3. Intention

4. Overtime

5. Intertwined
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7. Practical Wisdom
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9. Learner Knowledge

10. Adaptation

11. Covariation
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ه�ى بيست هفتم دور
٣ه�ى شمار

٨٩١٣٤  بهار  ٢

مريم گويا
نشسته
ى رياضىدبير باز

هاشار
ن تعامـلا مديود رم معنادار خوش رياضى، تـداوشد آموزمجله�ى ر

د كـه مـعـلـمـان ريـاضــى وو تـبـادل�نـظـر دائـمـى بـا مـخـاطـبـان اصـلــى خــو
ش معلمان رياضى هستنـد، مـى�دانـد. بـه هـمـيـنان آمـوزكاردست�انـدر

دليل، بيش�ترين تلاش اعضاى هيئت تحريريه�ى مجله، جست�و�جـو
دهى بـواه�هاى مختلR ايجاد چنين تعامل و تـبـادل�نـظـردن راى پيدا كـربر

م دفتـرلان محتـر كه به همت مـسـئـو١٣٨١شبختانـه از سـال است. خـو
ى يافته وليد و توزيع مجله، نظم بيش�تـرشى، توات كمك�آمـوزانتشار

ى با مجله�ىتباط بيش�ترم ارفته است، معلمان محتراژ آن نيز بالاتر رتير
اىا برد رده�اند و بيش�تر از گذشته، ديدگـاه�هـاى خـوار كرقردشان بـرخو

اتى ديرينه�ى دفتر انـتـشـارند. به هميـن دلـيـل، آرزوسـال دارچاپ، ار
دش رياضى مى�روشد آموزشى و هيئت تحريريه�ى مجله�ى ركمك�آموز

ار شد تانتيجه، با نظر هيئت تحـريـريـه�ى مـجـلـه، قـرتا تحقق يـابـد. در
ضـمـن، ازند. درايـش چـاپ شـون وير و بـدوًسالـى عـيـنـاديدگـاه�هـاى ار

م استدعا داريم كه پاسخ�گو و منتقد ديدگاه�ها باشند وانندگان محترخو
آتر كنند.تر و كارتاب بر آن�ها، معنادارا از طريق بازتعامل و تبادل�نظر ر

 هم�سوًاماح�شده، الزضيح است كه ديدگاه�هاى مطرم به توالبته لاز
شى و هـيـئـتات كمـك�آمـوزبا سياسـت�هـا و ديـدگـاه�هـاى دفـتـر انـتـشـار

ش رياضى نيستند.شد آموزتحريريه�ى مجله�ى ر

مينه�هاى مختل;ى�ها در زآوراع و اقسام نـوار انوها بازاين روز
ه درد؛ بـه�ويـژان داراواج فـراع و ابتـكـار و… روم اسـت و اخـتـرگـر

تاه�تر است و هـمـهش از همه� كـوار ديـوًاش كه ظاهـرش�وپـرورآموز
ند. طبيعى اسـت بـيـش از هـمـهعى از آن بالا بـروانند بـه نـومى�تـو
ن هـمهايى هستـنـد،چـواردن چنيـن ديـوتاهان مشتـاق پـيـمـوقدكـو
ى مى�كننـد.ترفتن احساس بلندى و برانند و هم پس از بـالا رمى�تو

ا كهاهند ببينند. چرتى يا نمى�بينند يا نمى�خوهاى نظارمتأسفانه نيرو
تد و در صـورب نمى�شوم محسـوتاه جرتفاعى چنيـن كـوگذر از ار

نه تخلفات بها بدهند.مشاهده، كسر شأن ناظرين است كه به اين�گو
ه ـ آن هم ازايى تازان است و هر روز ماجراوبگذريم كه قصه فر

ندد. بهع مى�پيوقوفا شده�اش! ـ در اين ديار به وى و شكوع ابتكارنو
ش�هاى خلاق! و در عين حال مفـيـد!! كـه نـتـايـجنه�اى از رونمـو

قمى در كنكورتبه�هاى دورى داشته و باعث رخشانى در امر يادگيردر
فايى و خلاقيت! و… شـدهشد و شكـوى و رى و نخبه�پـروراسرسر

ه مى�كنم.است اشار
ا:انيد ـ قصه�ى امروز رو اما بشنويد ـ ببخشيد؛ بخو

د. غير از خداد، يكى نبو يكى بو):١٣٨٧بخش نخست (سال 
صداىسرود و پرآلود و غباردونگ و پرنگارد. در شهر رهيچ�كس نبو

صى فعاللت، بخش خصودجه�ى دواى كمك به بوار شد برما؛ قر
ه�ها درده�ترين حوزد و همان�طور كه مى�دانيد بهترين جا و پربازشو

د. به هـمـيـن جـهـت بـاش بوش�وپـرورددهـى، آمـوزميـنـه�ى سـوز
شناسان از جنبـه�ى مـالـى ولان و كارحمايت�هاى بى�دريـغ مـسـئـو

 ـغيرس غيرمالى؛ مدارغير سسانان نه مؤاى كاربرانتفاعى برانتفاعى 
ان آن�ها با هدفسيدند و صاحب امتيازى به ثبت ر ـيكى پس از ديگر

هنگ و با… و با… و بـا… بـهش نسلى خـلاق و زبـده و بـا فـرپرور
ات هم در تربيتداختند. ابتكارد پرانه�ى خوائه�ى ايده�هاى مبتكرار
ى سبقتد گود هر كس سعى مى�كرد و هم در تعليم و در اين موربو
سه�ى «ال;»،د. مدران بلند شوى دست ديگرى بربايد و روا از ديگرر

ىدوه بـر آن، ارسه�ى «ب» عـلاوكلاس تست مـى�گـذاشـت، مـدر
د.ار مى�كرگزشى برآموز

شق، به ايجاد كلاس�هاى هود فوارسه�ى «پ» به غير از مومدر
د.ت مى�كرش اجتماعى و… مبـادرمان، هـوهيجانى و مديريـت ز

ىوگ�خساپ كسى هچ
؟تسا سراد مرد اهرافتر نيا

!تعليم و تربيت قرون وسطايى به سبك جديد!



هفتمه�ى بيست و دور
٣ه�ى شمار
٨٩١٣  بهار  ٤ ٣

شتاب امروزدر عصر پر
در كــــجــــاى دنــــيــــا،

اانـى رسـاعــت�هــا جــو
نـد وسرپا نـگـه مـى�دار

تـحـقـيـر مـى�كـنـنـد تــا
دآن�كه متنبه شو

مـــــــشــــــــكــــــــلات و
حـى،فتارى�هـاى روگـر
انانفتارى جوانى و ررو

كـم اسـت كـه چـنــيــن
ا هـم بــهمـشـكـلاتــى ر

آن�ها اضافه مى�كنيم؟

ان،ات ديگرى از ابتكاره�گيرى به غير از بهره�تأسيس ديگرسه�ى تازمدر
ان دراى دانش�آموزسه برج از مدرمان�بندى در خانه و خارنامه�ى زبر

اان راند همه�ى ساعات شبانه�روز دانـش�آمـوزفت كه بتونظر مى�گـر
ك ديدهنى كه تدارل داشته باشد و مطمئن باشد كه  معجوتحت كنتر

ها يكىد. به هر حال روزمى�اندازحى نو درد و طر پخته مى�شوًحتما
ى اما با شتاب مى�گذشت و روزبه�روز، هم به تعداد وپس از ديگر
تاناهم سرده مى�گشت. نمى�خوسى افزوات چنين مدارهم به ابتكار

ن�هـا در امــرح و لايـحـه و قــانــوم كـه پـيــه ايــن طــرد بـيــاورا درر
عى ازده  است و همه به نو به تن همه خـورًش تقريبـاش�وپرورآموز

انه و چـه و چـه درانه و مبتـكـردسرش�هاى خـواياى بى�شـمـار رومز
ا درخشان چنين اقداماتى ره�مند شده�اند و نتايج درتربيت بهرتعليم�و

ان مشاهده مى�كنند. بگذريمدار نسل جوفتار و كرادبيات كلامى و ر
ش�ها كه با اندكى تحـمـل وش�ها و آمـوزاز پشت صحنه�ى ايـن رو

ى�هاىاع بيمـاران انو! ـ مى�توتعقل ـ آن هم تنها اندكى و نه بيـشـتـر

لى قبواسر در كنكور سرًسه حتماه�ى مدرنامه�هاى ويژاست و با بر
نامه�هاىش�ها و برط آن�كه نعل به نعل مطابق رود؛ به شرمى�شو

اكـزس مـطـابـق سـايــر مــرسـه عـمـل كــنــد. كــلاس و درمـدر
فت و آمد درع شد و رانتفاعى از تابستان شروپيش�دانشگاهى غير

انست در دانش�آمـوزكز نيز نتوم ادامه داشت. اين مرهاى گرروز
اتانين و مقررا تحمل قـوى ايجاد كند زيرضايت خاطـرمذكور ر

نامه�هاىكز پيش�دانشگاهى است ـ و برسه ـ منظور همان مرمدر
اسه رلياء مدرط از اوانه و بى�قيد و شركورتحميلى و اطاعت كور
اضى�تر مى�شد ـ شايد دليـلـشده�تر و نارنداشت و هـر روز دل�ز

د كهى�اش بوى و مادرگ پدراده�ى بزراد خانـوتشابه او با بقيه افـر
ف تحمـيـلـىدنـد و در قـالـب عـرف بومـتـعـار غيـرًهمـه تـقـريـبـا

ل ـ از نظر تعري; اجتماعى ـمعقـوهاى غيرفتارنمى�گنجيدند و ر
ايى از بد حادثهداشتند. در چنين حال و هو

سهقع به مـدريك روز صبح كه بـايـد بـه مـو
ًسيد و سر كلاس حاضر مى�شد و اتفاقامى�ر

 ـاز نظرهاى بسيار خسته�كننده هم بواز روز د 
دش ـ حال بسيار بدى داشت و بدنش بهخو

ى وارد آن بيـزد. به ايـن درد مى�كـرشدت در
دى نيز اضافه شده بودگى از چنين روزدل�ز

اه پدرد و… همرو با بى�ميلى و سختـى و در
ا اندكى از ساعـتسه شد زيراهى مدرد رخو

سهد به مدره�ى ورود و اجازكلاس گذشته بو
ن ديـر بـهد نـداشـت. چـولـى خـون وا بـدور

 خانم دبيرِنل قانود، مشموسيده بوكلاس ر
د دبيـر ونى كه طبق گـفـتـه�ى خـوشد (قـانـو

س ديگر هم، باعثسه در مدارلين مدرمسئو
قمى به دانشگاه�هاى معتبرتبه�هاى دوران ايشان با رشده دانش�آموز

حشدشان طر خواًامى كه ظاهرن اين دبير گراه پيدا كنند) و اما قانور
ده�اند؛ اين استدشان تصويبش كر خوِدشان در ذهنا داده و خور

كه هر كس دير به كلاس بيايد تا آخر ساعت بايد سرپا بايستـد و
ع به همين�جاضود. موا ندارى صندلى يا نيمكت رحق نشستن رو

هاى بسيـارختم نشد. همان�طـور كـه ذكـر شـد ايـن روز از روز
س لاينقطع رياضى در٣٠:١٦ الى ٣٠:٧ا از د زيرخسته�كننده بو

س رياضى (البـتـهد آن هم با همان دبير و هـر سـه درداده مى�شـو
شى وانه�ى غنى آموزلين از پشتـوسه از نظر مسئونامه�هاى مـدربر

ى كهدار مى�باشد). حال تصور كنيد دخترخوراستحكام كافى بر
٨ل سيده، در طـومريض است و به همين دليل دير بـه كـلاس ر

ال و تعاليم و… ردن به همه�ى اصودگى�ها، پشت پا زانى، افسررو
ى كـهارد. در همين آشفته�بـازان مشاهده كـرهى از نسل جـودر گرو

ى و بى�قيد ولى فوراهان قبوى كه خوفت؛ پدر و مادر عزيزذكر آن ر
استند هـردند و مى�خوى بواسرنينشان در كنكور سـرند نـازط فرزشر

نىعى و قانوظاي; شرمى�آيد انجام دهند تا به وآن�چه از دستشان بر
ده باشند و كم نگذاشته باشـنـد؛ پـس ازد عمل كرفى و… خـوو عر

ه ناماد مختل; بالاخرسش از افرى و پرجو و پى�گيـرماه�ها جست�و
ه�ى پيش�دانشگـاهـىاى دورانتفاعى بـرس غيـرا در يكى از مـداراو ر

احتى كشيدند. علت اين�همه تلاش هم در ظاهرشتند و نفس رون
لتىستـان دوه�ى دبيرندشان در سه سـال دوربه خاطر ناكامى فـرز

كز از هماند. اين مرد كه نتيجه�ى مطلوبى عايدشان نشـده بـوبو
ندشان بسيار بهتر از تصور آن�هاابتدا به آن�ها اطمينان داد كه فرز
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انان،عده�اى از چنين جو
كـش و عــاصــى ويـا ســر

اهدخــــولـــجــــوج و خــــو
نـد يـا مــطــيــع ومـى�شــو

ار وبـلـه�قـربـان�گـو و خــو
ذليل؛ كسانى كه چشم به

هـاانـگـرهـا و تــوگ�تـربـزر
ايـشــاننـد تــا بــرمـى�دوز

ندتصميم بگير
آن�هـا كـه آگـاهــانــه و يــا
نــاآگــاهــانــه در جـــهـــت

انتـخــريــب نــســل جــو
شند بايد در دنيـا ومى�كو

ت پاسخ�گو باشندآخر

دهى�اش افزوارد و بيزان درساعت سرپا بايستد و هر لحظه به ميز
اضىان هيچ اعترد. مسأله�ى جدى�تر اين�كه بقيه�ى دانش�آموزشو

ش تربيتى و تدريس خانم دبير بسيـار اسـتـقـبـالو از رونمى�كنـنـد 
د آن�ها منضبطش�هايى باعث مى�شومى�كنند و معتقدند كه چنين رو

د.ده تل; نشوقتشان بيهوشده و و
دحمت و مشقتى كـه بـوا با هـر زاين دانش�آموز عزيـز آن روز ر

سد، پاهايشان به خانه مى�رقتى نالان و اشك�ريزتحمل مى�كند و و
د جسمىمين مى�افتد و از درد و به زا ندارديگر تحمل كشيدن بدنش ر

كشانَان حتى كى كه شده و ديگـرحى و تحقيرد روو بيشتر از آن در
ل همـه�ىد مى�پيچد و مسـئـوهم نگزيده است، ساعـت�هـا بـه خـو

ش مى�داندا پدر و مادرد رد خوان و ناكامى و درى�هاى ديگرفتاركج�ر
دن�هاغم نق�زده و على�رجهى نكرف�هاى او تواسته�ها و حركه به خو

دندسه، حاضر نشده بود مدراض�هاى او در مـورو ناليدن�ها و اعتر
ا از اين همـها تغيير دهـنـد و او رسـه�ى او رمدر

مصيبت نجات دهند.
نينا گذشت و اين نازى از اين ماجرچند روز

ه نداد هيچ�كس ازده و دلخور حتى اجازخورسر
ش�هايى شكايت كند ياسه و دبير و چنين رومدر

ا مقـصـرد رند. در نهايـت خـوف بـزبا آن�ها حـر
فت كه اشكال از او اسـت.دانست و نتيجه گـر

ب مى�فهمند و هـما خوس ران هم درن ديگرچو
اضى هستند و او كه تحـمـلشـش راز دبير و رو

اس رد و درا نـدارش�هـايـى رش يـا روچـنـيـن رو
نگِف و خمتعارعادى و غير غيرًنمى�فهمد حتما

ىسه و معلم و… تقصيرو ضعي;� است! و مدر
ند.ندار

قصه�ى ما در همين حد باقى مانده اما تمام
انجـام ايـننشده است. بقيـه�ى داسـتـان و سـر

اى سال بعد كه نتايجغصه، باشد بـرقصه�ى پر
د.كنكور اعلام مى�شو

ليـن وها، با مسئـوها و مادرى سخنم با پـدردر حال حاضـر رو
د و تعقلاى خران وبا همه�ى كسانى است كه هنوز داركاردست�اندر

ا تفكر و تعقـلد نمى�آييم؟ چـرا به خـوو احساس و عاطفه�اند. چـر
سطايـى داده؟ درن واعه و قـروّش�هاى خلق�الـسا به رود رجاى خـو

شتاب امروز در كجاى دنيا، سـاعـت�هـامان حاضر، در عصر پـرز
د تاند و تحقير مى�كنند تا آن�كه متنبـه شـوا سرپا نگه مـى�دارانى رجو

اشتى!! ـ دير آمدن بـه كـلاس! ـ رپس از اين، چنين عـمـل بـد و ز

اس رچكى از درد بخش كـوكـرانجام ندهد. اگر با نيم�سـاعـت ديـر
ش تمام هشت ساعت كلاس يعنى يـكجه نمى�شد، با ايـن رومتو

ا از دست داد.سى رروز كامل در
ل چنين اقدامات چه كسى پاسخ�گو است؟ چه كسى مسئوًاقعاو

انه�اى است؟دسرخو
ش�هايى ازش يا رواقب چنين روليت ناشى از عوچه كسى مسئو

حى،ى�هـاى روفتارد؟ مشكـلات و گـرا به�عهده مى�گيـراين دسـت ر
ا هم به آن�هاانان كم است كه چنين مشكـلاتـى رى جوفتـارانى و ررو

انسيم؟ اين عزيزاهيم برش�ها به كجا مى�خواضافه مى�كنيم؟ با اين رو
د بهصد آن�ها پس  از وروندگى ببينند؟ چند درش زدر كجا بايد آموز

مى��آيند واقعى براج و… از پس مشكلات ودواقعى، كار، ازدنياى و
ند؟ا دارايط ناهماهـنـگ رد با شران حل مسائل و تطبـيـق دادن خـوتو

اهدخـوج و خوكش و عاصى و لـجـوانان، يا سرعده�اى از چنيـن جـو
ار و ذليل؛ كسانى كه چشم بهند يا مطيع و بله�قربان�گو و خـومى�شو

ماننـد. زايشان تصميم بـگـيـرند تا بـرها مـى�دوزانگـرها و توگ�تـربزر
اقبه�ى عـوى آيندگان باشـيـم و دربـارد و ما بايد پـاسـخ�گـومى�گـذر

تصميماتى كه مى�گيريم، بينديشيم.بايد بدانيم هيچ عملى از ذهـن
بى�ها، چه خونامه�ريزد و همه�ى تصميم�ها و برتاريخ پاك نمى�شو

ه درد. به�ويـژو چه بد، در سابقه�ى تاريخى يك ملت ثـبـت مـى�شـو
كتى در هيچ كجاى دنيـا از چـشـمف و حـردنياى امروز كه هيـچ حـر

اهد شد. آن�هااى ابد ثبت و ضبط خـوشيده نمى�ماند و بـران پوديگر
شند بايدان مى�كوگاهانه در جهت تخريب نسل جوگاهانه و يا ناآكه آ

د آييم و بيش از اين عاقبـتت پاسخ�گو باشند. بـه خـودر دنيا و آخر
غال.سياهى زد و ما مى�مانيم و رومستان مى�گذرا تباه نسازيم. زد رخو

سه دستد. مدر) آغاز مى�شو١٣٨٨ سال جديد (:١٣٨٨بهار 
ان كلاس�هاى جمع�بنـدىاى دانش�آموزند. بره�اى مى�زبه ابتكار تـاز

كت در كلاس�هااى شرار مى�كند و هر  دانش�آموز برگز … برِدر تالار
سهلان مدرنظر مسئـود. اين كلاس�ها بنا به اظـهـاردازبايد مبلغى بپـر

تيب كه كل مطالـب هـرد به اين تـره مى�شوان ادارسط بهترين دبـيـرتو
٨ه�ى پيـش�دانـشـگـاهـى، در يـك روز (س از ابتـدا تـا پـايـان دوردر

ى استد. اين ابتكار، هم مرورساعت)، مرور و جمع�بندى مى�شو
اسديـد حـوس�هـاى گـذشـتـه و هـم در ايـام عـيـد و ديـد و بـازبـر در

دد و…ده تل; نمى�گرقتشان بيهود و وت نمى�شوان پردانش�آموز
ا… .ا راما بشنويد پايان ماجر

لى دختر عزيز ما  نه تنـهـاسيد و قصه�ى ما به سـر ر:٨٨شهريور 
شته�اى در كنكورقمى در هيچ رتبه�ى پنج�رد كه با  رقمى نياورتبه�ى دورر

د.د و قربانى مى�گيرفق نشد و اين قصه�ها هم�چنان ادامه دارى مواسرسر



هفتمه�ى بيست و دور
٣ه�ى شمار
٨٩١٣  بهار  ٤ ٥

ِگاهه�ى ديددربار
 تدريسشور و ه�ى تحليل«دور

آن» آموزى علمىمتوسطه و باز٢ىرياض

، مقاله�اى با نام٩٨ه�ى شد شمـاردر بخش ديدگاه مجله�ى ر
ا بر آن داشت ر٢لفان كتاب رياضى سيده است كه مؤبالا به چاپ ر

ائه كنند.ا ارضيحاتى ركه تو
ابتدا بايد بگوييم كه نقد يكديگر، عملى نيكو و پـسـنـديـده

شد يكديگر باشد وفع نقص�ها و رط آن�كه در جهت راست به شر
ف و نهى از منـكـرنه�اى از همان فريضه�ى امر به مـعـرواين نمـو

ااست. ما با همين نگاه، نقدهـاى انـجـام شـده در آن مـقـالـه ر
اانندگان نيز با همين نگاه، نقدهاى ما راريم خوانديم و اميدوخو

انند.بخو
ه�ىط به دوربخشى از نقدهاى انجام شده در آن مقاله، مربو

ه�ى آن نيست وى به سخن گفتن دربارد كه نيـازسى بوتأمين مدر
سىمند بررد كه نيـازط به كتاب بوبخش ديگر اين نقدها، مـربـو

است.
اىند كه اين كتاب دارلفان اذعان مى�داره مؤپيشاپيش، گرو

انى است كه بخشى از آن به طور طبيعى در هر تألي;اونقايص فر
ط به مشكـلاتى نيز مـربـوخ مى�دهد و بخش ديـگـرجديـدى ر

لفان تحميل شد. انتظار ماطبيعى بر مؤد كه به�طور غيرانى بواوفر
شى آن است كه با مطالعه�ىشناسان آموزاز همه�ى معلمان و كار
ا با اين نقيصه�ها آشنا كنند تا اصلاحـاتسنجيده�ى كتاب، ما ر

د.ت بگيرم در آن صورلاز
سىا يك�به يك بـررم راما مناسب است نقدهاى ناقد محـتـر

كنيم.

اىلانى برش»، مقدمه�اى طو در فصل «هنر شمار. ناقد:١
، با مثال�هـاىًب آمده است و نهـايـتـام ساده�ى اصل ضـرمفهـو

ضيح داده شده است.م توابتدايى اين مفهو

يكى از مشكلات كتاب�هاى فعلى ما آن است كه مفاهيم در
ان درند و دانش�آموزضه نمى�شومينه�هاى مناسب و طبيعى عـرز

د، دچاره�ى خـومرندگـى روزدن مفاهيم ريـاضـى بـا زتبـط�كـرمر
لمينه�هاى طبيعى از اصوضه�ى مفاهيم در زند. عرمشكل مى�شو

 با نشست�هايى كه با معـلـمـان در نـقـاطًش است و اتفـاقـاآموز
ضايتمختل; كشور داشته�ايم، همگى از اين فصل احساس ر

ان «هنردند. ناگفته نماند كه در نسخه�ى نهايى كتاب، عنومى�كر
ا بر مبناىد رم، نقد خو ناقد محتـرًاد و ظاهرد ندارجوش» وشمار

سى گذاشـتـه�انـد.ه�ى تأميـن مـدرضه شـده در دورنسخـه�ى عـر
دار» انجام داده�اندد «برم نقدهايى هم در مورهم�چنين، ناقد محتر

د.د ندارجوكه آن نيز در نسخه�ى نهايى و

دن كتاب تأكيد داشته�اند دردآموز نبولفان بر خومؤ. ناقد: ٢
دآموز است.ى از كتاب خوحالى كه قسمت�هاى بسيار

سى بهلفان تأكيد داشته�اند اين است كه كتاب درآن�چه كه مؤ
خى در بـرًد و اگر احياناشته نمـى�شـودآموز نوت كتاب خـوصور

ش داده باشد كهب پـرورا خوانسته باشد مطلبـى رد كتاب توارمو
كىد، اتفاق مبارفته شوم ياد گرن هدايت و كمك معلم مفهوبدو

د.ب كرسن كتاب محسوُا بايد حاست و آن ر

ا در كتاب پيادهد حل مسئله رلفان گفته�اند رويكر مؤ. ناقد:٣
د.نگ مى�بازى بر كتاب، اين ادعا رده�اند. در حالى كه با مروركر

شى است وش�هاى نوين آموزد حل مسئله يكى از رورويكر
د. اما اين�كه تـااهد بوسى خومحور اصلى تألي; كتاب�هـاى در

عـات وضوفق باشيـم، بـسـتـگـى بـه مـوچه حد در ايـن كـار مـو
جه مـاد تود حل مسئله مورد. رويكرشى مـا دارانايى�هاى آموزتو

)٢ رياضى (ِلفان كتابمؤ
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گه�هاى آنده�ايم و را پياده كرانسته�ايم آن رده است و هر كجا توبو
ل مى�كنيم كه هـنـوز درلى قبـودر كتاب قابل مشاهـده اسـت. و

ار داريم.اه قرل رش، در اوى اين روپياده�ساز

علمىد غيرارخى مودقيق، در برخى تعري;�ها غيربر. ناقد: ٤
است.

ندكـار دارش رياضى به طور جـدى سـروكسانى كه بـا آمـوز
م با تعري; دقيق و منطقى آن آغازى يك مفهومى�دانند كه يادگير

تباطاتخ مى�دهند بعد اردى رك�هاى شهود، بلكه ابتدا درنمى�شو
ند ومينه�هاى مختل; مشاهده مى�شوند و بعد در زكش; مى�شو

اين،ش است. بنابـرحله�ى آموزم آخرين مـرتعري; دقيق مفهـو
م جديدى آشنا كنيم،ا با مفهوان رار است دانش�آموزجا كه قرهر

خ مى�دهند كهدقيق رصي;�هاى غيردقيق و تـوآن سخن�هاى غير
د. البتـهل شوكـودقيق�شدن آن�ها شايد به سال�هاى بعـد هـم مـو

جب غامض�شدنعايت دقت در تعاري; تا حد امكـان كـه مـور
ًى است و حتما� ضرورًد كاملاا مختل نسازش رد و آموزم نشومفهو

لفاند خاصى خلاف آن بـاشـد مـؤارانجام شده است و اگـر مـو
ند.ستاده شوه تألي; فراى گرود برارند كه اين موشحال مى�شوخو

جاعىخى مطالب از منابعى آمده است و هيچ اربر. ناقد: ٥
به آن�ها نشده است.
جع هر مطلبـىسم بر آن نيست كه مـرسى ردر كتاب�هاى در

اجع مى�آيند و در آخر كتاب اين مرًلاد و معموبلافاصله ذكر شو
خـىلى به خاطـر بـردر اين كتاب نيز هميـن عـمـل انـجـام شـد و
 باشند صفحـه٨ب ملاحظات در تعداد صفحات كه بايد مـضـر

ده است هيچ عمدى در كار نبوًاجع حذف شده است. مطمئنامر

اجع مختل;ى از مطالب از مرشتن بسيارو بديهى است كه در نو
استفاده شده است.

 قبلى تجريـد بـالايـى٢ و ١كتاب�هاى ريـاضـى . ناقـد: ٦
انند و دانش�آموزد زيـادى دارداشتند و كتاب�هاى فعلـى شـهـو

م مى�كنند.ا از جذابيت�هاى رياضى محرودا ردانشمند فر
ايه و اهداف كتاب�هـاىه�هاى ارسى و شيـواد درگزينش مـو

انيم از پيشند و ما نمى�توسى تعيين مى�شونامه�ى درسى، در بردر
اد انتخاب كنيم و كتاب�هـا راى خود هدف�هاى سليقه�اى بـرخو

اىسى برد تألي; كنيم. كتاب�هـاى درق و سليقه�ى خوطبق ذو
ندشته مى�شوان كشور و تحت اهداف مشخص نوكل دانش�آموز

اين، اگـران نيستند. بنابـرص قشر نخبه�ى دانش�آمـوزو مخصو
ائه و هـدف�هـا نـقـدىش�هـاى اراد و رود مـوار است در مـورقـر

د. شايـدا نقد كرسـى رنامه�ى دراهنماى بـرد بايد رت بپذيـرصور
لفين نقـشق و سليقه�ى مـؤسى ذو در تألي; كتاب�هـاى درًقبلا

ض شده استده است و فرى مى�كرا در تألي; كتاب بازاصلى ر
د به چنيـنلفين جديد هم به خاطر سليقه�هاى شخـصـى خـومؤ
ده�اند. اما مسئله عميق�تـر از ايـنى آورندهايى در تأليـ; رورو
ف�ها است.حر

ىسى حساسيت�هاى بالاتـرتألي; كتاب�هـاى در. ناقد: ٧
چك�ترين اشكالى در آن�ها باشد.ا مى�طلبد و نبايد كور

لى كجاستم هم عقيده�ايم و با ناقد محترًد كاملادر اين مور
ا به ما بدهد. درايط و محيط مطلوبى كه چنين امكـانـى رآن شر

ايطى سخت و با كـمـتـريـنحال حاضر تأليفـات جـديـد در شـر
د و ما نيز متأسفيم.ت مى�گيرامكانات صور
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هاشار
ابع محدب و هم�چنـيـنفى تول اين مقاله به مـعـردر قسمـت او

دهاىى ينسن كاربرداختيم. نامساوى ينسن پربيان و اثبات نامساو
ى�هاىان در اثبات تعداد زيادى از نامساود و از آن مى�توعى دارمتنو

د. در اين مقاله، قصد داريم دنباله�اىكلاسيك و مهم استفاده كر
ا به�دست آوريم.ى�هاى كلاسيك و مشهور راز نامساو

يادآورى
١ محـدبI ه�ى ى باز روf تابع محدب. تابع حقيقـى مـقـدار

λ   و x  و I ∈ y اى هر گاه براست هر ∈ 0,1[ ؛ [
   f (λx + (1− λ)y) ≤ λf (x) + (1− λ)f (y)

گاهد هر محدب ناميده مى�شوً اكيداf تابع 
,xاى هربر y ∈I، x ≠ y  و  λ ؛(0,1)∋

  f (x + (1− λ)y) < f (x) + (1− λ)f (y)

f- د اگر  ناميده مى�شـوI ى رو  مقعـر)ً مقعر  (اكيـداf جه. تو
 محدب) باشد.ً محدب (اكيداI ى رو

f:Iض كنيـد فر.٤ى ينسـننامسـاو → IR يك تابع مـحـدب
,...x1  ض كنـيـد باشد. هم�چـنـيـن فـر xn ∈I  و  λ1, ...,λn ≥0

λ1  ى كه به�طور + λ2+...+λn ت در اين�صور.1=
)١(  f (λ1x1+...+λnxn ) ≤ λ1f (x1)+...+λnf (xn )

 يك تابع مقعر باشد، آن�گاهf  اگر  �
)٢(  f (λ1x1+...+λnxn ) ≥ λ1f (x1)+...+λnf (xn )

قتى مقعر) باشد، آن�گاه وً محدب (اكيداً يك تابع اكيداf  اگر �
  x1 =...= xn ار است.قر) بر٢) و (١ى در (تساو

ن�دار، دوانى وز ميانگين توِدىى مهم و كاربرقبل از بيان نامساو
ا بيان و اثبات مى�كنيم.ى كلاسيك رنامساو

 ـميانگين هندسى وزن�دار ٥نامساوى ميانگين حسابى 

x1,...,xn  ض كـنـيـد فـر w1,...,wn  و  0≤ بـاشـنـد. در 0<
ت؛اين�صور

)٣(
  

w1x1+...+wnxn

w1+...+wn

≥ (x1
w1x2

w2 ...xn
wn )

1
w1+...+wn

x1  ار است اگر و تنها اگر قرى برحالت تساو = x2 =...= xn.
x1,...,xn  ض كنـيـم  فـراثبـات. ت،(در غيـر ايـن�صـور 0<

ت، با استفـاده ازار است.) در اين�صورقرح برضـوى به�ونامساو
f مقعـرً) با تابـع اكـيـدا٢ى (نامـسـاو (x) = Lnx بـا (∞,0)  ى رو

انتخاب 
  
(1≤ i ≤ n)λ i =

wi

w1+...+wn
   داريم

على غلاميان� 
ياضى بجستانياضى محض و دبير رشد رشناس اركار

)٢(
كمك به�اه�ىومساان ثباتا

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
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Ln(

w1x1+...+wnxn

w1+...+wn

) ≥ w1Lnx1+...+wnLnxn

w1+...+wn

يا

  
Ln(

w1x1+...+wnxn

w1+...+wn

) ≥ Ln(x1
w1 ...xn

wn )

1
w1+...+wn

fن چـو (x) = Lnx 0  ى (ايـشـى رو افـزًيك تـابـع اكـيـدا,∞(
است. از اين�رو

  

w1x1+...+wnxn

w1+...+wn

≥ (x1
w1 ...xn

wn )

1
w1+...+wn

❐

w1  ار دادن با قر =...= wn ) داريم٣ى (در نامساو 1=
):AM-GM ى ميانگين حسابى ـ ميانگين هندسى (نامساو

x1,...,xn  اگر  ، آن�گاه0≤

)٤(
  

x1+...+xn

n
≥ x1...xn

n   

x1  ار است اگر و تنها اگر قرى برتساو =...= xn.

نيـكمونامساوى ميانگيـن هـنـدسـى ـ مـيـانـگـيـن� هـار
٦وزن�دار

اعداد حقيقـى مـثـبـت w1,...,wn  و x1,...,xn  ض كنيـد فـر
ت؛باشند. در اين�صور

)٥(
  

w1+...+wn
w1

x1

+...+ wn

xn

≤ (x1
w1 ...xn

wn )

1
w1+...+wn

x1  ار است اگر و تنها اگر قرى برتساو =...= xn.

اثبات.
 محدبً) با تابع اكيدا١ى ( به�طور مستقيم از نامساول.اه� اور

  
f (x) = Ln

1
x

بـا انــتــخــاب  (∞,0)  ى رو 
  
λ i =

wi

w1+...+wn

  (1≤ i ≤ n)،د.دنظر حاصل مى�شوى مور نامساو
ى  با جاى�گذارم.اه دور

  

1
xn

,...,
1
x1

) به جاى٣ى (در نامساو 

  xn ,..., x1،دنظر به�دست مى�آيد.ى مور نامساو
❐

w1  ار دادن بـا قــر = w2 =...= wn )٥ى (در نـامـســاو 1=
داريم:

 ـميانگين هارنامساو ):GM-HM نيك (موى ميانگين هندسى 
,x1  اگر  ..., xn ، آن�گاه0<

)٦ (                        
  

n
1
x1

+...+ 1
xn

≤ x1x2...xn
n   

x1  ار است اگر و تنها اگر قرى برتساو = x2 =...= xn.

٧انى وزن�دارميانگين تو

,x1  ض كنيد فر x2, ..., xn  و  w1, ..., wn اعداد حقيقى مثبت
t  اى هر عدد حقيقىت برباشند. در اين�صور انى ميانگين تو،0≠

ت زير تعري; مى�كنيم:ا به�صور رt تبه�ىن�دار از مروز

)٧(
  
Mt (x1, ..., xn ) = (

w1x1
t +...+wnxn

t

w1+...+wn

)
1

t

ند:ن�دار اسامى خاص داربعضى از ميانگين�هاى وز

 �
  
M1(x1, ..., xn ) = w1x1+...+wnxn

w1+...+wn

 ميـانـگـيـن حـسـابـى

)WHM (٨ن�داروز

 �

  

M−1(x1, ..., xn ) = w1+...+wn
w1

x1

+...+ wn

xn

نـيـكمـوميانـگـيـن� هـار 

)WHM (٩ن�داروز

 �

  
M2(x1, ..., xn ) = w1x1

2+...+wnxn
2

w1+...+wn
 جـذر مـيـانـگـيــن

)WRMS (١٠ن�دارمربعات وز
  ار دهـيــم اگـر قــر� 

M0(x1, ..., xn ) = lim
t→0

Mt (x1, ..., xn )،
اص تابع لگاريتم و قاعده�ى هوپيتال داريم:آن�گاه با استفاده از خو

  
LnM0(x1, ..., xn ) = lim

t→0

Ln(
w1x1

t +...+wnxn
t

w1+...+wn

)

t

هـ

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○



هفتمه�ى بيست و دور
٣ه�ى شمار
٨٩١٣  بهار  ٤ ٩

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

  

= lim
t→0

w1x1
tLnx1+...+wnxn

t Lnxn

w1+...+wn

w1x1
t +...+wnxn

t

w1+...+wn

  
= w1Lnx1+...+wnLnxn

w1+...+wn

= Ln(x1
w1... xn

wn )

1

w1+...+wn

,M0(x1  از ايـن�رو  ..., xn ) = (x1
w1... xn

wn )

1

w1+...+wnاسـت 
د.) ناميده مى�شوWAM (١١نىكه ميانگين هندسى وز

ار دهـيــماگـر قـر� 
  
M∞ (x1, ..., xn ) = lim

t→∞
Mt (x1, ..., xn )،

آن�گاه،

  
M∞ = lim

t→−∞
(
w1x1

t +...+wnxn
t

w1+...+wn

)
1

t

≥1)   ايى jد د دارجوحال و j ≤ n)  كه�  x j = max x1, ..., xn{ }.
جه به اين�كهبا تو

 يا ١ 
  
(1≤ i ≤ n) lim(

xi

x j

)t =0

داريم:

  
M∞ (x1, ..., xn ) = lim

t→∞
(

x j
t [w1(

x1

x j

)t +...+wn (
xn

x j

)t ]

w1+...+wn

)
1

t

  
= x j lim

t→∞
(

w1(
x1

x j

)+...+wn (
xn

x j

)t

w1+...+wn

)
1
t = xj

∞M  از اين�رو   (x1, ..., xn ) = max x1, ..., xn{ }.
تيـب اگـر به همـيـن�تـر

  
M−∞ (x1, ..., xn ) = lim

t→−∞
Mt (x1, ..., xn )،

دان ثابت كرآن�گاه مى�تو
  M−∞ (x1, ..., xn ) = min x1, ..., xn{ }

w1  ار دهيم ) قر٧ اگر در تعريـ; (ه.تبصر =...= wn =1،

آن�گاه 
  
Mt (x1, ..., xn ) = (

x1
t +...+xn

t

n
)
1

t انى ازا ميانگـيـن تـور

تيب ميانگين حسـابـىا به ترر M0  و  M1،   M−1،   M2   وt تبـه� مر
)AMنيـك (مو)، ميانگيـن� هـار HMجذر ميانگين مربـعـات ،(
)RMS) و ميانگين هندسى (EM.مى�ناميم (

ا به�دستتباط بين ميانگين�هاى كلاسيك راهيم ارحال مى�خو
مى�آوريم.

انى وزن�دارنامساوى ميانگين تو
xn  ض كنيد فر ,..., x2, x1  و  wn ,..., w1 اعداد حقيقى مثبت

 اعداد حقيقى مخالـ; صـفـرt  و s ت اگر باشند. در ايـن�صـور
sى كهباشند، به�طور < t،آن�گاه 

)٨          (
  
(
w1x1

s+...+wnxn
s

w1+...+wn

)
1

s ≤ (
w1x1

t +...+wnxn
t

w1+...+wn

)
1

t

اثبات.
>0   اگر ل.حالـت او s < t يـا  s <0< t دنآن�گاه با به�كـاربـر

xn  اى ) بر١ى (نامسـاو
s , ..., x1

s  وλ i =
wi

n
   1≤ i ≤ nو  با تابع

f محدب ًكاملا (x) = x
t

s:داريم 

  
f (

w1x1
s+...+wnxn

s

w1+...+wn

) ≤ w1f (x1
s )+...+wnf(xn

s )

w1+...+wn

يا

    
(
w1x1

s+Lwnxn
s

w1+L+wn

)
t

s ≤ w1(x1
s )

t

s +L+wn (xn
s )

t

s

w1+L+wn

از اين�رو

    
(
w1x1

s+Lwnxn
s

w1+L+wn

)
1

s ≤ (
w1x1

t +Lwnxn
t

w1+L+wn

)
1

t

s   اگر م.حالـت دو < t >0  آن�گـاه  0> −t < −s.حال طبـق 
اى ل برحالت او

  

1
x1

و  
  

1
x2

و … و  
  

1
xn

داريم: 

    

w1(
1
x1

)− t +L+wn (
1

xn

)− t

w1+L+wn



















−1

t

≤
w1(

1
x1

)−s+L+wn (
1

xn

)−s

w1+L+wn



















−1

s



ه�ى بيست هفتم دور
٣ه�ى شمار

٨٩١٣٥  بهار  ٠

يا

    
(
w1x1

s+Lwnxn
s

w1+L+wn

)
1

s ≤ (
w1x1

t +Lwnxn
t

w1+L+wn

)
1

t

حضـو) به�و٨) و (٥) و (٣ى�هاى (جه به نامسـاو با توه.تبصـر
ا داريم:ى كلاسيك زير ردنباله�ى نامساو

    

min x1, ..., xn{ } ≤ w1+L+wn
w1

x1

+L+ wn

xn

≤ (x1
w1Lxn

wn )

1

w1+L+wn

    
≤ w1x1+L+wnxn

w1+L+wn

≤ w1x1
2+L+wnxn

2

w1+L+wn

≤ max x1,K, xn{ }

)٩(
w1    ى بالا اگر در دنباله�ى نامساو = w2 =L= wn ارقر 1=

دهيم، آن�گاه

    

min x1, ..., xn{ } ≤ n
1
x1

+L+ 1
xn

≤ x1Lxn ≤ x1+L+xn

n

)١٠(
    
≤ x1

2+L+xn
2

n
≤ max x1,K, xn{ }

≥1)   اگر نتيجه. i ≤ n)  x1  آن�گاه0<

) ١١ (
    
(x1+L+xn )(

1
x1

+L+ 1
xn

) ≥ n2.

است.ارقرح�برضو)به�و١٠ى (جه به دنباله�ى نامساو با تواثبات.

 نشانn=٢اى حالت ا بر) ر١٠ى (دار زير، دنباله�ى نامساونمو
مى�دهد.

مثال�ها
α   اگر .١مثال + β =1 ،  α,β ,a   و 0< b  آن�گاه0≤

aαbβ ≤ αa + βb

w1  ) و انتـخـاب ٣ى (. با اسـتـفـاده از نـامـسـاوحـل = α،
  w2 = β،   x1 = α  و  x2 = β  ٢در حــالــت=n ى، نـامــســاو

ار است.قرح برضوبه�و

 يك عدد طبيعى بـاشـد،n يك عدد حقيـقـى و r اگر .٢مثـال
آن�گاه

    (1
r +2r +L+nr )n ≥ nn (n!)r

) داريم:AM-GMى ) (نامساو٤ى ( با استفاده از نامساوحل.

    

1r +2r +L+nr

n
≥ 1r .2rLnrn

يا

    1
r +2r +L+nr ≥ n (n!)rn

و از اين�رو
    (1

r +2r +L+nr )n ≥ nn (n!)r

a1a2Lan     اگر .٣مثال  آن�گاه1=
    (1+ a1)(1+ a2)L(1+ an ) ≥ 2n

) داريم:٤ى (با استفاده از نامساو حل.

    

1+ a1 ≥ 2 a1

1+ a2 ≥ 2 a2

M

1+ an ≥ 2 an

هم داريم:ى درف نامساوب دو طرحال با ضر

    (1+ a1)(1+ a2)L(1+ an ) ≥ 2n a1a2Lan

a1a2Lan    جه به اين�كه با تو ار است.قرى برنامساو 1=

,a   اگر .٤مثال b, c,>0آن�گاه 

  
(a + b + c)(

1
a + b

+ 1
b + c

+ 1
a + c

) ≥ 9
2

x1  . با انتخاب حل = a + b ،  x2 = b + c و  x3 = a + cدر 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

HM ≤ GM ≤ AM ≤ RMS
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○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

) داريم:١١ى (نامساو

  
(a + b) + (b + c) + (a + c)[ ]( 1

a + b
+ 1

b + c
+ 1

a + c
) ≥ 9

  
2(a + b + c)(

1
a + b

+ 1
b + c

+ 1
a + c

) ≥ 9

و از اين�رو

  
(a + b + c)(

1
a + b

+ 1
b + c

+ 1
a + c

) ≥ 9

,x  اى هر ) بر١٩٩٥سيه  (رو.٥مثال y ثابت كنيد 0<

  

x

x4 + y2 + y

y4 + x2 ≤ 1
xy

) داريم:GM-HMى ) (نامساو٦ى ( با استفاده از نامساوحل.

  

x

x4 + y2 = 1
1
x

x4

+ 1
x

y2

≤ 1
2

x

x4 .
x

y2 = 1
2xy

  

y

y4 + x2 = 1
1
y

y4

+ 1
y

x2

≤ 1
2

y

y4 .
y

x2 = 1
2xy

د نظر به�دست مى�آيد.ى مورف، نامساوحال با جمع دو طر

اى حلمسائلى بر

 اگر .١
  

1
p
+ 1

q
=1 ،  p, q >0 ،  a, b  آن�گاه0≤

ab ≤ ap

p
+ bq

q

 مانند مثال يك عمل كنيد.اهنمايى:ر
,a   اگر .٢ b, c  آن�گاه0<

  (a + b)(a + c)(c + a) ≥ 8abc

) استفـادهAM-GMى) (نامسـاو٤ى (اهنمايى: از نـامـسـاور
كنيد.
عى�كه مـجـمـو اعداد مثبتـى بـاشـنـد بـه�طـورcو bو a. اگـر ٣

مى باشد، آن�گاهگ�تر از سوهر دو تاى آن�ها بزر

  
(1+ b − c

a
)a (1+ c − a

b
)c (1+ a − b

c
)c ≤1

) با انـتـخـاب ٣ى ( از نامـسـاواهنـمـايـى:ر
  
x1 =1+ b − c

a
،

  
x2 =1+ c − a

b
،

  
x3 =1+ a − b

c
،  w1 = a،  w2 = b،  w3 = c

كمك بگيريد.

,a  عدد مثبـت nع  اگر مجـمـو.٤ b,..., L(n aوbو…و (1<

�گاه د، آنض شو فرsابر با بر

    

s
s − a

+ s
s − b

+L+ s
s − L

≥ n2

n −1

) استفاده كنيد.١١ى (اهنمايى: از نامساور

نشان دهيد:a  وb وcاى اعداد حقيقى مثبت  بر.٥
  (a

2b + b2c + c2a)(ab2 + bc2 + ca2) ≥ 9a2b2c2

) استفاده كنيد.٤ى ( از نامساواهنمايى:ر

شت�پى نو
1.Jensen Inequality

2. Weighted AM-GM Inequality

3. Weighted GM-HM Inequality

4.Weighted Power Mean

5.Weighted Arithmetic Mean

6.Weighted Harmonic Mean

7.weighted Root Mean Square

8.Weighted Geometric Mean
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مقدمه
سى، انتقال مطالب علمىيكى از اهداف اصلى كتاب�هاى در

ان است. اما هدف جنبى ديگـر ايـن اسـت تـاروز به دانش�آمـوز
دشانان شيرين كند و خـوا در كام دانش�آموزانى رلذت كتاب�خو

هند و علاوى برواغ كتاب�هاى علمى و ادبى و هنرانه به سركنجكاو
ند.استه شوش علم روز، به زيور ادب و هنر نيز آربر تكميل آموز

ش، گاهى جريانى جايگـزيـن ايـنش�وپروراما در نظام آمـوز
ا به كـتـاب وان رد كـه نـه تـنـهـا دانـش�آمـوزهدف اصـلـى مـى�شـو

خى از معلماند، بلكه با اشتباهات برديك  نمى�سازانى نزكتاب�خو
د و اينار هم مى�شـوليا، دانش�آموز از كتاب و مطالعـه، بـيـزو او

ف�تريـند حضور در مـعـروجوتنفر تا آن�جا ادامه مى�يـابـد كـه بـا و
تبه�هاىليا در كسب راه اوس، دانش�آموز نه تنها نتيجه�ى دلخومدار

د، بلكها به دست نمـى�آوردى به دانشگاه�هـا رن�هاى وروموتر آزبر
سطسه�ى متـولى در يك مدران معموتبه�ى او از دانش�آموزگاهى ر

ى، حداقل در چهارا كه چنين دانش�آمـوزهم پايين�تر مى�آيد؛ چر

اهنمايىه�ى رستان و پيش�دانشگاهى و سه سال دوره�ى دبيرسال دور
ارشى قران كتاب�هاى كمك�آمـوزتحصيلى، تحت فشار و بمـبـار

سه دور ساخته است.س و مدرا از هدف اصلى درداشته كه او ر
 از طريق ارزيابى دقيق وًفاب يا بد اين كتاب�ها، صرالبته خو

دجود، واقعيت دارشناسى شده امكان�پذير است. اما آن�چه وكار
حجم اين كتاب�ها در نظام تعـلـيـم و تـربـيـت فـعـلـى اسـت؛پـر

الات و تـسـت�هـاى مـخـتـلــ;،ح سـؤكـتـاب�هـايـى كـه بـا طـر
ده�اند!ن تبديل كرنده�ى تست�زا به دستگاه�هاى زان ردانش�آموز

 اينًاقعاال اساسى اين است كه آيـا وايطى، سؤدر چنين شـر
سى ياانند جايگزين كتاب�هاى درسى مى�تـوكتاب هاى كمك�در

؟هن اي ىرآ 

ىاه�باكت زا هداستفا ضىاير شىزومآ كمك

ش رياضىشد آموزشناس ار، كار محسن تنده
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ليا از تأثير مفيـد وند؟ آيا معلم، دانش�آمـوز و اومكمل آن�ها شو
گـاه هـسـتـنـد؟ آيـاب ايـن كـتـاب�هـا آ مـخــرًثـر و يـا احـيـانـامـؤ

اش، اين كتاب�هـا رلى آمـوزان نهاد متـوش به عنوش�وپـرورآموز
ده است؟ آيا اين كتاب�هـا سـبـبدايى و آسيب�شناسـى كـرآفت�ز

سى، كهان نه تنها از كتاب�هاى غيـر درند كه دانش�آمـوزنمى�شو
ند؟ى شوارسى هم متنفر و فرحتى از كتاب�هاى در

ًاقعـاح است كه آيا وال اساسى هم مطـردر كنار آن، اين سـؤ
شش بايد ملاك آموزش�وپرورت آموزارسى وزفقط كتاب�هاى در

نه، آياان نمـود؟ به�عنوش فضائل اخلاقى تلقـى شـوعلم و پـرور
ااند با اطلاعات به روز، دانش�آموز رتر مى�توسى كامپيوكتاب در

ه�ىد؟ شيـوآمد تبـديـل سـازدى كـارتر، بـه فـرشته�ى كامـپـيـودر ر
ان همانندمينه چيست؟ آيا نمى�توسعه يافته در اين زهاى توكشور
س استفادهاى يك دراد برها، از منابع مختل; و آزى از كشوربسيار

ددهاى مورعايت استانـدارا با رد و دست معلم و دانش�آمـوز ركر
اد گذاشت؟ش آزش و پرورتأييد نظام آموز

كزع متمرفق، چه از نوش موش�وپروردر اكثر نظام�هاى آموز
اليا دركز آن مانند كانادا و استرمتمرع غيـراپن و چه از نوآن مثل ژ

ادس موئوشى، ره�هاى مختل; تحصيلى، سياست�هاى آموزدور
سى و سياست�هاى كلـى تـدريـس،نامـه�ى درفصل�هاى بـرو سر

ال، منطقهش (ايالتى،فدرش�وپرورلتى آموزسط بخش�هاى دوتو
د. اماشى ابلاغ مى�شويا كشور) تهيه و تنظيم و به جامعه�ى آموز

سه، ناحيه، منطقه�هاىشى مثل مدرن آموزناگودر مكان�هاى گو
سسات تحقيقات تربـيـتـى،ش؛ دانشگاه�ها و مـؤش�وپـرورآموز
احىان طركارلفان ، دست�اندره�هاى مؤصى و گروان خصوناشر
شى هستند كه با داشتن استقلالسى و آموزليد كتاب�هاى درو تو

ب�هاىچوفتن چارد و در نظر گرمينه�ى كار خونسبى و اقتدار در ز
ساى دروس تعييـن شـده و مـحـتـوئونـامـه و رتعييـن شـده در بـر

احى،سطه، بـه طـره�ى متـوه�هاى تحصيلى و از جـمـلـه دوردور
تح�هاى مـتـفـاوشى، بـا طـرليـد كـتـاب�هـاى آمـوزتدويـن و تـو

صى (به�خصوند. البته اين كتاب��ها قبل از چاپ سپـاردازمى�پر
كزجه�ى تمرجه به درعى با توسى) بايد به نود كتاب�هاى دردر مور

ا از كميـتـه�ىفتن مجوز و تـأيـيـديـه راحل گـرشى، مـرنظام آمـوز
تارطه در سطح محلى، منطقه�اى يـا وزتخصصى و دفاتر مربو

].١٣٧٩انى، آركارش طى كنند [سرش�وپرورآموز
سط دفتركز و توت متمرسى به�صـوران، كتاب�هاى دردر اير

ند. اما كتاب�هـاىسى تهيه مى�شـوى و تألي; كتب درنامه�ريـزبر
ابسته به بخشانى كه بعضى از آن�ها وسط ناشرشى توكمك آموز

سطصى هستند چاپ و انتشار مى�يابد و تولتى و بعضى خصودو
شاد نـهت ارارسـط وزت عـام (تـولـتـى بـر آن�هـا نـظـاربـخـش دو

د.ش) انجام مى�گيرش�وپرورآموز

شىاع كتاب�هاى آموزانو
شىده�اى در نظام آموزشى به�طور گستركتاب�هاى كمك�آموز

ف ديگر، جامـعـه�ىد استفاده مى�باشـد. از طـران مـورفعلى ايـر
ش رياضى در نظراى آموزا برش رياضى كشور نيز اهدافى رآموز

ان به كتاب�هاىاى اطلاع از اين اهداف، مى�توفته است  كه برگر
شاهنماى تدريس) كه بـه�طـور خـلاصـه اهـداف آمـوزمعـلـم (ر
ده است، يا به سندهاى بالادستىا در هر پايه مشخص كررياضى ر

داجعه كـرشى تهيه شده، مرات كمك�آمـوزسط دفتر انتشـاركه تو
) .١٣٧٩اده، (حاجيان�ز

ا بهشى راع كتاب�هاى آموزشى، انوات كمك�آموزدفتر انتشار
اى هر كدام تعريفى داده اسـتده  و برشش دسته تقسيم�بندى كر

كه در اين�جا مى�آوريم:

انايى دبيرال2) كتاب�هاى دانش�افز
تقاى دانش پايه�ى رياضىايش و اركتاب�هايى هستند كه به افز

ش�هـاىمينـه�ى روفه�اى آن�هـا در زانايى�هـاى حـرسعه�ى تـويا تـو
ند.دازش رياضى مى�پرى و آموزتدريس، يادگير

دس�هاى رياضى تا حـدوسطه، دره�ى متواز آن�جا كه در دور
ند (جبر، هندسه، هندسه تحليلى، آمارزيادى تخصصى مى�شو

انايى�ها درتقاى تـوو احتمال، حسابان و رياضيات گسسته)، ار
انى دبيـرهاى ضـرورعى رياضى، از نـيـازضومينه�ى دانـش مـوز

ف ديگر، يك دبيرب�تر است. از طرش � مطلواى آموزرياضى بر
اد رفه�اى خوش، بايد دانش حـرفقيت در تدريس و آمـوزاى موبر

سى،ى درنامه�ريزى، بران�شناسى يادگـيـرمينه�هايى مثـل رودر ز
ايش دهـد. كـتـاب�هـاىشيـابـى و نـظـايـر آن افـزه�هـاى ارزشـيـو

اى پاسخ�گويى بهسطه، بره�ى متوان رياضى دورايى دبيردانش�افز
ند.ليد مى�شوان تواين دو نياز دبير

مىگرب) كتاب�هاى جنبى و سر
اكتاب�هايى هستند كه شگفتى�ها و زيبايى�هاى رياضـيـات ر

ت وا با جنبه�هاى متـفـاوان رقابل مشاهده مى�كنند، دانـش�آمـوز
اىى برصت�هاى كمترسى فرنامه�ى درمختل; رياضى ـ كه در بر

ند و تاريخ  كش;، بسط وبروز و ظهور داشته�اند ـ آشنا مى�ساز
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ند.ا با آنان در ميان مى�گـذارن رياضى رناگوش مفاهيم گـوگستر
سى هستندل مستقل از كتاب�هاى درع كتاب�ها به�طور معمواين نو

اد رديت خوجـوسى، مونامه�ى دراى بـرت تغيير محتـوو در صور
ند.ش تغيير مى�شوحفظ مى�كنند و كمتر دست�خو

فت تحصيلىشيابى پيشرپ) كتاب�هاى سنجش و ارز
ان بادن دانش��آمـوزكتاب�هايى هستند كه به�منظـور آشـنـا كـر

د به دانشگاه�هـا ون�هاى وروموشيابى�هاى پايانى از جمـلـه آزارز
ند.ليد مى�شون�هايى توموكت در چنين آزاى شردن آنان برآماده كر

هاى يك دورب، برسى مصونامه�ى درب برچواين كتاب�ها در چار
فت تحصـيـلـىشيابى پيـشـرسى، به مـنـظـور ارزاحد دريا يـك و

ند.ان منتشر مى�شودانش�آموز

سىت) كتاب�هاى كمك�در
ب، بـهسى مـصـونامـه�ى درب برچـوكتاب�هايـى كـه در چـار

نددازد نظر مى�پراى مورش محتوسعه�ى آموزتكميل، تعميق و تو
فع مى�كنند و به تفصيلا رسى ردهاى كتاب درو كاستى�ها و كمبو

اى تمريـنه�اى برصت�هاى تازضيح مى�دهند. هم�چنـيـن، فـرتو
شا بخش آموزع كتاب�ها رند. قالب اصلى اين نـواهم مى�آورفر

احدع و يا يك وضواى يك موتشكيل مى�دهد. اين كتاب�ها كه بر
ضيح وح، بسط، تـوند، ابتدا به شـرسى معين منتشر مـى�شـودر

نهند و سپس، نمـودازد نظر مى�پراى مورش مفاهيم و محتـوآموز
ا ذكرال�ها و تمرين�ها،، مثال�هاى حل شده و مطالب جنبى رسؤ

سىت، ساختار غالب كتاب�هاى كمك� درمى�كنند. در هر صور
سى شكل مى�د هند.اى كتاب�هاى درا محتور

انايى دانش�آموزث) كتاب�هاى دانش�افز
ائه�ى مطالب و مفاهـيـمكتاب�هايى هستند كه بـه مـنـظـور ار

 ـكه در بر داخته شدهسى به آن�ها كمتر پرب درنامه�ى مصورياضى 
ند ـ بهد ندارجوب وسى مصونامه�ى دراست يا به�طور كلى در بـر

ند. اينليد مى�شـوان مستعد و علاقه�مند، تهـيـه و تـودانش�آموز
سمى، امتحاناتش�هاى رسى، آموزنامه�ى درغ از بركتاب�ها فار

نددازح مطالب رياضى مى�پرن�هاى پايانى و كنكور، به طرموو آز
سىنامه�ى درك بهتر و عميق�تر مطالـب بـراندن آن�ها بـه درو خو

كمك مى�كند.

هنگف و فرة�المعارج) كتاب�هاى داير
نامه�ىب برچوند و در چارجع داركتاب�هايى هستند كه جنبه�ى مر

اند نياز دانش�آمـوزائه�ى اطلاعات و دانش�هـاى مـورسى، بـه اردر
جـعند. اين آثار، منـبـع و مـردازت طبقه�بندى شـده مـى�پـربه�صـور

اى دست�يابى به تعـريـ;�هـا، اطـلاعـاتان بران و دبيـردانش�آمـوز
ندگـى�نـامـه�ىابط، زل�هـا و رومـوفـى، فـرة�المـعـارهنـگ و دايـرفـر

ه�ى دانش رياضى هستند.دانشمندان و مانند اين�ها در حوز

شىسامانه بخش كتاب�هاى آموز
، به١٣٧٨شى تا پيش از سال ضعيت نشر كتاب�هاى آموزو

شى در تألي; و چاپ اينل علمى و آموزجه به اصولحاظ عدم تو

يـكـى از اهـداف «طـرح سـامـان�بـخـشـى
لفان وشى»، تشويـق مـؤكتاب�هاى آمـوز

شـىليـد كـتـاب�هـاى آمـوزان بـه تـونـاشـر
هايى علـمـى وب و منطبق بـا مـعـيـارمطلـو

تربيتى است
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ع كتا�ب�ها و هم�سويى ناچيـز بـا هـدف�هـاىنو
ىجب بروز انتقاداتى از سـوسى، مونامـه� دربر
ان، متخـصـصـانسانه�هـاى جـمـعـى، مـديـرر

شـى و مـعـلـمـان شـد. ايــن مــطــلــب،آمـوز
اش رش�وپـروران آموزعلاقـه�مـنـدان و دلـسـوز

ىنامه�ريـزهش و برمان پـژواداشت كه از «سازو
ه�انديشـىمينه چـاراهند در ايـن زشى» بخـوآموز

سالـتجه به رهش نيز بـا تـومان پـژوكند. سـاز
ار نشرد در هدايت و سمت�دهى بـازخطير خـو

حفـت طـرشى، تصـمـيـم گـركتـاب�هـاى آمـوز
د.در نتيجه،ا در آورا به اجرشى رسامان�بخشى كتاب�هاى آمـوز

 و با١٣٧٨شى» از سـال ح سامان�بخشى كـتـاب�هـاى آمـوز«طر
ا گذاشته شد:هدف دست�يابى به مقاصد زير به اجر

دشى مورليد كنندگان كتاب�هاى آموزان و تو. هدايت ناشر١
ليد و نشر كتـاب�هـاىان، به سمت تونياز معلمان و دانـش�آمـوز

هـا وسى مناسب و منطبـق بـا مـعـيـارشى و كـمـك�دركمك�آمـوز
شى؛دهاى آموزاستاندار

شىليد كتاب�هـاى آمـوزان به تـولفان و نـاشـر. تشويق مـؤ٢
هاى علمى و تربيتى؛ب و منطبق با معيارمطلو
تر.فى آثار بر. شناسايى و معر٣

ح سامان�بخشىاستاى «طريكى از فعاليت�هاى مهمى كه در ر
ى هـفـتارگـزفـتـه اسـت، بـرشى» انـجـام گـركـتـاب��هـاى آمـوز

١٣٧٩تيب در سال�هـاى شى به تـره�ى كتاب�هـاى آمـوزارجشنـو
ه�ى (دور١٣٨١اهنمايى)، ه�ى ر (دور١٣٨٠ه�ى ابتدايى)، (دور
شه�هاى آمـوز (دور١٣٨٣فه�اى)، ى و فنـى و حـرسطه نظـرمتـو

ى،سطه نظـرش متوه�ى آموز (دور١٣٨٤اهنمايـى)، ابتدايى و ر
ه�ى (دور١٣٨٦دانش)، فه�اى و كارپيش�دانشگاهى، فنى و حـر

سطهه�ى متو (دور١٣٨٧ه، اهنمايى) و بالاخرش ابتدايى و رآموز
دانش) است كـهفه�اى و كارى، پيش�دانشگاهى و فنـى و حـرنظر

ده�اند:سيدن به اهداف زير بودر آن، به دنبال ر
نامـه�هـاى. تببين و انتـقـال سـيـاسـت�هـا، هـدف�هـا و بـر١

شى؛ه�ى انتشار كتاب�هاى آموزش در حوزش�وپرورآموز
سىد، به منظور بـررجوشى موشيابى كتاب�هاى آموز. ارز٢

گزيده؛فى كتاب�هاى بركيفيت، انتخاب و معر
ه�ى تألي; و نشـرتر در حـوزان برلفان و ناشر. انتخاب مـؤ٣

شى؛كتاب�هاى آموز
ندگاناى تبادل نظر ميان پديـدآوردن امكانى براهم آور. فر٤

شى؛كتاب�هاى آموز
دهايـىاهبر. شناخت مشكلات و تبـيـيـن ر٥

شى؛اى انتشار كتاب�هاى آموزبر
. پـشـتـيـبــانــى و تــشــويــق آن دســتــه از٦

استاىشى كه در رندگان كتاب�هاى آمـوزپديدآور
شى بيش�تريننامه�هاى آمـوزتحقق هدف�هاى بـر

ا داشته�اند.نقش ر
جه به اين اهداف، جايگاه كـتـاب�هـاىبا تـو

شى شـامـل كـتـاب�هـاى سـنـجـش وكمـك�آمـوز
فت تحـصـيـلـى و كـتـاب�هـاىشيـابـى پـيـشـرارز

فت.ار گرسى قرد بررسى موركمك�در
سـى و كـتـابى كـتـاب�درسى نـشـان داد كـه هـر دوايـن بـرر

سه�اىش مدرايند آموزشى، جايگاه و نقش بالايى در فركمك�آموز
ند.ان داردر اير

ند و باد دارجوسـه�اى وش مدرفور در آمـوزاين كتاب�ها بـه و
ايندا در فرشى راتى كه كتاب�هاى كمك�آموزى از تصورد بسيارجوو

ثـر ود ـ مؤار مى�گيرد استفاده قرنه كه مـورش رياضى ـ آن�گوآموز
مفيد فايده نمى�دانند، باز هم بعضى از معلمـان مـعـتـقـدنـد كـه

شضعيت آموزد وشى، تأثير زيادى در بهبوكتاب�هاى كمك�آموز
ا به ذهـنال رات، اين سـؤند و اين تصـورسـه�اى داررياضى مـدر

شسى در آمـوزصاف، جايـگـاه كـتـاب درد كه بـا ايـن اومـى�آور
جه به اين�كه مجوز اكثر كتاب�هاىد؟ و با توار دارسه�اى كجا قرمدر

ش صادرش�وپرورت آموزارتبط وزاكز مرى مرشى از سوكمك�آموز
سـى دردن نقش كتاب درله�ى خفي; كـرد، آيا اين به مـنـزمى�شو

ش نيست؟ش�وپرورد آموزسط خوسه�اى توش مدرايند آموزفر

منابع
ات، دفتر انتـشـارشدشـى ره�ى كتاب�هاى آمـوزاره جشنـوميـن دوران چهـار بيانيه�ى هـيـأت داور .١

شى.كمك�آموز
.٢٤ه ، شمارانهجوشى، )؛ افقى نو در سامان ملى كتاب�هاى آموز١٣٨٧ضا (اده علير حاجيان�ز.٢
ات، دفتر انتشار١٣٨١سطه، ش متوه�ى آموز، دورشدشى ره كتاب�هاى آموزارمين جشنو. سو٣

شى.خانه�ى كتاب�هاى آموزشى، دبيركمك�آموز
).www.roshdmag.orgشى (ات كمك�آموز دفتر انتشار.٤
).www.talif.netسى (ى درنامه�ريز دفتر تألي; و بر.٥
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در اكــثـــر نـــظـــام�هـــاى
شــشش و پـــرورآمـــوز

فـق، سـيـاســت�هــاىمـو
ســـــطشــــى تـــــوآمــــوز

لتى تهيه وبخش�هاى دو
تـنـظـيـم و بـه جـامـعـه�ى

دشى ابلاغ مى�شوآموز
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ىاه�ىمرگرس

ادگانگس عصارزنر
شى،يت آموزشد مديرشناس ارياضى، كاردبير ر

ش منطقه&ىش و پرورياضى آموزه رگروسر
ار استان اصفهانخوبر

چكيده
شته�اى كه پيش�رو داريد، چندين مسئله�ى كلامى از سهدر نو

جه قابل تأمـلائه شده است. اين مسايـل از سـه ومنبع تاريـخـى ار
اىم�كننده�ى اين مـسـايـل بـرگـرنه و سـر. بيان مـعـمـاگـو١هستـنـد: 

. از آن�جا كه مسايل از نسخه�هاى٢ان جذاب است، دانش�آموز
ى شده�اند به ايندآورى گر هجر٦ و ٥ط به سده�هاى تاريخى مربو

هنگ گذشتگـان وش، نگاهى به فـران به هنگام آمـوزسيله مى�تـوو
ش ريــاضــى. از لــحــاظ آمـــوز٣تــاريــخ عــلــم ريــاضــى داشـــت، 

ا به زبـاننه مـسـايـل كـلامـى رند كـه چـگـوان ياد مـى�گـيـردانـش�آمـوز
اى آن�هـاا برش�هاى مناسب حـل مـسـئـلـه رداننـد و روگررياضـى بـر
ند.به�كار گير

تاريخ رياضى، مسائل تاريخى رياضى.ه�ها: اژكليد و

پيش�گفتار
نده�ىمى�ها و معماهاى رياضى از ابعاد جذاب و آمـوزگرسر

فه�اى�ها نقشحران و غيرآموزجه نورياضيات هستند كه در جلب تو
ى ازمى�هاى رياضى اغلب در قالب عناصـرگرند. سرزيادى دار

نه�اىند به گـواقعى بيان مى�شـوه حتى به�طور غيـر�ومرندگى روزز
اى حل آن�هاند و برب آن�ها مى�شوكه غير رياضيدانان هم مجذو

انانگيختن علاقه�ى دانش�آمـوزاى برتلاش مى�كنند. اين نكته بر
ىه�ترهاى تازى قلمروا به سوبه رياضيات بسيار مهم است و آن�ها ر

سى ريشه�هاى تاريخى ايـنق مى�دهد. از ديگر سو، بـا بـررسو
خى از آن�هـا دراج جهـانـى بـران به رومى�هـا، مـى�تـوگـرع سرنـو

هنگىن دست يافت كه تبادل�هاى فرناگومان�هاى گومحيط�ها و ز
مى و استفادهداختن به رياضيات قوا نشان مى�دهد. هم�چنين، پرر

اند بهند، مى�تـوهنگ و تاريـخ مـا داراز مسايلى كه ريـشـه در فـر
ى از گذشته داشته باشند. ماك بهترندگان كمك كند تا دراگيرفر

به تاريخ علاقه�منديم نه به اين دليل كه احساس مى�كنيم به گذشته
ن داشته باشيمى از اكنوك بهتراهيم درتعلق داريم، بلكه مى�خو

اىار مناسبـى بـرا پيش�بينى كنيـم. تـاريـخ ريـاضـى ابـزو آينـده ر
مشاهده�ى رياضيات است، نه�تنها به�طور مسـتـقـل و در قـالـب

م كه بهى مداوان يك فعاليت بشـردانش كلاسيك، بلكه به�عـنـو

شزومآ رد
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اعى از انواى كمك به حل بسيارده، و برند خوره�ها پيوساير حوز
اقعى انسان ابداع شده است.ندگى ومسايل در ز

ش حل مسئله بسيار مفيدش رواى آموزمسئله�هاى كلامى بر
اننه مى�تود كه چگوهستند. دانش�آموز در اين مسايل ياد مى�گير

ا به زبان عادى داده شده است، با نشانه�هاى رياضىمسئله�اى ر
شن است،جمه رودى اين ترارد. در موجمه كرى ترو به زبان جبر

ط�هاى مسـئـلـه بـهاى تبديـل شـرد كه، بـرد دارجـودى وارلى مـوو
ىمعادلات يا دستگاه معادلات، به تجربه�اى بيشـتـر، يـا نـيـرو

عد. اين نـوى نياز دارقت بيشـتـرف وخلاقانه�اى بيشتـر و يـا صـر
ندگان در كلاس�هـاىاگيـرايط فرحسب شـران بـرا مى�تومسايـل ر

دهاى حل مسئـلـه و يـااهبرش راهنمايى به هنـگـام آمـوزه�ى ردور
د.ستان به�كار برل دبيركلاس او

م�كننده�ى مشابه ازگرنه�هايى از مسايل سـردر اين مقاله، نمو
س;�بن على منـشـىكتاب�هاى لب�الحساب تألي; علـى�بـن يـو

جعفر محمدبنى، مفتاح�المعاملات ابوى قمرسده�ى ششم هجر
ى، وى قمرى رياضى�دان سده�ى پنجم هجـرب حاسب طبـرايو

ىى قمرمنصور بغدادى سده�ى پنجم هجرالتكمله فى�الحساب ابو
د.سى مى�شوبرر

لفان آن�هاتاه نسخه�هاى منبع و مؤفى كومعر
منصور بغدادى. التكمله فى�الحساب ابو١

منصور بـغـدادى اسـت.التكمله فى الحـسـاب تـألـيـ; ابـو
منصور بغدادى (عبدالقاهر بغدادى) فقيه شافعى و رياضيدانابو

ا بهش او رده است. بغدادى در بغداد به دنيا آمـد. پـدراقى بوعر
هى ازد تا ادامه تحصيل دهد و در آن�جا مقيم شد. گرونيشابور بر

ا او هفده فن مختل; ودند زيرى بودان واسان از شاگرعلماى خر
ى به علتد. وا تدريس مى�كرايض رص حساب و فقه و فربه�خصو

فت و اندكىاين رد و به اسفرك كرا تركمان�ها نيشابـور رفتنه�ى تر
گذشت. كتاب التكمله فى الحساب در آن�جا در٤٢٩بعد در سال 
اجباى محصلان رياضى وده و تحصيل آن برف بـوبسيار معرو

ده است. التكمله فى الحسـاب بـه زبـان عـربـى اسـت و يـكبو
دجـوان موى دانشگاه تهـركزنسخه�ى نفيس آن در كتابخانـه�ى مـر

د است: الايضاح عنجوى نيز مـواست. از بغدادى، آثار ديگر
شتهاح و كتاب فى المسـاحـت. در ايـن نـوّل صناعه الـمـساصو

د.ده مى�شوسى آورخى مسايل به زبان فارجمه�ى برتر

. مفتاح المعاملات حاسب طبرى٢
جعفر محمدبنسى مفتاح المعاملات تألي; ابـوساله�ى فارر

شناسى، رياضى�دان و اخترف به حاسب طبرى معروب طبرايو
ى در نيمـه�ىنى) است. طبران كنـوندرستان (مازانى اهل طبـراير
ان اثرنامه عنـون پنجم فعاليت علمى داشته است. شـمـارم قردو

ه�ى حسابد دربارجوسى موست كه قديمى�ترين متن فارديگر او
اى غير رياضيدان�ها نگاشته شدههندى است مفتاح�المعاملات بر

ات درادر و مضمران نونه�هايى از مسايل جالب با عنواست. نمو
٥٤ى د كه حـاود دارجوم كتاب مفتاح المعـامـلات وفصل چهـار

نه�هايى از اين مسايل ريشه در آثـار تـاريـخـىمسئله است. نـمـو
د.ام مختل; نيز بيان مى�شود اقود كه نزكهن�تر دار

. لب�الحساب٣
س;�بن على (مـنـشـى،لب�الحساب تصنـيـ; عـلـى�بـن يـو

ىى قمرفى يا محاسب) متعلق به سده�ى پنجم و ششم هجرمستو
 صفحه است٢٧٤سى شامل د فارات. اين نسخه�ى منحصر�به�فر

ى نگهدار٥٢١٣ه ان به شمارى دانشگاه تهركزو در كتابخانه�ى مر
عاتى كهضود. از آن�جا كه لب�الحساب شامل همه�ى مـومى�شو

د،د داشته مى�شـوجومان وه�ى حساب و هنـدسـه�ى آن زدر حوز
ى از حساب و هندسـه اسـت. ازف بى�نظيـرة�المعـاراقع دايـربه�و

نويسنده�ى لب�الحساب اطلاعى در دست نيست. آقـاى اديـب
س;�بنالفضل يـوش ابودنامه تألي; و نگـارمند در كتاب خـربرو

ال و هويـتى) از احوائل سده ششم هـجـرفى (از اوعلى مسـتـو
اسان است اظهار بى�اطـلاعـىنويسنده كه به احتمـالـى اهـل خـر



ه�ى بيست هفتم دور
٣ه�ى شمار

٨٩١٣٥  بهار  ٨

ده�اند كه محتمـل اسـتان كرنويس كتاب عـنـوده�اند و در زيـركر
دنامه باشد.ند نويسنده خرصاحب لب�الحساب فرز

ان استاد معظم نـاممنشى در لب�الحساب از بغدادى به�عـنـو
د بغدادىى در نيشابور شـاگـرد كه وده است. احتمـال مـى�روبر
كش اصلى قابل درد مسئله با نگارارى از موده است. در بسياربو

خـىه�ى بيان اصلى، فقط در براى حفظ شيـواست، از اين�رو بر
دانده شده است.گرسى جديد برد به زبان فارارمو

د در سه نسخه�ى التكمـلـهجومى�هاى رياضى مـوگرسر
فى�الحساب، مفتاح�المعاملات و لب�الحساب

ع ذر٣ختى است كه ثلث آن در خاك، ربعش در آب، و . در١
لش چقدر است؟ (نگر: التكمله فى�الحساب:ن است، طوآن بيرو

)٢٨٩ن مختلفه، ص ادر الحساب من فنو فى نو١١باب 

  
(
1
3
+ 1

4
)x + 3 = x ⇒ 5

12
x = 3 ⇒ x = 36

5

ختى كه بالاى او سـه يـك در آبا از درسند مـا ر. «اگر پـر٢
ا شده است ده گز. جملـهاست، و چهار يك او در گل، بر هـو

خت؟» (نگر: مفتاح�المعاملات حاسـبچند گز باشد بالاى در
)١٨ى، مسئله�ى طبر

ت زير است.كه پاسخ به�صور

  

x
3
+ x

4
+10= x ⇒ x = 24

م كتاب آمده كه در آن يك�سـو٣٨. همين مسئلـه در بـاب ٣
 گز١٠م در گل، يك�پنجم در ريگ، و خت در آب، يك�چهاردر

تى متفـاو با ساختار٣١است. همين داده�ها در مسئله�ى در هو
م در آب،ختـى يـك�دوتفـاع درد كه در آن�جـا از ارظاهـر مـى�شـو

ت زيراست، كه حل آن به�صورش در هوم در گل و جذريك�سو
است:

  
x = x

2
+ x

3
+ x ⇒ x = 36

ست وش سه�يـك اوا از ماهيى كـه سـرسند مـا ر. «اگر بپـر٤
دنبش پنج�يك او، ميانش بى�سر و دنب ده من. جمله چند مـن

)٣٧ى، مسئله�ى باشد؟» (نگر: مفتاح�المعاملات حاسب طبر

  

x
3
+ x

5
+10= x ⇒ 7

15
x =10⇒ x = 150

7

ا در سه روز،ض رد، يكى از آن�ها حوا دار مجر٣ضى . حو٥
مى در پنج روز پر مى�كند. اين سهى در چهار روز، و سوو ديگر

ل مى�كشداحد باز مى�كنيم. چه مدتى طو وِا در يك ساعتا رمجر
ادر فى نو١١د؟ (نگر: التكمله فى�الحساب باب ض پر شوتا حو

)٢٨٩ن مختلفه ص الحساب من فنو

  
1÷ (

1
3
+ 1

4
+ 1

5
) = 60

20+15 +12
= 60

47

ا در يك روز،ض رد، يكى از آن�ها حوا دار مجر٣ضى . حو٦
ا بازمى در سه روز پر مى�كند، هر سه رمى در دو روز، و سودو

د؟ (نگر: التكملـهض پس از چه مدتى پر مى�شـومى�كنيم، حـو
)٢٨٩، ص ١١فى الحساب باب 

  
1÷ (1+ 1

2
+ 1

3
) = 6

11

ده است: يكان كرع عنوليا نيز مسئله�اى از همين نوج پوجور
 دقيقـه و٢٠م در له�ى دو دقيقه، لـو١٥ا در ض رله�ى آب، حولو
له باز باشند، دقيقه پر مى�كنند. اگر هر سه لو٣٠م در له�ى سولو

د؟ (نگر: خلاقيت رياضـى، صض پر مى�شـودر چه مدت حو
٧٠(

عتت سر ليتر مى�گيريم. در اين صورaا ض رگنجايش حو
ابر است با ل، برله�ى اوجريان آب، از لو

  

a
15

نليتر در دقيقه. چو 

مان پس، مقدار آبى كهب در زعت ضرابر است با سرگنجايش بر
ابر است با د، برى مى�شوله جار دقيقه، از لوtدر 

  

a
15

t ليتر. اگر

دارد، مقدار آب و دقيقه پر شوtض در له، حودن هر سه لوبا باز بو
د:ان بيان كرا، به دو طريق مى�توض ربه حو

  

a
15

t + a
20

t + a
30

t = a

ضد حـوارله وا كه از هر لوى، مقدار آبـى رابرسمت چپ بـر
ع آبـى كـهاست، مـجـمـود، بيان مـى�كـنـد؛ و سـمـت رمـى�شـو

ىابرف برض شده است. اگر دو طـرد حوارله وسيله�ى سه لوبه�و
سيم: تقسيم كنيم، به اين معادله مى�رaا بر ر

  

t
15

+ t
20

+ t
30

=1

د.ا به�دست آور رtل ان مجهوى آن مى�توكه از رو
ا آب هست از يكا چهار مجرضى هست و او رن حو. «چو٧

د به يك روز شبان و به ديگر به نص; روزض پر مى�شوا حومجر
مان اگر هر چهارشبان و به ديگر به ربع و به ديگر به ثلث، اين ز

د؟» (نگر: لب�الحساب،ا بگشايند به چند ساعت پر مى�شومجر
)٥٧ص 
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  1+2+ 3 + 4 =10

  

1
10

= x
24

  
x = 2 / 4 = 2

2
5

ى شبيـهدارل; لب�الحسـاب، نـمـوجالب است بدانـيـد مـؤ
ده است.سم كردار زير در انتهاى حل مسئله رنمو

)٢٦٢د.» (نگر: لب�الحساب، ص ده روز پر شوپانز

  
1÷ (2+ 5 + 1

2
) = 2

15

  

2
15

= x
1
⇒ x = 2

15

ى و يكىال كنند كه يكى در ربـع روز. «ديگر اگر سـؤ١٠
ـبـعُى پـر مـى�كـنـد و يـكـى در سـدس (يـك�شـشـم) روزُدر س

ضد كه اگر حوى دارض يك مجرى و اين حو(يك�هفتم) روز
ا چشمه ر٣د هر ى خالى مى�شوسع (يك�نهم) روزُپر باشد در ت

د؟ض كه خالى مى�شوى حود با مجردند به چند پر مى�شوگشو
 چشمه در يك روز هفده�بار پر٣د كه هر م مى�شوال معلواز سؤ

 پر�شدن بـر�١بار تهى مى�كنـد پـس فـصـل٩ى مى�كننـد و مـجـر
ـمـنُتهى�شدن در يـك روز بـه هـشـت نـوبـت بـاشـد پـس در ث

الـســلام.» (نــگــر:د، وى پـر مــى�شــو(يـك�هــشــتــم) روز
)٢٦٢لب�الحساب، ص 

  

1
8
= x

1
⇒ x = 1

8
+4   و  6+ 7 −9 = 8

٥ى ص و ديگـر قر٣ند، يـكـى ص نان دار قر٨. دو نفـر ١١
شان نفر٣ا بين سد، آن�ها نان�ها راى آن�ها مى�رص: مهمانى برفر

 دينار٨ده اى نانى كه خورى تقسيم مى�كنند، مهمان به�ازبه تساو
نده�ىسد؟ داركدام چند دينار مى�رم هرل و دود، به نفر اودازمى�پر

ا كه اگر هـر كـدام دينار، چـر٧ نـان ٥ دينار و صـاحـب ١ نان ٣
 قسمت نان كه بين٢٤د  قسمت تقسيم كنند، مى�شو٣ا به نان�ها ر

د. اما نفر او قسمت مى�گيـر٨د و هر كـدام  نفر تقسيم مى�شـو٣
 قسمت داشته و٩م  قسمت داده، و نفر دو٧ قسمت داشته و ١٥

سد. دينار مى�ر١م  دينار و به نفر دو٧ل  قسمت داده پس به نفر او١
نادر الحساب من فنو فى نو١١(نگر: التكمله فى�الحساب باب 

)٢٩٠مختلفه، ص 

  
5 − 8

3
= 7

3

  
3 − 8

3
= 1

3

ان شده است:مشابه اين مسئله در مفتاح�المعاملات عنو
دند. يكـى ازى خورى نان با هم به تساو. سه نفر مقـدار١٢

م نانىد. نفر سوده بوص نان آور قر٢ى ص نان و ديگـر قر٣آنان 
٥د تقسيم كنند اين م داد تا آن�ها بين خـو در٥اين د بنابرده بونياور

د؟ (نگر: مفتاح�المعاملات،نه بايد بين دو نفر تقسيم شوم چگودر
)٥٤مسئله�ى 

ف�ها در كتاب�قديمـىان شستن ظرمسئله�ى مشابهى با عـنـو
دجو سال پيش از ميلاد) و٢٠٠، Sun Chiچينى (كتاب رياضى 

ف غذا است، از او ظر٦٥ى نى در حال شست�و�شـود: پيرزدار
 نفر در يك٢سند چند نفر مهمان داشته�اى مى�گويـد: هـر مى�پر

 نفر در يك٤ف ماهى، و هر  نفر در يك ظر٣ى، هر ف سبزظر
ا پيدا كنيد.ده�اند. تعداد مهمان�ها رغ شريك بوف مرظر

  
65 ÷ (

1
2
+ 1

3
+ 1

4
) = 60

د، يك چشمهض مى�رو چشمه آب به اين حو٣ضى . «حو٨
در يك روز پر مى�كند و يكى در دو روز و يكى در سه روز. اين

دند در چند ساعـت پـرض گشوا به يك�بار در آن حـو چشمـه ر٣
دده�بار پر مى�شـو روز ياز٦د كه در م مى�شـوال معلوكند. از سـؤ

ب با يكى پسده هم�چنان باشد كه نسبت مطلو با ياز٦پس نسبت 
د.» اين مسئله در التكملـه نـيـزده روز پر شوبه شش جزو از يـاز

)٢٦٢ان شده است. (نگر: لب�الحساب، ص عنو

  

6
11

= x
1
⇒ x = 6

11

ى پرال كنند كه يكى در نص; روز. «در اين مسئله اگر سؤ٩
م معلوًال ايضامى�كند و يكى در خمسى و يكى در دو روز، از سؤ

ده�بار پر مى�كنند پس نسبتا در دو روز پانز اين ر٣د كه هر مى�شو
د با يكى پس در دو جـزو ازب بون نسبت مطـلـوده چودو با پانـز

آن كه به ثلث روز شبان پر مى�كند: 
٣٫٠

آن كه به يك روز شبان پر مى�كند؛ 
١٫٠ ٢٫٠آن كه به نص; روز شبان پر مى�كند؛ 

٤٫٠آن كه به ربع روز شبان پر مى�كند؛ 
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3 +2 = 5,  5 ÷ 3 = 5

3

  
3 − 5

3
= 4

3
,  2− 5

3
= 1

3

دن مى�آوراخ خمسى از بدن بيروانى هر روز از سور. «حيو١٣
اخد به چند روز از اين سوردسى (يك�ششم) باز�پس مـى�روُو س
)٢٦٣الحساب، ص  ن آيد؟» (نگر: لببيرو

  

1
5
− 1

6
= 1

30
,
24
30

+ 1
5
=1

دمان تا يزمان و يكى از كـرد تا كـر يكى از يـز٢. «دو بريد١٤
اه قطع كند و آخر ربعط آن�كه يكى هر روز ثلث رانيدند به شردو

)٢٦٣سند؟» (نگر: لب الحساب، ص اه به چند به هم رر

  

1
3
+ 1

4
= 7

12

  

7
12

= 1
x
⇒ x = 12

7
=1

5
7

٣جهى كه هـر روز ستادند به جايـى بـر وا فر. «بريـدى ر١٥
ىا در عقـب وفت، بريدى ديـگـر رد، بيسـت روز رسنگ بـروفر
د به چند روز بهسنگ بـروجهى كه هر روز هفت فرستادند بر وفر
)٢٦٣سد؟» (نگر: لب�الحساب، ص ى رو

  60+ 3n = 7n

  n =15

ائه داده است.ل; در پايان حل مسأله ارا مؤل زير رجدو

,3  دنباله�ى  3, 3,  به دست مى�آيد، يعنى اگر بر ربع لشـكـر...
سد. پس بايد ببينيـم دوهم مى�ر در١٢تقسيم كنيم به هر يكى 

,1,2  دنبالـه�ى  3,4, ,12,12,12  و  ... ىقت با هم مسـاوچه و ...
ند.مى�شو

  
12n = n(n +1)

2
⇒ n = 23

روز
سخفر

لىاو
٢٠+١٥=٣٥

٣×٣٥=١٠٥

مىدو
١٥

٧×١٥=١٠٥

ما بين يك چهارفتند اگر اين غنيمت رى غنيمتى گر. لشكر١٦
هم و به بقيه در٣مى ، سو٢مى ، دو١لى لشكر تقسيم كنند به او

ا بيند، حال اگر اين غنيمـت رتيب تعلق مى�گـيـرنيز به همين تـر
هم در٣ى تقسيم كنند به هر يكـى همه (كل لشكر) به�طور مساو

ده است؟ (نگر: لب�الحساب،سد، اصل غنيمت چقدر بومى�ر
)٢٦٣ص 

ا بر ربع لشكر تقسـيـمطبق داده�هاى مسأله اگر غنيـمـت ر
,1,2  كنيم دنبالـه�ى  3,4,  و اگر بر همه�ى لشكر تقسيم كنيـم...

لشكر
٩٢

غنيمت
٢٧٦

ربع لشكر
٢٣

ا چهار ضلع او با مساحـتال كنند كه مربـع ر. «اگر سؤ١٧
)٢٦٥د؟» (نگر: لب�الحساب، ص  است يك ضلع چند بو١٤٠

  x
2 + 4x =140⇒ x =10

ى ازن چهار ضلع وال كند كه از مساحت مربع چو«و اگر سؤ
د؟»د ضلع چند بو مى�بو٦٠ باقى ٣ى اسقاط مى�كنىو

  x
2 − 4x = 60⇒ x =10

د؟»«اگر گويند اين مربع مثل مساحت است ضلعش چند بو
  x2 = 4x

 مثل مساحت است عدد٣«اگر گويند اضلاع مربع دو مثل يا 
د قدر ضلعج شود آنچه خارا بر عدد امثال قسمت بايد كراضلاع ر
باشد.»

  4x = 2x2

  4x = 3x2

ضل و عر باشد و تفاضل ميان طو٤٨«اگر مساحت مستطيل 
د؟»ل چند بو، طو٢

  

ab = 48

a − b = 2




a = ?

د؟»لش چند بو طو٤٨د و مساحت ه بو«اگر قطر مستطيل عشر

  

ab = 48

a2 + b2 =10







٢ض ل و عرد و تفاضل ميان طوه بـو«اگر قطر مستطيل عشر
د؟»مساحت چند بو

  

a2 + b2 =10

a − b = 2







S = ?
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د و ده دانه از آن به سه كس. «يكى آمد و طبقى فندق آور١٨
د، بهند، و صد دانه ديگر در طبقى كرگيرداد كه هر يكى چندى بر

گير و به ثانىى دو چندان از اين طبق برل مى�گويد آنچه تو داراو
گير و به ثالث مى�گويدى از اين طبق بر چندان كه دار٩مى�گويد 

گير، باقى كه بماند بر هـشـت قـسـمـت كـن آنـچـهده چنـدان بـر
د از آند، و باقى كه قسمت�پذير نبول بون آيد از آن اوصحيح�بيرو

لام»(نگر: لب�الحساب، صّ ثالث، و�السِه از آن عشرِثانى�وباقى
٢٦٦(

  x + y + z =10

  
x = [

100− (2x +9y +10z)
8

]− y
8

سخ است: فر١٢٠اى هر دو بر

سـخ فر٦دند كه هر روز ط كرستادند و شرا فرلى رسو. «ر١٩
طم و شرى در پنج يـوستادند بـعـد از وا فرلى ديگـر رسـود و ربرو
سخ و درم دو فرد و در روز دوسخ بول يك فردند كه در روز اوكر

ىمان كه به وسخ و على هذا بر نظم طبيعى تا اين ز فر٣م روز سو
استيم كه مدت الحاق بدانيم؟» (نگر: لب�الـحـسـاب،سد خور

)٢٧٠ص 
ماى نفـر دو و بر٦ و ٦ و ٦ و ٦ل دنبـالـه�ى … و اى نفـر اوبر

ا در نظر مى�گيريم، از آن�جا كه ر١ و ٢ و ٣ و ٤ و ٥دنباله�ى … و 
ده است پس داريم:ل آغاز كرتر از نفر او روز دير٥م نفر دو

  

n(n +1)
2

= 6n + 5(6)

  n2 + n =12n + 60

  n2 −11n − 60=0

  (n −15)(n + 4) =0

  n =15,  n = −4

ده�اندسند، و مسافتى كه پيمو روز به هم مى�ر١٥پس بعد از 

xلى: او

yمى: دو

zمى: سو

لطبق او

٢xلى: او

٩yمى: دو

١٠zمى: سو

مطبق دو

مسافت

لاو
٢٠

١٢٠

ثانى
١٥

١٢٠

ستادند از دو بلد مختل; در يـك روز وا فرل رسو ر�٢. «٢٠
من (يك هشتم) طريق قطع كند وَا كه هر روز ثدند يكى رط كرشر

استيم كه مدت الحاق بدانـيـم ور (يك دهم) طريق خـوَشَثانى ع
عد بين البلديـن و سـيـر هـر يـكـى تـا مـدت الـحـاق.» (نـگـر:َب

)٢٧٠لب�الحساب، ص 
ا بيان داشته است:اه�حل زير رل; رمؤ

ت است از:د به هم عبارسيدن دو فرمان رز

  
1÷ (

1
8
+ 1

10
) = 40

9
= 4

4
9

ت است ازم عبارل و دوسط نفر اومسافت�هاى طى شده تـو
.١٦٠ و ٢٠٠

  
x1 = (

1
8

40)(40) = 200,  x2 = (
1

10
40)(40) =160

  x1 + x2 = 360

  

1
8

360= 45

  

1
10

360= 36

سخ طى مى�كنند فر٣٦م هر روز  و نفر دو٤٥ل هر روز نفر او
سند.تا به هم بر

لى به ثانى مى�گويد اگرند او. «دو كس هر يكى مالى دار٢١
د و ثانى مى�گويدى به من دهى بها جامه بـو خمس آنچه دار٢تو 

فتيـما گرد؛ فـرى به من دهى بها جامـه بـو سبع آنچـه دار٣اگر تو 
جديم از مخرج سبع هفت پس اسقاط كـر و مخر٥ج خمس مخر

 اين از٢١ج سبع شد ديم در مخرب كر ضر٣ باقى� ماند ٢خمس 
٤ باقى ماند ٣ج سبع ديم از مخرد و نقصان كرآن صاحب سبع بو

 اين از آن صاحب خمس٢٠ج خمس شـد ديم در مخرب كرضر
)٢٧٢د.» (نگر: لب�الحساب، ص بو

  

x + 2
5

y = z

3
7

x + 7 = z










⇒ x = 21,  y = 20
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اج اعداد مضمر يعنى يافـتـناستخراج اعداد مضمـر: استخر
فتنده است از طريق گرد انتخاب كرعددى كه كسى در ذهن خو

اطلاعات جانبى از او. در هر سه كتاب مـنـبـع ايـن مـقـالـه، در
ضمر بهُداخته شده است. در لغت مع پرضوبخش�هايى به اين مو

شيده و پنهان است و در ضمير نگه داشته و در دلمعنى آن�چه پو
پنهان شده مى�باشد.

١٣ع هـر دو كـه فت از مجـمـو در دل گـر٧ و ٦. «يكـى ٢٢
 بعد از آن يكى از١٦٩ مربع كند باشد ١٣است خبر بايد داد و آن 

د و يكب كند نو است ضر١٣ع كه ا در مجمو هفت رًآن عدد مثلا
١٣ است در عددى كه كمتر از ٦ا كه باشد بعد از آن عدد ديگر ر

 باشد اين دو مبلغ جمع كند باشـد٦٠ه  عشرًب كند مثـلاد ضربو
د. باقى مانده هجده قسمت كند بر فصل برو١٣ اين از مربع ١٥١
د باقى ماند برو١٣ از ٦ج آيد  است خار٣ه و آن  و عشر١٣ميان 

)٢٦٤.» (نگر: لب�الحساب، ص ٧
  x + y =13,  x = ?,  y = ?

  

(x + y)2 − [x(x + y) +10y]
x + y −10

  
= x2 + y2 +2xy − x2 − xy −10y

x + y −10
= y(x + y −10)

(x + y −10)
= y

  x =13 − y

ال«از مضمر سـؤاج نام�هـا: استخر. ٢٣
اف اسـت. او رديم كه ايـن نـام چـنـد حـركـر

ك كند و بـاقـى بـها تـرل رف اوبگويـد تـا حـر
د، و بگويد كه چند استگيرحساب جمل بر

دگيرك كند و باقى برا ترم رف دوبعد از آن حر
و بگويد كه چند است و على هذا تعداد ايـن

احدى قسمتا وّف الجمع كند و بر عدد حرو
ف باشد بـهد عدد حـروج شـوكند آنچـه خـار

ل از اين اسقـاطن جمله اومل چـوَحساب ج
 اوًد و على هذا مـثـلال بوف اوكند باقـى حـر
ل ازف است گفتيم كـه او حر٣گفت اين نام 

هم گير گفـت چـهـلح كن و باقى بـراين طـر
ح كن گفت هشتاداست ديگر گفتيم ثانى طر

ح كن گفت صـداست ديگر گفتيم ثالث طـر
 بر دو قسمـت٢٢٠ديم شد است بر هم افزو

فج آمد صد و ده اين عـدد حـروديم خـاركر
فتيم بماند هـفـتـارى برل از واست جمـلـه او

فتيم بماندى بر جمله ثالث از و٣٠فتيم بماند ى برجمله ثانى از و
م شـد كـه ايـن اسـم عـلــى اســت.» (نــگــر:ده پـس مـعــلــو

)٢٦٤لب�الحساب، ص 
فتـهد در نظر گـرد خوا نـزاى مثال به كسى كه اسـم عـلـى ربر

گو كند،ا بازا حذف كند و جمع بقيه رل آن رف اومى�گوييم حر
، و ى٣٠، ل معادل ٧٠مى�دانيد كه در حساب جمل ع معادل 

م ل، ول ع، بار دواهيم كه بار او است، پس اگر بخو١٠معادل 
ا بگويد داريم:ا حذف كند و جمع بقيه رم ى ربار سو

  y + z = 40

  x + z = 80

  x + y =100

ا با هم جمع كنيم داريم:ق رحال اگر معادلات فو
  2(x + y + z) = 220

  x + y + z =110

د، اينك معادله�ىم مى�شوف معلوتا اينجا جمع حرو
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  y + z = ٧٠ عدد xاى ده كه برابطه جايگزين كرا در آخرين رر 40
تيبكه متناظر با ع است به دست مى�آيد، و بقيه نيز به همين تـر

ده است.د. پس نام پنهان شده على بومحاسبه مى�شو
گه كه شخصـى خـاتـمـى از زر در هـراج خاتـماستخـر. «٢٤

اهند كه بداننده در دستى ديگر كه خودستى نهد و خاتمى از نقـر
ه در كدام طريق آن باشد كهكه خاتم زر در كدام دست است و نقر

ه عددىد و آن نقرگيرج بردر آن دست كه خاتم زر است عددى زو
ج، وب كند در عدد زواست است ضرد آن عدد كه در دست رفر

د، و هر دو مبلغب كند در عدد فرآنچه در دست چپ است ضر
ى باشد خاتـم زر در دسـتد اگر بعد از تنصيـ; كـسـرهم گيـربر
د.» (نـگـر:ى نباشـد در دسـت چـپ بـود و اگر كـسـراست بـور

)٢٦٥لب�الحساب، ص 
مشابه اين مسئله در مفتاح�المعاملات و التكمـلـه نـيـز آمـده

ه در دستاست و نقرض مى�كنيم خاتم زر در دست راست. فر
ر نظر مى�گيريم و درد2k1  است عدد چپ باشد، پس در دست ر

2k3  دست چپ  ل; داريم:اه�حل مؤ آن گاه طبق ر،1+

  

2k1.2k2 + (2k3 +1)(2k4 +1)

2

  
= 4k1k2 + 4k3k4 +2k3 +2k4 +1

2
= 2k5 +1

2

ى (ناصحيح) به دست آمد پس خاتـم زر درن عدد كسـرچو
است است.دست ر

است باشده در دست رحال اگر خاتم زر در دست چپ و نقر
داريم:

  

2k1(2k2 +1)(2k3 +1).2k4

2
= 2k5

2
= k5

عدد صحيح به دست آمد پس خاتم زر در دست چپ است
است.ه در دست رو نقر

. «دو كس مى�گويند ميان ما ده عدد پنهان است هر يكى٢٥
ى مضاع; كن و به آخـر گـوچند داريم به يكى گو آنچـه تـو دار

س و از مربـعع آن بازپردان پس مجمـوى يكى ده گـرآنچه تـو دار
ج آيده اسقاط كن آنچه بماند بر هشت قسمت كن آنچه خارعشر

)٢٦٦د.» (نگر: لب�الحساب، ص ل بواز آن او

  
x = 100− (2x +10y)

8
⇔

  8x =100−2x −10y ⇔

  8x +2x +10y =100⇔

  x + y =10

سخن آخر
ى فعالمينه�ى يادگيراند زهنر معلم رياضى اين است كه بتو 

اه�ها راهم كند، در آن�ها بهترين انـگـيـزان فراى دانش�آمـوزا برر
د و چه�قدر لحظاتا دارا به تفكر و انديشيدن وايجاد كند و آن�ها ر

داره بر مـواند عـلاوقتى معلـم بـتـوس دلپذيـر اسـت وكلاس در
د و به ايندازمى نيز بپرهنگ و رياضيات قومذكور به تاريخ و فر

س رياضى هديهدان درشار از شادابى به شاگرسيله فضاى سرو
كند.

شتپى�نو
تفاضل. ١
 پيك، قاصد.٢
 كم كن.٣
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تبطسد، شامل اخبار مـرياضى كشور به چاپ مـى رر
ياضى وه هاى ربا اين نهاد و نيز مقاله هايى در حوز
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