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تعريف: دو پيشامد A و B از فضاي نمونه‌اي S را مستقل 
از ه��م مي‌ناميم هرگاه وقوع يا عدم وق��وع هر كي روي وقوع 
ديگري تأثير نداشته باشد. )A رخ بدهد يا رخ ندهد، B بتواند 

رخ بدهد.(

تذك�ر مهم:  اگ��ر A و B در دو فضاي نمونه‌اي متفاوت 
مانند S1 و S2 تعريف شده باشند، همواره مستقل هستند 
و واضح است كه رخداد يا عدم رخداد هر كي هيچ تأثيري 
بر رخداد ديگري ندارد. مثلاً انداختن كي تاس و كي سكه 
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با فضاهاي نمونه‌اي 
پيشامد مستقل از هم هستند.

قضيه: شرط لازم و كافي براي آنكه دو پيشامد A و B از 
فضاي نمونه‌اي S مستقل باشند آن است كه: 
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)اين قضيه با اس��تفاده از فرمول احتمال شرطي به اثبات 
مي‌رسد.(

مثال: در هر كي از حالت‌هاي زير مستقل يا وابسته بودن 
پيشامدهاي داده شده را بررسي كنيد: 

S = ريختن 2 تاس با هم يا كي تاس 2 بار (I
A = پيشامد آنكه تاس اول 5 بيايد

B = پيشامد آنكه مجموع دو تاس 9 باشد

 B در بعض��ي از حالت‌ها مانع رخداد A ح�ل: عدم رخداد
مي‌شود. مثلاً اگر تاس اول 1 يا 2 بيايد، امكان اينكه مجموع دو 
تاس 9 باشد، وجود ندارد. پس دو پيشامد وابسته هستند. حال 

از طريق قضيه اين نتيجه را تأييد ميك‌نيم: 
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بخش دوم

پيشامدهاي مستقل و وابسته

پيشامدهاي تصادفي و احتمال در 
فضاهاي نمونة گسسته و پيوسته
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تذك�ر: تعريف فوق براي n پيش��امد A2 ،A1، ... و An از 
فضاي نمونه‌اي S قابل تعميم است. يعني اگر پيشامدهاي 
A1 ت��ا An دوبه‌دو مس��تقل باش��ند و داش��ته باشي��م: 

، در اين صورت اين پيشامدها 
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مستقل از كيديگرند.

تذكر: دو پيشامد A و B از فضاي S مي‌توانند: 
I) سازگار و مستقل باشند.
II) سازگار و وابسته باشند.
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III) ناس��ازگار 
.
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اين‌صورت: 
IV) ناسازگار و وابسته باشند.

تذكر: اگر A و B دو پيشامد مستقل باشند، در اين‌صورت 
′A و ′B مس��تقل‌اند، ′A و B مس��تقل‌اند و A و ′B ن��يز 

مستقل‌اند.
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نمونه‌اي داش��ته باشيم: 
 ، در ا��ين صورت فضاي S را فضاي نمونه‌اي هم‌ش�انس و در 
غير اين‌صورت آن را فضاي غيرهم‌ش�انس مي‌ناميم. )اگر در 
كي فضاي نمونه‌اي حداقل 2 برامد ساده، احتمال نابرابر داشته 

باشند، آن فضا غيرهم‌شانس است.(

مثال: كي تاس طوري س��اخته شده كه احتمال وقوع هر 
وجه آن متناسب اس��ت با دو برابرعدد حك شده روي همان 
وجه. اگر اين تاس را بيندازيم چه‌قدر احتمال دارد عدد حاصل 

فرد باشد؟
حل: طبق فرض داريم: 



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

36 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      
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پيشامدهاي مربوط به تولد
به دنيا آمدن و تولد اش��خاص پيش��امدهايي مس��تقل از 
كيديگر در نظر گرفته مي‌شوند. براي مثال، احتمال آنكه دو نفر 

در روز شنبه به دنيا آمده باشند برابر است با: 
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مثال: در كي تيم 5 نفري، چه‌قدر احتمال دارد: 
الف( هر پنج نفر روز شنبه به‌دنيا آمده باشند؟

ب( هر پنج نفر در كي روز از هفته به‌دنيا آمده باشند؟
ج( روز تول��د ه��ر پنج نفر متمايز باش��د )تولد در كيي از 

روزهاي هفته(.
د( حداقل 2 نفر در كي روز از ايام هفته متولد شده باشند؟
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تذكر: احتمال آنكه n نفر 

 

n

n

n

n

min

(n )

P( , n)P(A)

... ( (n ))P(A)

P(A) P(A )

kP(A ) ...

k

n(S)

P(A)

P(A)

−

≤

=

× × × − −
=

′> → − >

−′→ < − = → × × × <

→ =

 
= = 
 
 
 
 = = =

    
+ +    

    =

1

365
365
365

1
365

365
365

365 364 365 1
365

1
3

1 11
3 3

1 2 7 6 8 21
3 3 7 7 7 3

3
10

120
3
4
3 4 1

120 120 30
3 4 3
3 3 3

P(A)

n(A )

P(A ) P(A) P(A )

P(A ) P(A)

P(A)

P(A)


 + + = =

     
× ×     

     = =

 ′→ = = 
 

′ ′= → = − = − = =

 
 
 ′→ = = → = − =

   
×   

   = = =

=

1 4 1 1
120 120 20

3 4 3
1 1 1 3

120 10
7

35
3

35 35 85 171 1
120 120 120 24

4
3 4 4 291

120 120 120 30
3 7
2 1 21 7
120 120 40

7
3

n(S)
A { , , } { , , } n(A)

n(A)P(A)
n(S)

n(S)
A { , , , } { , , , }

n(A) P(A)

A {( , ), ( , ),...( , )} n(A)

P(A)

 
 
  = =

=
= × → = × =

→ = = =

=
= ×

→ = × = → = =

= → =

= =

2

2

35 17
120 120 24

6
2 4 6 2 4 6 3 3 9

9 1
36 4

6
3 4 5 6 3 4 5 6

16 44 4 16
36 9

2 1 2 2 2 6 6
6 1
36 6

 يا: 
n

n

n

n

min

(n )

P( , n)P(A)

... ( (n ))P(A)

P(A) P(A )

kP(A ) ...

k

n(S)

P(A)

P(A)

−

≤

=

× × × − −
=

′> → − >

−′→ < − = → × × × <

→ =

 
= = 
 
 
 
 = = =

    
+ +    

    =

1

365
365
365

1
365

365
365

365 364 365 1
365

1
3

1 11
3 3

1 2 7 6 8 21
3 3 7 7 7 3

3
10

120
3
4
3 4 1

120 120 30
3 4 3
3 3 3

P(A)

n(A )

P(A ) P(A) P(A )

P(A ) P(A)

P(A)

P(A)


 + + = =

     
× ×     

     = =

 ′→ = = 
 

′ ′= → = − = − = =

 
 
 ′→ = = → = − =

   
×   

   = = =

=

1 4 1 1
120 120 20

3 4 3
1 1 1 3

120 10
7

35
3

35 35 85 171 1
120 120 120 24

4
3 4 4 291

120 120 120 30
3 7
2 1 21 7
120 120 40

7
3

n(S)
A { , , } { , , } n(A)

n(A)P(A)
n(S)

n(S)
A { , , , } { , , , }

n(A) P(A)

A {( , ), ( , ),...( , )} n(A)

P(A)

 
 
  = =

=
= × → = × =

→ = = =

=
= ×

→ = × = → = =

= → =

= =

2

2

35 17
120 120 24

6
2 4 6 2 4 6 3 3 9

9 1
36 4

6
3 4 5 6 3 4 5 6

16 44 4 16
36 9

2 1 2 2 2 6 6
6 1
36 6

از سال متولد شده باشند برابر است با: 

و احتمال آنكه روز تولد هيچ دو نفري در سال كيي نباشد، 

از اين رابطه به‌دست مي‌آيد: 
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مثال: در جمعي k نفره حداقل مقدار براي k كدام اس��ت 
تا احتمال اينكه حداقل 2 نفر در كي روز از هفته متولد شده 
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باشند، بيشتر از 
 A′ يا A را پيشامد مورد نظر فرض كنيم، متمم A حل: اگر

آن است كه روز تولد هر k نفر متمايز باشد.
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مثال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مهرة آبي و 3 مهرة سبز 
وجود دارد. س��ه مهره به تصادف از اين جعبه خارج ميك‌نيم. 

مطلوب است احتمال آنكه: 
I) هر سه مهره آبي باشند.

)تعداد كل حالت‌هايي كه مي‌توان س��ه مهره را از بين 10 
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مهره انتخاب كرد: 
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II) هر سه مهره هم‌رنگ باشند )يا هر سه قرمز يا هر سه 
آبي يا هر سه سبز(.
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III) هيچ دو مهره‌اي هم‌رنگ نباشند )1 مهره قرمز، 1 مهره 
آبي و 1 مهره سبز(.
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IV) حداقل 1 مهره سبز باشد.
A′ = پيشامد آنكه هيچ مهره‌اي سبز نباشد
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V) حداكثر 2 مهره آبي باشد.
A′ = پيشامد آنكه هر سه مهره آبي باشند
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VI) فق��ط 2 مهره قرمز باش��د )دو مه��ره قرمز و 1 مهره 
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بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

غيرقرمز(.
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VII) هيچ مهره‌اي سبز نباشد.
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مثال: دو تاس را با هم مي‌ريزيم. مطلوب اس��ت احتمال 
آنكه: 

I) هر دو تاس زوج باشند.
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II) هر دو تاس بزرگ‌تر از 2 باشند.
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III) تاس اول 2 بيايد.
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V) هيچك‌دام از دو تاس مضرب 3 نباشند.
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VI) مجموع دو تاس بر 9 بخش‌پذير باشد.
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VII) حاصل‌ضرب دو تاس بر 10 بخش‌پذير باشد.
A = حاصل ضرب دو تاس 10 يا 20 يا 30 باشد
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مثال: 3 تاس را با هم مي‌ريزيم. مطلوب است احتمال آنكه: 
I) هر سه بر 3 بخش‌پذير باشند. 
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II) مجموع سه تاس بزرگ‌تر از 5 باشد.
A′ = پيشامد آنكه مجموع 3 تاس كوچ‌كتر يا مساوي 5 باشد
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III) س��ه عدد رو ش��ده كي دنبالة هندس��ي صعودي با 
قدرنسبت صحيح تشيكل بدهند.
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V) سه عدد رو شده بتوانند كي دنبالة عددي با قدرنسبت 
صحيح تشيكل بدهند.
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توجه داريم كه اگر قدرنس��بت، 
با هم برابر هس��تند ��كه 6 حالت امك��ان دارد. همچنين اگر 
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6 مي‌توانند تشيكل دنبالة عددي يا حسابي بدهند كه در هر 
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!3 جايگش��ت هستند. اگر  حالت داراي 6=
!3 جايگشت  1، 3 و 5 تشيك��ل دنبالة عددي مي‌دهند كه 6=
دارن��د و ن��يز اع��داد 2، 4 و 6 كه آن‌ها نيز 6=!3 جايگش��ت 
 فرض ش��ود، اع��داد نمي‌توانند دنبالة 
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دارن��د. اگر هم 
 عددي تشيكل بدهند. بنابراين تعداد حالت‌هاي مطلوب برابر
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مثال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مهرة آبي و 4 مهرة سبز 
وج��ود دارد. 1 مهره به تصادف از اين جعبه خارج ميك‌نيم و 
بدون نگاه كردن به رنگش، آن را كنار مي‌گذاريم. سپس مهرة 
ديگري از جعبه خارج ميك‌نيم. چه‌قدر احتمال دارد مهرة دوم 

آبي باشد؟
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متفاوت وجود داش��ته باش��د و 1 مهره يا 2 مهره ... یا 
مهره ب��ه تصادف از جعبه خارج كرده و ب��دون نگاه كردن به 
رنگشان آن‌ها را كنار بگذاريم و سپس مهرة ديگري به تصادف 
خارج كنيم، در اين صورت احتمال آنكه مهرة برداشته شده در 
مرحلة دوم از رنگ خاصي از رنگ‌هاي موجود در جعبه باشد، 
با احتمال آنكه ابتدا مهره‌اي از جعبه خارج كنيم كه از همان 

رنگ باشد، برابر است.
در مث��ال فوق، احتمال آنكه مهره‌اي از جعبه خارج كنيم 
و رنگ آن آبي باش��د برابر است با تقسيم تعداد مهره‌هاي آبي 

 )آبي( P. اگر 
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بر تع��داد كل مهره‌هاي جعبه؛ يعني: 

بخواهيم از اين نكته استفاده نكنيم، براي مهرة خارج شده بايد 
دو حالت در نظر بگيريم: كيي اينكه مهرة اولي آبي نباش��د و 
دومي آبي باش��د، و حالت ديگر اينكه مهرة اولي آبي باش��د و 
 شود: 

A { , , } { , , }
n(A )

P(A )

P(A) P(A )

A { , , , } { , , , } n(A)

P(A)

A {( , ), ( , ), ( , ), ( , )} n(A)

P(A)

A {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

n(A)

′ = ×
′→ = × =

′ = =

′= − = − =

= × → = × =

→ = =

= → =

= =

→ =

= →

2 3 5 2 3 5
3 3 9

9 1
36 4

1 31 1
4 4

1 2 4 5 1 2 4 5 4 4 16
16 4
36 9

3 6 6 3 4 5 5 4 4
4 1
36 9
2 5 5 2 4 5 5 4 6 5 5 6

6 P(A)

n(S)

A { , } { , } { , } n(A)

P(A)

A {( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ),
( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}

n(A )

P(A ) P(A)

= =

= × × =

= × × → = =

→ = = =

′ =

′→ =

′ = = → = − =

3

3

6 1
36 6

6 6 6 216
3 6 3 6 3 6 2 8

8 8 1
216 276

111 2 11 1 2 1 11 2 2 2 1 2 1 2
1 2 2 3 11 1 3 1 11 3

10
10 5 5 1031
216 108 108 108

A {( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )} n(A)

P(A)

A {( , , ), ( , , ),..., ( , , ), ( , , ) }

n(A)

P(A)

d
d
d
d

n(A) P(A)

(n )

→ = → =

= =

=

→ =

=

=
=
=
≥

= × + + = → = =

−

= =

= × + ×

111 6 6 5 6 5 6 5 6 6 4
4 1

216 54
111 2 2 2 6 6 6 1 2 4

7
7

216
0
1
2
3

36 14 6 6 6 36
216 6

1
4 2
10 5

2
5

6 4 4 3
10 9 10 9

 

 

P(A)

P(A)

P(A)

=

= + = = =

= × × =

= × × =

   = × × + × × =   
   

24 12 36 4 2
90 90 90 10 5

3 4 3 1
10 9 8 20
4 3 8 2
10 9 8 15
4 3 2 4 6 3 2
10 9 8 10 9 8 15

دومي نيز آبي باشد. جمع اين دو احتمال بايد همان 
P )مهرة دوم آبي( 
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   اولي آبي و دومي آبي   اولي غيرآبي و دومي آبي
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مث�ال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مه��رة آبي و 3 مهرة 
س��فيد وجود دارد. 3 مهره از اين جعبه به تصادف و كيي پس 
از ديگري و بدون جاي‌گذاري انتخاب ميك‌نيم. چه‌قدر احتمال 

دارد: 
I) اولي سفيد، دومي آبي و سومي قرمز باشد؟
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II) مهرة اول آبي و مهرة دوم قرمز باشد؟
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)توجه داريد كه مهرة سوم تأثيري بر مهره‌هاي اول و دوم 
ندارد و هر مهره‌اي باشد، مطلوب است.(

III) مهرة اول آبي و مهرة سوم سفيد باشد؟
روش اول: براي مهرة دوم كه روي سومي تأثيرگذار است، 
دو حالت در نظر مي‌گيريم: دومي يا سفيد بوده يا سفيد نبوده 

است: 
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روش دوم: چون روي مهرة دوم قيدي گذاش��ته نش��ده 

است، مي‌توانيم پس از برداشت مهرة اول كي مهره به تصادف 
برداريم و بدون نگاه كردن به رنگش، آن را كنار بگذاريم كه در 
اين صورت طبق نكتة قبل براي مهرة سوم فضاي نمونه تغييري 
نكرده اس��ت. در واقع مهرة سوم را مي‌توان در حكم مهرة دوم 

فرض كرد و در اين‌صورت خواهيم داشت: 
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IV) مهرة دوم قرمز و مهرة سوم سفيد باشد.
چون روي مهرة اول قيد گذاش��ته نش��ده است، پس كي 
مه��ره برمي‌داريم و ب��دون نگاه كردن به رنگ��ش، آن را كنار 
مي‌گذاريم كه در اين صورت مهره‌هاي دوم و سوم در حكم اول 

و دوم به‌حساب مي‌آيند و داريم:

P(A) = P )اولي قرمز و دومي سفيد( 
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اگر بخواهيم مسئله را به روش معمول حل كنيم، بايد براي 
مهرة اول سه حالت در نظر بگيريم: 
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  اولي سفيد              اولي آبي             اولي قرمز

تمرين

1. سك��ة س��المي را ده‌بار پرتاب ميك‌نيم. مطلوب است 
تعيين احتمال آنكه: 

الف( دقيقاً پنج بار رو بيايد.
ب( دقيقاً شش بار رو بيايد.

ج( حداقل شش بار رو بيايد.
2. چه��ار دانش‌آموز كلاس دوم و هفت دانش‌آموز كلاس 
س��وم داوطلب بازي در تيم واليبال مدرسه شده‌اند، در 
صورتي كه بازي در تيم براي 6 نفر از آن‌ها امكان‌ دارد. 
مطلوب است تعيين احتمال آنكه حداقل 3 نفر از كلاس 

سوم باشند.
3. در يكسه‌اي 4 مهرة قرمز و 5 مهرة سفيد وجود دارد. 3 
مهره به تصادف از يكسه خارج ميك‌نيم. مطلوب است 

تعيين احتمال آنكه: 
الف( هر سه مهره همرنگ باشند.
ب( فقط دو مهره همرنگ باشند.
ج( لااقل دو مهره همرنگ باشند.


