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اين  از  دانش آموزان  از  بيشترى  عده ى  استفاده ى  منظور  به 
در  دو رويكرد  اين  ارتباط  به  هندسه،  مسئله هاى  در حل  رويكرد 
حل مسئله هاى هندسه در صفحه مى پردازيم. به اين ترتيب با دستگاه 

مختصات دكارتى در صفحه سروكار خواهيم داشت.

ويژگى هاى عمود منصف يك پاره خط در يك صفحه 
قضيه: ثابت كنيد عمود منصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، 
مكان هندسى نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به 

يك فاصله قرار دارد.
يعنى:
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 PA=PB :بنابراين ضلع هاى سوم اين دو مثلث با هم برابرند؛ يعنى
و حكم ثابت مى شود.

(شكل1)

1. هر نقطه اى كه روى عمود منصف اين پاره خط باشد، از دو سر 
اين پاره خط به يك فاصله است.

2. هر نقطه اى كه از دو سر اين پاره خط به يك فاصله باشد، روى 
عمود منصف اين پاره خط قرار دارد.

ثابت  مختصاتى  ـ  جبرى  و  هندسى  روش  دو  با  را  قضيه  اين 
مى كنيم.

الف) اثبات به روش هندسى
با  آن  برخورد  نقطه ى  و   d را   AB پاره خط  منصف  عمود   .1
 H است،   AB پاره خط  وسط  همان  واقع  در  كه  را   AB پاره خط 
مى ناميم. از نقطه ى دل خواه P واقع بر خط d (عمود منصف پاره خط 
AB)، به دو نقطه ى A و B وصل مى كنيم. مى خواهيم ثابت كنيم كه: 

PA= PB. دو مثلث PAH و PBH همنهشت اند، زيرا داريم:

كه  واقع اند  چنان  يك صفحه  در   AB پاره خط  و   P نقطه ى   .2
داريم: PA=PB. مى خواهيم ثابت كنيم كه نقطه ى P روى عمودمنصف 
 PAB است. براى اثبات نيم ساز زاويه ى درونى از مثلث  AB پاره خط
را رسم مى كنيم و پاى اين نيم ساز را H مى ناميم. دو مثلث PHA و 

PHB به حالت (ض ز ض) همنشهت هستند، زيرا داريم:
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 ـرويكرد جبرى  رويكرد هندسى 
در آموزش هندسه (12)

كليد واژه  ها: عمود منصف پاره خط، نيم ساز، مكان هندسى.
محمد هاشم رستمى
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در نتيجه AH=BH . يعنى H وسط پاره خط AB است. از طرف 
A است، پس:  H P BH P

∧ ∧
+ =180� A كه چون  H P BH P

∧ ∧
= ديگر: 

 PH عمود است. در نتيجه AB بر PH يعنى . A H P BH P
∧ ∧

= = 90�

عمودمنصف پاره خط AB و حكم مسئله درست است.
ب) راه حل جبرى ـ مختصاتى

صورت مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
قضيه: ثابت كنيد عمود منصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، 
مكان هندسى نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به 

يك فاصله است.
اثبات:  اندازه ى  پاره خط  AB را 2a فرض مى كنيم. مهم ترين كار در 
روش حل جبرى ـ مختصاتى انتخاب دستگاه مختصات مناسبى است 

كه راه حل مسئله را به ساده ترين صورت، ممكن سازد. 

اكنون ثابت مى كنيم هر نقطه اى كه از دو سر پاره خط AB به يك 
فاصله باشد، روى عمودمنصف اين پاره خط واقع است. بدين ترتيب 
كه اگر P =(x , y) نقطه اى واقع در  صفحه ى مختصات قائم ذكر شده 
 (B (a , )= 0 A( و  ( a , ) AB= − 0 در بالا باشد و از دو سر پاره خط 

به يك فاصله باشد، خواهيم داشت:
P (x, y) , A ( a, ) , B (a, ) , PA PB
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يعنى نقطه ى P روى محور yها واقع است كه همان عمود منصف 
پاره خط AB محسوب مى شود. بنابراين، به روش تحليلى نيز ثابت 
كرديم كه عمودمنصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، مكان هندسى 
نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به يك فاصله 

است؛ زيرا:
الف) هر نقطه مانند P  كه روى عمودمنصف پاره خط AB باشد، 

.PA=PB به يك فاصله است؛ يعنى B و A از دو نقطه ى
ب) هر نقطه اى كه از دو سر پاره خط AB به يك فاصله باشد (يعنى 

PA=PB )، روى عمودمنصف پاره خط AB است.

نكته: به طورى كه ديده مى شود، اثبات اين قضيه به روش جبرى 
ـ مختصاتى، ساده تر از اثبات آن به روش هندسى است. اينك به چند 

مثال توجه كنيد.
مثال 1. ثابت كنيد هر نقطه مانند P روى عمودمنصف پاره خط 
AB  ، از نقاط A و B به يك فاصه است (مسئله ى 19 صفحه ى 27 

كتاب هندسه ى 1).
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(شكل4)

در اين مسئله، محور xها را روى خط AB و محور y ها را روى 
دو  اين  برخورد  نقطه ى  مى كنيم.  اختيار   AB پاره خط  عمودمنصف 
محور نقطه ى o (كه همان نقطه ى H در راه حل هندسى است)، مبدأ 
 AB را روى عمودمنصف پاره خط P مختصات است. نقطه ى دل خواه
كه در اين جا همان محور yهاست، اختيار مى كنيم و مختصات اين 
در نظر مى گيريم. از P به A و B وصل مى كنيم.  P ( , y)= 0 نقطه را 
پاره خط  عمودمنصف  از   P نقطه ى  هر  براى  كنيم،  ثابت  مى خواهيم 
AB داريم: PA=PB. با توجه به اين كه در اين دستگاه مختصات قائم 

است، داريم: B (a , )= 0 و A ( a , )= − 0
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اين تساوى همواره برقرار است. بنابراين همواره PA=PB است. 
اين  دو  سر  از   AB پاره خط  عمودمنصف  بر  واقع  نقطه  هر  پس 

پاره خط، يعنى از دو نقطه ى A و B ، به يك فاصله است.
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(شكل5)

با دو  ابتداى مقاله است كه  اين مثال قسمت اول مسئله ى  حل: 
روش هندسى و جبرى ـ مختصاتى حل شده است.

مثال 2. دو نقطه ى A و B و خط Δ در يك صفحه داده شده اند، 
نقطه اى روى خط Δ بيابيد كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله 

باشد.
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روشى ديگر براى حل هندسى مثال 2
مى گيريم،  فرض  شده  حل  را  مسئله 
نقطه ى   ،M نقطه ى  مى كنيم  فرض  يعنى 
كه  باشد  نقطه اى  يعنى  باشد؛  جواب مسئله 
است  فاصله  به يك   B و   A نقطه ى  دو  از 
نقاطى  هندسى  مكان  چون   .(MA=MB)
به  يك   B و   A نقطه ى  دو  از  كه  از صفحه 
پاره خط  عمودمنصف  خط  هستند،  فاصله 
از  يكى    M نقطه ى  پس  است،   AB

است.   AB پاره خط  عمودمنصف  نقطه هاى 
يعنى عمودمنصف پاره خط AB از اين نقطه مى گذرد. به عبارت ديگر، 

نقطه ى M محل برخورد عمودمنصف پاره خط AB و خط Δ است.

حل: الف) رويكرد هندسى
از  نقطه اى  هندسى  مكان  مى دانيم، 
يك صفحه كه از دو سر يك پاره خط به 
يك فاصله است، عمودمنصف آن پاره خط 
است. بنابراين نقطه ى جواب مسئله، هم 
 AB پاره خط  عمودمنصف  روى  بايد 
باشد و هم بايد روى خط Δ باشد. پس 
اين نقطه محل برخورد اين دو خط است، 
نتيجه، براى حل مسئله عمودمنصف  در 

پاره خط  AB را رسم مى كنيم 
نقطه ى  مى ناميم.   d را  آن  و 
 Δ خط  با   d خط  برخورد 
كه آن را Mمى ناميم، جواب 
 M مسئله است. يعنى اگر از
به A و B وصل كنيم، داريم: 

.MA=MB

جواب  تعداد  در  بحث 
مسئله

1. اگر خط d عمودمنصف 
پاره خط AB، با خط Δ متقاطع 

باشد، مسئله تنها يك جواب دارد كه همان نقطه ى M است. اين در 
صورتى است كه راستاى خط AB عمود بر  راستاى Δ نباشد (شكل 
8). به بيان ديگر، اگر خط AB خط Δ را قطع كند و بر آن عمود 

هم نباشد.

Δ عمود باشد (شكل 9).
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2. اگر خط d عمودمنصف پاره خط AB، موازى خط Δ باشد، 
مسئله جواب ندارد. اين در صورتى است كه راستاى خط AB بر خط 

BA H

d

3. اگر خط d عمودمنصف پاره خط AB منطبق بر خط Δ باشد، 
مسئله بى شمار جواب دارد. زيرا هر نقطه از خط Δ كه همان خط 
در  اين  البته   .(10 (شكل  مى شود  محسوب  مسئله  جواب  است،   d

صورتى است كه خود خط Δ عمودمنصف پاره خط AB باشد.

اين  حالت  در  نكته: 
 Δ راستاى   AB راستاى 
دو  اما  مى كند،  قطع  را 

راستا بر هم عمودند.

BA H

d
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.
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از اين جا روش حل مسئله مشخص مى شود. بدين ترتيب كه براى 
تعيين نقطه  ى M، عمودمنصف پاره خط AB را رسم مى كنيم و آن را 

(شكل11)
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d مى ناميم. نقطه ى برخورد اين خط و خط Δ را نقطه ى M مى ناميم 
كه اين نقطه جواب مسئله است. زيرا اگر از اين نقطه به A و B وصل 
مسئله  براى  تعداد جواب  به  مربوط  بحث   .MA=MB داريم:  كنيم، 

همانند بحث روش قبلى است.

خواهد بود. در اين صورت، مختصات نقطه ى M  كه محل برخورد 
عمودمنصف پاره خط AB و خط Δ است، از دستگاه دو معادله ى دو 

مجهولى زير به دست مى آيد.

A

M

B

H

d

نكته: روش مسأله را حل شده فرض كردن: يكى از راهبردهاى 
در  به ويژه  و  هندسه  مسئله هاى  به ويژه حل  مسئله ها،  در حل  مهم 
مواردى است كه حل كردن مسئله با داده هاى موجود آسان نباشد و 
به داده هاى بيشترى نياز داشته باشيم. تا به كمك آن ها بتوانيم مسئله 

را حل كنيم؛ براى مثال:
«مثلثى رسم كنيد كه اندازه ى سه ميانه ى آن داده شده است.» 

روش  اين  با  كه  ديگرى  مشابه  مسئله هاى  و  مسئله  اين  حل 
حل مى شوند، در جلدهاى 11، 12 و 13 دايرة المعارف كه به رسم 

شكل هاى هندسى با روش هندسى اختصاص دارند، وجود دارد.
ب) حل با رويكرد جبرى ـ مختصاتى

مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
دو نقطه ى A و B و خط Δ در يك صفحه داده شده اند، نقطه اى 

روى خط Δ بيابيد كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله باشد.
براى اثبات، دستگاه مختصات قائم xoy را در صفحه اى كه A و B و 
 AB ها روى خطx قرار دارد، به گونه اى انتخاب مى كنيم كه محور Δ خط
و مبدأ مختصات وسط پاره خط AB باشد، در اين دستگاه مختصات، اگر 
A =(x1 , 0) و B =(-x1 , 0) اختيار شود، معادله ى عمودمنصف پاره خط 

AB ـ كه در واقع محور yهاست ـ عبارت است از: x =0 معادله ى 

 ax by c+ + =0 كلى  به صورت  مختصات  دستگاه  اين  در   Δ خط 

A B

M

O

y

x

(شكل12)

(شكل13)

x
by c
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c cy M ( , )
b b
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0
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اين نقطه كه نقطه اى از خط Δ است،از دو نقطه ى A و B به يك 
cMفاصله است؛ زيرا داريم: ( , ) , A (x , ) , B ( x , )

b

c cMA x , MB x
b b

MA MB

= − = = −

⇒ = + = +

⇒ =

1 1

2 2
2 2
1 12 2

0 0 0

نكته: اگر دستگاه مختصات قائم xoy در صفحه ى گذرنده بر A و 
با رويكرد  Δ را به صورت دل خواه در نظر بگيريم، حل مسئله  B و 
صورت  اين  در  زيرا  شد.  خواهد  مشكل تر  مختصاتى  ـ  جبرى 

∆

∆
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مختصات  به   B و   A نقطه هاى 
A =(x۱ , y۱) و B =(x۲ , y۲) و خط 

 ax by c+ + =0 كلى   معادله ى  به   Δ
 ،M نقطه ى  تعيين  براى  بود.  خواهد 
پاره خط  عمودمنصف  برخورد  محل 
معادله ى  بايد  نخست   ،  Δ با خط   AB

خط d، عمودمنصف پاره خط AB را 
بنويسيم.

داريم:
 

AB

y y
m AB m d

x x m
x x
y y

−
= ⇒ = −

−

−
= −

−

2 1

2 1

2 1

2 1

1

AB وسط پاره خط x x y y
H ( , ) , y y m(x x )

+ +
= − = −1 2 1 2

1 12 2
y y x _ x x x

d : y (x )
y y

+ +
⇒ − = − −

−
1 2 2 1 1 2

2 12 2

 AB معادله ى عمودمنصف پاره خط
اكنون بايد پاسخ دستگاه دومعادله ى دو مجهولى زير را كه همان 

نقطه ى M جواب مسئله است، به دست آوريم.
ax by c:

y y x x x x
y (x )d : y y

M ( , )

+ + =⎧∆ ⎪ − − +⎨ − = − −⎪ −⎩
⇒ =

1 2 2 1 1 2

2 1

0

2 2

� �

اين مطلب را با يك مثال نشان مى دهيم:
: به دست آوريد كه از دو  x y∆ + + =2 1 مثال: نقطه اى روى خط 0

نقطه ى A =(3,-1) و B =(1 , 5) به يك فاصله باشند. 
حل: عمودمنصف پاره خط AB را d مى ناميم و معادله ى آن را 
را   Δ خط  و   d خط  برخورد  نقطه ى  مختصات  آن گاه  مى نويسيم. 

به دست مى آوريم. داريم: 

AB

d
AB

y y
A ( , ) , B ( , ) , m

x x

m ,
m

−
= − = =

−

+ −
= = − ⇒ = =
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2 1
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3 1 1 5
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1 3 3

AB وسط پاره خط
H ( , ) ( , ) y y

m(x x ) y (x ) y x

+ − +
= = ⇒ −

= − ⇒ − = − ⇒ = +

1

1

3 1 1 5
2 2

2 2
1 1 4

2 2
3 3 3

AB معادله ى عمودمنصف پاره خط
d : y x

x x
: x y

x x y M ( , )

⎧ = +⎪ ⇒ + + + =⎨∆ ⎪ + + =⎩

⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = −

1 4
1 4

2 1 03 3
3 3

2 1 0

7 7
1 1 1 1

3 3
جواب مسئله

درستى جواب مسئله را مى توان با محاسبه ى اندازه ى پاره خط هاى 
MA و MB و مساوى بودن آن ها مشخص كرد.

A ( , ) , B ( , ) , M ( , )

MA ( ) ( )

MB ( ) ( )

MA MB

= − = = −

⇒ = + + − − = =

= + + − = =

⇒ = =

2 2

2 2

3 1 1 5 1 1

3 1 1 1 20 2 5

1 1 5 1 20 2 5

2 5

پس نقطه ى M از دو نقطه ى A و B به يك فاصله است.

ضى
ريا

ب 
اد

نقطه................................................
داراي  اما  نيست،  تقسيم  قابل  جهتي  هيچ  در  آن چه   .1

موقعيتي است.
(ارسطو، قرن چهارم قبل از ميلاد)
2. نقطه چيزي است كه داراي هيچ جزئي نيست. حد خط 

نقطه است.
(اقليدوس، قرن سوم قبل از ميلاد)
3. وجود يك اتم براي تحقق يافتن يك نقطه ي رياضي 

كفايت مي كند.
(كوشي 1832)

4. نقطه: مفهوم است و تعريف نشدني است.


