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روشى ديگر براى محاسبه ى 
وارون ماتريس(با قابليت كنترل خطا)  

مقاله را با ارائه ى روش محاسبه و اثبات وارون ماتريس: 
a b c

A a b c
a b c
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با  را   A ماتريس  وارون  كه مى دانيم،  آغاز مى كنيم. همان طور   
نماد A-1 نمايش مى دهيم و شرط لازم و كافى براى اين كه ماتريس 
باشد  صفر  مخالف   A دترمينان  كه  است  اين  باشد،  وارون پذير   A
خودش،  در   A وارون  حاصل ضرب  مى دانيم،  هم چنين   . ( A )≠0

ماتريس مربع واحد مرتبه ى سوم مى شود:
A A I− × =1

3  
به عبارت ديگر داريم:

x y z a b c
x y z . a b c
x y z a b c
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1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1  
از ضرب وارون A در A-1 و متحد قرار دادن ماتريس حاصل و 
ماتريس مربع واحد مرتبه ى سوم، سه دستگاه سه معادله ى سه مجهولى 

a x a y a z b x b y b z c x c y c z
a x a y a z b x b y b z c x c y c z
a x a y a z b x b y b z c x c y c z
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برحسب درايه هاى مجهول A-1 به ترتيب زير به دست مى آيد:
از تساوى دو ماتريس اخير سه دستگاه سه معادله ى سه مجهولى 

به شكل زير حاصل مى شود، يعنى:

 دستگاه (1)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z
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 دستگاه (2)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z
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 دستگاه (3)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z
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در يك سيستم حل  را  دستگاه  اكنون سه  مى آيند.  به دست   A-1 ماتريس  درايه هاى  فوق،  دستگاه  از حل سه  اين جا  در  است،  بديهى 
مى كنيم

i i i
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D≠0 شرط لازم و كافى براى وجود وارون

تذكر 1. ستون Ʃc براى كنترل هر سطر است و مقدار آن هميشه 
مجموع  برابر   δ 

6 و   δ 
5  ،δ 

4 اگر  است.  مربوطه  سطر  مجموع  برابر 
عناصر سطر مربوطه ى خود نشوند، در محاسبه خطا وجود دارد كه 
اين اشتباه بايد رفع شود. درواقع، ستون Ʃc در   هر لحظه هر سطر 
امكان  ما  به  و  مى كند  كنترل  را  مرحله  هر  شده ى  انجام  عمليات 
مى دهد كه بلافاصله به خطاى موجود در هر سطر پى ببريم و آن 

را اصلاح كنيم.
تبصره: در مرحله ى آخر عمليات (در اين جا براى ماتريس مربع 
در  كرد.  محاسبه  نيز  را   A دترمينان  مقدار  مى توان  سوم)  مرتبه ى 

اين جا مقدار دترمينان A چنين است: 
DA
b

= ≠
1

0
 

تذكر 2. همان طور كه گفته شد، مقدار دترمينال A از مرحله ى نهايى 
عمليات به دست مى آيد و شرط لازم و كافى براى آن كه A وارون پذير 
D ≠0 باشد، آن است كه داشته باشيم:                                    

 z به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 z و 3

2 ،z 
از مرحله ى 3، مقادير 1

از مرحله ى 3 داريم:
i iDz k (D )= ≠0  

i
i

k b B Sk
z ; i : z ,

D D D D
= = = = =1 1 1 1

11  

S A b S
i : z , i : z

D D D
= = = = =2 1 1 3

2 32 3
 

 y به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 y و 3

2 ،y 
از مرحله ى 2، مقادير 1

از مرحله ى 2 داريم:

i i iA y A z k′+ =1 2  

i i
i

k k
y A ;

A DA
′

= − 2
1 1

k A k b A S
i :y

A A D A A D
′ −

= = − = −1 2 1 1 2 1
1

1 1 1 1
1

(b D A S ) t
A D D

k A k a A S
i :y

A A D A A D
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′
= = − = −
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1

2 2 2 1 2 2
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2

a D A S t
A D D
−

= =1 2 2 2

1

k A k A S t
i :y

A A D A D D
′ −

= = − = =3 2 3 2 3 3
3

1 1 1
3

 x به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 x و 3

2 ،x 
از مرحله ى 1، مقادير 1

بايد توجه داشت، از هر مرحله ساده ترين معادله را انتخاب مى كنيم. 
از مرحله ى 1 داريم:

i i i ia x a y a z k′′+ + =1 2 3  
و به طور مشابه داريم:

U U U
i :x , i :x , i :x

D D D
= = = = = =1 2 3

1 2 31 2 3  
بنابراين، ماتريس وارون A چنين مى شود:

(مرحله ي 1)

(مرحله ي 2)

(مرحله ي 3)
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x y z
A x y z

x y z

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
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1 1 1
1
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روش محاسبه

روش محاسبه ى ماتريس وارون A چنين است كه ابتدا ترانهاده ى 
A را به دست مى آوريم و سپس ماتريس واحد هم مرتبه ى A را كنار 

آن مى نويسيم.
پس از آن، عمليات روى سطر و ستون را انجام مى دهيم و از 
به دست مى آوريم.  هر مرحله، سه درايه ى مجهول ماتريس A-1 را 
در آخر، به همان صورتى كه درايه هاى مجهول را نوشته ايم، مقدار هر 

درايه ى مجهول را جاى گزين آن مى كنيم.
U t S
D D D
U t S

A
D D D

U t S
D D D

−
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1 2 2 2

3 3 3

 

A را حساب كنيد.
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 4

0 1 6

1 3 2
مثال 1. وارون ماتريس 

حل: وارون ماتريس A را چنين فرض مى كنيم:
x y z

A x y z
x y z

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1
1

2 2 2

3 3 3  
اكنون ترانهاده ى A را به دست مى آوريم و ماتريس واحد مرتبه ى 
سوم را كنار ماتريس حاصل مى نويسيم. سپس عمليات روى سطرها 

i i ix y z k k k c∑

−

− − −

− − −

1 2 3

1 0 1 1 0 0 3

2 1 3 0 1 0 7

4 6 2 0 0 1 13

1 1 2 1 0 1

8 8 0 4 2 2

16 16 12 2 10

A −= = −16 8
2 z z z−= = =

− − −1 2 3
16 12 2
16 16 16

z = −1 1

z =2
3
4

z = −3
1
8

را انجام مى دهيم:
آن  عناصر  مجموع  برابر  بايد   Ʃc مقدار  سطر،  هر  در   .1 توجه 
سطر باشد. در غير اين صورت، در سطر فوق، يعنى سطرى كه مجموع 
عناصرش برابر مقدار Ʃc نيست، اشتباهى وجود دارد كه بايد اصلاح 

شود.
 A توجه 2. از مرحله ى 3 درايه هاى ستون آخر ماتريس وارون

به دست مى آيد.
 z و مرحله هاى 2 و 1 درايه هاى A-1 را 

 z و 3
2 ، z 

با توجه به 1
حساب مى كنيم.

حال از مرحله ى 2 معادله ى اول آن را كه ساده تر است، انتخاب 
و درايه هاى ستون ميانى A-1 را حساب مى كنيم. يعنى از مرحله ى 
 y را محاسبه مى كنيم. با توجه به معادله ى اول 

 y و 3
2 ،y 

2، مقادير 1
مرحله ى 2 داريم:

i i iy z k+ =  
i :y z k ; y ; y= + = − = − = −1 1 1 1 11 1 2 1

i :y z k ; y ; y= + = + = = −2 2 2 2 2
3 32 1 1
4 4

; y =2
1
4

i :y z k y y= + = ⇒ − = ⇒ =3 3 3 3 3
1 13 0
8 8

 x 
2 ، x 

در اين جا از مرحله ى 1، ساده ترين معادله را انتخاب و 1
اول مرحله ى 1  معادله ى  به  توجه  با  نيز محاسبه مى كنيم.  را   x 

3 و 
داريم:

i i ix z k+ =  
i :x z k ; x ; x= + = − = =1 1 1 1 11 1 1 2

i :x z k ; x ; x= + = + = = −2 2 2 2 2
3 32 0
4 4

i :x z k ; x ; x= + = − = =3 3 3 3 3
1 13 0
8 8

A−

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥−= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2 1 1

3 1 3
4 4 4
1 1 1
8 8 8

(مرحله ي 1)

(مرحله ي 2)

(مرحله ي 3)

(A دترمينال)
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در اين جا ماتريس وارون A يعنى A-1 به دست مى آيد.
مثال 2. وارون ماتريس زير را حساب كنيد:

A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

1 1 2 3

0 1 1 1

3 2 0 1

1 1 3 2
 

′A را به دست مى آوريم. كنار آن  حل: ابتدا ترانهاده ى A يعنى 
را  را مى نويسيم و عمليات روى سطرها  مرتبه ى 4  ماتريس واحد 

انجام مى دهيم:
از مرحله ى 4 نتيجه مى شود:

A A
( )( )( )
−′ = = = −

− −
140 70

1 2 1
 

i
i i i

k
t k ; t− = =

−
140

140

i :t ;−= = =
−1
22 111
140 70

k
i :t ;−= = = =

− −
2

2
32 82

140 140 35

k
i : t ;−= = = =

− −
3

3
30 33

140 140 14

k
i :t= = = = −

− −
4

4
2 14

140 140 70

ΣcK1  K2  K3  K4xi  yi  zi  ti

-2
0
5
8

1  0  0  0
0  1  0  0
0  0  1  0
0  0  0  1

1  0  -3  -1
-1  1  -2  1

2  -1  0  3
3  1  1  2

-2
-5

1

1  1  0  0
0  -2  -1  0
0  0  -3  2

1  -5  0
-1  4  -5

5  2  -5

-7
24

1  -1  -1  0
0  10  8  -2

 -1  -5
-22  30

-17822  -32  -30  2-140

توجه: بدون اين كه به عموميت مسئله خللى وارد شود هميشه مى توان عناصر ميانى ستون اول مرحله 1 و مرحله 2 
را غير صفر درنظر گرفت؛ زيرا با جابه جايى سطرها يا جمع سطرها اين فرض مسلم است.

(مرحله ي1)

(مرحله ي2)

(مرحله ي3)

(مرحله ي4)

از مرحله ى 3 داريم:
i i i i i iz t k z t k− − = ⇒ + = −5 5  

i :z t k ; z t= + = − + = −1 1 1 1 11 5 5 1

z ( ) ; z , i :z t k+ − = − = − = + = −1 1 2 2 2
11 35 1 2 5
70 14

z ( ) ( ) ; z ; z+ = − − = − = −2 2 2
8 8 15 1 1
35 7 7

i :z t k ; z ( ) ( ) ; z= + = − + = − − = −3 3 3 3
3 13 5 5 1
14 14

i :z t k ; z ( ) ; z= + = − + − = =4 4 4 4 4
1 14 5 5 0
70 از معادله ى اول مرحله ى 2 داريم:14

i i iy z k− =5  

i :y z k ; y ( ) ;= − = − − =1 1 1 1
31 5 5 1
14
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y ; y= − = −1 1
15 11
14 14

i :y z k ; y ( ) ; y= − = − − = =2 2 2 2 2
1 22 5 5 1
7 7

i :y z k ; y ( ) ; y= − = − − = = −3 3 3 3 3
1 53 5 5 0
14 14

i : y ( ) ; y= − = =4 4
5 54 5 0
70 14

از معادله ى اول مرحله ى 1 داريم:
i i i ix z t k− − =3  

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − − = =

1 1 1 1

1 1

1 3

3 11 13 1
14 70 5

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − = = −

2 2 2 2

2 2

2 3

1 8 13 0
7 35 5

i : x z t k ;

x ( ) ; x

= − − =

− − − = =

3 3 3 3

3 3

3 3

1 33 0 0
14 14

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − = =

4 4 4 4

4 4

4 3

5 1 13 0
70 70 5

قابل  مربع  ماتريس  هر  وارون  تعيين  براى  روش  اين  توجه:   *
تعميم است كه در اين مختصر به همين دو مثال اكتفا مى كنيم.

بنابراين، در اين جا تمام درايه هاى A-1 به دست مى آيد و كافى 
است مقادير درايه هاى مجهول را جانشين كنيم؛ يعنى:

x y z t
x y z t

A
x y z t
x y z t

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1 1 1

2 2 2 21

3 3 3 3

4 4 4 4

;

A−

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥−
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

1 1 3 11
5 14 14 70
1 2 1 8
5 7 7 35

5 1 30
14 14 14

1 5 1 1
5 14 14 70  

مثال 3. نسبت دو ماتريس زير را به دست آوريد.

 

B ?
A

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦= =
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 2 3

2 1 3

1 2 1

1 0 3

3 1 2

1 2 3

حل: حاصل نسبت را X درنظر مى گيريم. بنابراين داريم:
B X ; B AX
A
= =  

براى محاسبه ى X كافى است طرفين رابطه ى اخير را در  وارون 
A (از طرف چپ) ضرب كنيم، يعنى:

A B A AX ; A B I X ; X A B− − − −= = =1 1 1 1
3  

در  مخرج  وارون  حاصل ضرب  با  برابر  فوق  نسبت  بنابراين، 
صورت (از طرف چپ) است. همان طور كه ديده مى شود، مسئله ى 
منتهى  مخرج  ماتريس  وارون  محاسبه ى  به  نيز  ماتريس  دو  نسبت 
مى شود. در اين جا براى حل مسئله كافى است ابتدا وارون ماتريس 

A را محاسبه و سپس در ماتريس B ضرب كنيم.

* توجه: اين روش براي هر ماتريس مربع n×n نيز قابل تعميم 
است.

ضى
ريا

ب 
اد

بهترين  از  يكي  بايد  اعداد  مقدماتي  تئوري 
موضوع ها براي تعليم اوليه ي رياضيات باشد. چندان 
اطلاع قبلي نمي خواهد، موضوعش ملموس و مأنوس 
است، طريقه هاي استدلال كه به كار مي گيرد، ساده و 
كنجكاوي  تحريك  لحاظ  از  و  است  كم  تعدادشان 

طبيعي آدمي در علوم رياضي مانند ندارد.
بار  دو  اعداد  تئوري  فهيمانه  تعليم  ماه  يك 
بار سرگرم كننده تر  ده  حداقل  و  مفيدتر  و  آموزنده تر 
از همان مدت تعليم حسابان براي مهندسين مي باشد.                
(هاردي)

منبع:
تئوري مقدماتي اعداد/ دكتر غلام حسين مصاحب


