
30 درجه است. و به اين ترتيب اثبات مان به اتمام مى رسد. 
به يك  چه طور  چه طور؟   … ولى   … ولى  (مبهوت):  واتسون 

چنين راه حل ماهرانه اى رسيدى؟ 
هلمز: واتسون عزيز، فكر مى كنم بتوانم داستان مهيجى در مورد 
چگونگى پيدا كردن راه حل مورد بحث، به كمك يك دوجين اصل با 
مهارت انتخاب شده، برايت تعريف كنم… چرا مى خندى،  واتسون؟! 
قابل  هدف»  «اصل  فى المثل،  سهل الوصول اند.  اصل ها  البته،  بعضى 
توجه است: همواره به خاطر داشته باشيد كه براى رسيدن به هدفتان 
معدودى  محققاً،  و  است.  مانده  باقى  دادن  انجام  براى  كارهايى  چه 
مطالب كوچك در گوشه و كنار … به هر تقدير، دوست من، براى 
حل يك مسئله، به مطالبى بيش از تنها يك مجموعه قواعد استاندارد 
تفكر نياز داريم. به چيزهايى چون تجربه و شهود احتياج است. تصور 
مى كنى كارها اين قدر ساده اند كه براى انجام دادنشان، تنها چيزى كه 
لازم داريم به خاطر سپردن تعدادى اصل و آموختن طرز به كار بردن 

آن ها به ترتيبى خاص است؟ 
وسيع تر  اندازه ناپذيرى  گونه ى  به  بشرى  برهان  خوش بختانه، 
از  بيش  اساس چيزى  در  كه  نيز  اصول  اين  البته   … اين هاست  از 
كليشه هاى فكرى نيستند، مى توانند كاربردهايى داشته باشند. واتسون، 

آدمى نبايد از چيزى كه عقلايى است تغافل كند! 
روزنامه اش  و  مى نشيند،  صندليش  روى  خستگى  (با  واتسون 
تبهكاران  گذشته،  «شب  هلمز:  كن  گوش  اين  به  هى!  برمى دارد):  را 
ناشناسى، پس از داخل شدن به دفتر روزنامه ى ديلى جوك، صندوق 
هندسه  سالانه ى  مسابقه ى  جايزه ى  و  شكستند  را  روزنامه  سردبير 
را دزديدند. اين جايزه نوار موبيوس طلايى4 به اندازه ى واقعى و به 
قيمت …» مطلب جالب ديگرى ندارد … اوه، گوش كن! «كارآگاه 
رابينسون اعلام كرد كه پليس سرنخى در اين مورد به دست نياورده 

است. سردبير ديلى جوك به خبرنگاران گفت، روزنامه براى افزايش 
تعداد مشتركين و اصلاح وضع مادى اش، در يكى از شماره هاى آينده 

مسابقه ى حل مسئله ى مخصوصى را مطرح خواهد كرد…»
دوست عزيز، پس از تمام چيزهايى كه امروز شنيده ام، بايد اين 
تبهكاران را دستگير كنى، چه بالاخره، اين مورد نيز از موارد پيروى 

از اصول است! 
هنگامى كه اين آخرين كلمات گفته مى شود، صحنه تاريك مى شود 

و آخرين ضربه هاى آهنگ همراه صحنه، در تاريكى شنيده مى شود. 
***

موارد زير مسائلى از مسابقه ى مخصوص اعلام شده در روزنامه 
مخصوص  آن ها شگردى  از  هريك  كه  باشيد  داشته  به خاطر  است. 
با استفاده از اصول مطرح شده توسط  خود دارد كه آن را مى توان 

كارآگاه بزرگ، آسان تر يافت. 
1. چهارضلعى ABCD در دايره اى محاط است و طول قطعه خط 
AD برابر مجموع طول هاى قطعات AB و CD است. ثابت كنيد كه 

نيم سازهاى زواياى B و C بر ضلع AD تقاطع مى كنند. 
2. دزد بى دستى مى خواهد سكه اى را از ميز پول خردكنى با هول 
دادن سكه با استفاده از بينى اش بر ميز، بدون برخورد    دادن آن با هيچ 
به  گردند،  سكه ها  مى شود؟  موفق  آيا  بدزدد.  ميز  سكه هاى  از  يك 

اندازه هاى متفاوت اند، و با يكديگر تماس ندارند. 
3. مربعى به چند مستطيل تقسيم شده است. نسبت ضلع كوچك تر 
به ضلع بزرگ تر هريك از اين مستطيل ها را مى توان محاسبه كرد. 

ثابت كنيد كه مجموع اين نسبت ها كمتر از 1 نيست. 

پيدا  تغيير مى يابد و تكامل  باز هم  تغيير يافته است و  نظر ما 
و  بدهيد  من  به  را  حركت  و  «فضا  دكارت:  كلام  به  مى كند. 
من دنيايى به شما خواهم داد.» اينشتاين امروز چنين جواب 
و  است  زياد  واقع  به  است،  شده  خواسته  «آن چه  مى دهد: 
حقيقت آن است كه اصولاً تقاضاى دكارت فاقد مفهوم است: 
بدون وجود «دنيا» (يعنى بدون وجود ماده)، نه فضايى وجود 

دارد و نه حركتى موجود است.» 
 رياضى دانان نامى
اريك تمپل بل، حسن صفارى
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پي نوشت

ضى
ريا

ب 
اد

1. خيابانى كه منزل شرلوك هلمز در آن بوده است.
2. كارآگاه معروف داستان هاى شرلوك هلمز

3. دكتر واتسون، دوست شرلوك هلمز
4. نواري كه از پيچ دادن يك نوار معمولي و وصل كردن دو سر آن به هم حاصل مي شود 

و يك رويه دارد.
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داد؛  نشان   f(x) به صورت مى توان  را   x برحسب  عبارتى  هر 
مانند:

 f (x) sin x cos x= + 4  ، f (x) x x= − +2 4 1

f (x) x x= + −2 1 و  
نشان   f(x,y) به صورت  مى توان  را   y و   x برحسب  عبارتى  هر 

داد، مانند:

f (x, y) sin x cos y= + xf و  (x, y) x xy
y

= + +2 4

 f (x, y, z) هر عبارتى برحسب x و y و z را مى توان به صورت 
نشان داد، مانند:

f (x,y,z) = x2 + y2 + z2- 5xyz 
و 

f (x, y, z) sin(x y) cos(y z)= + + +  

f(x) 1. مسئله ى اصلى
محاسبه  را   ( )f h(x) مى خواهيم  و  است  معلوم   f(x) يعنى 
محاسبه ى  براى  باشد.   x برحسب  عبارتى  هر  مى تواند   h(x) كنيم. 
قرار  را   h(x) عبارت   ،x به جاى   f(x) عبارت  در  بايد   ، ( )f h(x)

اين عمل، يك عمل جاى گذارى  كه  باشيم  داشته  توجه  بايد  دهيم. 
است و به معنى برابرى h(x) با x نيست.

مسائل f(x)ها
  احمد قندهارى

كليد واژه ها: تابع، تابع مركب، مسائل f(x)ها.



 x +4 2 ب)   x +4 الف) 1
x +4 4 د)   x +4 3 ج) 

حل: روش اول:
x a+ =5 x فرض مى كنيم  a⇒ = −5  
f (x ) x+ = +5 4 23  
f (a) (a ) f (a) a f (x) x= − + ⇒ = + ⇒ = +4 5 23 4 3 4 3

روش دوم: در اين روش كه به «روش تبديل» معروف است، در 
x) را مى سازيم. سپس در سراسر مسئله  )+5 سمت راست عبارت 

x) را به x تبديل مى كنيم. )+5
f (x ) x+ = +5 4 23  
f (x ) (x )+ = + +5 4 5 3                                                            تبديل 

 (x ) x ; f (x) x+ ⎯⎯→ + +5 4 3  
آن گاه   . x =1 مثلاً  مى دهيم؛  نسبت  عددى   x به  سوم:  روش 

f بدين صورت خواهد شد: (x )+5 عبارت 
f ( ) f ( )= + ⇒ =6 4 23 6 27  

مى گوييم گزينه اى درست است كه اگر به جاى x، عدد 6 را قرار 
دهيم، حاصل برابر 27 شود. پس گزينه ى ج صحيح است. (اين روش 

براي مسائل چند گزينه اي به كار مي رود)
f را بيابيد. ( )

x
1 ، آن گاه  f (x ) x

x x
+ = +3

3
1 1 مثال 2. اگر 

حل:
f (x ) x

x x
+ = +3

3
1 1

 
 

f (x ) (x ) x( )(x )
x x x x

+ = + − +31 1 1 13  
f (x ) (x ) (x )

x x x
+ = + − +31 1 13  

 
x(x ) ; f ( ) ( )

x x x xx x
−+ ⎯⎯⎯⎯→ = − =

2

3 3
1 1 1 1 1 1 33

 
تبديل

                                                        
f را بيابيد. ( )

x
1
4

، آن گاه  f (x ) x
x x

+ = +4
4

1 1 مثال 3. اگر 
fحل:   (x ) x
x x

+ = +4
4

1 1

f (x ) (x ) x ( ) (x )
x x x x

+ = + − = + −2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 12 2  

f (x ) (x )
x x

⎛ ⎞+ = + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
21 1 2 2                                                                      

x)                                                          تبديل )
x x

+ ⎯⎯⎯→1 1
4  

 
f ( ) ( )

x x
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
21 1 2 2

4 4  
كدام   f (x, y) آن گاه   ، f (x y, x y) xy+ − = 2 اگر   .4 مثال 

است؟

محاسبه ى  است  مطلوب   ، f (x) x x= − 33 4 اگر   .1 مثال 
عبارت هاى زير:
( )xf ( x ) , f ( ), f (x x ), f (sin ), f f (x)

x
+− + + α
−

22 12 5 1
2 1  

حل:
f(x) = 3x - 4x3

1) f ( x ) ( x ) ( x )− = − − − 32 5 3 2 5 4 2 5  
2) x x xf ( ) ( ) ( )

x x x
+ + += −
− − −

32 1 2 1 2 13 4
2 1 2 1 2 1

 

3) f (x x ) (x x ) (x x )+ + = + + − + +2 2 2 31 3 1 4 1  
4) f (sin ) sin sin sinα = α − α = α33 4 3  
5) ( )f f (x) f ( x x ) ( x x ) ( x x )= − = − − −3 3 3 33 4 3 3 4 4 3 4  

است  مطلوب   ، f (x, y) x xy= +2 5 باشيم:  داشته  اگر  مثال 2. 
محاسبه ى عبارت هاى زير:

f ( , )− 72 2
11

f و  (x y , x y)+ −  

   f (x, y) x xy= +2 5 حل:                                                
1) f ( , ) ( ) ( )( )− = − + −27 72 2 2 2 5 2 2

11 11
 

2) f (x y , x y) (x y) (x y)(x y)+ − = + + + −2 5  
مطلوب است  باشد،   f (x, y, z) x xyz= −2 3 اگر  مثال 3. 

محاسبه ى:
f (a b,b c,c a)− − −  

حل:
f (x, y, z) x xyz= −2 3  
f (a b,b c,c a) (a b) (a b)(b c)(c a)− − − = − − − − −2 3

f(x) 2. مسئله ى معكوس
) معلوم است و مى خواهيم f(x) را محاسبه كنيم.  )f h(x) يعنى 

به مثال زير دقت كنيد.
، آن گاه f(x) كدام است؟ f (x ) x+ = +5 4 23 مثال 1. اگر 
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(x y )−2 21
4

ب)   (x y )−2 21
8

الف) 

(x y )−2 21
2

د)   (x y )+2 21
2

ج) 
حل: روش اول: در عبارت f قرار مى دهيم:

f (x y, x y) xy+ − = 2  
 x y a a b a bx , y

x y b
+ =⎧ + −⇒ = =⎨ − =⎩ 2 2  

 a b a bf (a, b) ( )( )+ −= ⇒2
2 2  

f (a, b) (a b ) f (x, y) (x y )= − ⇒ = −2 2 2 21 1
2 2  

روش دوم:
f (x y, x y) xy+ − = 2  

( )f (x y, x y) (x y) (x y)+ − = + − −2 21
2                                                            تبديل 

 x y x
f (x, y) (x y )

x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ = −⎨
− ⎯⎯→⎪⎩

2 21
2  

تبديل

                                                           
روش سوم: به x و y دو عدد نسبت مى دهيم:

 x
f ( , ) ( )( ) f ( , )

y
=⎧

⇒ = ⇒ =⎨ =⎩

2
3 1 2 2 1 3 1 4

1  
شود.   4 برابر  آن   f ( , )3 1 كه  است  صحيح  گزينه اى  مى گوييم 

بنابراين گزينه ى (ج) قابل قبول است.
 f (x, y) ، آن گاه  f (x y, x y) sin x cos y+ − = 2 مثال 5. اگر 

را بيابيد.
حل: عبارت سمت راست را به حاصل جمع تبديل مى كنيم:

f (x y, x y) sin x.cos y+ − = 2  
f (x y, x y) sin(x y) sin(x y)+ − = + + −  

                                                            تبديل 
x y x

f (x, y) sin x sin y
x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ = +⎨
− ⎯⎯→⎪⎩  

تبديل

                                                            
 f (x, y) ، آن گاه  f (x y, x y) cos x cos y+ − = + مثال 6. اگر 

را بيابيد.
حل: عبارت سمت راست را به حاصل ضرب تبديل مى كنيم:

f (x y, x y) cos x cos y+ − = +
 

x y x yf (x y, x y) cos .cos+ −
+ − = 2

2 2  

                                                           تبديل
x y x yxf (x, y) cos .cos
x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ =⎨
− ⎯⎯→⎪⎩

2
2 2  

تبديل

                                                           
را   f(x) آن گاه   ،  x <  0 و   yf ( ) x y

x x
= +2 21 اگر   .7 مثال 

بيابيد.
چون  و  مى بريم  راديكال  داخل  به  را   x راست  سمت  در  حل: 

x است، بايد در خارج راديكال منفى بگذاريم: <0

 y y yxf ( ) x y ( )
x x xx x
= + = − + = − +

22
2 2 2

2 2
1 1

 
 y x f (x) x

x
⎯⎯→ ⇒ = − + 21 تبديل 

                                                                  
آن گاه   ، x

x
> 1 و   x >0 و   f (x ) x

x x
+ = −2

2
1 1 اگر   .8 مثال 

f(x) را بيابيد.

fحل: (x ) x (x )(x )
x x xx

+ = − = + −2
2

1 1 1 1

 
x a

x
+ =1 فرض مى كنيم 

 
x a x a

x x
⇒ + + = ⇒ + − = −2 2 2 2

2 2
1 12 2 4

 
x

x
> 1 داريم: 

(x ) a (x ) a
x x

⇒ − = − ⇒ − = −2 2 21 14 4  
 

f (x ) (x )(x )
x x x

+ = + −1 1 1

 
f (a) a a f (x) x x= − ⇒ = −2 24 4  

f(x) 3. مسئله ى گسترده ى
در اين گونه مسائل كه به صورت

 ( ) ( )af h(x) bf t(x) k(x)+ =   
هستند، مى خواهيم f(x) را بيابيم. ابتدا بايد تبديلى صورت گيرد تا 
h(x) و t(x) به يكديگر تبديل شوند. سپس دستگاه حاصل را حل 

مى كنيم و آن گاه f(x) محاسبه مى شود.
، آن گاه f(x) را بيابيد. f (x) f ( x) x+ − =3 2 15 مثال 1. اگر 

x x f ( x) f (x) x⎯⎯⎯→− ⇒ − + = −3 2 15 حل: 
 
تبديل

                                                                  
 f (x) f ( x) x f (x) f ( x) x

f ( x) f (x) x f ( x) f (x) x−

+ − = + − =⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨− + = − − − − =⎩ ⎩

3

2

3 2 15 9 6 45

3 2 15 6 4 30  
f (x) x f (x) x= ⇒ =5 75 15  
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را   f(x) آن گاه   ، f ( x ) f ( x) x− + − =2 2 3 3 2 4 اگر   .2 مثال 
بيابيد.

x a
x a

x a
− = −⎧

− = ⇒ ⎨ = +⎩

3 2
2 3

2 3  
 f (a) f ( a) (a )

a a
f ( a) f (a) ( a )

− + − = +⎧
⎯⎯→−⎨ − + = − +⎩

2 2 2 3

2 2 3  
تبديل

                
 f (a) f ( a) (a )

f ( a) f (a) ( a )
− − − = − +⎧
⎨ − + = − +⎩

4 2 4 3

2 2 3  
f (a) a a f (a) a− = − − − + ⇒ − = − −3 4 12 2 6 3 6 6   
f (a) a f (x) x⇒ = + ⇒ = +2 2 2 2  

را   f(x) آن گاه   ، f (sin x) f (cos x) sin x+ = 22 2 اگر   .3 مثال 
بيابيد.

حل:   
f              تبديل         (sin x) f (cos x) sin x x ( x)π+ = ⎯⎯→ −22 2

2

  f sin( x) f cos( x) sin ( x)π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22 2
2 2 2  

   
f (sin x) f (cos x) sin x

f (cos x) f (sin x) cos x−

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

2

22

2 2

2 2  
f (sin x) f (cos x) sin x

f (cos x) f (sin x) cos x

⎧ + =⎪
⎨
− − = −⎪⎩

2

2

2 2

2 4 4  
f (sin x) cos x sin x⇒ − = − +2 23 4 2  

f (sin x) ( sin x) sin x− = − − +2 23 4 1 2  
f (sin x) sin x⇒ − = −23 6 4  

            تبديل 
f (sin x) sin x sin x x⇒ = − + ⎯⎯→2 42

3  
f (x) x= − +2 42

3  

4. مسئله ى تركيبى (نوع اول)
در اين حالت f(x) و f(g(x)) معلوم است و مى خواهيم g(x) را 
، g(x)  به راحتى محاسبه  ( )f g(x) محاسبه كنيم. با توجه به ساختن 

مى شود.
آن گاه   ، ( )f g(x) x x= + −6 24 2 f و 1 (x) x= −2 5 مثال. اگر 

g(x) را بيابيد.

( )f g(x) g(x) x x= − = + − ⇒6 22 5 4 2 1 حل:                  
 

g(x) x x g(x) x x= + + ⇒ = + +6 2 6 22 4 2 4 2 2  

5. مسئله ى تركيبى (نوع دوم)
 g(x) معلوم است و مى خواهيم ( )g f (x) در اين مسئله f(x) و 

را محاسبه كنيم.
 f(x) آن گاه ، ( )g f (x) x= +8 11 f و  (x) x= +2 3 مثال: اگر 

را بيابيد.
( )g f (x) g( x ) x= + = +2 3 8 حل:                              11

g( x ) ( x) ( x )+ = + = + − +2 3 4 2 11 4 2 3 12 11  
g( x ) ( x ) ( x ) x+ = + − + ⎯⎯→2 3 4 2 3 1 2 3   
g(x) x= −4 1  

تبديل

           
x را بيابيد. xf ( ).f ( )

x x
− +
+ −
1 1
1 1

، آن گاه  xxf ( )
x
− =
+
1 2
1

مثال. اگر 

xxf ( )
x
− =
+
1 2
1

حل:                                                   

صورت و مخرج كسر را در (1-) ضرب مى كنيم:
xxx                                                                   تبديل x f ( )

x
−− −⎯⎯→− ⇒ =

− +
1 2
1  xxf ( )

x
−+⇒ =

−
1 2
1                         

x xx xf ( ) , f ( )
x x

−− += =
+ −
1 12 2
1 1  

x xx xf ( ).f ( )
x x

−− +⇒ = × = =
+ −

01 1 2 2 2 1
1 1    (x ≠ ±1)  

آن گاه   ، g(x) x x= +2 5 و   f (x) x x= − +2 5 4 اگر  مثال: 
) چند ريشه ى حقيقى دارد؟ )f g(x) معادله ى 0=

حل: 
( )f (x) x x , f g(x) f (x x)= − + = +2 25 4 5  

f (x) (x )(x ) x (x x)= − − ⎯⎯→ +21 4 5  
تبديل

                                     f (x x) (x x )(x x )+ = + − + −2 2 25 5 1 5 4

 f (x x) (x x )(x x )+ = ⇒ + − + − =2 2 25 0 5 1 5 4 0

 
x x ,+ − = ∆ >2 5 1 0 0  

معادله دو ريشه ى حقيقى متمايز دارد. 
x x ,+ − = ∆ >2 5 4 0 0  

معادله دو ريشه ى حقيقى متمايز دارد. 
) چهار ريشه ى حقيقى متمايز دارد. )f g(x) پس معادله ى 0=

و   x x+ − =2 5 1 0 معادله ى  دو  نيست  ممكن  آيا  سؤال: 
، يك ريشه ى مشترك داشته باشند؟ چرا؟ x x+ − =2 5 4 0


