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علي زماني
كارشناس ارشد رياضي محض، دامغان

مقدمه
تجربه كار و شركت در كلاس هاي درس و ضمن خدمت حسابان 
جديدالتأليف، اين نتيجه سودمند را برايم به ارمغان آورد كه دريافتم 
نگاه دانش آموزان از يك سو و دبيران رياضي از سوي ديگر، به اين 
كتاب متفاوت است. هر چند كه ديدگاه هاي دبيران رياضي نسبت به 
اين كتاب بسيار قابل احترام است، اما دانش آموزان راحت تر و زودتر 
خود را با اين كتاب وفق داده اند. (شايد علت اين باشد كه اين كتاب 

تجربه اول آموزشي هر دو گروه است) البته نامگذاري اين كتاب با 
نام حسابان از آنجا كه بحث انتگرال در آن مطرح نشده است جاي 

سؤال دارد.
مطالب  كتاب جديدالتأليف حسابان۱،  در  كه  است  اين  حقيقت 
و  بيشتر  را  دانش آموزان  بيان شده است كه  گونه اي  به  مفاهيم  و 
بهتر درگير مسائل مي كند و همين امر شايد براي دبيران رياضي در 
كلاس هاي درس خوشايند نباشد چرا كه از يك سو، نگراني كمبود 
دبيران معمولاً عادت كرده و  ما  ديگر  از سوي  و  دارد  وقت وجود 
دوست داريم خود، مستقيماً گوينده و ارائه دهنده مفاهيم و قضاياي 
رياضي باشيم تا اينكه دانش آموزان را به سمتي هدايت كنيم كه خود 

به درك مفاهيم و قضايا برسند.
به جرأت مي توان گفت يكي از تفاوت هاي عمده كتاب حسابان 
قديم و جديد نوع و چيدمان فعاليت ها، تمرين ها و وجود مسائل باز 
ـ پاسخ آن است كه بررسي، تفكر و تجزيه و تحليل آنها از سوي 
دبيران و دانش آموزان مي تواند آثار پربار و گرانبهايي را به همراه 
داشته باشد. البته اين مهم، خود يكي از اهداف تغيير كتب درسي 
رياضيات دبيرستاني است كه سنگ بناي آن از سال هاي قبل با تأليف 

كتابهايي از جمله هندسه ۱ و ۲ گذاشته شده است.
همان طور كه مي دانيم مسئله ها قلب رياضيات و حل مسئله قلب 
ابزارهاي  و  روش ها  با  مسئله  يك  حل  مي باشد.  رياضي  يادگيري 
متفاوت و استفاده از استراتژي «تغيير ديدگاه»، ذهن را پويا نموده و 

سبب بروز ابتكار و خلاقيت در بين دبيران و دانش آموزان مي شود.
در ادامه  مسئله اي از كتاب حسابان جديدالتأليف مطرح مي شود كه 
با روش هاي مختلف حل شده است. بكوشيد مزايا و معايب هر روش 

را يافته و خودتان به روش يا روش هاي ديگر آن را حل كنيد.

اشاره
به دليل اهميت نقش معلم، برنامه های آموزش معلمان از 
اهميت ويژه ای برخوردار است. مجلة رشد آموزش رياضی 
در نظر دارد که اين مهم را به عنوان يکی از وظايف اصلی 
خويش بداند. به همين منظور، ستونی در مجله با عنوان 
روايت های معلمان رياضی باز شده است تا از طريق آن، 
بتوانيم رابطة نزديک تری با معلمان رياضی برقرار کنيم. اين 
روايت ها برای محققان و معلمان محقق فرصت ارزنده ای 
به وجود می آورد تا به تبيين نظريه های آموزشی و تدريس که 
از دل کلاس درس و عمل معلم می جوشد، بپردازند. آن گاه 
نظريه ها به عمل درمی آيند و مجدداً عمل به نظريه کشانده 

می شود و اين فرآيند هم چنان ادامه پيدا می کند.
از همکاران گرامی انتظار می رود که روايت های خود را 
برای ما بفرستند. علم زمانی ارزشمند است که در اختيار 
عموم قرار گيرد، زيرا که زکات علم نشر آن است. معلمان 
عزيز بايد به اهميت تجربه های خود واقف شوند و با پويايی 

به غنی تر کردن آن ها بپردازند.
رشد آموزش رياضی

كارشناس ارشد ري

اشا
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مسئله (تمرين ۱۲ صفحه ۲۴ كتاب حسابان) كمترين مقدار 
f را به ازاي مقادير مثبت x پيدا كنيد؟ (x) x

x
= +

2 تابع 

y f (x)= x بنابراين 0< حل: در همه روش ها چون 0<

روش اول: روش جبري (سهمي)

min
yy x x yx x

x
= + ⇒ − + = ⇒ =22 2 0                                                  سهمي دهانه به بالا2

yy
y

⇒ = +
2

2
2

             

miny y⇒ = ⇒ =2 8 2 2     

روش دوم: روش جبري (اتحاد مربع دو جمله اي)

f (x) x ( x ) x
x x x

= + = − + ×22 2 22

( x )
x

= − +22 2 2
                        

همواره مثبت
                                    

) لذا  x )
x

− =22 كمترين مقدار f(x) زماني رخ مي دهد كه 0
miny = 2 2 minx و  = 2

روش سوم: روش جبري (مربع كامل كردن)
y yy x x yx (x )

x
= + ⇒ − + = ⇒ − − + =

2
2 22 2 0 2 02 4

y y(x )⇒ − = −
2

2 22 4      

لذا  است  صفر  برابر  فوق  تساوي  چپ  سمت  مقدار  كمترين 

 min
min

y
x − =02

miny همچنين  = 2 2 miny بنابراين 
− =

2
2 04

. minx = 2 پس 

روش چهارم: روش جبري (دلتا)
y به ازاي مقادير مثبت  x

x
= +

2 چون به دنبال كمترين مقدار 
 x yx− + =2 2 x هستيم بنابراين معادله درجه دوم حاصل يعني 0

بايد دلتاي نامنفي باشد اما 
( y) ( )( ) y yΔ = − − ⇒ − ≥ ⇒ ≥2 24 1 2 8 0 2 2

miny = 2 2 بنابراين 

روش پنجم: روش جبري (بازگشتي)
 x فرض كنيم k كمترين مقدار f(x) باشد لذا بايد براي هر 0<

f اما  (x) k≥ داشته باشيم ⇔
f (x) k x k x k x

x
≥ ⇔ + ≥ ⇔ − + ≥22 2 0

مي خواهد  فوق  نامساوي  و  مي باشد   f مقدار  كمترين   k چون 
x) باشد.  a)− ≥2 x همواره برقرار باشد بايد به فرم 0 براي هر 0<

بنابراين 
x kx (x a) x kx x ax a− + = − ⇔ − + = − +2 2 2 2 22 2 2

a k
k a

⎧ =⎪⇔ ⇒ =⎨
− = −⎪⎩

22 2 2
2

      

روش ششم: روش زير مسئله ها (مسئله هاي كمكي)
 b a و 0< طبق قضيه صفحه ۲۳ كتاب جبر و احتمال اگر 0<

a بنابراين  b ab+
≥2

آنگاه 

min

x
xf (x) x x y

x x

+
= + = × ≥ × × = ⇒ =

2
2 22 2 2 2 2 22

روش هفتم: روش زير مسئله ها (مسئله هاي كمكي)
a

a
+ ≥

1 a آنگاه 2 بنابر تمريني در جبر و احتمال اگر 0<
بنابراين 

min
xf (x) x ( ) y

x x
= + = + ≥ × = ⇒ =

2 22 2 2 2 2 2 2
2

روش هشتم: روش زير مسئله ها (مسئله هاي كمكي)
باشد  آنها  بين  زاويه   θ و  برابر  دو   v

�
و   u
�

اگر  كه  مي دانيم 
آنگاه 

cosu.v u v cos u.v u vθ ≤= θ⎯⎯⎯⎯→ ≤1� � � � � � � �

(نامساوي كوشي ـ شوارتز) 

 v ( , x )
x

=
2�

و   u ( x , )
x

=
2�

مي دهيم  قرار  اكنون 
بنابراين 

u.v x x
x x

u v x
x

⎫
= × + × = ⎪

⎪
⎬
⎪= = + ⎪⎭

2 2 2 2

2

� �

� �

minx x x y
x x x

⇒ ≤ + × + ⇒ ≤ + ⇒ =
2 2 22 2 2 2 2 2
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روش نهم:  روش تنظيم جدول (حذف حالت هاي نامطلوب)
 است را در نظر 

x
2 مستطيل هايي كه طول و عرض آنها x و 

مي گيريم. واضح است كه مساحت آنها مقدار ثابت ۲ است چرا كه 
x = عرض × طول = مساحت 

x
× =

2 2

f نصف محيط چنين مستطيل هايي است. (x) x
x

= +
2 اما 

 y ۲ و   y ۱ و جمع کردن   y
x

=2
2 و   y۱=x نمودارهای رسم  با 

 f (x) y y x
x

= + = +1 2
2 مشاهده می شود که کمترين مقدار تابع 

در محل تلاقی دو نمودار y ۱ و y ۲ رخ می دهد لذا 

قطع
                                                                  

min min
min

y x
x x

xy
x

= ⎫
⎪⇒ = ⇒ =⎬

= ⎪⎭

1

2

2 22

                           miny⇒ = + =
22 2 2
2     

 
روش يازدهم: روش هندسی (مربع)

تقسيم بندی  روبه رو  شکل  مطابق  را   x
x

+
2 ضلع  به  مربع 

می کنيم.

طولعرضمساحتنصف محيط

4/521
2

4

/�7 5 3 135
22

5
5

3212
/�5 3 2 883

22
3

3

/�17 2 836
24

3
1/5

/�2 2 2 82222

با توجه به جدول بالا مشاهده می شود که کمترين نصف محيط 
وقتی رخ می دهد که مستطيل، مربع باشد لذا

min عرض= طول
min

x
x

⇒ =
2

minx⇒ = 2

ymin=نصف کمترين محيط = + =2 2 2 2 بنابراين 

روش دهم: راهبرد رسم شکل

y

x

y=x
+ x
2

y=x1

y=2 x
2

2

x
2

x
2

x
2

x
2

A B

CD

x

x

x

x

مساحت ۴ مستطيل توليد شده برابر ۲ است و واضح است که به 
خاطر وجود مستطيل کوچکی در مرکز مربع داريم:

مربع  مساحت   ≥ شده  توليد  مستطيل  مساحت   ۴ مجموع 
ABCD

min(x ) x y
x x

⇒ + ≥ × = ⇒ + ≥ ⇒ =22 24 2 8 2 2 2 2

توجه داريم که کمترين مقدار f(x) زمانی رخ می دهد که مساحت 
مستطيل کوچک که در مرکز قرار دارد برابر صفر باشد و آنوقتی است 

. minx = 2 x يعنی 
x

=
2 که 
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روش دوازدهم: روش هندسی (مثلث قائم الزاويه)

 x
x

−
2 x و طول يک ضلع 

x
+
2 مثلث قائم الزاويه ای با وتر 

را در نظر بگيريد بنابر رابطة فيثاغورس داريم:

  X
 +

x2

C

A

B
OH

2xx
4

مساوي با شعاع نيم دايره است. بنابراين
minx y

x
+ ≥ ⇒ =
2 2 2 2 2

روش چهاردهم: روش مشتق (اکسترمم تابع)

) پيوسته و مشتق پذير  , )+∞0 f روی  (x) x
x

= +
2 می دانيم که 

. اما f (x) x
x

′ = − = ⇒ =2
21 0 2 است و داريم: 

lim f (x)

x

f ( )

lim f (x)
x

+

= +∞⎧
⎪

→⎪
⎪⎪ = + =⎨
⎪
⎪ = +∞
⎪

→ +∞⎪⎩

0
22 2 2 2
2

. miny = 2 2 بنابراين 

پي نوشت
۱. به گفتة دكتر ريحاني (از مؤلفين كتاب) در كارگاه آموزشي حسابان شاهرود 
(آبان ماه ۸۹) يكي از اهداف تغيير در كتاب حسابان، استفاده بيشتر از مسائل 

باز ـ پاسخ است.
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۴. پوليا، جرج. (۱۳۶۹) چگونه مسئله را حل کنيم. ترجمه: آرام؛ احمد. انتشارات کيهان.

A

BC

  X
 + x
2

  X
 -

x2

اگر از هر نقطة دلخواه A روی محيط نيمدايره به دو سر قطر 
. اندازة ارتفاع AH برابر است با: Â = �90 وصل کنيم آنگاه 

AH BH CH x AH
x

= × = × = ⇒ =2 42 8 2 2

واضح است که به ازای هر نقطة دلخواه AH ،A كمتر از يا 

BC AC AB (x
x

= − = + +2 2 2 2
2
4 4) (x )

x
− + − =2

2
4 4 8

BC⇒ = 2 2

لذا   x
x

+ ≥
2 2 2 بنابراين   AC BC≥ که  است  واضح 

. miny = 2 2

روش سيزدهم: روش هندسی (دايره)

x) را در نظر بگيريد. ) x
x x

+ = +
2 42 2 نيم دايره ای به قطر 

مسئله ها قلب رياضيات و حل مسئله قلب 

مسئله  يك  حل  مي باشد.  رياضي  يادگيري 

از  ابزارهاي متفاوت و استفاده  با روش ها و 

استراتژي «تغيير ديدگاه»، ذهن را پويا نموده 

و سبب بروز ابتكار و خلاقيت در بين دبيران 
و دانش آموزان مي شود


