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معمولًا هم کلاس��ی ها همه با هم دوس��ت هس��تند و رابطة خوبی بین آن ها برقرار اس��ت. 
در ای��ن بین، هم میزی ه��ا و دانش آموزانی که در کنار هم قرار می گیرند، معمولًا بیش��تر با هم 

دوس��ت هس��تند و نزدیک تر به یکدیگرند. به همین دلیل بهتر یکدیگر را می شناسند، با روحیات 
هم آش��ناترند، نقاط قوت و ضعف یکدیگر را دقیق تر شناس��ایی می کنند و بنابراین بهتر می توانند 
به هم کمک کنند. به همة ش��ما دانش آموزان عزیز هم کلاسی، به خصوص هم نیمکتی ها توصیه 
می کن��م، نقاط قوت یکدیگ��ر را تقویت کنید و نقاط ضعف یکدیگر را به قوت تبدیل کنید و درصدد 

رفع آن ها برآیید.
البته این نقاط قوت و ضعف فقط ش��امل مباحث و مطالب درس��ی نمی شود. دعوت به کارهای 
خوب و بازداش��تن از کارهای بد نیز جزو همین امور اس��ت. همان طور ک��ه برای راهنمایی کردنِ 
دوست خودتان در حل یک مسئلة ریاضی باید خود شما شناخت کافی و اطلاعات لازم را در مورد 
حل آن مس��ئله داش��ته باشید تا خدای ناکرده پاس��خ غلط به او یاد ندهید، در بقیة موارد نیز باید با 

شناخت و معرفت و مطالعة کافی دوستان خود را راهنمایی کنید.
از طرف دیگر، باید ظرفیت انتقادپذیری و امر به معروف و نهی از منکر از طرف دوستانتان 

را در خود بالا ببرید.
البته دعوت به خوبی ها و بازداشتن از بدی ها باید به شرایط و ضوابطی انجام گیرد تا تأثیر منفی 

نگذارد. مثلًا باید با خوش رویی و ملایمت همراه باش��د. اگر معلم شما با تندی و خدای ناکرده ترش رویی 
س��اده ترین مطالب را به ش��ما آموزش دهد، آیا همان تأثیر را در یادگیری شما دارد که مطالب را با زبانی 
نرم و ملایم و با خوش رویی آموزش دهد؟ یا اگر شما مطلبی را به دوست خود آموزش دهید، ولی خودتان 

آن را نفهمیده باشید، چه قدر در این کار موفق هستید؟
بنابراین س��عی کنید دوس��تانتان را به کارهای خوبی دعوت کنید که خودتان عامل به آن ها هستید و 
نس��بت به آن ها معرفت دارید. اگر در این زمینه س��ؤالی برایتان پیش می آید، از بزرگ ترها و معلمان خود 
یاری بگیرید و خلاصه با دست پر در این زمینه قدم بردارید، تا هم به وظیفة دوستی و هم کلاسی و هم به 
وظیفة دینی خود به نحو احسن عمل کرده باشید. به امید موفقیت و پیشرفت روزافزون همة شما عزیزان 

دانش آموز در تمامی مراحل زندگی، به خصوص تحصیل علم.
سردبير 

 هم نیمکتی ها هوای هم را 
داشته باشند
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ابوريحان بيروني، س��وم ذي‌الحجه 
سال 362 هجري قمري )973 ميلادي( در 
»بيرونِ« شهر خوارزم به دنيا آمد و در همان 
كودكي پدر و مادر خود را از دست داد. خود 
او در اين‌باره مي‌گويد: »انا با الحقيقئ لااعرِفُ 
نس��بتي وَ لا اعَرِفُ مَن كانَ جَدّي«: من در 
واقع نس��بت خود را نمي‌شناسم و از نياي 

خود خبري ندارم.
18 سالش نشده بود كه در كوهستان 
دهكدة خود به رصد ماه پرداخت. ابوريحان 
ش��اگرد ابونص�ر ع�راق، رياض��ي‌دان و 
نقاش مش��هور بود. ابونصر منصور، فرزند 
عل�ي از خان��واده آل‌ع��راق، ابوريح��ان را 
ز��ير حمايت خود گرفت و ب��ا او در زمينة 
مسئله‌هاي هندسه مكاتبه داشت. در كيي 
از نامه‌هاي خود به ابوريحان نوش��ته است: 
»مس��ئله‌هايي ��كه همراه نام��ه‌ات بود، به 
دستم رسي��د كه نوش��ته بودي كي سوم 
آن‌ها را ابوسهل كوهي با پرگار نشان داده 
است... پرسش‌هاي تو را پاسخ داده‌ام، گرچه 
مس��ئله‌ها از نظر دشواري و آساني متفاوت 

بود...«.
ابونص��ر عراق كه ب��ه »جيلي« )يعني 
و  رياض��يات  اس��ت،  مش��هور  گيلان��ي( 
اخترشناس��ي را ب��ه ابوريح��ان آموخ��ت. 

ابوريح��ان حق تق��دم او را در اثبات قضية 
سي��نوس‌ها در مثلث كروي تأييد ميك‌ند. 
هنگام لشكركشي محمود غزنوي، با آنك‌ه 
ابونصر عراق در ملك خود از او و لشكريانش 
پذيرايي كرد، به ا��ين اتهام كه در ملك او 
مسجدي ديده نمي‌شود، به دستور محمود 
غزنوي كش��ته ش��د. كيي ديگر از معلمان 
ابوريحان به نام عبدالصمد، چون فلس��فه 
ياد مي‌داد و محمود با فيلس��وفان مخالف 
ب��ود، به ج��رم شي��عي‌گري و باطني‌گري 

كشته شد.
ابوريح��ان بع��د از شكس��ت آل‌عراق 
به دس��ت مأم�ون، به اس��ترآباد )گرگان( 
رف��ت و در پن��اه قابوس‌ب�ن وش�مگير 
)ش��مس‌المعالي( قرار گرف��ت. آل‌عراق در 
س��ال 385 هج��ري قمري حكوم��ت را از 
دس��ت داد. پورسينا و فردوسي هم بعد 
از خشم محمود نزد قابوس رفتند. ابوريحان 
كت��اب »آثارالباقيه«  را در گرگان در 20 و 

21 سالگي نوشت و به قابوس هديه كرد.
ش��مس‌المعالي بع��د از 390 هجري 
قمري با ابوريحان سر ناسازگاري مي‌گذارد 
و به قول خودِ بيروني: »به راستي سنگدل 
ش��ده بود« و ابوريحان از نزد او بيرون آمد. 
چن��دي در ري ب��ود و در آن‌ج��ا زندگ��ي 

او بسي��ار س��خت ب��ود. در ري با محمود 
خجندي و كوشيار گيلي ملاقات داشت. 
بعد به طبرستان نزد مرزبان، فرزند رستم، 
فرزند شروين، اميرزادة آلِ باوند و صاحب 
كتاب »مرزبان‌نامه« رفت و در آن‌جا كتاب 
»مقاليد علم الهيئئ« را نوش��ت. مدتي نزد 
منص�ور دوم، پس��ر نوح س�اماني بود و 
س��رانجام به زادگاه خود خوارزم بازگشت. 
ابوالعباس مأمون از مأمونيان خوارزمشاه، 
بيروني را با احترام پذيرفت. محمود غزنوي 
از مأم��ون خواس��ت دانش��مندان را نزد او 
بفرس��تد. پورسي��نا به گ��رگان رفت، ولي 

بيروني در خوارزم ماند.
مأمون در كي ش��ورش داخلي كشته 
ش��د )407 هجري قمري(. محمود غزنوي 
خ��وارزم را فتح كرد، بسي��اري را كش��ت، 
كتابخانه‌ها را س��وزاند و پنج هزار نفر را كه 
بيروني هم بين آنان بود به زنجير كشي��د 
و به غزنين برد. بسي��اري از دانشمندان را 
به جرم قرمطي‌بودن كش��ت. مي‌خواست 
ابوريحان بيروني را هم بكش��د، ولي وقتي 
دانس��ت ابوريحان اخترش��ناس اس��ت، از 
كش��تن او صرف نظر ��كرد و او را به زندان 
انداخت كه بيروني ش��ش‌ ماه در آن‌جا بود. 
سرانجام از بند آزاد شد. در زمان لشكركشي 
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كليدواژه‌ها:  ابوريحان بيروني، استخراج الاوتار، مقاليد

بیرونی 
ریاضی دان ایرانیابوریحان، 
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محمود به هندوس��تان، همراه لشكريان به 
فرم��ان محمود به هند رفت. در آن‌جا زبان 
سانسك��ريت را ياد گرفت و چند كتاب به 
سانسك��ريت نوش��ت و يا از سانسكريت به 
عربي ترجمه كرد. كتاب جالب »ماللِهند« 

هم محصول همين سفر است.
و  رس��م‌ها  درب��ارة  كت��اب  ا��ين  در 
س��نت‌هاي اجتماعي و علمي، عقيده‌هاي 
عرفاني و فلس��في، جامعة مدني، طبقه‌ها 
و قش��رهاي اجتماع��ي، ادب��يات، علوم و 
ش��گفتي‌هاي سرزمين هند و بيش از همه 
دربارة اخترشناس��ي آنان صحبت ميك‌ند. 
در ا��ين كتاب مي‌نويس��د: »در آغ��از كار، 
چ��ون ش��اگردي در برابر اس��تاد، نزد آنان 
مي‌ايس��تادم، زيرا از ماهيت و اندازة دانش 
آنان بي‌اطلاع بودم. چون اندكي به كارهاي 
آن��ان وارد ش��دم و ب��ا آنان ب��ه گفت‌وگو 
نشس��تم و ب��ه آن��ان در برخ��ي زمينه‌ها 
راهنمايي داشتم، از من شگفت‌زده شدند و 
مي‌پرسيدند كه با چه كسي در هند ملاقات 

و اخترشناس��ي است در اين سال‌ها نوشته 
شده. شهرت دارد كه مسعود غزنوي هدية 
باارزش��ي از نقره در برابر تأليف اين كتاب 
براي او فرستاد. ولي بيروني آن را به خزانه 
برگرداند و پيام داد، زندگي من مي‌گذرد و 

نيازي به آن ندارم.
ابوريحان با درگذش��ت محمود آزادي 
بيش��تري پيدا كرد و توانست كيي دوبار به 
خ��وارزم، زادگاه خود ب��رود و از آن بازديد 
كند. نتيجة اين سفرها كتابي است دربارة 
تاريخ خوارزم كه به ما نرسيده و تنها بيهقي 
چند س��طري از آن را آورده است. بيروني 
در س��ال 440 هجري قمري و به ظاهر در 

غزنين درگذشت.
***

بيروني به تقر��يب در تمام زمينه‌هاي 
دانش زمان خود اظهارنظر كرده اس��ت. او 
بيش از 130 كتاب در زمينه‌هاي گوناگون 
دارد. در فلس��فه با پورسينا مكاتبه داشته، 
كتابي دربارة پزشك��ي نوش��ته، در تاريخ، 
گاه‌شماري، وزن مخصوص اجسام گوناگون، 
در ش��ناخت گوهره��ا، در زمين‌شناس��ي، 
و...  آرتز��ين  چاه‌ه��اي  يكهان‌شناس��ي، 
كتاب‌ها��يي دارد. همه‌ج��ا كار خ��ود را با 
اس��تدلال و آزمايش انجام مي‌دهد. دربارة 
ديدگاه‌ه��اي خ��ود به تحق��يق مي‌پردازد 
و بسي��اري از نظره��اي او، هنوز هم ارزش 

علمي خود را حفظ كرده‌اند.
در اين‌جا تنها بخش��ي از ديدگاه‌هاي 
او را درب��ارة جابه‌جايي زمين مي‌آوريم كه 
نمون��ه‌اي از دقت علمي اوس��ت )يادآوري 
ميك‌ن��يم بيروني به نوعي به گردش زمين 
و سياره‌ها اعتقاد داشته است(. او در كتاب 
»تحديد نها��يات الاماكن«، بع��د از اثبات 
كرويت زم��ين، اندازه‌گيري قطر آن و حل 
مسئله‌هاي ديگر مي‌نويسد: »... هنگامي كه 
پاره‌ها��يي از زم��ين از جايي به جاي ديگر 
منتقل مي‌شود، س��نگيني آن نيز جابه‌جا 
مي‌ش��ود و ميان سنگيني سوهاي مختلف 
زمين تفاوت پديد مي‌آيد... و به همين جهت 

اس��ت كه دوري سرزمين‌ها از مركز زمين، 
با گذش��ت زمان، بر كي ان��دازه نمي‌ماند. 
چون برآمدگي زمين در جايي زياد شود و 
اطراف خود را پر كند، آب‌ها كم مي‌شود و 
چشمه‌ها گود مي‌افتد و دره‌ها ژرف مي‌شود 
و آباداني دشواري پيدا ميك‌ند. پس مردمان 
از آنجا به ج��اي ديگر كوچ ميك‌نند و اين 
ويراني را به پيري زمين نسبت مي‌دهند... و 
چنين است كه گرمسيرها سردسير مي‌شود 
و سردسيرها گرمسير... اين حركت هر چند 
اتفاقي و بي‌قاع��ده و در زمان اندك، اندك 
باش��د ممكن است بر امتداد قطرهاي كلي 
به‌تدريج صورت پذيرد يا به مركز اتفاق افتد، 
يا تريكبي از هر دو حركت باش��د، و سوي 
آن به طرف هر كي از جهت‌هاي چهارگانه 
يا ميانة آن‌ها باش��د و نيز ممكن است، اين 
حر��كت ناگهاني و يا پيدايش س��بب آن، 
اتفاق كيبارة س��نگيني‌ها از جايي به جاي 
ديگر اس��ت، ص��ورت پذ��يرد...« ]تحديد 
نهايات الاماكن لتصحيح مسافات الاماكن؛ 
اندازه‌گيري پايان‌هاي جاي‌ها، براي درست 
كردن مسافت‌هاي جايگاه‌ها، برگردان احمد 

آرام، 1352[.
م��ا در اين‌ج��ا از بحث بيش��تر دربارة 
جنبه‌هاي گوناگون كارهاي علمي بيروني 
مي‌گذريم و به كوتاهي دربارة ش��خصيت 
رياضي او و كارهايي كه در زمينة رياضيات 

كرده است، صحبت ميك‌نيم.
بيروني ضمن بحث‌هاي تاريخي هرجا 
به مس��ئله‌اي برمي‌خورد كه جنبة رياضي 
داش��ته است، آن را با دقت و استدلال حل 
ميك‌ن��د. از جمله، وقت��ي در »آثارالباقيه« 
به مس��ئله‌اي برمي‌خ��ورد ��كه مربوط به 
صفحة شطرنج است و به محاسبة مجموع 
جمله‌هاي كي تصاعد هندس��ي )با جملة 
اول واحد و قدرنسبت 2 و تعداد جمله‌هاي 
64( برخورد ميك‌ند، آن را با دقت استدلال 

رياضي حل ميك‌ند و به‌دست مي‌آورد: 
1+2+22+23+...+263=264-1

=18/446/744/073/709/551/615

داش��ته‌ام و از چه كسي اين آگاهي‌ها را به 
دست آورده‌ام. آن وقت مرا دربرگرفتند و از 
من دربارة مسئله‌هاي گوناگون مي‌پرسيدند 
... و مرا نزد بزرگانش��ان به »درياي دانش« 

توصيف ميك‌ردند.«
محمود غزنوي در س��ال 421 هجري 
قمري م��رد و بيروني ��كه در غزنه بود، به 
خدم��ت مس�عود غزنوي درآم��د. كتاب 
»قانون مسعودي« كه بيشتر دربارة مثلثات 
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ابوريح��ان ابتدا اثبات ميك‌ند كه توان 
دوم ه��ر جمله از اين تصاعد برابر اس��ت با 
جمله‌اي كه فاصل��ة آن تا اين جمله، برابر 
فاصلة اين جمله تا جملة اول اس��ت. براي 
نمونه، اگر عدد خانة پنجم را كه 16 اس��ت 
به توان دو برس��انيم، 256 به‌دست مي‌آيد 
��كه عدد خانة نهم اس��ت. در ضمن فاصلة 
خانة نهم از خانة پنجم برابر است با فاصلة 
خان��ة پنجم از خانة اول. ابوريحان س��پس 
ثابت ميك‌ند، اگر كي واحد از عدد خانه‌ها 
كم كنيم، مجموع عددهاي خانه‌هاي قبل 
به‌دس��ت مي‌آيد. براي نمون��ه، اگر از خانة 
پنجم كه 16 اس��ت، ك��ي واحد كم كنيم، 
15 به‌دست مي‌آيد كه برابر است با مجموع 

جمله‌هاي از خانة اول تا چهارم.
1+2+4+8=15

ب��ا توجه به اين دو مطل��ب، ابوريحان 
نتيجه مي‌گيرد كه مجموع جمله‌ها از خانة 
اول تا خانه ش��صت و چهارم برابر مي‌شود 

با: 264-1.
اگر 16 را كه عدد خانة پنجم است، به 
توان دوم برسانيم، 256 به‌دست مي‌آيد كه 
عدد خانة نهم اس��ت. توان دوم 256، عدد 
خانة هفدهم است )65536(. اگر اين عدد 
را به توان دو برس��انيم، 4/294/967/296 
به‌دس��ت مي‌آيد كه عدد خانة سي و سوم 
است. و اگر اين عدد را به توان دو برسانيم، 
عدد خانة ش��صت و پنجم پيدا مي‌ش��ود 
كه با كم كردن ك��ي واحد از آن، مجموع 
جمله‌هاي تا خانة شصت و چهارم به‌دست 

مي‌آيد.
بيشتر رساله‌ها و نوشته‌هاي ابوريحان 
مربوط به رياضيات اس��ت. براي نمونه، در 
كتاب »في‌الراشكي��ات الهند« مي‌نويس��د: 
»... چون عدد را بايد بي‌پايان دانست، بايد 
تناسب‌ها و عمل‌ها هم بي‌پايان باشد، ولي 
هند��يان را ديدم ��كه از حد معيني تجاوز 
نميك‌نن��د... آن‌ه��ا در حس��اب‌هاي خود 
روش عددي ب��هك‌ار مي‌برند... چه بهتر كه 
در اس��تدلال از تجزيه و تحليل هندس��ي 

هم استفاده كنند.« در همين »آثارالباقيه« 
بيرون��ي روش‌ها��يي براي تصو��ير كردن 
نقطه‌هاي واقع بر س��طح كره روي صفحه 

آورده است.

استخراج الاوتار
»اس��تخراج الاوتار« كيي از كتاب‌هاي 
ابوريحان اس��ت ��كه در آن قضيه‌هايي از 
هندس��ه را ط��رح و آن‌ه��ا را گاه به ياري 
حس��اب و جبر و گاه با اس��تدلال هندسي 
ح��ل كرده اس��ت. ن��ام كامل ا��ين كتاب 
»اس��تخراج الاوتار في الدايره« است كه با 
تأليف ديگري از بيروني به نام »جمع الطرق 
الس��ائره في معرفئ‌الاوت��ار الداي��ره«، دربارة 
محاس��بة وترهاي دايره اس��ت و به ظاهر 
ابوريحان بيرون��ي آن‌ها را براي پيدا كردن 
سي��نوس‌ كمان‌ه��ا آورده اس��ت. زندهي‌اد 
ابوالقاسم قرباني، اين قضيه‌ها و مسئله‌ها 
را ب��ه زبان فارس��ي و با نماده��اي امروزي 
در كتابي به نام »تحرير اس��تخراج الاوتار« 
گرد آورده كه »انجمن آثار ملي« در س��ال 
1355 هجري خورشيدي آن را چاپ كرده 
اس��ت. اين كتاب حاوي چهار قضيه و سي 
مس��ئله اس��ت. صورت قض��ية اول چنين 
اس��ت: اگر خط شكسته‌اي ش��امل دو وتر 
نابرابر در دايره‌اي داش��ته باشيم و از وسط 
كماني كه اين خط شكس��ته را دربرگرفته 
اس��ت، عمودي بر وتر بزرگ‌تر رسم كنيم، 
پاي عمود، خط شكسته را به دو بخش برابر 
تقسيم ميك‌ند. براي اين قضيه 22 برهان 

آورده است.
صورت مسئلة اول اين است: از مثلث 
ABC ان��دازة زاوية B، مجموع طول‌هاي 
 AC و ط��ول ضلع BC و AB دو ضل��ع
معلوم اس��ت. مثلث را رس��م كنيد. در اين 
مسئله‌ها، با معلوم‌بودن طول وتر كي كمان، 
طول وتر دو برابر آن و طول وتر نصف يا 14  

يا 18 آن كمان محاسبه شده است.
كتاب‌هايي كه در آن‌ه��ا ابوريحان به 
مثلثات پرداخته است  عبارت‌اند از: »مقاليد 

علم الهيئئ«، »فصل سوم قانون مسعودي« و 
»ابي‌ريحان الي ابي سعيد« در كتاب »مقاليد 
علم الهيئئ« مثلثات و به‌ويژه مثلثات كروي 
را ج��دا از كاربرد آن‌ها مطرح كرده و كتاب 
را به مرزبان، فرزند رستم، فرزند شروين، 
مؤلف »مرزبان‌نامه« تقديم كرده است. اين 
كتاب نشان مي‌دهد كه خواجه نصير توسي 
با نوش��تن »كش��ف‌القناع«، تدوينك‌نندة 
مثلثات به عنوان رشتة خاصي از رياضياتِ 
محاس��به‌اي، از ابوريحان تقليد كرده است 
و آفرينندة مثلثات را بايد ابوريحان بيروني 
دانس��ت. در اين كتاب كه كوچك اس��ت 
و از 50 صفح��ه كمت��ر، ابوريح��ان دربارة 
مثلث كروي بحث كرده و سپس محاسبة 
كمان‌هاي آس��ماني را به عنوان كاربرد آن 

مطرح كرده است.

كتاب مقاليد
كتاب مقال��يد از ديدگاه تاريخ رياضي 
ه��م اهميت دارد. بيرون��ي در اين كتاب از 
همة كس��اني كه قب��ل از او و يا در زمان او 
روي »قض��ية منه‌لائ��وس« درب��ارة مثلث 
��كروي كار ��كرده و جنبه‌ها��يي از آن را 
به ص��ورت مثلثات��ي درآورده‌اند، صحبت 
ميك‌ن��د. تا زماني كه كتاب »مقاليد« پيدا 
نشده بود، همه گمان ميك‌ردند كه توسي 
براي نخستين بار مثلثات را بدون توجه به 
اخترشناسي، به عنوان رشته‌اي مستقل از 
دانش رياضي مورد بحث قرار داده اس��ت، 
ولي با كشف كتاب مقاليد ابوريحان بيروني، 

حق به‌ حق‌دار رسيد.
بيرون��ي كتاب قانون را در س��ال‌هاي 
421 ت��ا 427 نوش��ته كه مقالة س��وم آن 
درب��ارة مثلثات اس��ت. در اين‌ج��ا بيروني 
همه‌چيز را م��ي‌آورد ولي جانب اختصار را 
نگه مي‌دارد. اين كتاب داراي 9 بخش است 
و به‌ويژه در بخش‌هاي ششم و هفتم، همة 
موضوع‌هايي را كه ابوريحان بيروني دربارة 
مثلثات، از جمله آنچه در كتاب‌هاي ديگر 

خود آورده، خلاصه كرده است.
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فيلم مس��تند »انِ كي عدد است، 
زندگ��ي‌  ارِدوش«،  پ��ل  از  تصو��يري 
رياضي‌دان مجارس��تاني، پ��ل ارِدوش 
)1996-1913( را به تصوير ميك‌شد. 
اردوش بيش��ترين تعداد مقالات را در 
طول تار��يخ رياضيات در مقايس��ه با 
ديگر رياضي‌دانان منتش��ر كرده است. 
وي با ب��يش از 100 رياضي‌دان ديگر 
س��ابقة همكاري و تبادل‌نظر داشته و 
روي ش��اخه‌هايي از رياض��يات مانند 
تريكب��يات5،‌ نظر��يه گ��راف6، نظرية 
نظر��ية  تخم��ين8،  نظر��ية  اع��داد7، 
مجموعه‌ه��ا9 و نظرية احتم��ال10 كار 

كرده است.
فيلم با اشاره به متني از سِر ايزاك 
انگليس��ي  نيوتن11، رياضي‌دان بزرگ 
آغاز مي‌ش��ود: »م��ن نمي‌دانم چگونه 

 )1885-1977( ليتِل�وود15  ادِِنس�ور 
اش��اره مي‌ش��ود. در ضم��ن در مورد 
»قض��ية چِبيشِ��ف«16، قضية گالاي ـ 
سيلوِس��تِر«17 و »قضية رَمزي«18 نيز 
مطال��ب جالب توج��ه و ارزنده‌اي ارائه 

مي‌شود.
از صحنه‌ه��اي جال��ب ا��ين فيلم 
مي‌توان به صحنه‌هاي زير اشاره كرد: 

 گ��ردش دايره‌وار كي سك��ه به دور 
كي بش��قاب براساس نيروي جانب 

مركز.
 شوخي‌ها و مزاح‌هاي پلُ ارِدوش در 
مواجهه با رياضي‌آموزان در كلاس 
درس مانن��د اين نمونه: پلُ ارِدوش 
معادل نام و ن��ام خانوادگي خود را 
به زبان انگليسي روي تختة كلاس 
مي‌نويسد و آن را هم سنگ عبارت 

ي
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 اسم فيلم: انِ كي عدد است  كارگردان: جورج پلُ چيچِري1
   هنرپيشه: پلُ ارِدوش2  موسيقي از: مارك آدلر3ِ  فيلم‌بردار: جان نوپ4 

 محصول: ايالات متحده آمركيا  مدت فيلم: 57 دقيقه   زبان: انگليسي  

ممكن اس��ت در نظر جهانيان جلوه‌گر 
شوم. اما همين‌قدر مي‌دانم كه همچون 
كودك خردسالي هستم كه در ساحل 
دريا مشغول بازي‌ام و گاه‌گاهي سنگ 
ر��يزه‌اي صاف‌ت��ر از س��نگ‌هاي دريا 
��يا صدف��ي زيباتر از صدف‌ه��اي دريا 
ميي‌اب��م؛ در حالي��ك‌ه اقيانوس عظيم 
حقيقت در مقابل من گسترده است و 

مرا بر آن آگاهي نيست.« 
در ا��ين فيل��م ب��ه چن��د چه��رة 
برجس��ته علم��ي، مانن��د رياضي‌دان 
 انگليس��ي، گادفِري هارول�د هاردي12 
رياض��ي‌دان   ،)1877-1947(
مجارس��تاني، تيبور گالاي13 )1992-
-1970( آلفِ�رِد14  رِن�ي   ،)1912

1921(، پ�ال ت�وران )1910-1976( 
ج�ان  بريتانيا��يي،  رياض��ي‌دان  و 

"N" is a number!

N يك عدد است ! 
تصويري از پُل ارِدوش
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PGOM LD AD LD CD در نظ��ر 
مي‌گيرد؛ يا به بيان ديگر:

 Paul Erdos̈ ≡ PGOM LD AD
LD CD

س��پس به توضيح و تفسير هر كي 
از ح��روف تريكبي مي‌پ��ردازد كه 
مع��ادل با نام و ن��ام خانوادگي وي 
در نظ��ر گرفت��ه ش��ده‌اند و بيانگر 
حرف ابت��داي كلمه‌ه��ا و واژگاني 
هستند. او با استفاده از اين روش و 
مشخص‌شدن معنا و مفهوم فُكاهي 
معادل‌هايي كه او براي معرفي خود 
به دانش��جويان بهك‌ار برده اس��ت، 
باعث خنده و سرگرمي دانشجويان 

در كلاس درس مي‌شود.
 ب��ازي كردن با خردس��الان با كي 
قوطي بسيار كوچك كه داخل آن 
شيئ نسبتاً سنگيني قرار دارد. وي 
هنگام��ي كه قوطي را رها ميك‌ند، 
قبل از اينك‌ه بر اثر نيروي گرانش 
ب��ا زمين برخورد كن��د، با حركتي 
س��ريع آن را در اختيار مي‌گيرد و 
با انجام اين كار توجه كودكان را به 

خود معطوف ميك‌ند.

پي‌نوشت ........................................................
1. George Paul Csicsery
2. Paul Erdos̈
3. Mark Adler
4. John Knoop
5. Combinatorics
6. Graph Theory
7. Number Theory
8. Approximation Theory
9. Set Theory
10. Probability Theory
11. Sir lsaac Newton
12. Godfrey Harold Hardy
13. Tibor Gallai
14. Renyi Alfred
15. John Edensor Littlewood 
16. Chebychev's Theorem
17. Callai - Sylvester Theorem
18. Ramsey Theorem

ايستگاه اول:  معماهاي عدد سال نو!
س��ال ن��و در راه اس��ت! 
ن��وروز 1392 بر همة ش��ما 
خوانندگان عزيز مجله مبارك 
باد! به اين مناس��بت در نظر 
داريم تعدادي معماي عددي 
در ارتباط با عدد اين س��ال، 
يعن��ي 1392 مط��رح كنيم. 
پاس��خ‌ها را در انتهاي همين 

بخش ملاحظه كنيد: 

��كه:  د��يد  مي‌ت��وان   .1
87×24=1392، يعن��ي حاصل‌ضرب توان چهارم كي عدد اول در كي 
عدد اول ديگر اس��ت. حداقل چند س��ال بايد صبر كنيم تا دوباره اين 

وضع به‌وجود آيد؟
2. حداقل چند سال بايد صبر كنيم تا عدد سال به صورت حاصل‌ضرب 

دو عدد اول متمايز دربيايد؟
3. آ��يا مي‌توانيد تعدادي عدد طبيعي متوال��ي بيابيد كه مجموع آن‌ها 

مساوي 1392 شود؟
4. تعداد صفرهاي سمت راست عدد !1392 چندتاست؟

5. رقم سمت راست عدد 13921392 چيست؟
6. عددهاي طبيعي متوالي را كه حاصل‌ضرب آن‌ها از 1392 
بزرگ‌تر و مجموع آن‌ها ميني‌مم مقدار ممكن باش��د 

مشخص كنيد.
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7. آيا جمله‌اي از دنبالة 
1392 است؟ چندمين جمله؟

ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

منطق روشي قاعده‌مند 
براي گرفتن نتايج نادرست است... 
با تردستي و جلب اعتماد، اما به 
يقين، آمار روشي قاعده‌مند براي 
گرفتن نتايج نادرست است.... با 

95 درصد تردستي و جلب اعتماد!
»رافي ماروتيان«
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

8 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      

 را )تا 3 مرحله( بيابيد.
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مثال 1. به روش بزرگ‌نمايي، دنبالة تقريبات اعشاري عدد 
. چون مي‌خواهيم از روش بزرگ‌نمايي 10 قسمتي استفاده كنيم، 
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1. ابتدا توجه ميك‌نيم كه 
فاصلة صفر تا 1 را به‌صورت زير تقسيم‌بندي ميك‌نيم: 
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 در كدام ‌كي از زيربازه‌هاي بالا قرار دارد. توجه ميك‌نيم كه: 
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حال بايد ديد كه 
، پس: 
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)35 و 28 مضرب‌ه��اي مخ��رج كس��ر، يعني 7 هس��تند(، در نتيج��ه: 
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 تقسيم ميك‌نيم: 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي 
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2. حال بازة 
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 در كدامكي‌ از زيربازه‌هاي اخير قرار دارد. توجه ميك‌نيم كه: 
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بايد ديد كه 
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، )301 و 294 نيز مضرب‌هاي متوالي 7 مي‌باشند( در نتيجه: 
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 را به 10 
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 دسترسي يابيم. بازة 
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3. در اين مرحله مي‌خواهيم به سومين جملة دنباله تقريبات اعشاري 
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دنباله‌اي از اعداد اعشاري ساخت كه جملات آن به عدد 
بدون عمل تقسيم دنبالة تقريبات اعشاري عدد را بيابيم.
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، لذا: 

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

 و 

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

داريم: 

 )به روش بزرگ‌نمايي 10 قسمتي( 
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با توجه به مراحل فوق مي‌توان ديد كه سه جملة نخست دنبالة تقريب‌هاي اعشاري 

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

به صورت زيرند:                                                                                                           

 نزدكي شد. توجه كنيد كه در هيچك‌دام از مراحل فوق از عمل تقسيم 
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با ادامة اين روش مي‌توان به اندازة دلخواه به 
استفاده نشده است.

 را به روش بزرگ‌نمايي بيابيد. پاسخ را به صورت خلاصه مي‌آوريم: 
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مثال 2. دنبالة تقريبات اعشاري 
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مرحلة اول: ابتدا توجه ميك‌نيم كه: 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي 

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

مرحلة دوم: بازة 

403

520390 416

429

442

455

468

481

494

507
1300

13001300 1300

1300

1300

1300

1300

1300

1300

1300

نما
يي



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

10 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

a
b

/ /

[ , ]

/ /

[ , ]

/ /

/ , / , / ,...

< <

=

=

=

< <

< <

< <

=

< <

< <

=

< <

< <

< <

3
7

30 1
7
71
7
00
7

3 30
7 70
28 30 35
28 30 35
70 70 70

30 4 0 5
7

28 35
70 70
1

100
3 300
7 700
294 300 301
700 700 700

30 42 0 43
7

294 301
700 700
1

1000
3 3000
7 7000
2996 3000 3003

30 428 0 429
7

0 4 0 42 0 428
5
13

50 1
13

,

[ , ]

[ , ]

,

[ , ]

[ , ]

/ , /

= < < ⇒ < <

⇒ < < ⇒ ∈

= = < <

⇒ < = < ⇒ < <

∈

∈

5 50 39 50 5239 50 52
13 130 130 130 130

3 5 4 5 3 4
10 13 10 13 10 10

3 4
10 10
1

100
5 50 500 494 500 507
13 130 1300

494 5 500 507 38 5 39
1300 13 1300 1300 100 13 100

5 38 39
13 100 100
1

1000
5 384 385
13 1000 1000
5
13
0 3 0 , / ,...38 0 384

 تقسيم ميك‌نيم و به 
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. اين بازه را به 10 زيربازه با طول‌هاي مس��اوي 
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پس سه جملة اول دنبالة تقريبات اعشاري كسر 
اكنون به چند مثال از كاربرد روش بزرگ‌نمايي براي يافتن دنبالة تقريبات اعشاري اعداد گنگ توجه فرماييد: 
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الف( يافتن دنباله‌اي از تقريبات اعشاري كه به 
] را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي تقسيم ميك‌نيم:  , ]

/ /

[ , ]

( ) ( )
( )

/ /

[ , ]

( )

< <

< <

=

< <

< <

< <

= < = < =

< <

< <

=

2 2

2
2

2

2

3
1 3 2
1 3 2
1 2

3003
100

289 300 324
100 100 100
17 183
10 10
1 7 3 1 8
17 18
10 10
1

100
173 29929 30000 174 302763

10000 10000 100 10000100
173 1743
100 100
1 73 3 1 74
173 174
100 100
1

1000
1732 2999
1000

( )

/ /

/ , / , / ,...

[ , ]

( ) ( )

/ /

[ , ]

(

< = < =

< <

< <

< <

< <

= < = < =

< <

< <

2

2 2

2 2

824 3000000 3003289 17333
1000000 1000000 1000000 1000

1732 17333
1000 1000
1 732 3 1 733

3
1 7 1 73 1 732

7
2 7 3
2 7 3
2 3
1
10
26 676 700 729 277
10 100 100 100 10
26 277
10 10
2 6 7 2 7
26 27
10 10
1

100

) ( )

/ /

[ , ]

( ) ( )

/ /

= < = < =

< <

< <

= < = < =

< <

< <

2 2

2 2

264 69696 70000 70225 2657
100 10000 10000 10000 100
264 2657
100 100
2 64 7 2 65
264 265
100 100
1

1000
2645 6996025 7000000 7001316 26467
1000 100000 1000000 100000 1000
2645 26467
1000 1000
2 645 7 2 646
7
/ , / , / ,...2 6 2 64 2 645
3

. حال بازة 
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1. مي‌دانيم: 
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 در كدامكي‌ از زيربازه‌هاي فوق قرار دارد.
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حال بايد ديد كه 
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، پس: 
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. در نتيجه: 
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توجه ميك‌نيم كه 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي 
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2. حال بازة 
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 در كدامكي‌ از زيربازه‌هاي اخير واقع است. ناچاريم از مربع كسرهاي اخير استفاده كنيم. توجه ميك‌نيم كه: 
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، در نتيجه: 
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پس: 
 برسيم. براي 
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3. به سومين مرحله خوش آمديد! در اين مرحله مي‌خواهيم به سومين جملة دنبالة تقريبات اعشاري 
پرهيز از تكراري‌شدن محاسبات، به همين مرحله اكتفا خواهيم كرد.

 تقسيم ميك‌نيم: 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي 
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بازة 
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شمارۀ 113
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

 در كدامكي‌ از زيربازه‌هاي فوق قرار مي‌گيرد. باز هم مانند مرحلة قبل از مربع كسرها استفاده ميك‌نيم. 
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حال ببينيم كه 
داريم: 
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در نتيجه: 

 به صورت زيرند: 
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با توجه به مراحل فوق مي‌توان ديد كه سه جملة نخست دنبالة تقريب‌هاي اعشاري 
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با ادامه اين روش مي‌توان به اندازة دلخواه به 
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ب( يافتن دنباله‌اي از تقريبات اعشاري كه به 
 مي‌رويم و سه جملة نخست دنبالة تقريب‌هاي اعشاري آن را پيدا ميك‌نيم.
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به عنوان مثالي ديگر به سراغ 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مس��اوي 
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. حال بازة 
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1. مي‌دان��يم: 
ميك‌نيم.
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 در كدامكي‌ از زيربازه‌هاي فوق واقع است. به اين منظور از مربع كسرهاي بالا كمك مي‌گيريم.
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بايد ديد كه 
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 را به 10 زيربازه با طول‌هاي مساوي 
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2. در اين مرحله بازة 

261

26 27260 270

262

263

264

265

266

267

268

269
100

10 10100 100

100

100

100

100

100

100

100

100

مجدداً از مربع كسرهاي فوق استفاده ميك‌نيم. داريم: 
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 پس 
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 را پيدا كنيم. با استفاده از مرحلة قبل به 
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3. در سومين مرحله قصد داريم سومين جملة دنبالة تقريب‌هاي اعشاري 

 تقسيم ميك‌نيم: 
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 مي‌رويم و آن را به 10 زيربازة هر كدام به طول 
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سراغ بازة 



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

12 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      
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به همين ترتيب لازم است از مربع كسرهاي فوق كمك بگيريم. داريم: 
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پس: 

 چنين است: 
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لذا دنبالة تقريب‌هاي اعشاري 
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مي‌توان ديد كه جملة چهارم اين دنباله 2/6457 است كه تقريب دقيق‌تر از 
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دو مثال فوق به وضوح دقت عمل و در عين حال سادگي كي روش مناسب براي محاسبة تقريب اعداد گنگي نظير 
 را توسط اعداد گويا نمايان ميك‌نند. در هر حال اين عددهاي گويا، شكل ويژه‌اي دارند كه مخرج آن‌ها توان‌هايي از 
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و 
10 هستند.

 ايستگاه دوم: يك حكايت خواندني از زندگي جان‌ نپر

ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

احتمالاً با نام جان نپر آش��نا هس��تيد. او مخترع لگاريتم طبيعي و رياضي‌دان 
بنام اسك��اتلندي است كه در فاصلة سال‌هاي 1617-1550 مي‌زيست. وي علاوه بر 
رياضيات در مهندسي، فيزكي و تردستي نيز مهارت داشت. هم‌ عصران 
وي به دليل نبوغ خارق‌العاده‌اي كه داشت، معتقد بودند كه او در جادو 
و سحر نيز دستي دارد. خود او با كارهايش به اين تصور دامن مي‌زد. 

حكايت زير معرف اين وجه از شخصيت اوست.
زماني نپر احس��اس كرد كه كيي از خدمتكاران��ش از او دزدي 
ميك‌ند. همة خدمتكارانش را گرد آورد و به آن‌ها اعلام كرد كه خروس 
سياه پركلاغي‌اش مي‌تواند دزد را شناسايي كند. پيش از آن و 

دور از چش��م خدمتكاران، او پرهاي خروس��ش را به دودة ذغال آغشته كرده بود و او را روي 
ميزي در اتاق تاركيي قرار داده بود. سپس كييكي‌ي خدمتكاران را به نوبت به داخل اتاق تاركي 
مي فرستاد و از آن‌ها مي‌خواست كه پشت خروس را نوازش كنند تا به زعم او، خروس، دزد را 
شناسايي كند! وقتي خدمتكاران بيرون مي‌آمدند، نپر دست‌هاي آن‌ها را نگاه ميك‌رد.

خدمتكار مجرم كسي بود كه از ترس پشت خروس را لمس نكرده بود و در نتيجه 
دست‌هايش تميز بودند!

و
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در طبيع��ت و صنع��ت جريان‌هايي وج��ود دارند كه در 
زمان‌هاي معيني متناوباً تكرار مي‌ش��وند. اين نوع جريان‌ها را 

»متناوب« مي‌نامند و به كمك توابع متناوب تعريف ميك‌نند.
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تعريف: فرض كنيم تابع 
مفروض باشد. تابع f(x) را در اين دامنه متناوب مي‌نامند اگر  
عدد مثبتي مانند T وجود داش��ته باشد به‌طوري كه براي هر 
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هر وقت از توابع متناوب سخن به ميان مي‌آيد، دانش‌آموزان 
به‌درستي از توابع مثلثاتي نام مي‌برند. اما آن‌ها بايد بدانند كه 
عال�وه بر توابع مثلثاتي، توابع غيرمثلثاتي هم وجود دارند كه 
متناوب هس��تند. در اين مقاله با اين نوع توابع آشنا مي‌شويم. 
 متناوب‌اند. توابع متناوب 
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مثلاً توابع *
را غالباً به صورت زير هم تعريف ميك‌نند: 
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 ��كه در آن g تاب��ع متن��اوب و f تاب��ع دلخواهي اس��ت. 
به‌عنوان مثال توابع زير متناوب هستند:
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دانش‌آموزان رش��تة رياض��ي معمولاً با مس��ائلي مواجه 
مي‌شوند كه در آن‌ها از دانش‌آموز خواسته مي‌شود ثابت كنند 
تابعي متناوب اس��ت. در اينجا دانش‌آموزان ابتدا متناوب‌بودن 
تابع را حدس مي‌زنند و سپس با استفاده از تعريف تابع متناوب، 

به اثبات آن مي‌پردازند.
براي اثبات نامتناوب‌بودن تابع، به دو طريق عمل مي‌شود: 

1. با استفاده از تعريف تابع متناوب؛
2. با استفاده از تعريف تابع نامتناوب.

تعريف: تابع نامتناوب تابعي است كه تعريف تابع متناوب در 
آن صدق نميك‌ند.

يعني تابع f(x) نامتناوب ناميده مي‌ش��ود،‌ اگر به ازاي هر 
 يافت شود؛ طوري كه حداقل 
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 عددي مانند 
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كيي از ش��رايط سه‌گانه كه در تعريف تابع متناوب آورده شده 
است، برقرار نباشد.

 متناوب نيست.
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اثب�ات: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي منهاي 
است.
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يعني ش��رط )1( در تعريف تابع متناوب نقض شده است. 
 متناوب نيست.
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پس تابع 
 متناوب نيست.
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مثال 2. ثابت كنيد تابع 
اثبات: 

روش اول: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي است. بنابراين 
 در دامنة تعريف تابع 
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براي هر T دلخواه نقاط 
 حداقل 
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قرار دارند. پس لازم است ثابت كنيم به ازاي هر 
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در حالت خاص مي‌ت��وان 
صورت داريم:‌
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روش دوم: براي اثبات نامتناوب بودن تابع مي‌توان از قضية 
زير استفاده كرد: 

قضي�ه: اگر همة توابع متناوب چند ويژگي داش��ته باش��ند، 
 هر تابعي كه كيي از اين ويژگي‌ها را نداش��ته باش��د، متناوب 

نيست.
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ويژگي‌هاي توابع متناوب
1. اگر نقطة x0 به دامنة تابع متناوب با دورة تناوب T تعلق 
 به دامنة تابع تعلق 
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داشته باش��د، آن‌گاه همة نقاط 
دارد. كه در آن n عدد صحيح دلخواه است. اين نشان مي‌دهد 
كه دامنة توابع متناوب شامل همة اعداد مثبت و منفي از بازة 

 هستند.
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 متناوب 
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از آنجا نتيجه مي‌ش��ود كه مثلاً تابع 
 به دامنة تابع تعلق ندارد.
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نيست، زيرا هر 
2. براي تابع متناوب f(x) در ازاي xهايي كه از نظر تعداد 
نامتناهي باش��ند، مقادير نظيري پيدا مي‌شوند كه بين آن‌ها 
اع��داد مثبت و منفي از نظر قدرمطلق ه��ر چه‌قدر كه بزرگ 
باشند، وجود دارند. اين ويژگي از تساوي زير نتيجه مي‌شود كه 

همواره صادق است: 
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دربارة توابع متناوب با دورة 
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و در آن داريم: 
در حالت خاص تابع متناوب در دامنة تعريف خود نمي‌تواند 

صعودي يا نزولي كينوا باشد.
 متناوب نيست، زيرا تابع صعودي 
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مثلاً تابع 
كينوا است.

3. تواب��ع متن��اوب در دامنة تعريف خ��ود نمي‌توانند از 
نقطه‌نظر تعداد، نقاط انفصال متناهي داشته باشند. مثلاً تابع 
 متناوب نيست؛ زيرا تنها داراي دو نقطة انفصال 
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. منظور از نقط��ة انفصال همان نقطة 
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 و 
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ناپيوستگي است.
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مي‌شود، دس��تك‌م كي ريش��ة مثبت مانند 
 در معادله صدق 
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داشت كه به ازاي همة مقادير پارامتر 
ميك‌ند.

 متناوب 

y f (x)
x D
) x T D(f )
) x T D(f )
) f (x T) f (x)

y {x}
y , x R
y f (g(x))

y cos x , y log cos x , y | sin x |
T
x D(f )

f (x) sin
x

x
T
x T
x T ( T) T , x T D(f )

f (x) sin
x

f (x) x
x T
x T
f (x T) f (x)
x

f (x) f (x) , f (x T)

∗

=
∈
+ ∈
− ∈
+ =

=
= ∈
=

= = =
>
∈

=

=
≠
= −
+ = − + = + ∉

=

=
+
−
+ ≠

=

= = +

2

0

0 0

2

1
2
3

3

3 2
0

1

0
0

0
1

0
0

x
a

x

f (T) T
f (x T) f (x)

x nT
( , )

y log
x
f (x nT) f (x)
T , x Z

y a (a )

y
x(x )

x
x
f (x T) f (x)
T T
x R
f (x) {x} sin x
T
{x T} sin(x T) {x} sin x
{T} sin T ( )
x T
{ T} sin T ( )
x
{T} { T}
{T} { T}
{T

= = >
⇒ + ≠
+

−∞ +∞

=

≤
+ =

> ∈

= ≠

=
−

=
=
+ =

=
∈

= +
>
+ + + = +
+ =

= −
− − =
=
+ − =
= − =

2

0

0

0

0

0
0

1
2

2
0

0

0 1

0 2
0

0
0

}
sin T
T k ,k Z
k
T k

=
=

= π ∈
≠
= π

0
0

0

مث�ال 3. ثابت كن��يد تابع 
نيست.
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اثبات: فرض كنيم تابع با دورة تناوب 
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)2( نتيجه مي‌ش��ود: 
 عدد صحيح نيست.
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بنابراين معادله‌هاي )1( و )2( تنها كي ريش��ة مش��ترك 
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5. اگ��ر در تابع متناوب f(x) ب��ا دورة تناوب T، در بازه‌اي 
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آن‌گاه اين نامس��اوي ب��ه ازاي همة مقادير متغير x برقرار 
است.

از آن‌جا نتيجه مي‌ش��ود كه اگر تابع متناوب f(x) به ازاي 
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 وجود دارد كه به ازاي همة مقادير 
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تمرين همراه با حل
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مس�ئلة 1. ثابت كنيد تابع 
متناوب است.

حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي اس��ت. بنابراين به 
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ازاي هر x نقاط 
تساوي زير را بررسي ميك‌نيم: 
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مس�ئلة 2. دورة تناوب اصلي تابع 
پيدا كنيد.

حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقيقي است. پس به ازاي 
 به دامنة تابع تعلق دارند. 
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هر x از دامنه، اعداد
عدد 2π دورة تناوب تابع است، زيرا: 
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شمارۀ 153
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

 2π كوچ‌كتر از T ثاب��ت ميك‌نيم هيچ عدد مثبتي مانند
دورة تناوب تابع f(x) نيست.

فرض كنيم چنين نباشد )تناقض(. عددي مانند T وجود 
.
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دارد كه دورة تناوب تابع است و در ضمن: 
 بايد 
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 را در نظر مي‌گيريم. مقدار 
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ع��دد 
برابر باشد با: 
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اما داريم: 
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 متمايز از صفر و از نظر علامت 
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زيرا: 
 همانند هستند و اين تناقض 
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متمايز، اما 
است.

 را 
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مسئلة 3. دورة تناوب اصلي تابع 
پيدا كنيد.

ح�ل: دامن��ة تابع هم��ة اع��داد حقيقي هس��تند. فرض 
 x دوره تناوب تابع باش��د. در ا��ين صورت به ازاي هر T كنيم 
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 تساوي بالا به صورت زير نوشته مي‌شود.
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به ازاي 
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 پس داريم: 
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چون 
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بنابراين T در دستگاه زير صدق ميك‌ند: 
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 است.
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كوچ‌كترين ريشة مثبت دستگاه 
 دورة تناوب تابع 
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با امتحان كردن معلوم مي‌شود 
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است. زيرا براي هر x اعداد
دارند و داريم: 
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 متناوب 

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

مسئلة 4: ثابت كنيد تابع 
نيست.

 كه در آن a عددي 
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ح�ل: قرار مي‌دهيم 

ثابت متعلق به مجموعه مقادير برد تابع اس��ت. از تساوي بالا 
نتيجه مي‌شود: 
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از آنجا معلوم مي‌ش��ود كه اين معادله بيش از دو ريش��ه 
ندارد. بنابراين تابع f(x) در بيش از دو نقطه نمي‌تواند مقادير 
نظير خود را اختيار كن��د. پس بنا بر ويژگي 2 تابع نمي‌تواند 

متناوب باشد.
 را ثابت كنيد.
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مسئلة 5. نامتناوب بودن تابع 
 تعريف‌پذير است. بنابراين، بنابر 
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حل: تابع در بازه 
ويژگي 1 نمي‌تواند متناوب باشد.

 را ثابت 
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مس�ئلة 6. نامتناوب ب��ودن تابع 
كنيد.

حل: دامنة تابع مجموعة اعداد حقيقي است. از راه تناقض 
ح��كم مس��ئله را ثابت ميك‌ن��يم. فرض كنيم تاب��ع متناوب 
 باش��د. چون تاب��ع f(x) در مجموعة 
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و دورة تناوب آن 
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اع��داد حقيقي تعريف‌پذير اس��ت و در ازاي 
 نامساوي زير 
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، بنابر ويژگي 5 به ازاي هر 
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، آن‌گاه 
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اما اگر n طوري باشد كه داشته باشيم: 
 برقرار نيست و اين تناقض 
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نامس��اوي بالا به ازاي 
است.

 متناوب نيست. 
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مسئلة 7. ثابت كنيد تابع 
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حل: دامنة تعريف تابع مجموعه اعداد حقيقي به جز 
. اگر تابع f(x) متناوب 
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است؛ يعني: 
 است، بنابر تعريف 
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باشد، آن‌گاه چون 
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با دورة 
 و اين 
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توابع متناوب با��يد نتيجه بگيريم: 
درست نيست.

 متناوب نيست. 
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مسئلة 8. ثابت كنيد تابع 
حل: فرض ميك‌نيم تابع، متناوب و دورة تناوب آن T باشد.

ع��دد مثب��ت x را ط��وري انتخ��اب ميك‌ن��يم ��كه در 
دار��يم:   ص��دق كن��د. در آن ص��ورت 
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بنابرا��ين:  و   
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��كه:  اس��ت  واض��ح 
.
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در هر دو طرف نامس��اوي اعداد مثبت قرار دارند. بنابراين 
مي‌توانيم طرفين آن‌را مجذور كنيم. خواهيم داشت:
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 را مي‌توان طوري انتخاب 
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كه اين تناقض اس��ت. زيرا 
 T كرد كه هرچه بيشتر بزرگ باشد؛ يعني به ازاي مقدار ثابت

نامساوي اخير نمي‌تواند برقرار باشد.

پي‌نوشت ....................
* منظور از {x} جزء 
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اعشاري x، يعني 
 x جزء‌صحيح [x] است كه
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است. مثلاً: 
. توجه 
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داريد كه: 
.
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 وجود دارد كه در مورد آن 
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4. آيا تابع ‌‌كيبهكي‌ 
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براي هر مقدار x∈R داشته باشيم: 
5. رأس‌ه��اي كي پنج ضلعي مح��دّب، مختصاتي صحيح 
دارند. ثابت كنيد مساحت اين پنج ضلعي حداقل مساوي 
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6. فرض كنيد AD نيم‌س��از مثلث ABC باشد. M و N به 
ترتيب دو نقطه روي AB و AC هستند، به‌طوري كه داريم: 
 MN و AD خطوط .
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نيز در P متقاطع‌اند. ثابت كنيد: 
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كليدواژه‌ه�ا:  رومانی، المپی�اد ریاضی، تابع یک بهی �ک، پنج ضلعی محدب، 
نقطة شبکه ای

المپياد رياضي در

 رومانی 
اگ��ر چنان كه قبلاً گفته‌ايم، مجارس��تان را مي‌توان بنيان‌گذار 
المپياد رياضي دانست، بدون ترديد روماني را مي‌توان مهد المپيادهاي 
رياضي و پايه‌گذار المپياد بين‌المللي رياضي دانست. چرا كه اين كشور 
از نخستين كشورهاي پيشنهاددهندة اين رقابت‌ها و ميزبان دو دورة 
نخس��ت آن بوده است. در طول س��ال‌هاي برگزاري اين مسابقات، 
روماني پنج دوره در سال‌هاي 1959 )نخستين دوره(، 1960، 1969، 
1978، 1999 ميزبان بوده و در پنج دوره نيز در س��ال‌هاي 1959، 
1978، 1985، 1987 و 1996 مقام نخست اين رقابت‌ها را به‌دست 
آورد. در س��ال‌هاي ديگر نيز بارها به مقام‌هاي بالاي اين مس��ابقات 

جهاني دست يافته است.
در رومان��ي ن��يز، مانن��د مجارس��تان، از س��ال‌هاي پايان��ي 
ق��رن نوزده��م مس��ابقات رياض��ي دبيرس��تاني آغ��از ش��د. از 
 س��ال 1902 ا��ين مس��ابقات توس��ط مجل��ة معتب��ر رياض��ي 

»Gazeta Matematica« برگزار مي‌شد.
تا سال 1948 مس��ابقات در دو مرحله انجام مي‌شدند. از سال 
1961، كار برگ��زاري المپيادها به‌عه��دة وزارت آموزش‌وپروش قرار 
گرفت كه تا امروز هم ادامه دارد. در حال حاضر المپياد رياضي روماني 
در س��ه مرحله انجام مي‌گيرد و مسائل المپياد در مجلة مزبور چاپ 

مي‌شوند.
در كش��ور رومان��ي گروه‌هاي متعددي دس��ت‌اندركار برگزاري 
مسابقه‌هاي رياضي هستند و دانشجويان و استادان بسياري در اين 
زمينه به شدت فعال‌اند كه از ميان آن‌ها استادان نام‌آوري نيز ظهور 
كرده‌اند كه از جملة معروف‌ترين آن‌ها مي‌توان از تيتو آندرسكو نام برد 
كه سال‌ها مديريت تيم‌هاي المپياد رياضي روماني را به‌عهده داشت. 
وي پس از اخذ تابعيت جديد، مديريت و هدايت تيم المپياد رياضي 

كشور آمركيا را به‌عهده گرفت و هنوز هم در اين زمينه فعال است.
در ميان مس��ائلي كه در المپيادهاي داخلي كشور روماني طي 
سال‌هاي متمادي طرح شده‌اند، مسائل بسيار خوب و بسيار دشواري 

را مي‌توان يافت. در اين‌جا منتخبي از مس��ائل چند س��ال متفاوت 
را آورده‌ايم و س��عي كرده‌ايم نمونه‌هايي را انتخاب كنيم كه س��طح 
متوسطي داشته و براي عموم دانش‌آموزان قابل فهم و استفاده باشند. 

راه‌حل‌ها در پي آمده‌اند.
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حل مسائل
 را در نظر بگيريم. با 
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1. مي‌توانيم دو عدد مثبت 
x داريم:
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توجه به رابطة 
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مي‌دانيم كه 
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و در اين صورت داريم: 
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كه اين تساوي غيرممكن است. )چرا؟(

 را نيز در نظر 
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 و 
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مي‌توانس��تيم عددهاي گن��گ 

 كار ساده‌اي 
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 ولي اثبات گنگ بودن 
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بگيريم: 

نيست!

 و A∋5. ب��ا برهان خلف 
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2. ف��رض ميك‌ن��يم: 
درستي حكم را نشان مي‌دهيم: 

فرض ميك‌ن��يم هيچ كي از دو مجموعة A و B ش��امل 
هيچ س��ه عددي نباش��ند كه مجموع دو تا از عددها مساوي 
دو برابر س��ومي باشد. اگر A∋3 باشد، آن‌گاه با توجه به شرط 
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ف��وق دار��يم: 
. پ��س: B ،1∈B∋4 و B∋7. ول��ي 
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و 
در اين صورت داريم: 4×2=1+7 و ش��رط فوق نقض مي‌ش��ود. 
 ،7∈A :3. اما اگر∈B :3 و در نتيج��ه∉A :پس لازم اس��ت كه
و   
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آن‌گاه: 
. ولي در اين صورت 
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، پس: 
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.7∈B :6×2=3+9 و تناقض ايجاد مي‌شود. پس لازم است كه
همچنين كيي از دو عدد 4 و 6 نيز بايد درB باشند، زيرا 4، 5 
و 6 نمي‌توانند با هم عضو A باش��ند )5×2=6+4(. فرض كنيد: 
B∋4، در اين صورت نتيجه مي‌شود: B∌2 )زيرا در غير اين صورت 
(. ل��ذا: A∋2 و از آنج��ا: A∌8 )زيرا در 
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(. و ن��يز: B∋8 و از 
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غير اين صورت: 
 .)
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آنج��ا: B∌6 )زيرا در غير اين صورت 
در نتيج��ه: A∋6 و در ضمن: B∌9 )ز��يرا در غير اين صورت 

.9∈A :پس داريم .)
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 و 
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حال اگر A∋1 باش��د، آن‌گاه: 
. يعني در هر 
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اگر B∋1 باشد، آن‌گاه: 

ح��ال ��كيي از دو زيرمجموعة A يا B داراي كي س��ه‌تايي به 
صورت فوق هستند. در حالت ديگر هم، با شرط B∋6 به همين 

نتيجه مي‌رسيم.
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كنن��د. در اين صورت اگ��ر 
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داريم: 
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همچن��ين، اگر 
نتيجه: 
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 و در نتيجه: 
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و باز هم 
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جوابي ندارد و به ازاي 
.
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معادله فقط دو دسته جواب دارد: 

 و 
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4. اگر چنين تابعي وجود داش��ته باشد، با قرار دادن 
 در نابرابري فوق نتيجه مي‌شود: 
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 پ��س f ‌كيبهك��ي‌ نخواهد بود و لذا چن��ين تابعي وجود
 ندارد.
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5. كي قضية ش��ناخته ش��ده در تريكبيات مي‌گويد كه اگر 
پن��ج نقطة ش��بكه‌اي )نقطة با مختصات صحيح( داش��ته 
باشي��م، وس��ط پاره‌خط و اصل بين دو تا از اين نقاط، كي 
نقطة شبكه‌اي خواهد بود. اثبات به كمك اصل لانة كبوتري 
صورت مي‌گيرد. مختصات هر نقطة شبكه‌اي از نظر زوج و 
فرد بودن چهار حالت دارد: )فرد و فرد(، )زوج و فرد(، )فرد 

و زوج( و )زوج و زوج(.
پ��س وقت��ي پن��ج نقطه داش��ته باشي��م، 

لااق��ل دوتاي آن‌ه��ا از نظ��ر زوج و فرد بودن 
مختصاتي ش��بيه هم دارن��د. يعني مجموع 

طول‌هاي آن‌ها و مجموع عرض‌هاي آن‌ها عددي زوج اس��ت 
و در نتيجه وس��ط اين دو نقطه، مختصاتي صحيح دارد، زيرا: 
 لذا در پنج ضلعي فوق 
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 و 
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 وسط كيي از اضلاع يا اقطار نقطه‌اي با مختصات صحيح چون
 M است.

همچنين قضيه‌اي ديگ��ر مي‌گويد كه 
مساحت هر مثلثي كه سه رأس آن سه 
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نقطة ش��بكه‌اي باش��ند، مساوي 
.m∈N :است كه
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زيرا مطابق شكل زیر داريم: 

A

CF

E D

B

)CF، CD، DE و EF را موازي محورها رسم كرده‌ايم.(
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ولي بديهي است كه m∈Z )چرا؟( و در نتيجه درستي اين 
قضيه هم ثابت مي‌شود.

حال به مس��ئلة اصلي برمي‌گرديم: اگر M وس��ط كيي از 
قطرهاي پنج ضلعي ABCDE باشد، پس M درون پنج ضلعي 

است و در نتيجه: 
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ول��ي رئوس هم��ة اين پن��ج مثلث نقاطي ب��ا مختصات 
 و لااقل 
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صحيح‌ان��د، پس مس��احت‌هاي آن‌ها به ص��ورت 
 است و در نتيجه: 
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مساوي 

x

(x ) x x

(x ) x x

(x ) y x x (x )

x y x y Z y Z
x

x

x x x x

(x ) y (x )

| x | y | x |

(x ) y (x )

y Z
y Z

x
x

y
x
y
( , )

>

+ = + +

+ = + +

+ < = + + < +

⇒ + < < + ⇒ ∉ ⇒ ∉
≤ −

+ <

+ + < + +

⇒ + < < +

⇒ + < < +

⇒ − + < < − +

∉
∉

− < ≤
= −

= −
=
= ±

3 2 6 3

3 2 6 3

3 2 4 6 3 3 2

3 2 3 2

3

6 3 6 3

3 2 4 3 2

3 2 3

3 2 3

2

4

0
1 2 1
2 4 4
1 3 1 2

1 2
2
3 0
4 4 3 1

2 1
2 1

2 1

2 0
1
1

0
1

01

A B
M

A B
M

ABC DCFE ACD BF

( , )
x

x f ( ) [f ( )] [f ( )] f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

x f ( ) [f ( )] (f ( )) f ( )

(f ( ) ) f ( ) f ( )

f ( ) f ( )

y y
y

x x
x

m

m N
S S S S

−
=

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

= ⇒ − ≥ ⇒ − + ≤

⇒ − ≤ ⇒ − = ⇒ =

⇒ = =

+
=

+
=

∈
= − −

2 2

2

2 2

2

0 1
1

1 10 0 0 0 0 0
4 4

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 11 1 1 1 1 0
4 4

1 1 11 0 1 0 1
2 2 2

10 1
2

2

2

2

C ABE

ABCDE AMB BMC MCD MDE AME

ABCDE

S
AD.CD BF.FC AE.BEDE.DC

DE.DC AD.CD BF.FC AE.BE m

m Z
S S S S S S

S

AB||

−

= − − −

− − −
= =

∈
= + + + +

≥ × =

2 2 2
2

2 2

1 55
2 2

1
2

ACD MCD BCD

BCD MCD ACD

ABCDE ACD AED ABC

CD
S S S

S S ,S

S S S S

> >

≥ ⇒ ≥ ≥

= + + ≥ + + =

1 2 3
2 2 2

3 1 1 5
2 2 2 2

اما اگر M وسط كيي از اضلاع )مثلاً AB( باشد، از M به دو 
 )CD ًنباشد )مثلا AB سر كيي از اضلاع پنج ضلعي كه موازي

وصل ميك‌نيم. A و B را نيز به C و D وصل ميك‌نيم.
مثلث‌هاي MDC، ADC و BDC در قاعدة CD مشترك‌اند 
، پس مساحت‌هاي هيچ دوتاي آن‌ها با هم 
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و چون: 
برابر نيست و به صورت صعودي مثلاً به ترتيب زير قابل مرتب 
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 هستند، پس: 
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و چون هر سه مساحت به صورت 
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و بنابراين داريم: 
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و در نتيجه: 
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6. مطابق شكل داريم: 
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لذا چهارضلعي AMDN محاطي است و از آنجا: 
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همچنين داريم: 
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

20 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      

ش
زار

گ

دبيري كه رياضي را دوباره معني كرد!

يك ساعت در نمايشگاه كمك‌آموزشي ميلاد طاها
اشاره 
وقتي دبير رياضي پاي تخته ايستاده و برايت فرمول‌هاي گوناگون 
را نوش��ته اس��ت، حتماً از خودت پرسي��ده‌اي: »خب كه چي؟ به چه درد زندگي‌ام 
مي‌خورد؟!« مثلاً هيچ وقت تا امروز متوجه نشده‌اي چرا بايد مخرج مشترك گرفت. هيچ‌وقت 
در زندگي روزمره برايت پيش نيامده كه از نمودارهاي سينوسي استفاده كني. بارها از خودت پرسيده‌اي 
كه چرا بايد الگوريتم‌ها را آموخت. بعد شايد سعي كرده‌اي به رياضيات به چشم كي سرگرمي و يا حتي كي 
درس حفظ‌ كردني نگاه كني. اما شايد اگر در كلاس درس آقاي نوروزي نشسته بودي، اصلاً چنين نظري نداشتي؛ 
معلم رياضيات دوره‌هاي راهنمايي و دبيرستان تهران كه حالا در آستانة بازنشستگي، 30 سال خدمت متفاوتش به 

دانش‌آموزان ايراني را در كي نمايشگاه به نمايش گذاشته است.

ور
ي‌پ

س
يون

م 
پيا

واقعيت و رياضيات
اينج��ا »ميدان بهارس��تان« اس��ت. نام بهارس��تان، هر 
دانش‌آم��وزي را ��ياد درس تار��يخ مي‌ان��دازد. ام��ا »كوچة 
جوركش«، با آن تابلوي بزرگ ورود ممنوع كه س��ر خيابان 
نصب ش��ده است، مي‌تواند ش��ما را كمي در رياضيات غرق 
كند. مدرس��ة »ميلاد طاها« در ميانه‌ه��اي كوچه قرار دارد؛ 
مدرسه‌اي كه بيشتر شبيه به كي موزة تاريخي است تا كي 
دبيرستان پسرانه. دم در ورودي، چند دانشجوي رشته‌هاي 
مكانك��ي و رياضيات و حتي فلس��فه را مي‌بينيم. مي‌گويند 
ب��راي ديدن نمايش��گاه آق��اي ن��وروزي به اينج��ا آمده‌اند. 
خودش��ان را از ش��اگردان قديمي اين دبير باسابقه و خوش 
نام معرفي ميك‌نند. در دبيرستان را خود آقاي نوروزي براي 
م��ا باز ميك‌ند و با چهره‌اي خندان خوش��امد مي‌گويد. با او 
به س��مت نمايشگاه كه در دو كلاس داير شده است حركت 
ميك‌نيم. اول از همه مي‌خواهيم ببينيم اين نمايش��گاه كه 
مي‌گويند محصول 30 س��ال تدريس اين دبير رياضي بوده، 
از چه امكاناتي بهره برده اس��ت. خود آقاي نوروزي مي‌گويد: 
»من از س��ال 1361 تدريس را شروع كردم. آن زمان معلم 
رياضي دورة راهنمايي بودم. امكانات زيادي نداشتيم و تنها 
وسيله‌اي كه براي تدريس وجود داشت، كي تختة سياه بود 
و چن��د تكه گچ س��فيد. همان زمان احس��اس ميك‌ردم كه 

بچه‌ها به خوبي درس‌ها را متوجه نمي‌شوند...« 
از آقاي نوروزي مي‌پرس��م كه دليل متوجه نشدن بچه‌ها 
چه بود؟ كمبود استعداد يا مشكل نظام آموزشي؟ آقاي نوروزي 

مي‌گويد: »من فكر ميك‌نم هيچك‌دام! بچه‌ها بين رياضيات و 
واقعيت، كي فضاي خالي احساس ميك‌ردند. يعني بين اين دو 
محدوده هيچ پل ارتباطي محكمي وجود نداشت. براي همين 
خودم س��عي كردم با حداقل امكان��ات، براي بچه‌هاي كلاس 
ابزارهاي كم‌كآموزشي درست كنم؛ وسايلي كه به آن‌ها نشان 

مي‌داد، رياضيات چه كاربردي دارد...« 

ديدار دوباره با فيثاغورث
بر‌انگيز  روش تدر��يس اين دبير رياضي آن‌قدر وسوس��ه‌
اس��ت كه حتي مي‌تواند كي گزارش��گر را هم ب��راي دوباره 
آموختن رياضيات تش��نه كن��د. وارد اولين اتاق نمايش��گاه 
مي‌شويم. از آقاي نوروزي مي‌خواهم كه كي نمونه از كاركرد 
وسايل كم‌كآموزشي‌اش را نشان دهد. او هم از من مي‌پرسد 
��كه: »مي‌خواهي قض��ية فيثاغورث را دوب��اره ببيني؟« بعد 
تخته‌اي را كه روي آن س��ه مثلث با شيش��ه و پلاستكي و 
چس��ب قرار داده بود، نشان مي‌دهد. آقاي نوروزي مي‌گويد: 
»ش��ما با حركت دادن اين تخته مي‌بين��يد كه آب از رأس 
كي منشور به منش��ور ديگر حركت ميك‌ند تا فضا و حجم 

براساس قانون فيثاغورث درست تنظيم شود...« 
از همين ابزار دو مدل س��اخته است؛ اولي را در دهة 60 
ب��ا آب و دوم��ي را در دهة 70 با س��اچمه. از همه جالب‌تر، 
اولين س��اختة دس��تي آقاي نوروزي است؛ كي دسته چوب 
كه به شك��لي زيب��ا و منظم برش خورده‌ان��د و انگار نجاري 
ماهر هفته‌ها براي طراحي آن‌ها وقت گذاشته است. خودش 
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مي‌گويد اين دس��ته چوب‌ها را به كمك همس��رش درست 
كرده است. آن‌ها جدول ضرب »نپر« را نشان مي‌دهند.

ج��دول ضربي كه دانش‌آم��وزان دورة راهنمايي همواره 
روي تخت��ة كلاس ديده‌اند و ش��ايد به س��ادگي قدرت حل 
كردنش را نداشته‌اند، توسط اين دبير رياضي در كلاس درس 

به دست بچه‌ها سپرده مي‌شد.
روي ميزها پر از كارهاي دس��تي و هنرهايي اس��ت كه 
سال‌هاي سال براي درست شدن آن‌ها زحمت كشيده شده 
است از پاية اول دورة راهنمايي تا سال آخر دبيرستان. هرچه 
فرم��ول رياضي در كتاب‌ها هس��ت، هرچه در مورد مثلثات، 
ديفرانسي��ل و انتگرال آم��وزش داده مي‌ش��ود، اينجا روي 
ميزهاي كارگاه كم‌كآموزشي آقاي نوروزي به صورت عملي 
بيان مي‌شوند. از او مي‌پرسم آيا در تمام اين سال‌ها از جايي 
بودجه‌اي هم به عنوان كمك مالي دريافت كرده يا همة اين 
ابزارها را با هزينة ش��خصي خود ساخته است. آقاي نوروزي 
مي‌گويد: »نه! از لحاظ مالي كه هيچك‌س به من كمكي نكرد. 
البته همسرم و دانش‌آموزانم هميشه در ساخت اين‌ها به من 
كمك كرده‌اند، ولي همة اين ابزارها را با هزينة ش��خصي‌ام 
درس��ت كرده‌ام. تازگي‌ها مدير محترم همين مدرسه ميلاد 
طاه��ا لطف كردن��د و بخش��ي از كارگاه زيرزميني را به من 
دادند ت��ا در آن كار كنم. اما قبل از اين، همة كارهايم را در 

خانه ميك‌ردم.« 
آق��اي نوروزي ب��راي اينك‌ه بچه‌هاي كلاس��ش بهتر با 
رياض��ي انس بگيرند، براي آن‌ها بجز در طول كلاس، روزانه 
بين هفت تا هش��ت س��اعت هم وقت مي‌گذاشته و در خانه 
وس��ايل كم‌كآموزشي‌ش��ان را مي‌س��اخته اس��ت. او حالا 
خوش��حال است كه توانس��ته محصول كي عمر تلاش خود 
را به همراه گروهي از دانش‌آموزان مشتاق در اين نمايشگاه 

جمع كند.

پل ارتباطي در اتاق كناري
در طول نمايش��گاه، دانش‌آموزان آقاي نوروزي به او در 
راهنمايي بازديدكنندگان كمك ميك‌نند. او ما را به س��مت 
دانش‌آموزان��ش مي‌برد تا آن‌ها ه��م در مورد ابزارآلات به ما 
اطلاعات بدهند. اولين نفر، ايمان مفرح اس��ت؛ شاگرد اول 
كلاس‌ه��اي آق��اي نوروزي. ايمان وس��ايل كم‌كآموزش��ي 
دوره‌هاي راهنمايي را در دس��ت مي‌گيرد. او جدول انطباق 
را ب��ه خوبي توضيح مي‌دهد و اين موضوع را كه روي دايره، 
زواياي مقابل به هم با هم برابر هس��تند، به ساده‌ترين شكل 
ممكن نش��ان مي‌دهد. امي�د داوري،‌ دومين ش��اگرد آقاي 
نوروزي اس��ت كه نقش خود او را بازي ميك‌ند. جالب‌ترين 
وسي��لة كم‌كآموزشي بين تمامي وس��ايلي كه به ما نشان 
مي‌دهد، كي مثلث متساوي‌الاضلاع سه‌بعدي است. در كمتر 
از پن��ج ثانيه مي‌توانيد از روي حركات دس��ت او با ابزارهاي 
آقاي نوروزي متوجه ش��ويد كه چ��را و چگونه اضلاع مربع 
و ل��وزي با هم برابرن��د. اميد در مورد »قض��ية حمار«، هم 
ب��ه صورت عملي و هم به صورت فلس��في، توضيح مي‌دهد. 
مي‌گو��يد به اين دليل نامش را قضية حمار گذاش��ته‌اند كه 
خرها هميشه كوتاه‌ترين راه را براي رسيدن به مقصد انتخاب 
ميك‌نند. به همين دليل نام اين قضيه، حمار گذاش��ته شده 

است.
از آقاي نوروزي مي‌پرس��م كه آيا اين دانش‌آموزان فقط 
ب��ا ابزارها ب��ه بازديدكنندگان توضيح مي‌دهن��د يا به آن‌ها 
س��اختن اين ابزارها را هم آموزش داده‌ايد. او ما را كنار ميز 
ديگري كه دانش‌آموزي به نام شهاب فرخ‌نژاد ايستاده است، 
مي‌برد. مي‌گويد: »اين كيي از دانش‌آموزان نمونة من است. 
او خ��ودش از روي دس��ت من مگنت‌ه��ا را طراحي كرده و 
س��اخته اس��ت. حالا خودش هم به ش��ما در مورد مگنت‌ها 

توضيح مي‌دهد...« 

لذت ریاضی ورزیدن 
آقای نوروزی

 و شاگردانش 
سرشار از نشاط،
 انگیزه و انرژی
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فرخ‌نژاد چند دقيقه‌اي به صورت عملي، روابط‌ سينوسي، 
زاو��ية مس��طحة فرج��ه، هم‌نهش��تي مثلث‌ه��ا و... را براي 

بازديدكنندگان توضيح مي‌دهد.
از آقاي نوروزي مي‌پرس��م براي اينك‌ه به‌روز باشيد چه 
ميك‌نيد. مي‌گويد: »من رابطة خيلي خوبي با اينترنت دارم. 
همان‌قدر كه به رياضيات علاقه‌مند هستم، به هنر هم علاقه 
دارم. براي همين هميش��ه در اينترنت ب��ه دنبال چيزهاي 
جد��يدي در م��ورد علاقه‌مندي‌هايم مي‌گ��ردم. بين هنر و 
رياضي پل زده‌ام كه شما مي‌توانيد اين پل را در اتاق بعدي 

ببينيد...« 
در اتاق بعدي، ابزارهاي كم‌كآموزش��ي دورة دبيرستان 
و همين‌ط��ور بخ��ش ويژه‌اي در مورد هن��ر رياضيات وجود 
داش��ت؛ بخش��ي كه همة نگاه‌ها را به خ��ود جلب ميك‌رد. 
آقاي نوروزي مي‌گويد: »من سال‌هاس��ت كه به هرچه نگاه 
ميك‌نم، به دنبال ساختن ابزاري براي دانش‌آموزانم هستم. 
مثلًا چند س��ال پيش داشتم كي فيلم چيني نگاه ميك‌ردم. 
در بخ��ش خيلي كوتاهي از اين فيلم، معلم چيني مدرس��ه 
داشت مساحت چهار ضلعي را به مثلث تبديل ميك‌رد. اين 
صحن��ه را كه ديدم ب��ا خودم گفتم كه م��ن از روي تئوري 
ا��ين معلم، همين الان ابزار جديدي مي‌س��ازم و همين‌ كار 
را ب��ه صورت عمل��ي براي بچه‌ها ت��كرار ميك‌نم. كي هفته 
بعد، همين وسي��له را ساختم و به مدرس��ه بردم... هميشه 
دنب��ال كي اب��زار جديد مي‌گ��ردم. مثلًا چن��د روز پيش با 
كيي از همكاران داش��تيم نوشي��دني مي‌خورد��يم، نگاهم 
به قوطي نوشي��دني دوس��تم افتاد. بلافاصل��ه گفتم بعد از 
اينك‌ه نوشي��دني‌ات را خ��وردي، قوطي‌اش را ب��ه من بده؛ 
 لازمش دارم. همان ش��ب با همان قوطي باز كي وسيلة تازه 

ساختم!« 
از آقاي نوروزي در مورد هزينه‌هايي كه طي اين سال‌ها 

متحمل ش��ده و البته مشكلاتي كه در اين راه داشته است، 
مي‌پرسم. ايشان مي‌گويد: »اين كار عشق من بود. خوشحالم 
��كه خانواده‌ام هم كنارم بود و مرا كمك كرد. كس��ي به من 
كي ريال هم كمك مالي نكرده است؛ اما هيچ‌وقت هم براي 

درستك‌ردن اين ابزارآلات لنگ نماندم!« 

رياضيات را حفظ نكنيد
در بخش هنر و رياضي، مي‌توان كاردستي‌هاي مخصوص 
آقاي نوروزي را ديد؛ كاردستي‌هايي كه در نوع خود بي‌نظير 
و مثال‌زدني هستند. آقاي نوروزي در مورد اين كاردستي‌ها 
هم توضيحات جالبي مي‌دهد: »ما س��عي كرده‌ايم به بچه‌ها 
نش��ان بدهيم ��كه مي‌توانند ب��ا چند كاغذ رنگ��ي و بدون 
اس��تفاده از چسب، براي صرفه‌جويي در هزينه‌هاي خانواده، 
براي زماني كه مي‌خواهند به كسي هديه بدهند، جعبه‌هاي 
رنگي درس��ت كنند. اين را به كمك�� علوم رياضي، مثلثات 
و همين‌ط��ور هنر اجرايي كرده‌ايم. الان ش��ما مي‌بينيد كه 
بچه‌هاي ما چه كاردستي‌هاي زيبايي درست كرده‌اند و اينجا 

از آن‌ها استفاده كرده‌ايم...« 
نمايش��گاه را با همة زيبايي‌هايش ترك ميك‌نيم. آقاي 
نوروزي مي‌گويد كه مي‌خواهد از امسال به بعد هر دو يا سه 
سال ‌كيبار، تجربيات و ساخته‌هايش را طي تمام سال‌هاي 
اخير در چنين نمايش��گاه كم‌كآموزشي به نمايش بگذارد. 
بهترين توصيه براي دانش‌آموزاني كه فكر ميك‌نند رياضيات 
در زندگي كاربرد اجرايي ندارد و يا رياضي را به چش��م كي 
درس حفظك‌ردني نگاه ميك‌نند اين است كه هر وقت باز اين 
نمايشگاه‌ها داير شد، سري به آن بزنند. ديدني‌ها بسيار است.

اين نمايشگاه امسال هم طبق روال سال‌هاي گذشته، در 
هفتة گراميداشت مقام والاي معلم در اردي‌بهشت‌ماه 1392 

در محل دبيرستان برقرار است.

من رابطة خیلی خوبی با 
اینترنت دارم. همان قدر 
که به ریاضیات 
علاقه مند هستم، به 
هنر هم علاقه دارم. 
برای همین همیشه 
در اینترنت به  دنبال 
چیزهای جدیدی در 
مورد علاقه مندی هایم 
می گردم

آقای حاجی سیدتقیا،  مدیریت دبیرستان میلاد طاها
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ايستگاه سوم: چند بازي و تردستي جالب و سرگرم‌كننده براي ايام نوروز

ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

1. ساعت جادويي!
كي ساعت عقربه‌اي ديواري را رو به دوستانتان بگيريد. 
از ��كيي از آن‌ها بخواهيد ��كيي از اع��داد روي آن‌ را )از 1 
ت��ا 12( در ذهن خود در نظر بگيرد. س��پس از او بخواهيد 
كه با ضربه‌هايي كه ش��ما با انگشتتان روي صفحة ساعت 
مي‌زنيد، عددهاي پس از آن شماره را كييكي‌ي )با هر ضربه 
كي عدد( در ذهنش بشمارد و بالا برود )مثلاً اگر عدد 6 را 
انتخاب كرده اس��ت، با ضربة نخست شما در ذهنش بگويد 
7، با ضربة دوم 8 و...( و هر وقت به شمارة 20 رسيد، دستور 
توقف ضربه‌زدن را به شما بدهد )مثلاً دستش را بالا ببرد يا 
حركتي كند كه شما ديگر ضربه نزنيد(. باور نكردني است! 
ولي ضربة آخر شما درست روي همان شماره‌اي است كه او 

در ذهنش انتخاب كرده بود!
* چگونگي اجراي تردستي: شما هفت ضربة نخست 
خود را كاملاً تصادفي و دلخواه مي‌زنيد و براي آنك‌ه كارتان 
طبيعي جلوه كند و براي ايجاد هيجان، مي‌توانيد اين ضربه‌ها 
را پراكنده روي صفحه و يا حتي پشت صفحه بزنيد. ولي از 
ضربة هش��تم به بعد خود را هدفمند مي‌زنيد و سعي كنيد 
بدون آنك‌ه آن‌ها متوجه شوند، اين كار را انجام دهيد. ضربة 
هش��تم بايد روي عدد 12 فرود آيد و ضربة نهم روي عدد 
11 و به همين ترتيب ضربات بعدي در 
جهت خلاف حركت عقربه‌ها و از 12 به 
طرف 6 زده شوند. به اين ترتيب وقتي 
دوست شما دستور توقف مي‌دهد )و 
در ذهن خود به عدد 20 مي‌رس��د(، 
انگشت اش��ارة شما درست روي همان 
ع��ددي اس��ت ��كه او در ذهن 
داشته است. اين كار را امتحان 
و تمر��ين كنيد. مي‌بينيد كه 

اين حقّه به خوبي كار ميك‌ند!
به منطق رياضي 
نهفته در اين تردستي 
بينديشي��د. اين خود 

كي مسئلة رياضي خوب است. اگر نتوانستيد پاسخ را بيابيد، 
به انتهاي همين بخش مراجعه كنيد.

2. پيشگويي حاصل تفريق
از گروهي از دوستان خود بخواهيد كه هر كدام كي عدد 
پنج رقمي كه رقم‌هاي آن كيس��ان نباشند، روي كي كاغذ 
بنويسند. سپس از آن‌ها بخواهيد كه مقلوب آن عدد )مقلوب 
عدد، عددي است كه از جابه‌جا و وارونهك‌ردن ارقام آن عدد 
حاصل مي‌ش��ود. مثلاً مقلوب 145، عدد 541 است( را هم 
بنويسند و از بين خود عدد و مقلوب آن، عدد بزرگ‌تر را از 
عدد كوچ‌كتر كم كنند و حاصل را كه آن هم كي عدد پنج 
رقمي است، بيابند. سپس كيي از رقم‌هاي اين حاصل تفريق 
را مشخص كنند و دور آن را كادر بكشند. مثلاً نوشتة كيي 

از دوستان شما مي‌تواند چنين باشد: 

اكنون از ت‌كتك آن‌ها بخواهيد كه به نوبت چهاررقمي را 
كه دور آن‌ها كادر نكشيده‌اند، به شما بگويند )مثلاً اين نمونه، 
عددهاي 6 و 6 و 9 و 4 را مي‌گويد(. س��پس شما پس از كمي 
مكث )همراه با حركات نمايش��ي!( ع��ددي را كه دور آن كادر 

كشيده شده است، به او مي‌گوييد!
* روش اجراي تردستي: شما چهار رقم گفته شده را با هم 
جمع ميك‌نيد. مثلاً در مورد اين نمونه مي‌شود: 25=4+9+6+6. 
س��پس نخس��تين عدد مضرب 9 بزرگ‌تر از ا��ين مجموع را 
 پ��يدا ميك‌ن��يد: 27=9×3 و آن را از اين مجموع كم ميك‌نيد: 
2= 25-27 بله به همين سادگي! فقط يادتان باشد كه اگر مجموع 
عددها مضرب 9 شود )مثلاً 18 يا 27(، در اين صورت مسئله دو 
جواب دارد: 0 يا 9 و ممكن است جواب را در دو مرحله بدهيد كه 

البته اين را هم مي‌توانيد با كمي نمايش رفع و رجوع كنيد!
منطق رياضي نهفته در اين تردستي را در انتهاي اين بخش 

مي‌توانيد ببينيد، ولي سعي كنيد خودتان آن را كشف كنيد.

29
حه 

صف
در 

مه 
ادا

5  4  3  1  1  -
1  1  3  4  5
4  2  9  6  6

می
گر

سر

از رياضيات 
مي‌توانيد براي 

تردستي ، 
شعبده‌بازي و 
سرگرم‌كردن 

دوستانتان در ايام 
فراغت استفاده 

كنيد! 
باور نمي‌كنيد؟ 

به اين نمونه‌هاي 
جالب دقت كنيد. 

با كمي‌ تمرين 
مي‌توانيد آن‌ها 
را بياموزيد و با 

استفاده از آن‌ها 
نمايش جالبي از 

رياضيات شاد 
و تفريحي ارائه 

دهيد.
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كليدواژه‌ها:    عبدالحسين مصحفي، مجلة رياضي كيان، نمودار ساقه و برگ، محسن 
هشترودي، حساب‌هاي تانسوري، نظرية التصاق‌ها، ارشميدس 

تاريخچة
مجلات

رياضي
 اـيران

در ت��ورق ش��ماره‌هاي مجلة رياضي 
»رش��د برهان متوسطه« به ش��مارة 43 
رسي��ده‌ايم. در ا��ين ش��ماره در مقال��ة 
»رياضيات نظ�ري و رياضيات كاربردي« 
از استاد شهرياري اين نكته را مي‌آموزيم 
كه: »رياضيات كاربردي بر فعاليت عملي 
ت��يكه دارد و از آن ن��يرو مي‌گ��يرد، در 
حاليك‌ه رياضيات نظري خودگردان است 
و با س��ازوكار دروني و انگيزة دروني خود 

پيشرفت ميك‌ند.«
در ا��ين ش��ماره بحث��ي در ح��ل 
معادله‌هاي ف��كري و منطقي از وايلي به 
ترجم��ة غلامرضا ياس�ي‌پور آمده كه در 
انته��اي آن اين نكتة پرمغز را مي‌خوانيم: 
»ممكن است معما در محتوا تازه و جديد 
باش��د، اما در صورت نمي‌تواند، زيرا طرح 
معمايي ��كه از لحاظ ص��ورت كاملاً تازه 
باش��د، تقريباً غيرقابل تصور است. به‌طور 
كلي معمايي را فكري ـ منطقي مي‌گوييم 
كه با كمترين اطلاعات لازم و تنها توسط 

استدلال منطقي قابل حل باشد.«
در اين ش��ماره گفت‌وگو��يي آمده با 
اس��تاد احمد قندهاري، ��كيي از اعضاي 

هيئ��ت تحريرية برهان، با عن��وان »ذات 
رياضي صداقت اس�ت«. در گفت‌وگو اين 

سخنان نغز را از استاد مي‌شنويم: 
درس  فق��ط  كلاس  س��ر  »اص��ولاً 
نمي‌دهم، بلكه زندگي ميك‌نم. خودم هم 
معمولاً با مطالعة ادبيات و شعر، خستگي 
رياضي را درميك‌نم. اعتقاد دارم كه رياضي 
پلي است كه كي طرفش محاسبات است 
و كي طرف��ش هنر. در مجم��وع، هوش 
بچه‌هاي كي كلاس از هوش معلم بالاتر 

است.«
مجله پر از مطالب متنوع است. براي 
مثال مقال��ة »اصل لانة كبوتري« از دكتر 
محمدعل�ي فريب�رزي عراق�ي، »اعداد 
فيبوناتچي« از غلامرضا ياس�ي‌پور، »در 
حاشية هندس�ة تحليلي« از ميرشهرام 
ص�در، »احتمال ش�رطي« از حميدرضا 
اميري، »راه‌حل‌هاي كوتاه براي مس�ائل 
شناخته شدة رياضي« از هوشنگ شرقي.

از اين ش��ماره مي‌گذر��يم و قدم به 
ش��مارة 44 مي‌گذاريم كه در زمس��تان 
1383 انتش��ار يافته است. در اين شماره 
مقاله‌هاي از »تاريخ بياموزيم«، »احتمال 

ش��رطي«، »گفت‌وگ��و ب��ا اس��تاد احمد 
مثلثات��ي«،  »معادله‌ه��اي  قنده��اري«، 
»اعداد فيبوناتچي« و... همچنان خواندني 
و جذاب‌ان��د. به آوردن چن��د نكته از اين 
مقالات بس��نده و آن‌ها را مش��ت نمونه 

خروار فرض ميك‌نيم: 
 دالامبر در مقال��ة »پيدايش و تكامل 
دانش«، به ترجمة اس��تاد ش��هرياري 
نوش��ته اس��ت: »من به هيچ‌وجه قصد 
ن��دارم اس��تفاده از اص��ل موضوع‌ها را 
ب��ه هيچ ش��رطي محكوم كن��م. تنها 
مي‌خواه��م نش��ان ده��م ا��ين اصل 

موضوع‌ها به كجا منجر مي‌شوند.«
 اس��تاد شهرياري از قول كيي از بچه‌ها 
نقل كرده‌اند كه به ايشان گفت: »شما 
معلم‌ها آخر سال به ما نمره نمي‌دهيد، 
ولي ما ش��اگردان همان جلسة اول به 
شما نمره مي‌دهيم« )از مقالة گفت‌وگو 

با استاد(.
 هيچ مطلبي را نفهميده جلو نرويد. هيچ 
قانوني وجود ندارد تا بدون فهم مطالب 
قبلي بتوان مطالب ت��ازه را ياد گرفت 

)استاد پرويز شهرياري(.
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 چون ب��ه مشك��لات و نيازمندي‌هاي 
مردم در مورد علم حس��اب نگريستم، 
دريافتم كه تمام آن مشكلات در عدد 
خلاصه شده است )مقالة مجموعة اعداد 

گويا، مهدي رحماني(.
در اينجا تنها به پاره‌اي از نكات جالب 

شمارة 45 برهان اشاره ميك‌نيم.
چه براي رياضيات سنتي و چه براي 
رياضيات نظري عصر جديد، وارد ش��دن 
مفهوم‌هاي رياضيات نظري اوليه )كه هنوز 
به اندازة كافي آمادة دقيق شدن نبودند(، 
به بحراني منجر ش��د ��كه در برخورد با 
بي‌نهايت به‌وجود آمده و پرده‌هاي عادت‌ها 

و رسم‌ها را دريده بود )استاد شهرياري(.
»نظرية اعداد« شامل موضوع‌هايي در 
رياضيات اس��ت كه توانسته‌اند توجه بشر 
را براي هزاران س��ال به خود جلب كنند. 
در اين ش��اخه از رياضيات، به مس��ئله‌ها، 
قضيه‌ه��ا و برهان‌ها��يي برمي‌خوريم كه 
بيش از دو هزار س��ال قدمت دارند. براي 
مث��ال، حدود س��ال 300 قب��ل از ميلاد 
مس�يح)ع(، اقليدس برهاني مقدماتي و 
ساده براي اثبات بي‌نهايت بودن اعداد اول 
ارائه داد. مسئله‌هايي نيز طرح شده‌اند كه 
براي چند سال عدة كثيري از علاقه‌مندان 
و رياضي‌دانان را به خود مش��غول داشته 
و باع��ث پيدا��يش ش��اخه‌هاي جديد و 

نظريه‌هاي بديع شده‌اند.
امروزه نظرية اعداد آن‌چنان وسعت 
يافت��ه كه تقريب��اً در تمام ش��اخه‌هاي 
رياضي رخنه كرده و حتي توانس��ته در 
علوم غيررياضي همچ��ون رايانه، كاربرد 
بسيار داش��ته باش��د. همچنين در اين 
ش��اخه از رياضيات، مسئله‌هاي لاينحل 
بسياري وجود دارند كه تا به امروز انسان 
به حل آن نزدكي هم نش��ده است. كيي 
از مسئله‌هايي كه حدود 350 سال دوام 
آورد، قضية ب��زرگ فرما بود كه بالاخره 
در س��ال 1994 ميلادي توس��ط اندرو 
وايلز در ب��يش از 200 صفحه به اثبات 
رسي��د و اثري بسيار عظيم در رياضيات 
قرن بيس��تم گذاشت. اما از اين موفقيت 
بسي��اري ناخرس��ند ش��دند، زيرا قضية 
بزرگ فرما كه س��ال‌هاي سال انگيزه‌اي 
ب��راي ارائة نظريه‌ه��اي جديد رياضيات 

بود، از ميان رفت )ترجمة سيدمحمدرضا 
هاشمي موسوي(.

جــ�رج كــانــت�ور در س��ــال 
نــ��ام  ب��ه  اثـ��رش   1895 در آغــ��از 
Beiträge zur Begründung der trans�«
finiten Mengenlehre«، ا��ين تعريف را 

آورده است: 
»منظورمان از مجموعه set هر گرداية 
M از اشياي معين، متمايز m از برداشت 
 M elements يا تصورمان )كه عنصره��ا
ناميده مي‌شوند( به صورت كي كل است.

به اين ترتيب، مثال‌هاي مجموعه‌ها 
عبارت‌ان��د از: Z، مجموع��ة جميع اعداد 
 درس��ت ��كه در اين‌ج��ا اع��داد صحيح 
 ،C و R ، O ناميده مي‌ش��وند؛ (integres)
به ترتيب، مجموعه‌هاي جميع اعداد گويا 
(rational numbers)، جميع اعداد حقيقي 
 (real numbers) و جم��يع اعداد مختلط 
M ، (complex numbers) مجموع��ه‌اي 
 ،H ش��امل جميع قمرهاي مريخ و حتي
مجموعه جميع اختاپوس‌هاي دوپايي كه 
اول ارديبهش��ت گذش��ته از آبادان ديدن 
كرده‌اند« )از نظرية مقدماتي مجموعه‌ها، 

ترجمة غلامرضا ياسي‌پور(.
در مقال��ة »قضية رول و قضية مقدار 
ميانگين« از ميرشهرام صدر در شرح حال 

رول چنين مي‌خوانيم: 
 )1652-1719( رول  ميش�ل 
رياضي‌دان فرانسوي بيش��تر رياضيات را 
خودآم��وز فراگرفته ب��ود. كار او در اصل 
حس��ابداري بود، ولي ه��رگاه وقتي پيدا 
ميك‌رد روي جبر و معادلات ديوفانتي نيز 

كار ميك‌رد.
ژاك اوزان�ام )1717-1640( كيي از 
رياضي‌دانان فرانسوي معاصر با رول بود كه 
مسائل مهمي را در زمينة رياضيات طرح 
كرده بود. بعد از اينك‌ه رول راه‌حل دقيقي 
را براي كيي از مس��ائل رياضيات تفريحي 
اوزان��ام ارائه كرد، دولت وقت از تحقيقات 
رياضي او حمايت كرد و به همين سبب در 
سال 1690 رول كتاب آموزشي »جبر« را 
انتشار داد. اين كتاب شامل مباحث تازه‌اي 
دربارة دستگاه اعداد حقيقي و روش‌هايي 
براي يافتن ريش��ه‌هاي معادلات بود. رول 
سپس در سال 1691 قضية مشهور خود 

را منتشر كرد. صورت قضية او كه به قضية 
رول مشهور شده، اين است كه: »بين هر 
دو صفر كي تابع چند جمله‌اي، نقطه‌اي 
وجود دارد كه مشتق تابع در آن نقطه برابر 

با صفر است.«
در مقالة »نكاتي دربارة اعداد گويا و 
گنگ« از مرتضي بيات و مهدي حسني، 
با بعضي از ملاحظات تاريخي درباب اعداد 

گويا و گنگ آشنا مي‌شويم.
اعداد گويا و گنگ س��ابقه‌اي قديمي 
دارند. كشف گنگ‌بودن نسبت قطر مربع 
به ضلع آن، به فيثاغورسي��ان منس��وب 
است. تئ�ودوروس )اواخر قرن پنجم قبل 
از ميلاد(، اس��تاد افلاط�ون در رياضيات، 
تحقيقات قابل توجهي در اين زمينه كرد 
و گنگ‌بودن جذر 3 و ساير اعداد طبيعي 
غيرمجذور كامل را تا 17 به اثبات رساند. 
يونان��يان، به جاي عدد مج��رد، عمدتاً به 
كميّات هندسي نظر داشتند. كارهاي آن‌ها 
در زمين��ة اعداد گن��گ در كتاب »اصول 
هندسه«، از اقليدس، به اوج مي‌رسد. بحث 
هندسي از كميات گنگ، به تدريج منجر 
به مفهوم عدد ش��د و مبحث اعداد گنگ، 
در كتاب‌هاي »حس��اب نظري« قرن 15 

ميلادي ديده مي‌شود.
كيي از مش��هورترين اع��داد رياضي، 
نس��بت محيط دايره به قطر آن است كه 
از ايام بسي��ار قديم مورد توجه بوده است. 
 »π« ا��ين عدد از زمان اويلر به بعد، به نام
خوانده مي‌ش��ود. عدد مشهور ديگر، عدد 
»e« اس��ت و س��ابقه‌اش ظاهراً به پس از 
كشف لگاريتم مي‌رسد. تا اواسط قرن 18 
ميلادي كس��ي نمي‌دانست كه اين اعداد 
گويا هستند يا گنگ، تا آنكه لامبرت در 
سال 1761 گنگ‌بودن آن‌ها را ثابت كرد. 
گنگ‌بودن e2 در س��ال 1840 به وسيلة 
ليوويل به اثبات رسيد. امروزه مي‌دانيم كه 
همة قواي طبيعي e ، π و كثيرالجمله‌هاي 
صحيح برحس��ب e يا π ب��ا ضرايب گويا، 
 2e، اعداد گنگ هستند. گنگ‌بودن اعداد

 عدد اويلر، 

n
lim (( ... ) ln n)

n→∞

π

γ = + + + −

2

22
1 11
2

πe و 

n
lim (( ... ) ln n)

n→∞

π

γ = + + + −

2

22
1 11
2

هنوز دانسته نيست، ولي مي‌دانيم كه 
 و eπ گنگ‌اند.

n
lim (( ... ) ln n)

n→∞

π

γ = + + + −

2

22
1 11
2

اعداد 

چه براي رياضيات 
سنتي و چه براي 

رياضيات نظري 
عصر جديد، وارد 
شدن مفهوم‌هاي 

رياضيات نظري 
اوليه )كه هنوز 
به اندازة كافي 

آمادة دقيق شدن 
نبودند(، به بحراني 

منجر شد كه در 
برخورد با بي‌نهايت 

به‌وجود آمده و 
پرده‌هاي عادت‌ها 
و رسم‌ها را دريده 

بود
 )استاد شهرياري(
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1. به طرفين كي نامساوي مي‌توان عددي اضافه كرد يا از آن 
عددي كم كرد: 

n n
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n n
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2. طرفين نامساوي را مي‌توان در عدد مثبتي ضرب يا بر عدد 
مثبتي تقسيم كرد:‌
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> ⇒ > > ∈
 >

 >
> > ⇒ > > ∈
 >

 >
 >
 >

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

2 2

4 4 2 2

6 6

2 2

4 4

6 6

0

0

0

n n

n n

a b a b n N

a b
a b a b n N

a b

a b
a b a b

a , b , a b
a b

a b
a c b d

c d

a b
ac bd

c d
a

a a a ...
a

a a a...

x sin x

sin x sin x sin x...

sin x sin x sin x

> ⇒ > ∈



 >> > ⇒ > ∈
>

> >
⇒ < > >

> < > ⇒ >

>
⇒ + > + >

> >
⇒ > > >

< <

 > >< < ⇒ 
< <

π
< < ⇒ < <

> >
⇒

< <

2 2

2 2
4 4

2 3

3

2 3

0

0 1 1
0

1 10 0

0
0

0 1

0 1

0 0 1
2

...

a a
a

a a
a

a a a a (a )

(a )

a a
a

a a
a

a

a a a a (a )

(a )

(a b)( )
a b





> ⇒ + ≥

> ⇒ + ≥

+ ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ − ≥

− ≥

< ⇒ + ≤ −

< ⇒ + ≤ −

<

+ ≥ − ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥

+ ≥

+ + ≥

3

2 2 2

2

2 2 2

2

10 2

10 2

1 2 2 1 0 1 0
1 0

10 2

10 2

0
1 2 2 1 1 1 0
1 0

1 1 4

3. اگر طرفين كي نامساوي را در عدد منفي ضرب يا بر عدد 
منفي تقسيم كنيم، جهت نامساوي عوض مي‌شود: 
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4. طرفين كي نامساوي را مي‌توان به توان عدد فرد رساند: 
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يا
                                        

5. از طرفين كي نامساوي مي‌توان ريشة فرد گرفت: 
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                                      يا

6. اگر طرفين نامس��اوي مثبت باشند، مي‌توان آن را به توان 
عدد زوج رساند: 
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                                     يا

7. اگر از طرفين كي نامساوي ريشة زوج بگيريم، بايد آن‌ها را 
در قدرمطلق قرار دهيم: 
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                                                       يا
  

8. اگر طرفين نامساوي مثبت باشند، مي‌توان از دو طرف ريشة 
زوج گرفت: 
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                             يا 

9. اگر طرفين نامس��اوي هم علامت باش��ند، چنانچه آن‌ها را 
معكوس كنيم، جهت نامس��اوي عوض مي‌ش��ود. چنانچه 
طرفين نامساوي مختلف‌العلامه باشند، اگر آن‌ها را معكوس 

كنيم جهت تغيير نميك‌ند: 
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10. دو نامساوي هم جهت را فقط و فقط مي‌توان نظير به‌نظير 
با هم جمع كرد: 
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11. اگر طرفين دو نامس��اوي هم جهت مثبت باشد، مي‌توان 
آن‌ها را نظير به نظير درهم ضرب كرد.
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نكات نامساوي‌ها
، آن‌گاه اگر a را به توان اعداد بزرگ‌تر از كي 
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1. اگ��ر 
برس��انيم، كوچ‌كتر مي‌ش��ود. چنانچه از آن ريشه بگيريم 

بزرگ‌تر مي‌شود.
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مثال: 
 اگر 
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كليدواژه‌ها:     نامساوي‌ها، خواص نامساوي‌ها

خواص 
نامساوي‌ها

مساوي
‌ها

نا
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بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

 2. هر ع��دد مثبت به اضافة عكس آن بزرگ‌تر يا مس��اوي 2
 است.
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چون نامس��اوي 
فرض ما هم درست بوده است.

3. هر عدد منفي به اضافة عكس آن كوچ‌كتر يا مس��اوي 2- 
است.
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 > >< < ⇒ 
< <

π
< < ⇒ < <

> >
⇒

< <

2 2

2 2
4 4

2 3

3

2 3

0

0 1 1
0

1 10 0

0
0

0 1

0 1

0 0 1
2

...

a a
a

a a
a

a a a a (a )

(a )

a a
a

a a
a

a

a a a a (a )

(a )

(a b)( )
a b





> ⇒ + ≥

> ⇒ + ≥

+ ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ − ≥

− ≥

< ⇒ + ≤ −

< ⇒ + ≤ −

<

+ ≥ − ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥

+ ≥

+ + ≥

3

2 2 2

2

2 2 2

2

10 2

10 2

1 2 2 1 0 1 0
1 0

10 2

10 2

0
1 2 2 1 1 1 0
1 0

1 1 4

 همواره درس��ت است، پس 

n n

n n

n n

a b a c b c
am bma b
a bm
m m
ak bka b
a bk
k k

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b

a b

− −

− −

> ⇒ ± > ±

>> ⇒ > > 
<> ⇒ < < 

 >
> ⇒ > > ∈
 >
 >
> ⇒ > > ∈
 >

 >
> > ⇒ > > ∈
 >

 >
 >
 >

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

2 2

4 4 2 2

6 6

2 2

4 4

6 6

0

0

0

n n

n n

a b a b n N

a b
a b a b n N

a b

a b
a b a b

a , b , a b
a b

a b
a c b d

c d

a b
ac bd

c d
a

a a a ...
a

a a a...

x sin x

sin x sin x sin x...

sin x sin x sin x

> ⇒ > ∈



 >> > ⇒ > ∈
>

> >
⇒ < > >

> < > ⇒ >

>
⇒ + > + >

> >
⇒ > > >

< <

 > >< < ⇒ 
< <

π
< < ⇒ < <

> >
⇒

< <

2 2

2 2
4 4

2 3

3

2 3

0

0 1 1
0

1 10 0

0
0

0 1

0 1

0 0 1
2

...

a a
a

a a
a

a a a a (a )

(a )

a a
a

a a
a

a

a a a a (a )

(a )

(a b)( )
a b





> ⇒ + ≥

> ⇒ + ≥

+ ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ − ≥

− ≥

< ⇒ + ≤ −

< ⇒ + ≤ −

<

+ ≥ − ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥

+ ≥

+ + ≥

3

2 2 2

2

2 2 2

2

10 2

10 2

1 2 2 1 0 1 0
1 0

10 2

10 2

0
1 2 2 1 1 1 0
1 0

1 1 4

چون نامس��اوي 
فرض ما هم درست بوده است.

4. اگر a و b دو عدد هم علامت باشند داريم: 

n n

n n

n n

a b a c b c
am bma b
a bm
m m
ak bka b
a bk
k k

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b a b a b n N

a b

a b

a b

a b

− −

− −

> ⇒ ± > ±

>> ⇒ > > 
<> ⇒ < < 

 >
> ⇒ > > ∈
 >
 >
> ⇒ > > ∈
 >

 >
> > ⇒ > > ∈
 >

 >
 >
 >

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

3 3

5 5 2 1 2 1

7 7

2 2

4 4 2 2

6 6

2 2

4 4

6 6

0

0

0

n n

n n

a b a b n N

a b
a b a b n N

a b

a b
a b a b

a , b , a b
a b

a b
a c b d

c d

a b
ac bd

c d
a

a a a ...
a

a a a...

x sin x

sin x sin x sin x...

sin x sin x sin x

> ⇒ > ∈



 >> > ⇒ > ∈
>

> >
⇒ < > >

> < > ⇒ >

>
⇒ + > + >

> >
⇒ > > >

< <

 > >< < ⇒ 
< <

π
< < ⇒ < <

> >
⇒

< <

2 2

2 2
4 4

2 3

3

2 3

0

0 1 1
0

1 10 0

0
0

0 1

0 1

0 0 1
2

...

a a
a

a a
a

a a a a (a )

(a )

a a
a

a a
a

a

a a a a (a )

(a )

(a b)( )
a b





> ⇒ + ≥

> ⇒ + ≥

+ ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ − ≥

− ≥

< ⇒ + ≤ −

< ⇒ + ≤ −

<

+ ≥ − ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥

+ ≥

+ + ≥

3

2 2 2

2

2 2 2

2

10 2

10 2

1 2 2 1 0 1 0
1 0

10 2

10 2

0
1 2 2 1 1 1 0
1 0

1 1 4

اثبات:
 a b a b(a b)( ) ( )

a b b a b a
a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

 عكس كيديگر و 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

 و 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

چ��ون a و b هم علامت‌ان��د، پس 

 .

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

. پس: 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

نامنفي‌اند. بنا به نكتة )2(: 

.

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

در نتيجه: 

5. اگر a و b مختلف‌العلامه باشند، داريم: 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

اثبات: 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

 . 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

 چ��ون a و b مختلف‌العلامه‌ان��د، پ��س: 
بنابراين: 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

، آن‌گاه داريم:

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

6. اگر 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

اثبات: 

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2

2

2 4

1 1 4

1 1 0

1 1 1 1 2

2

1 12 0 0

0
1 1 4

1 1 1 a b( )
b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( ) (a b )( )
b a a b

= + +

+ ≥

+ + ≥ ⇒ + + ≥

2 2

2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1 2

2

1 12 4 4

 .

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a
b
b
a
a b
b a

a b( )
b a

(a b)( )
a b

(a b)( )
a b

a b a b(a b)( ) ( )
a b b a b a

a b
b a

a b( ) (a b)( )
b a a b

a,b

(a b )( )
a b

a b(a b )( )
a b b a

+ + = + + + = + +

+ ≥

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≤

+ + = + + + = + +

+ ≤ −

+ + ≤ ⇒ + + ≤

≠

+ + ≥

+ + = + + +

2 2
2 2

2 2
2 2
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هر كي از س��ه پرانتز بالا بزرگ‌تر يا مساوي 2 است. پس 
 جمع آن‌ها بزرگ‌تر يا مساوي 6 مي‌شود. در نتيجه:
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 ،ABC مسئلة 1. ثابت كنيد در مثلث قائم‌الزاوية
 به وتر a و اضال�ع b و c همواره داريم: 

a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



.

a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



 ضرب ميك‌نيم.                         

a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



حل: دو طرف را در 
 ضرب ميك‌نيم.
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اكنون دو نامساوي را نظير به نظير با هم جمع ميك‌نيم: 
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مسئلة 2. ثابت كنيد: 
اثبات: فرض ميك‌نيم نامساوي بالا همواره درست باشد، پس: 
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 همواره درست است، پس نامساوي بالا هم 
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نامساوي 
همواره درست است.
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مسئلة 3. ثابت كنيد:
اثبات: فرض ميك‌نيم نامس��اوي بالا همواره درس��ت باشد. آن‌گاه 
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مي‌توان نوشت:   
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)a+b مثبت است(. 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



اين نامس��اوي همواره درست اس��ت، پس نامساوي مسئله همواره 
درست است.
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، آن‌گاه 
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مسئلة 4. اولاً‌ نشان دهيد: اگر 
، ثابت كنيد: 
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ثانياً، با توجه به نابرابري اولاً، مي‌توان نوشت: 
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دورۀ‌ بيست ودوم

ايستگاه سوم: چند بازي و تردستي جالب و سرگرم‌كننده براي ايام نوروز

ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

فرهنگ رياضي!
در اينجا مي‌خواهيم مفهوم بعضي از اصطلاحات رايج 

در كتاب‌هاي رياضي را شرح دهيم!

1. مي‌توان ثابت كرد كه ...
يعني اثبات اين موضوع از چهار ساعت تا حداكثر كي سال 
طول ميك‌شد و ممكن است به حدود پنج بند كاغذ يادداشت و 
100 عدد قلم نياز باشد. اگر شما فقط دانشجوي 
دورة كارشناسي هستيد، نيازي به تلاش 
و يا به زحمت انداختن خودتان نداريد، 

چون اثبات برايتان غيرممكن است!

2. مي‌توان نشان داد كه ...
معمولاً اين اصطال�ح وقتي بهك‌ار 
م��ي‌رود كه معل��م بخواهد از 
ك��ي س��اعت كار روي تخته 
اجتناب كند! حالت ديگر آن 
اس��ت كه معلم خودش هم از 
اثبات موضوع چيزي 

نفهميده باشد!

23
حه

صف
 از 

مه
ادا

3. باور نكردني است!
پشت به جمعي از دوستان خود بنشينيد. )قبلاً از آن‌ها معذرت‌خواهي كنيد!( سپس از كيي از آن‌ها بخواهيد كه سه عدد 
تاس را با هم در حضور جمع پرتاب كند و عددهاي رو شده را ببيند. آن‌گاه از او بخواهيد كه ابتدا عددهاي روي دو تاس اول 
و دوم را با هم جمع كند )تاس‌ها را شماره‌گذاري كند تا عمليات گفته شده را درست انجام دهد( و پنج برابر حاصل جمع را 
با عدد تاس سوم جمع كند. بعد حاصل جمع اخير را در 5 ضرب كند و حاصل را در جايي بنويسد. سپس مجموع عددهاي 
روي دو تاس اول و دوم را 25 برابر كند و در جايي ديگر يادداشت كند. سرانجام 450 برابر عدد روي تاس اول را با اين دو 

عدد كه قبلاً به‌دست آورده است، جمع كند و نتيجه را به شما بگويد.
شما پس از كمي مكث و حركت‌هاي نمايشي كه چاشني كارتان هستند، دركمال تعجب حاضران،‌ عددهاي روي سه 

تاس را مي‌گوييد! باور نكردني است، ولي واقعيت دارد!
* چگونگي اجراي تردستي: كافي است عدد حاصل را بر پنج تقسيم كنيد. كي عدد سه رقمي به‌دست مي‌آيد كه سه 

رقم آن همان عددهاي روي سه تاس هستند!
منطق رياضي اين تردستي هم جالب است. اگر آن را نيافتيد به انتهاي اين بخش مراجعه كنيد.

3. روشن است كه ...
معمولاً وقتي استفاده مي‌شود كه معلم قبلاً لااقل 100 

بار مطلب را اثبات كرده باشد!

4. به آساني به‌دست مي‌آيد كه ...
يعن��ي معلم مي‌توان��د چيزي را ثاب��ت كند كه حتي 

دانش‌آموزان هم درستي آن را مي‌دانند!

5. بديهي است كه ...
ا��ين اصطلاح در مورد اثبات حكمي به كار مي‌رود كه 

فقط براي نويسندة كتاب اثبات آن ممكن است و بس!

6. اثبات اين موضوع خارج از محدودة بحث ماست
ا��ين اصطلاح فريبي بيش نيس��ت! بدان��يد كه وقتي 
استفاده مي‌ش��ود، خواننده اثبات موضوع را در هيچ كتاب 

ديگري هم نمي‌تواند پيدا كند!

7. اثبات به خواننده )دانش‌آموز( واگذار مي‌شود.
نويسنده گمان ميك‌ند كه ما هيچ كار بهتري از نشستن 

بر سر كتاب او و فكر كردن به آن نداريم!

می
گر

سر
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ماهيت فرهنگي
 و اجتماعي اثبات 
در آموزش رياضي

كليدواژه‌ها:    ماهيت فرهنگي اثبات، ماهيت اجتماعي اثبات، اثبات در آموزش رياضي

چكيده 
محيط اجتماعي و فرهنگي جامعه مي‌تواند بر روند آموزش و يادگيري افراد آن مؤثر واقع شود. آموزش رياضيات نيز از 
اين قاعده مستثنا نيست. به‌طور كلي، ارائة مفاهيم رياضي و روش آموزش و يادگيري آن‌ها در دوره‌هاي گوناگون تحصيلي 
ب��ه عوام��ل متفاوتي از جمله عوامل فرهنگي و اجتماعي غالب بر جامعة موردنظ��ر )براي مثال، جامعة معلمان يا جامعة 
دانش‌آموزان( بستگي دارد. در آموزش رياضيات، فرايندهاي استدلال و اثبات از جايگاه ويژه‌اي برخوردار هستند. انجام اين 
فرايندها در كلاس درس نيز به عوامل متعددي از جمله درك و فهم معلمان و دانش‌آموزان از اثبات، دورة تحصيلي، سن 
دانش‌آموزان، توانايي‌هاي رياضي آنان و عوامل ديگر وابسته است. توجه داشته باشيد كه اين عوامل خود مي‌توانند بر ماهيت 
استدلال و اثبات در آموزش رياضي و شكل ارائة آن‌ها در فرايند آموزش تأثيرگذار باشند. هدف اين مطالعه، بررسي نظرات 

و ديدگاه‌هاي محققان و آموزشگران رياضي در ارتباط با ماهيت فرهنگي و اجتماعي اثبات در رياضيات بوده است.

مقدمه
بسياري از نظريه‌پردازان از نقطه‌نظر 
آموزش��ي و معرفت‌شناس��ي درص��دد 
پاسخ‌گويي به اين پرس��ش بوده‌اند كه: 

»ماهيت اثبات رياضي چيست؟« به‌طور 
كلي در ش��اخه‌هاي متفاوت رياضي و با 
توجه به جوامع موردنظر مي‌توان تعاريفي 
با شرايط و ملاك‌هاي متفاوت براي اثبات 

ارائه كرد.
ب��يان  ه�ارل و س�اودر1 )2007( 
ميك‌نند كه در پاس��خ به اين سؤال بايد 
چن��د عامل مهم را در نظ��ر گرفت. اول 
اينكه س��اخت دانش جديد در خلأ رخ 
نمي‌دهد، بلكه از طر��يق دانش موجود 
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شك��ل مي‌گيرد. آنچه كه كي ش��خص 
در حال حاضر مي‌داند، اس��اس آنچه را 
كه در آينده خواهد دانس��ت، تشيك��ل 
مي‌دهد. دوم اينكه شخص بايد درستي 
مفهوم اثبات را آن‌گونه كه در طول تاريخ 
رياضيات فهميده شده و با آن كار شده 
است، در نظر بگيرد. سوم اينكه به دليل 
وابس��ته بودن مفهوم اثبات به شرايط و 
ملاك‌هاي جامعة موردنظر، شخص بايد 
ماهيت اجتماعي اثبات را بشناس��د )در 
واق��ع آنچه كه به عنوان كي اس��تدلال 
متقاعد كننده توسط او ارائه مي‌شود، بايد 

توسط ديگران نيز پذيرفته شود(.
ل�دي2 )2001( كيي از س��اده‌ترين 
و پركاربردتر��ين تعاريف اثب��ات را ارائه 
مي‌ده��د. او ب��يان م��ي‌دارد ��كه اثبات 
منطق��ي  و  معق��ول  اس��تدلال  ك��ي 
اس��ت  قب��ول«3  »قاب��ل  حقا��يق   از 
[Varghese, 2007]. با وجود اين، چنين 
تعريفي موضوع را پيچيده‌تر ميك‌ند. براي 
مث��ال، حقايقي كه براي كي رياضي‌دان 
قابل قبول است، ممكن است براي كي 
فيز‌كيدان قابل قبول نباشد ]پيشين[. 
به‌طور كلي اثبات در زمينه‌هاي گوناگون 
براي افراد مختلف، معاني متفاوتي دارد. 
داروساز ممكن است با استفاده از آزمايش 
روي چند نفر، خواص داروي موردنظر را 
براي درمان كي بيماري به اثبات برساند. 
ب��راي آم��اردان، اثب��ات مي‌تواند با كي 
احتمال معين اتفاق بيفتد. براي دانشمند 
تجربي، اثبات چيزي است كه بتوان آن 
را آزمود. اما رياضي‌دان با اين ش��واهد و 

مدارك قانع نمي‌شود ]تال، 1385[. 
اثبات  رياضي‌دان��ان معتقدند ��كه 
رياض��ي داراي ش��رايط و ملاك‌ه��اي 
دقيق‌تري اس��ت. آن‌ها بر اين باورند كه 
اس��تدلال از طريق مش��اهده نمي‌تواند 
ثابت كند، زيرا چش��م‌ها مي‌توانند ما را 
منحرف كنن��د. اندازه‌گ��يري نمي‌تواند 
ثابت كند، زيرا اطمينان و اعتبار حاصل 
از نتيجه‌گيري به دقت ابزار اندازه‌گيري 
بس��تگي دارد و آزمايش نيز به‌طور قطع 

ثاب��ت نميك‌ند، ز��يرا نتا��يج حاصل از 
آزمايش مي‌تواند احتمالي باشد و پايدار 
نيست ]جانسون4، 2007، نقل شده در 

.]Varghese, 2007
ب��ين  م��وارد،  برخ��ي  در  البت��ه 
رياضي‌دان��ان نيز نظ��رات و ديدگاه‌هاي 
متفاوتي در مورد نق��ش و اهداف اثبات 
و آنچه كه كي اثبات را مي‌س��ازد، وجود 
دارد [Healy & Hoyles, 2000]. هارل و 
ساودر )2007( معتقدند كه معناي اثبات 
و نقش آن و هر آنچه كه اثبات را مي‌سازد 
و همچن��ين ملاك‌هاي تأييد و پذيرش 
اثبات از ش��خصي به ش��خص ديگر و از 
جامعه‌اي به جامعة ديگر متفاوت است. 
ايگل‌ويتس و استويل )1370( معتقدند، 
برخلاف استدلال‌هايي كه در بحث‌هاي 
روزمره مورد استفاده قرار مي‌گيرند، هر 
مرحل��ه از اثبات رياضي با��يد از لحاظ 
منطقي درست باشد و همين ملاك است 
كه اثبات‌هاي رياضي را مشكل ميك‌ند؛ 
زيرا هر ش��خصي به س��ادگي نمي‌تواند 
مجموعه‌اي از گزاره‌هاي معقول را بسازد. 
هارل )2008( نيز بيان مي‌دارد كه اثبات 
رياضي استدلالي ويژه و خاص است كه 
شخص آن را براي متقاعد كردن خودش 
يا ديگران در مورد درستي و صحت كي 
گزاره ارائه مي‌دهد. به‌طور كلي مي‌توان 
گفت كه »اثب��ات« كي فعاليت رياضي 
است كه بررس��ي ماهيت آن، به عوامل 
زيادي از جمله عوامل شناختي، رياضي، 
تاريخ��ي، معرفت‌ش��ناختي و اجتماعي 

بستگي دارد.

ماهيت فرهنگ�ي و اجتماعي اثبات 
در آموزش رياضي

در اغلب موارد، پذيرش كي استدلال 
منطقي به عنوان كي اثبات هر چند هم 
كه معتبر باش��د، به تجرب��ه و دقت فرد 
اثبات كننده و مخاطب او بستگي دارد. 
در واق��ع پذ��يرش كي اثب��ات و تعيين 
اعتبار آن، فرايندي اجتماعي )گروهي( و 
وابسته به ملاك‌هاي مورد پذيرش و قابل 

 [Harel قبول افراد جامعة موردنظر است
.& Sowder, 2007; Mueller, 2007]

رام�ان5 )2003( نيز معتقد اس��ت 
كه فرايند اثبات، ش��امل »استدلال‌هاي 
شخصي«6 و »اس��تدلال‌هاي عمومي«7 
اس��ت. از نظ��ر او اس��تدلال ش��خصي، 
اس��تدلالي اس��ت كه موج��ب درك و 
فهم فرد مي‌ش��ود و اس��تدلال عمومي، 
استدلالي اس��ت كه با دقت كافي براي 
كي جامعة خ��اص در زمينة رياضيات، 
 [Dee Vanspronsen, مي‌ش��ود  ارائ��ه 
[2008. بسي��اري از محقق��ان اثبات را 
به عنوان فراين��دي با ماهيت اجتماعي 
 [Weber, 2003; Harel معرفي ميك‌نند
 & Sowder, 2007; Brodie, 2010;

.Heinze, 2010]
ماني�ن )1977( معتقد اس��ت كه 
ك��ي اثبات فقط پس از پذيرفته‌ش��دن 
در اجتماع به عنوان ك��ي اثبات، اثبات 
 [Clements & Ellerton, به‌شمار مي‌رود

.1996]
بالاچف )1987( اثبات را توضيحي 
تعر��يف ميك‌ند كه توس��ط كي جامعة 
معين و در كي زمان مش��خص پذيرفته 

.[Weber, 2003] مي‌شود
در جامعة آموزش��ي نيز هنجارها و 
قوانين اجتماع��ي و فرهنگي در كلاس 
درس بر عملكرد رياض��ي دانش‌آموزان 
اثر مي‌گذارد. اين هنجارها ش��امل موارد 
و الگوهايي هس��تند كه توس��ط معلم و 
دانش‌آم��وزان به عنوان كي توضيح و يا 

توجيه قابل قبول مطرح مي‌شوند.
ي�اكل )1996( اصطال�ح  و  ك�ب 
»رياض��يات اجتماعي«8 را ب��راي بيان 
تأثير محيط و ش��رايط آموزش از قبيل 
كتاب‌ه��اي درس��ي، عقا��يد و عملكرد 
معلم��ان، و بازخ��ورد آن‌ه��ا از روكيرد 
دانش‌آموزان، مورد استفاده قرار مي‌دهند 
و معتقدن��د كه عوامل اجتماعي در كنار 
عوامل ش��ناختي نق��ش بزرگ��ي را در 
يادگيري اثبات توسط دانش‌آموزان ايفا 

ميك‌نند ]پيشين[.
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هارل و س��اودر )2007( معتقدند، 
فرايند اثبات فعاليتي اجتماعي )جمعي( 
اس��ت كه مي‌تواند در هم��ة برنامه‌هاي 
درس��ي رياضيات، از دورة پيش‌دبستاني 
به تمام دوره‌ه��اي تحصيلي نفوذ كند. 
آن‌ها ب��يان مي‌دارند كه اثبات هر گزارة 
رياضي، علاوه بر اينكه فرد اثباتك‌ننده را 
در مورد صحت و درستي گزاره و فرايند 
اثب��ات متقاعد ميك‌ند، بايد از نظر دقت 
و اعتب��ار مورد پذ��يرش و تأييد جامعة 
موردنظر نيز باشد. لذا اغلب دانش‌آموزان 
در تع��يين اينكه چه موق��ع كي اثبات 
كامل و تمام ش��ده است، مشكل دارند. 
بسي��اري از محقق��ان در زمينة آموزش 
رياضي دلايل مهمي را براي تجديدنظر 
در ضرورت دقت زياد در كي اثبات بيان 
كرده‌اند. تأيكد آن‌ها بر اين است كه براي 
ارائ��ة اثبات بايد ب��ه مخاطبين و جامعة 
 [Stylianides مورد نظ��ر توجه داش��ت
[Stylianides, 2008 &. ب��راي مث��ال، 
اگر كي دانش‌آم��وز كلاس دوم ابتدايي 
بخواهد ب��راي همك‌لاس��ي‌هايش ثابت 
كند كه حاصل جم��ع دو عدد، بزرگ‌تر 
يا مس��اوي با ع��دد بزرگ‌تر اس��ت، به 
احتمال زياد بايد گروهي از دانش‌آموزان 
را متقاعد كند كه هنوز با كسرها و اعداد 

منفي آشنا نيستند.
لدي9 )2001( معتقد است، آنچه كه 
به عنوان اثبات براي دانش‌آموزان كلاس 
پنج��م مطرح و مورد قبول واقع ش��ده، 
ممكن است به عنوان كي اثبات رياضي 
براي دانش‌آموزان دبيرس��تاني مناسب 

.[Varghese, 2007] نباشد
بيشاب )1998( با ذكر مثالي بيان 
ميك‌ند اگرچه بيان اين مطلب كه جمع 
زواياي كي مثلث 180 درجه اس��ت، به 
منطقة جغرافيايي بس��تگي ندارد، ولي 
باز هم كي موضوع فرهنگي ـ اجتماعي 
است. او همچنين مي‌پرسد: »چرا 180 
درج��ه و ن��ه 200 درج��ه؟« در واقع او 
معتقد است كه اثبات بستگي به استفاده 
و پذيرش آن از س��وي جامعة موردنظر 

.[Clements & Ellerton, 1996] دارد
ويل�در10 )1981( معتق��د اس��ت، 
همواره بايد به اين نكته توجه ش��ود كه 
آنچ��ه اثبات را مي‌س��ازد، از فرهنگي به 
فرهن��گ ديگر و همچنين از س��ني به 
س��ن ديگر متفاوت اس��ت. او و برخي از 
محققان بر اين باورند كه رياضيات صرفاً 
مجموعه‌اي از حقايق مطلق نيست، بلكه 
حقايق مي‌توانند براساس زمينه، مفهوم 
 [Bayazit, و كاربرد موردنظر تغيير كنند

.2009]
دت‌لفس�ن11 )2005( ب��ر اين باور 
است كه فرايند اثبات صرفاً جنبة منطقي 
ندارد و موضوع��ي فرهنگي و اجتماعي 
به‌ش��مار مي‌رود. در واقع او معتقد است 
كه فرايند اثبات در كي بافت اجتماعي و 
فرهنگي تكامل ميي‌ابد و مخاطبان خاص 
خود را دارد. علاوه بر اين، پذيرش اعتبار 
كي اثبات توسط رياضي‌دانان، اين مطلب 
را مي‌رس��اند كه تأييد و تصديق اثبات، 
فرايندي اجتماعي است و معيارهاي مورد 
پذيرش اثب��ات در كي جامعة رياضي با 
گذشت زمان و دانشي كه آن‌ها به‌دست 

مي‌آورند، تغيير ميك‌ند ]پيشين[.
ويلدر معتقد است، هنگامي كه كي 
اثبات رياضي مورد بررسي قرار مي‌گيرد، 
مي‌توان فرضيه‌ها و عقايد پنهاني منطبق 
با فرهنگ رياضي عصر خود را در آن اثبات 
پيدا كرد. بهترين مثال‌هاي شناخته شده 
در اين مورد، مثال‌هاي خوب و ايده‌آل از 
اثبات‌هاي دقيق در هندسه هستند كه 
قبلاً تنها بر اصول اقليدس منطبق بودند، 
در حاليك‌ه هم‌اكنون با توجه به مباحثي 
همچون هندس��ة نااقليدس��ي، هندسة 
نتاري و غيره، اين نتيجه حاصل مي‌شود 
��كه ممكن اس��ت برخ��ي از اثبات‌هاي 
هندس��ي با اس��تفاده از اصول هندسة 

اقليدسي نامعتبر باشند.
عامل زبان نيز به عنوان كيي از عوامل 
فرهنگي جامعه در نظر گرفته مي‌شود و 
تأث��ير آن روي يادگيري مورد تأييد قرار 
گرفته اس��ت. براي مثال، س��اختارهاي 

زباني كه در زبان عاميانه از آن‌ها استفاده 
مي‌شود، مي‌توانند از ساختار زباني كه در 
زمينه‌هاي رسمي به‌خصوص در رياضيات 
مورد اس��تفاده ق��رار مي‌گيرند، متفاوت 
باشند. برخي از تحقيقات نشان مي‌دهند 
كه معناي عاميانة مفاهيم رياضي )مثلًا 
حد و پيوستگي(، مي‌تواند بر درك و فهم 
دانش‌آموزان و يادگيري اين مفاهيم در 

آموزش رسمي اثر بگذارد.
در زمينة اثبات نيز اين سؤال مطرح 
اس��ت ��كه: »آيا فه��م دانش‌آم��وزان از 
اثبات، متقاعد شدن12 است يا اعتبار13 
اثبات؟« برخي تحقيقات نشان مي‌دهند 
كه دانش‌آموزان بيش��تر به »اثبات‌هاي 
متقاعدكننده« تمايل دارند تا »اثبات‌هاي 
 [Healy & Hoyles, 2000; معتب��ر« 

.Chin & Lin, 2009]
در تحقيق هيل��ي و هويلز )2000( 
معلوم ش��د ��كه اغل��ب دانش‌آم��وزان 
اثبات‌هاي تجربي و روايت‌گونه را نزدكي 
به رو��كيرد خود مي‌دانند، در صورتيك‌ه 
اثبات‌ه��اي رس��مي )ص��وري( را براي 
دريافت نمرة خوب از معلمشان انتخاب 

ميك‌نند.
 )2011( رم�اس14  و  اينگلي�س 
معتقدند كه گاهي دانش‌آموز نمي‌تواند 
بين »متقاعد ش��دن« و »اعتبار اثبات« 
تمايز قائل شود. همچنين، آنچه براي كي 
دانش‌آموز اثبات به‌شمار مي‌آيد، بستگي 
به محيط، جامعه و شخص اثباتك‌ننده 
دارد. آن‌ها در مطالعة خود به اين نتيجه 
رسي��دند كه فهم دانش‌آموزان از كلمة 
»اثبات«15 نسبت به واژة »ثابتك‌ردن«16 
رسمي‌تر است. برخي از يادگيرندگان در 
مواجهه با واژة »ثابتك‌ردن« در س��ؤال 
مورد نظر، ارزيابي كي اثبات را براساس 
»متقاع��د ش��دن« در م��ورد درس��تي 
اثب��ات انجام مي‌دهن��د؛ در صورتي كه 
اغلب آن‌ه��ا در مواجهه با واژة »اثبات«، 
براساس »اعتبار« اثبات ارئه شده، آن را 
م��ورد ارزيابي قرار مي‌دهند. به‌طور كلي 
اينگليس و رماس به اين نتيجه مي‌رسند 



شمارۀ 333
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

كه رو��كيرد برخ��ي از يادگيرندگان در 
مواجهه با واژه‌هاي متفاوت اثبات )اس��م 
و فعل(، متفاوت است. آن‌ها معتقدند كه 
تأثير مفاهيم روزانه بر مفاهيم رس��مي 
مورد استفاده توسط دانش‌آموزان بايد در 
سه مرحله بررسي شود كه عبارت‌اند از: 

1. معناي كلمه يا مفهوم موردنظر در 
زبان عاميانه و نحوة اس��تفاده از آن 

مشخص شود؛
2. بررس��ي ش��ود كه ا��ين مفاهيم 
در درس رياض��ي چگونه توس��ط 

دانش‌آموزان فهميده مي‌شوند؛
3. با��يد رابطة بين معان��ي مفاهيم 
موردنظ��ر در دو مورد بالا بررس��ي 

شود.
آن‌ها براساس يافته‌هاي تحقيق خود 
تأ��يكد ميك‌نند كه بايد به دانش‌آموزان 
كمك كنيم تا مفاهيم رسمي و زبان فني 
رياضيات را در بحث‌هاي كلاسي‌ش��ان، 
درست مورد استفاده قرار دهند و بتوانند 
بين اين مفاهيم و مفاهيم مورد استفاده 
در زبان عاميانه تمايز قائل ش��وند. علاوه 
بر اين، آموزش��گراني ��كه روي ماهيت 

اجتماع��ي و فرهنگ��ي اثب��ات تأ��يكد 
ميك‌نند، معتقدند ��كه معلمان بايد در 
كلاس درس محيط��ي فراهم آورند كه 
دانش‌آم��وزان با كيديگ��ر در مورد آنچه 

كه كي توج��يه رياضي م��ورد قبول را 
مي‌سازد، بحث و گفت‌وگو داشته باشند 

.[Weber, 2005]
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پي‌نوشت ..................
* استاديار گروه رياضي 

دانشگاه تربيت دبير 
شهيد رجايي

**كارشناس ارشد آموزش 
رياضي دانشگاه تربيت 

دبير شهيد رجايي و دبير 

رياضي شهرستان دهاقان
1. Harel & Sowder
2. Leddy
3. acceptable
4. Johnson
5. Raman
6. private arguments
7. public argument
8. socio mathematical 
9. Leddy
10. Wilder
11. Detlefsen
12. conviction
13. validity
14. Inglis & Ramos
15. proof 
16. prove

نتيجه‌گيري
به‌طور كلي اثبات رياضي فرايندي اس��ت كه بررس��ي ماهيت آن، به عوامل 
متفاوتي از جمله عوامل شناختي، رياضي، فرهنگي و اجتماعي بستگي دارد. در 
جامعة آموزش��ي نيز هنجارها و قوانين اجتماع��ي و فرهنگي در كلاس درس بر 
عملكرد رياضي دانش‌آموزان در فرايند اثبات اثر مي‌گذارند. اين هنجارها مي‌توانند 
شامل موارد و الگوهايي باشند كه توسط معلم و دانش‌آموزان به عنوان كي توضيح 
و يا توجيه قابل قبول مطرح مي‌شوند. در آموزش رياضيات مدرسه‌اي، معلم بايد 
بداند كه فرايند اثبات در جريان ساخته‌ش��دن با ارائة آن به صورت كي محصول 
تمام ش��ده كه متكي بر دقت اس��ت،‌ تفاوت دارد. همچن��ين، معلمان به منظور 
انتخاب روش تدريس مناسب به‌ويژه در ارتباط با فرايند اثبات، بايد همواره به رشد 
شناختي دانش‌آموزان، سب‌كهاي يادگيري آن‌ها و عوامل تأثيرگذار بر يادگيري 
و باور دانش‌آموزان توجه داش��ته باشند و براس��اس آن، بين توانايي آن‌ها و ارائة 
مفاهيم موردنظر، هماهنگي و تناسب برقرار كنند. علاوه بر اين، معلم مي‌تواند در 
كلاس درس، شرايطي را فراهم سازد كه دانش‌آموزان بتوانند در كي فضاي پويا 
نظرات خود را بيان و استدلال‌هاي كيديگر را نقد و بررسي كنند؛ به گونه‌اي كه با 
محدوديت برخي از استدلال‌ها آشنا شوند و به دنبال روش‌هاي منطقي براي تأييد 
و اثبات ادعاي خود باشند. در نهايت نيز اين بحث و بررسي، و نقد و توجيه بايد با 

هدايت معلم به سمت اثبات‌هاي معتبر سوق يابد.
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تعريف: دو پيشامد A و B از فضاي نمونه‌اي S را مستقل 
از ه��م مي‌ناميم هرگاه وقوع يا عدم وق��وع هر كي روي وقوع 
ديگري تأثير نداشته باشد. )A رخ بدهد يا رخ ندهد، B بتواند 

رخ بدهد.(

تذك�ر مهم:  اگ��ر A و B در دو فضاي نمونه‌اي متفاوت 
مانند S1 و S2 تعريف شده باشند، همواره مستقل هستند 
و واضح است كه رخداد يا عدم رخداد هر كي هيچ تأثيري 
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با فضاهاي نمونه‌اي 
پيشامد مستقل از هم هستند.

قضيه: شرط لازم و كافي براي آنكه دو پيشامد A و B از 
فضاي نمونه‌اي S مستقل باشند آن است كه: 
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)اين قضيه با اس��تفاده از فرمول احتمال شرطي به اثبات 
مي‌رسد.(

مثال: در هر كي از حالت‌هاي زير مستقل يا وابسته بودن 
پيشامدهاي داده شده را بررسي كنيد: 

S = ريختن 2 تاس با هم يا كي تاس 2 بار (I
A = پيشامد آنكه تاس اول 5 بيايد

B = پيشامد آنكه مجموع دو تاس 9 باشد

 B در بعض��ي از حالت‌ها مانع رخداد A ح�ل: عدم رخداد
مي‌شود. مثلاً اگر تاس اول 1 يا 2 بيايد، امكان اينكه مجموع دو 
تاس 9 باشد، وجود ندارد. پس دو پيشامد وابسته هستند. حال 

از طريق قضيه اين نتيجه را تأييد ميك‌نيم: 
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بخش دوم

پيشامدهاي مستقل و وابسته

پيشامدهاي تصادفي و احتمال در 
فضاهاي نمونة گسسته و پيوسته



شمارۀ 353
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم
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S = ريختن دو تاس با هم يا كي تاس، دو بار (II
A = پيشامد آنكه تاس اول 5 بيايد

B = پيشامد آنكه مجموع دو تاس 7 باشد

حل: A رخ بدهد يا رخ ندهد، همواره B مي‌تواند رخ بدهد. 
پس دو پيشامد مستقل هستند و از طريق قضيه داريم: 
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تذك�ر: تعريف فوق براي n پيش��امد A2 ،A1، ... و An از 
فضاي نمونه‌اي S قابل تعميم است. يعني اگر پيشامدهاي 
A1 ت��ا An دوبه‌دو مس��تقل باش��ند و داش��ته باشي��م: 
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مستقل از كيديگرند.

تذكر: دو پيشامد A و B از فضاي S مي‌توانند: 
I) سازگار و مستقل باشند.
II) سازگار و وابسته باشند.
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.
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اين‌صورت: 
IV) ناسازگار و وابسته باشند.

تذكر: اگر A و B دو پيشامد مستقل باشند، در اين‌صورت 
′A و ′B مس��تقل‌اند، ′A و B مس��تقل‌اند و A و ′B ن��يز 

مستقل‌اند.
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نكتة مهم: اگر 
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نمونه‌اي داش��ته باشيم: 
 ، در ا��ين صورت فضاي S را فضاي نمونه‌اي هم‌ش�انس و در 
غير اين‌صورت آن را فضاي غيرهم‌ش�انس مي‌ناميم. )اگر در 
كي فضاي نمونه‌اي حداقل 2 برامد ساده، احتمال نابرابر داشته 

باشند، آن فضا غيرهم‌شانس است.(

مثال: كي تاس طوري س��اخته شده كه احتمال وقوع هر 
وجه آن متناسب اس��ت با دو برابرعدد حك شده روي همان 
وجه. اگر اين تاس را بيندازيم چه‌قدر احتمال دارد عدد حاصل 

فرد باشد؟
حل: طبق فرض داريم: 



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

36 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      
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پيشامدهاي مربوط به تولد
به دنيا آمدن و تولد اش��خاص پيش��امدهايي مس��تقل از 
كيديگر در نظر گرفته مي‌شوند. براي مثال، احتمال آنكه دو نفر 
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مثال: در كي تيم 5 نفري، چه‌قدر احتمال دارد: 
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از سال متولد شده باشند برابر است با: 
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مثال: در جمعي k نفره حداقل مقدار براي k كدام اس��ت 
تا احتمال اينكه حداقل 2 نفر در كي روز از هفته متولد شده 
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باشند، بيشتر از 
 A′ يا A را پيشامد مورد نظر فرض كنيم، متمم A حل: اگر

آن است كه روز تولد هر k نفر متمايز باشد.
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مثال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مهرة آبي و 3 مهرة سبز 
وجود دارد. س��ه مهره به تصادف از اين جعبه خارج ميك‌نيم. 

مطلوب است احتمال آنكه: 
I) هر سه مهره آبي باشند.
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مهره انتخاب كرد: 
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II) هر سه مهره هم‌رنگ باشند )يا هر سه قرمز يا هر سه 
آبي يا هر سه سبز(.
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III) هيچ دو مهره‌اي هم‌رنگ نباشند )1 مهره قرمز، 1 مهره 
آبي و 1 مهره سبز(.
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IV) حداقل 1 مهره سبز باشد.
A′ = پيشامد آنكه هيچ مهره‌اي سبز نباشد
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V) حداكثر 2 مهره آبي باشد.
A′ = پيشامد آنكه هر سه مهره آبي باشند
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VI) فق��ط 2 مهره قرمز باش��د )دو مه��ره قرمز و 1 مهره 



شمارۀ 373
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم
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VII) هيچ مهره‌اي سبز نباشد.
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مثال: دو تاس را با هم مي‌ريزيم. مطلوب اس��ت احتمال 
آنكه: 

I) هر دو تاس زوج باشند.
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II) هر دو تاس بزرگ‌تر از 2 باشند.
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III) تاس اول 2 بيايد.
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VII) حاصل‌ضرب دو تاس بر 10 بخش‌پذير باشد.
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مثال: 3 تاس را با هم مي‌ريزيم. مطلوب است احتمال آنكه: 
I) هر سه بر 3 بخش‌پذير باشند. 
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II) مجموع سه تاس بزرگ‌تر از 5 باشد.
A′ = پيشامد آنكه مجموع 3 تاس كوچ‌كتر يا مساوي 5 باشد
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III) س��ه عدد رو ش��ده كي دنبالة هندس��ي صعودي با 
قدرنسبت صحيح تشيكل بدهند.
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        قدرنسبت 2                      قدرنسبت 1
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V) سه عدد رو شده بتوانند كي دنبالة عددي با قدرنسبت 
صحيح تشيكل بدهند.
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A { , , } { , , }
n(A )

P(A )

P(A) P(A )

A { , , , } { , , , } n(A)

P(A)

A {( , ), ( , ), ( , ), ( , )} n(A)

P(A)

A {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

n(A)

′ = ×
′→ = × =

′ = =

′= − = − =

= × → = × =

→ = =

= → =

= =

→ =

= →

2 3 5 2 3 5
3 3 9

9 1
36 4

1 31 1
4 4

1 2 4 5 1 2 4 5 4 4 16
16 4
36 9

3 6 6 3 4 5 5 4 4
4 1
36 9
2 5 5 2 4 5 5 4 6 5 5 6

6 P(A)

n(S)

A { , } { , } { , } n(A)

P(A)

A {( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ),
( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}

n(A )

P(A ) P(A)

= =

= × × =

= × × → = =

→ = = =

′ =

′→ =

′ = = → = − =

3

3

6 1
36 6

6 6 6 216
3 6 3 6 3 6 2 8

8 8 1
216 276

111 2 11 1 2 1 11 2 2 2 1 2 1 2
1 2 2 3 11 1 3 1 11 3

10
10 5 5 1031
216 108 108 108

A {( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )} n(A)

P(A)

A {( , , ), ( , , ),..., ( , , ), ( , , ) }

n(A)

P(A)

d
d
d
d

n(A) P(A)

(n )

→ = → =

= =

=

→ =

=

=
=
=
≥

= × + + = → = =

−

= =

= × + ×

111 6 6 5 6 5 6 5 6 6 4
4 1

216 54
111 2 2 2 6 6 6 1 2 4

7
7

216
0
1
2
3

36 14 6 6 6 36
216 6

1
4 2
10 5

2
5

6 4 4 3
10 9 10 9

 

 

P(A)

P(A)

P(A)

=

= + = = =

= × × =

= × × =

   = × × + × × =   
   

24 12 36 4 2
90 90 90 10 5

3 4 3 1
10 9 8 20
4 3 8 2
10 9 8 15
4 3 2 4 6 3 2
10 9 8 10 9 8 15

توجه داريم كه اگر قدرنس��بت، 
با هم برابر هس��تند ��كه 6 حالت امك��ان دارد. همچنين اگر 
، اع��داد 1، 2 و 3 ��يا 2، 3 و 4 ��يا 3، 4 و 5 ��يا 4، 5 و 
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6 مي‌توانند تشيكل دنبالة عددي يا حسابي بدهند كه در هر 
 باشد، اعداد 
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!3 جايگش��ت هستند. اگر  حالت داراي 6=
!3 جايگشت  1، 3 و 5 تشيك��ل دنبالة عددي مي‌دهند كه 6=
دارن��د و ن��يز اع��داد 2، 4 و 6 كه آن‌ها نيز 6=!3 جايگش��ت 
 فرض ش��ود، اع��داد نمي‌توانند دنبالة 
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دارن��د. اگر هم 
 عددي تشيكل بدهند. بنابراين تعداد حالت‌هاي مطلوب برابر

 است با: 
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مثال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مهرة آبي و 4 مهرة سبز 
وج��ود دارد. 1 مهره به تصادف از اين جعبه خارج ميك‌نيم و 
بدون نگاه كردن به رنگش، آن را كنار مي‌گذاريم. سپس مهرة 
ديگري از جعبه خارج ميك‌نيم. چه‌قدر احتمال دارد مهرة دوم 

آبي باشد؟
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متفاوت وجود داش��ته باش��د و 1 مهره يا 2 مهره ... یا 
مهره ب��ه تصادف از جعبه خارج كرده و ب��دون نگاه كردن به 
رنگشان آن‌ها را كنار بگذاريم و سپس مهرة ديگري به تصادف 
خارج كنيم، در اين صورت احتمال آنكه مهرة برداشته شده در 
مرحلة دوم از رنگ خاصي از رنگ‌هاي موجود در جعبه باشد، 
با احتمال آنكه ابتدا مهره‌اي از جعبه خارج كنيم كه از همان 

رنگ باشد، برابر است.
در مث��ال فوق، احتمال آنكه مهره‌اي از جعبه خارج كنيم 
و رنگ آن آبي باش��د برابر است با تقسيم تعداد مهره‌هاي آبي 

 )آبي( P. اگر 
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بر تع��داد كل مهره‌هاي جعبه؛ يعني: 

بخواهيم از اين نكته استفاده نكنيم، براي مهرة خارج شده بايد 
دو حالت در نظر بگيريم: كيي اينكه مهرة اولي آبي نباش��د و 
دومي آبي باش��د، و حالت ديگر اينكه مهرة اولي آبي باش��د و 
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دومي نيز آبي باشد. جمع اين دو احتمال بايد همان 
P )مهرة دوم آبي( 
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   اولي آبي و دومي آبي   اولي غيرآبي و دومي آبي
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مث�ال: در جعبه‌اي 3 مهرة قرمز، 4 مه��رة آبي و 3 مهرة 
س��فيد وجود دارد. 3 مهره از اين جعبه به تصادف و كيي پس 
از ديگري و بدون جاي‌گذاري انتخاب ميك‌نيم. چه‌قدر احتمال 
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II) مهرة اول آبي و مهرة دوم قرمز باشد؟
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)توجه داريد كه مهرة سوم تأثيري بر مهره‌هاي اول و دوم 
ندارد و هر مهره‌اي باشد، مطلوب است.(

III) مهرة اول آبي و مهرة سوم سفيد باشد؟
روش اول: براي مهرة دوم كه روي سومي تأثيرگذار است، 
دو حالت در نظر مي‌گيريم: دومي يا سفيد بوده يا سفيد نبوده 

است: 
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روش دوم: چون روي مهرة دوم قيدي گذاش��ته نش��ده 

است، مي‌توانيم پس از برداشت مهرة اول كي مهره به تصادف 
برداريم و بدون نگاه كردن به رنگش، آن را كنار بگذاريم كه در 
اين صورت طبق نكتة قبل براي مهرة سوم فضاي نمونه تغييري 
نكرده اس��ت. در واقع مهرة سوم را مي‌توان در حكم مهرة دوم 

فرض كرد و در اين‌صورت خواهيم داشت: 
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IV) مهرة دوم قرمز و مهرة سوم سفيد باشد.
چون روي مهرة اول قيد گذاش��ته نش��ده است، پس كي 
مه��ره برمي‌داريم و ب��دون نگاه كردن به رنگ��ش، آن را كنار 
مي‌گذاريم كه در اين صورت مهره‌هاي دوم و سوم در حكم اول 

و دوم به‌حساب مي‌آيند و داريم:
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اگر بخواهيم مسئله را به روش معمول حل كنيم، بايد براي 
مهرة اول سه حالت در نظر بگيريم: 
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  اولي سفيد              اولي آبي             اولي قرمز

تمرين

1. سك��ة س��المي را ده‌بار پرتاب ميك‌نيم. مطلوب است 
تعيين احتمال آنكه: 

الف( دقيقاً پنج بار رو بيايد.
ب( دقيقاً شش بار رو بيايد.

ج( حداقل شش بار رو بيايد.
2. چه��ار دانش‌آموز كلاس دوم و هفت دانش‌آموز كلاس 
س��وم داوطلب بازي در تيم واليبال مدرسه شده‌اند، در 
صورتي كه بازي در تيم براي 6 نفر از آن‌ها امكان‌ دارد. 
مطلوب است تعيين احتمال آنكه حداقل 3 نفر از كلاس 

سوم باشند.
3. در يكسه‌اي 4 مهرة قرمز و 5 مهرة سفيد وجود دارد. 3 
مهره به تصادف از يكسه خارج ميك‌نيم. مطلوب است 

تعيين احتمال آنكه: 
الف( هر سه مهره همرنگ باشند.
ب( فقط دو مهره همرنگ باشند.
ج( لااقل دو مهره همرنگ باشند.
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ه��ر عبارت به صورت 
صحيح نامنفي است، »دو جمله‌اي جمشيد كاشاني« و بسط آن 

را به صورت چند جمله‌اي از a و b، »بسط غياث‌الدين جمشيد 
كاشاني« مي‌ناميم.
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صورت مضربي است از: 
 a مرتب مي‌شوند. مجموع توان‌هاي a برحسب توان‌هاي نزولي

و b در هر جمله نيز برابر با n است.
ضرايب بسط دوجمله‌اي را مي‌توان در مثلثي به شكل‌هاي 
زير مرتب كرد. به اين مثلث، »مثلث خيام ـ پاسك��ال« گفته 

مي‌شود.

چكيده 
در اين مقاله در پي آن هس��تيم كه بسط دو جمله‌اي 
غياث‌الدين جمشي��د كاش��اني و مثلث خيام ـ پاسكال را 

معرفي و ويژگي‌هاي آن‌ها را بيان كنيم.

كليدواژه‌ه�ا:    بس��ط دو جمله‌اي، مثلث خيام ـ پاسك��ال، 
غياث‌الدين جمشيد كاشاني
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دو ستون كناري مثلث همواره عدد كي و هر درايه از جمع 
دو دراية س��طر قبل به صورتي كه در شكل‌ها نشان داده شده 

است، به‌دست مي‌آيد.

مثال 1. حاصل بسط‌هاي زير را با استفاده از مثلث خيام‌ـ 
پاسكال به‌دست آوريد.
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در تمام��ي مثال‌ها به تعداد جمال�ت و رابطة آن با توان، 
در قس��مت ب به جملة فاقد x و چگونگي به‌دست آمدن آن، 
در مث��ال ج به توان x و در مثال آخر به علامت جمله‌ها دقت 

كنيد.
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همان‌گونه كه قبلاً ب��يان كرديم، 
جمله اس��ت. بنابراين بس��ط اول داراي 13 جمله و بسط دوم 
داراي 19 جمله خواهد بود. با كي قضاوت سريع ممكن است 
گفته ش��ود حاص��ل داراي 32 جمله خواهد ب��ود. اما تمامي 
 داراي جمله‌هاي متشابه در بسط 

n

k n k

n k k

(a b) a b

(a b) a ab b

(a b) a a b ab b

(a b) a a b a b ab b

(a b) a a b a b a b ab b

(a b)
n

a b

a b

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

( a b)

(x )
x

(x )

(x )

( a

−

−

+ = +

+ = + +

+ = + + +

+ = + + + +

+ = + + + + +

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

−

+

1

2 2 2

3 3 2 2 3

4 4 3 2 2 3 4

5 5 4 3 2 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

5

4

2 6

5

2
3 3
4 6 4
5 10 10 5

1

2
1

1
1

2 b) ( a) ( a) (b) ( a) b

( a) b ( a)b b a a b

a b a b ab b

(x ) x x ( ) x ( ) x( )
x x x x

( ) x x
x x x

(x ) (x ) (x ) (x ) (x )

(x ) (x ) x

= + +

+ + + = +

+ + + +

+ = + + +

+ = + + + +

+ = + + +

+ + + = +

5 5 4 3 2

2 3 4 5 5 4

3 2 2 3 4 5

4 4 3 2 2 3

4 4 2
2 4

2 6 2 6 2 5 2 4 2 3

2 2 2 12

2 5 2 10 2
10 2 5 2 32 80
80 40 10

1 1 1 14 6 4

1 4 14 6

1 6 15 20
15 6 1 6

n

n

a
b

x x

x x x

(x ) (x ( )) x x ( ) x ( )

x ( ) x( ) ( ) x x x

x x

(x ) (x )

(a b)
n

(x )

(x )

( )

( a b)

( x y z)

( a b)

( x y

=
=

+

+ + + +

− = + − = + − + −

+ − + − + − = − +

− + −

+ + −

+
+

+

−

− =

+

− +

+ → =

− +

10 8

6 4 2

5 5 5 4 3 2

2 3 4 5 5 4 3

2

12 18

12

18

4

4

14 4
1

15
20 15 6 1

1 1 5 1 10 1
10 1 5 1 1 5 10
10 5 1

1 2

1
1
12

1 1 0
2 3
2 3

2 3 5

2 3 x y zz) = = =→ =14 44

جمله‌هاي بس��ط 
 هستند. بنابراين با آن‌ها ساده خواهند شد. يعني 
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بسط فوق دقيقاً داراي 19 جمله خواهد بود.

بررسي ويژگي‌هاي مثلث خيام ـ پاسكال
 n 1. عددهاي هر س��طر نس��بت ب��ه جملة وس��ط )اگر
 زوج باش��د( ��يا دو جملة وس��ط )اگ��ر n فرد باش��د( تقارن

 دارند.
2. مجموع اعداد در س��طر nام برابر اس��ت با 2n. در واقع 
 برابر است با 2n. دليل اين 
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مجموع ضريب‌هاي بسط 
مطلب آن اس��ت كه براي به‌دست آوردن مجموع ضريب‌هاي 
هر چند جمله‌اي كافي است به جاي متغيرها عدد كي را قرار 
دهيم. با همين اس��تدلال مي‌توان گفت اگر اعداد هر سطر را 
به‌طور متناوب كم و زياد كنيم، حاصل برابر با صفر خواهد بود؛ 
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چون: 

مثال 3. مجموع ضريب‌هاي عددي هر بس��ط را به‌دست 
آوريد.
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الف( 

جواب: 
 )الف
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                         مجموع ضرايب
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مثال 4. مجموع ضريب‌هاي جمله‌هاي فاقد y را در بسط 
 به‌دست آوريد.
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جواب: كافي است به جاي x و z عدد كي و به جاي y عدد 
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صفر را قرار دهيم: 
3. اگر در هر س��طر جمله‌ها را ك��ي در ميان با كيديگر 
جمع كنيم، حاصل كيس��ان خواهد بود. براي نمونه در سطر 

ششم داريم: 
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، مجم��وع ضرايب 
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ب��ه عبارت ديگر، در بس��ط 
جمله‌ها��يي كه توان a در آن‌ها فرد اس��ت با مجموع ضرايب 

جمله‌هايي كه توان a در آن‌ها زوج است، برابر خواهد بود.
4. اگ��ر آرا��ية مثلث��ي را به صورت شك��ل ال��ف در نظر 
بگيريم، مجموع اعداد هر س��تون برابر اس��ت با عددي كه در 
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س��طر و ستون بعدي قرار دارد؛ براي نمونه: 
.
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5. همان‌گون��ه ��كه در ابتداي كتاب حس��ابان ملاحظه 
كرد��يد، مجموع n جملة نخس��ت دنبالة هندس��ي از رابطة 
 q جمل��ة اول و ،a به‌دس��ت مي‌آ��يد ��كه 
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قدرنسبت است. بنابراين: 



شمارۀ 413
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

با توجه به مطلب اخير، مجموع اعداد هر سطر كي واحد از 
مجموع اعداد سطرهاي قبلي بيشتر خواهد بود.

6. عدد به‌دست آمده از كنار هم قراردادن اعداد سطر nام 
برابر است با 11n؛ براي نمونه:
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براي توجيه عدد به‌دست آمده در سطر پنجم به شكل زير 
دقت كنيد: 

15101051
150161

7. در كتاب هندس��ة 2 با مثلث‌هاي سرپينسك��ي آشنا 
ش��ديد. اع��داد زوج در مثلث را رنگ‌آم��يزي و با اين مثلث‌ها 

مقايسه كنيد.

بسط دو جمله‌اي و تركيب‌ها 
در كتاب رياضي س��ال دوم دبيرس��تان مش��اهده كرديد 
��كه تعداد انتخاب‌هاي k ش��يء از n ش��يء متما��يز از رابطة 

 به‌دست مي‌آيد. در حالت خاص داشتيم: 
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با اينكه با استفاده از مثلث خيام ـ پاسكال مي‌توان ضرايب 
بسط دوجمله‌اي را به‌دست آورد، اما اين روش داراي كي ايراد 
اساس��ي است. براي به‌دس��ت آوردن هر سطر بايد سطر قبلي 
)و در نتيجه تمامي س��طرهاي قبلي( را به‌طور كامل به‌دست 
 آورده باشي��م. در نتيجه اين روش به‌دس��ت آوردن ضريب‌ها، 

براي nهاي بزرگ به محاسباتي پرحوصله نياز دارد. 

به اتحادهاي زير توجه كنيد: 
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مي‌توان ثابت كرد كه در هر بسط ضريب جملة 
. بنابراين: 
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برابر است با: 
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 به‌دست 
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مثال 5. ضريب جملة هفتم را در بسط 
آوريد.
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ج�واب: دقت كنيد ضريب جملة 

. بنابراين جملة هفتم برابر است 
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( برابر اس��ت با: 
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. در نتيجه ضريب جملة هفتم برابر است 
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مث�ال 6. ضريب جملة شش��م را در بس��ط 
به‌دست آوريد.
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ج�واب: جملة ششم به صورت 
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بنابراين ضريب آن عدد 
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مث�ال 7. ضريب x3 را در بسط 
به‌دست آوريد.

 ضر��يب x2 و در جملة 
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جواب: در جملة ش��امل 
 ضريب x را به‌دست مي‌آوريم. اين ضرايب به 
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داراي 
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

42 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      

مثال 8. ضريب جملة هفتم، با ضريب كدام جملة ديگر در 
 برابر است؟
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بسط 
جواب: به‌سادگي مي‌توان نشان داد كه اگر ضريب جمله‌هاي 
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 برابر باشند، داريم: 
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q و p در بسط 
. بنابراین ضریب جملة 
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بنابراين: 

هفتم با ضریب جملة سی وسوم برابر است.
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مث�ال 9. ضريب جملة وس��ط را در بس��ط 
به‌دست آوريد.

 اگر n زوج باشد، تعداد جملات 
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جواب: در بسط 
امين جمله، جملة وسط خواهد بود.
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فرد و 
بنابراين جمل��ة يازدهم، جملة وس��ط خواهد بود. جملة 
 و بنابراين ضريب آن 

k k

n

k

k
k

(a b)
n( )

a ( b)

(a b)
n n
k k

nk [ ]

( )

(x )
x

x ( )
k x

k k
k

(x )
x

n
n

( )

( )
k

k

( )
k

−

−

+

 
− 

 
 

× 
 

+

   
≤   +   

≤

 
 
 

+

+

 
 
 
− =
=

 
 
 

+

 
 
  
 

+

 
 
 
≤ ≤

=

20

10 10

10

15

50

12

12

203

3

3 3

3

1
2
20

3
10
20

3
10

1

2
15
8

1 2
1

12 1

12
6

12
6

1

2
1 2
20

2

0 20

2 2

3

k k

n

n

k , , , , ,

( )

( ) ( )
k

k

k

{ , , ,..., }

n n
k n k

n n n n
... ( )

n

n n n
...

n

n n

−

=

+

 
 
 

−

  =  
   

=   −   
       

− + − + − =       
       
     

+ + + =     
     
   

+ +   
   

1003

100 3

3 6 9 12 15 18
2 5

100
2 5

100
2

3
01 2 100
100 16
6

1 0
0 1 2

2
0 1

0 2

n n n n

n

n

n

n n n n

n n n

n n n n
... ...

n(n )(a b) a na b a b

n(n ) n. a b ...

(a b)

n
n n n

( ) ...
n

n n
n ...

n

− −

−

− −

−

       
+ = + + +       

       
−

+ = + +

− −
+ +

+

− −

     
+ = + + + +     −     

   
⇒ − − = + + +   −  

1 2 2

3 3

1 2

1

4 1 3 5
1

2
1 2

2 3

5 4 1

4 1 4 4 4 4 1
1 2 1

5 4 1 4 4 16
1 2

k=


16

يازدهم برابر اس��ت با: 
 خواهد بود.
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مثال 10. بزرگ‌ترين ضريب عددي را در بسط 
به‌دست آوريد.

ج��واب: با توجه ب��ه تقارن مثلث خيام ـ پاسك��ال و كي 
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اس��تدلال بازگش��تي ب��راي نامس��اوي 
، مي‌ت��وان گف��ت ضريب جملة وس��ط )يا دو جملة 
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وسط( از ساير جملات بزرگ‌تر خواهد بود. بنابراين كافي است 
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ضريب جملة هشتم يا نهم را به‌دست آوريد. لذا جواب 
خواهد بود.
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* سؤال: بزرگ‌ترين جملة بسط 
)مخصوص دانش‌آموزان علاقه‌مند(
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مثال 11. جملة فاقد x را در بس��ط 
آوريد.
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بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

جواب: با توجه به فرمول بسط دو جمله‌اي، تمامي جمله‌ها 
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به شكل 

 خواهد بود.
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 باشد. در نتيجه پاسخ 
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و لذا 

در حال��ت كلي، اگر n زوج باش��د ضريب جمله فاقد x در 
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 برابر است با: 
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بسط 

)اگر n فرد باشد چه‌طور؟(

مث�ال 12. تع��داد جمله‌هاي گويا در بس��ط دو جمله‌اي 
 را به‌دست آوريد.
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ج�واب: جمله‌هاي بس��ط فوق ب��ه صورت 
 و صحيح است.
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هستند كه در آن‌ها 

 عددي صحيح 
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 گويا و لذا 
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بنابرا��ين بايد 
باشد. در نتيجه k بايد متعلق به مجموعة مضارب عدد 3 باشد 
. يعني بسط داراي شش 
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و داشته باشيم: 
جملة گويا )جمله‌هاي چهارم، هفتم و...( خواهد بود.
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مثال 13. چند جملة گويا در بسط 
دارد؟

ج�واب: همانن��د مس��ئلة قبل��ي، جمله‌ه��ا ب��ه صورت 
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بنابرا��ين  هس��تند.   
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 بايد صحيح باش��ند. در نتيج��ه k بايد متعلق به مجموعة 
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 باش��د. لذا به 
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مضرب‌ه��اي عدد 6 از مجموعة 
 عدد گويا وجود دارد.
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تعداد 
بار ديگر ويژگي‌هاي مثلث خيام ـ پاسك��ال را مرور كنيد. 
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ويژگي اول رابط��ة 
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چيزي نيست جز رابطة معروف  

. همچن��ين، ب��ا 
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و 

توجه به ويژگي سوم داريم: 
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ش��ما نيز مي‌توانيد با بررسي مثلث ـ خيام پاسكال اتحادهاي 
تريكبياتي ديگري كشف كنيد!

سؤال: به‌دست آوردن ضرايب با استفاده از فرمول تريكب 
نيز براي مقادير تا حدي بزرگ، وقت‌گير است. آيا روشي وجود 

دارد كه بتوان ضرايب را آسان‌تر محاسبه كرد؟
حل: خوش‌بختانه پاسخ اين سؤال مثبت است: 
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 مي‌ت��وان از اين 
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بنابراين براي به‌دس��ت آوردن 
قاعده نيز اس��تفاده كرد: »روش��ن اس��ت كه جملة اول بسط 
همواره به صورت an خواهد بود. از اينجا به بعد براي به‌دس��ت 
آوردن ضريب هر جمله، ضريب جملة قبلي را در توان a ضرب 
و حاصل را بر تعداد جمله‌هايي كه تا قبل از آن نوشته شده‌اند، 

تقسيم ميك‌نيم.«

بررسي چند مثال خاص
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مثال 11. براي هر عدد طبيعي n نشان دهيد 
بر 16 بخش‌پذير است.

جواب: راه اثبات اين مس��ئله اس��تفاده از استقرا است، اما 
راه‌حل دوم در اينجا مدنظر ماست: 
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n باشد، b را به‌دست آوريد.
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ج�واب: با اندكي تأمل داريم: 
)چرا؟(. بنابراين با ضرب دو رابطه خواهيم داشت: 
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مث�ال 13. مجم��وع ضرايب جمله‌هاي فرد را در بس��ط 
 به‌دست آوريد.
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ج�واب: بايد عملي انجام دهيم ت��ا جمله‌هاي زوج از بين 
 جمع ميك‌نيم. 
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بروند. بنابراين بسط 
 قرار دهيم و حاصل را بر 2 تقسي��م 
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مجموع ضرايب 
جمله‌هاي فرد
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1. ثابت كنيد اگر y، x و z چنان در نظر گرفته شوند كه:
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 )زيرا 
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حل: از فرض مسئله نتيجه مي‌شود: 
در غير اين صورت مجموعش��ان كمتر از 2 مي‌شود(. اگر كيي 
 باش��د، مجموع 
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 )و در نتيجه از 
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كسينوس‌هاي آن‌ها از 
.
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مي‌شود. )چرا؟( بنابراين مي‌توان فرض كرد: 
 را در نظ��ر مي‌گيريم. با 
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تابع f ب��ا ضابطة 
توجه به نمودار اين تابع )و يا مشتق دوم آن( روشن است كه 
 همواره رو به پايين است. پس 
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تقعر اين منحني در بازة 
طبق »نامساوي ين سن« )به يادداشت پي‌نويس رجوع كنيد( 
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حال با توجه به همان قضيه )نامساوي ين‌سن( دربارة تابع 
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پي‌نويس: نامس��اوي ين‌س��ن: اگر f تابعي باشد كه در بازة 
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اين صورت براي هر x متعلق به اين بازه: 
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 داريم: 
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هر 
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براي اطلاع بيش��تر دربارة نامساوي ين‌سن و نتايج آن به 
كتاب »المپياد رياضي در مجارستان«، مركز نشر دانشگاهي، 

جلد دوم، صفحات 78-72 مراجعه كنيد.
2. ثاب��ت كنيد ه��رگاه اندازه‌هاي زوا��ياي كي n ضلعي 
محدب، جملاتي از كي دنبالة حس��ابي باشند، آن‌گاه يا كيي 
از زوا��يا مقدار ثابتي دارد و يا هم��ة زوايا را مي‌توان به صورت 
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شمارۀ 453
بهار 1392

دورۀ‌ بيست ودوم

تعدادي جفت دس��ته‌بندي كرد، به‌ط��وري كه مجموع همة 
جفت‌ها مقدار ثابتي باش��د. از آنجا نتيج��ه بگيريد كه هرگاه 
اندازه‌هاي زواياي كي چهارضلعي محدب جملات كي دنبالة 
حسابي باشند، چهارضلعي محاطي است. آيا عكس اين موضوع 

هم درست است؟
ح�ل: اگر تعداد اضلاع )و زاويه‌هاي( n ضلعي، عددي فرد 
 و در نتيجه مي‌توان زوايا را به صورت زير 
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باش��د، 
مشخص كرد:
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و مجموع زوايا برابر است با: nα كه با توجه به دستور مجموع 
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زواياي داخلي n ضلعي نتيجه مي‌ش��ود: 
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پس α مقدار ثابتي دارد.
اما اگر n زوج باش��د، آن‌گاه زوايا را به صورت زير مشخص 
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 ام و... 
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و مجموع زاوية اول و n ام، با مجموع زواياي دوم و 
خواهد بود. با توجه به 
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برابر اس��ت و مس��اوي 
دستور مجموع زواياي داخلي n ضلعي و نيز مجموع جملات 

دنبالة حسابي داريم: 
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و اين مقداري ثابت است. بنابراين همة زوايا را مي‌توان به 
دسته‌هاي دوتايي تقسيم كرد، به‌گونه‌اي كه مجموع هر دسته 
مقداري ثابت باش��د. حال اگر تعداد زوايا، چهار زاويه باش��د و 
مجموع اولي و چهارمي، با مجموع دومي و سومي برابر باشد، 

يعني: 
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با توجه به مجموع همة زوايا )°360( نتيجه مي‌شود: 180
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در نتيجه چهارضلعي محاطي است. بديهي است كه عكس 
 نتيجه 
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مطلب درست نيست، زيرا برابري 

نمي‌دهد كه α3 ،α2 ،α1 و α4 جملات كي دنبالة حسابي باشند.
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3. در چهارضلع��ي مح��دب ABCD مي‌دانيم: 
نيم‌س��از زاوية CD ، B را در نقطة E قطع كرده است و داريم: 
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 است و 
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حل: مطابق شك��ل، BE نيم‌س��از 
 F نيز كيديگر را در BC و AE امتدادهاي .
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دار��يم: 
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قطع كرده‌اند و مطابق فرض مسئله: 

 ارتفاع هم هست، لذا اين مثلث 
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در مثلث ABF، نيم‌ساز 
.
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 و 
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»متساوي‌الساقين« است: 
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در نتيجه: 
ح��ال در مثلث‌ه��اي ADE و CEF قضية سي��نوس‌ها را 

مي‌نويسيم: 
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بنابرا��ين:   
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و   
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چ��ون  و 
. با توج��ه به برابري AE و EF نتيجه مي‌ش��ود: 
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 و با جاي‌گذاري در تساوي )*( نتيجه مي‌شود: 
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 x 4. قطار مس��افري تهران ـ مشهد، تهران را رأس ساعت
و y دقيقه ترك كرد و رأس س��اعت y و z دقيقه وارد مش��هد 
شد. اين مسافرت z ساعت و x دقيقه طول كشيد. همة مقادير 

ممكن براي y، x و z را به دست آوريد.
ح�ل: با توجه به صحيح ب��ودن مقادير y، x و z،‌ اگر مبدأ 
زمان را صفر در نظر بگيريم، اين مسافرت از ساعت x و y دقيقه، 
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 دقيقه پس از مبدأ ش��روع ش��ده و 
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يعني 
دقيق��ه پس از مبدأ پايان يافته اس��ت. پس مدت مس��افرت، 
 اس��ت. 
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 دقيقه بوده كه معادل 
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بنابراين: 
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با توجه به اول بودن 61 و 59 نتيجه مي‌ش��ود كه: 
 .
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و 
 و در نتيجه: 
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، پ��س: 
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و چ��ون: 
.
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 و از آنجا: 
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پس اين مسافرت رأس ساعت y دقيقة بامداد شروع شده، 
رأس ساعت y و y دقيقه پايان يافته و y ساعت به طول انجاميده 
. البته با توجه به مسافت بين تهران و 
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است و: 
 مي‌توانند قابل 
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مشهد،‌ احتمالاً فقط پاسخ‌هاي 101112

قبول باشند!
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

46 شمارۀ ‌3
    بهار 1392
دورۀ‌ بيست و دوم      

پاسخ معماهاي سال نو
1. 32 سال بعد: 1424=89×24

2. كي سال بعد!: 199×7=1393
3. فرض ميك‌نيم اين اعدد m+1 و m+2، ... و m+n باشند. 

در اين صورت داريم: 
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دس��تور  از   n! راس��ت  س��مت  صفره��اي  تع��داد   .4
 به‌دست مي‌آيد: 
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يعني 346 رقم صفر در س��مت راست عدد !1392 وجود 
دارد.

5. براي پيدا كردن رقم س��مت راس��ت عدد كافي است 
باقي‌ماندة تقسيم آن را بر 10 به‌دست آوريم: 

na n n

m m ... m n
n(n )mn mn n(n )

n( m n ) n , m
m ...

n n n ...

= −
−

+ + + + + + =
+

⇒ + = ⇒ + + =

⇒ + + = × ⇒ = + =
⇒ = ⇒ + + + + =

     + + +          
    + +        

2

5

3
54311
11345
42966

1 2 1392
1 1392 2 1 2784

2
2 1 2 87 32 2 33 87

27 28 29 30 59 1392

5 25 125
1392 1392 1392
5 25 125

( )

( ) ( ) ( )

n n n n
( )

k ( x) x
( (a b) c) (a

  +    
= + + + =

≡ ≡ × ≡ × =

≡ ≡ ≡ × ≡ ≡ × ≡

− = ⇒ − − =
⇒ ∆ = − − =
− = − − =

+ + +

10 10 10
1392 1392 5 278 2 278 2 280

10 10 10 10 10 10
280 5 56 56 5 11 12 5 2

2 2

1392
625

278 55 11 2 346

1392 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 8
3 1392 3 1392 0

9 4 1392 5577
20 20 20
5 5 25 b) a

a b c a b a

a b c ( a b c) abc

+ +
= + + + + +

= + + = + + =

450
25 25 5 25 25 450
500 50 5 5 100 10 5

يعني رقم سمت راست آن مساوي 8 است.
6. مي‌دان��يم ��كه: ‌1392<‌5040= !7. بنابراين عددهاي 
متوال��ي 2، 3، 4، 5، 6 و 7 حداق��ل عدده��اي 
طبيع��ي متوالي‌اند كه حاصل‌ضرب آن‌ها 
از 1392 بيشتر و مجموع آن‌ها مساوي 

27 است.
7. اگر جملة n ام اين دنباله مساوي 

1392 باشد، داريم: 
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و چون Δ مربع كامل نيس��ت، 
پس اين معادله ريشة گويا 
)طبيعي( ندارد و در نتيجه 

چنين جمله‌اي وجود ندارد.
توضيح در مورد سرگرمي‌هاي ايستگاه سوم 

1. وقتي ش��ما ضربة هشتم را روي 12، ضربة نهم را روي 
11، ضربة دهم را روي 10 و... مي‌زنيد، پس ضربة ‌‌k ام خود را 
روي عدد k-20 مي‌زنيد. اگر عددي كه دوس��ت شما در ذهن 
 x+1 باشد، با اولين ضربة شما، عدد x ،خود تصور كرده اس��ت
و با دومين ضربة شما x+2 و... و با )x-20( امُين ضربة شما به 
عدد 20 مي‌رسد و دستور توقف مي‌دهد. در اينجا طبق آنچه 
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ديديم، انگشت ش��ما روي عدد 
است!

2. از اين قضيه كه اثبات آن را به شما واگذار ميك‌نيم )!( 
استفاده مي‌شود: حاصل تفاضل هر عدد پنج رقمي )و در حالت 
كلي هر عدد n رقمي( و مقلوب آن، همواره مضرب 9 اس��ت. 

بنابراين مجموع ارقام آن نيز مضرب 9 است.
3. اگر عددهاي روي س��ه تاس به ترتيب b ،a و c باشند، 

آنچه كه دوست شما انجام مي‌دهد محاسبة زير است:‌
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و با توجه به ارزش مكاني ارقام، اگر اين عدد را بر 5 تقسيم 
كنيم، ارقام آن همان b ،a و c هستند.

پاسخ جدول واژه‌هاي »ايستگاه انديشه و ادب 
رياضي« شمارة 76:

واژة نها��يي جدول دكتر احمد بيرش�ك بود. زندهي‌اد، 
استاد احمد بيرشك، از استادان بنام معاصر كشورمان بود كه 
زندگي‌نامة مختصر وي را در صفحة دوم جلد اين شمارة مجله 

مي‌توانيد ملاحظه كنيد.
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ك مجله هاي ر

شترا
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ك كيساله مجلات عمومي )هشت شماره(: 120000 ريال
 هزينة اشترا

ك كيساله مجلات تخصصي )چهار شماره(: 80000 ريال
 هزينة اشترا

  نشاني: تهران، صنـدوق پستي  امور مشتركين: 16595/111
www.roshdm

ag.ir                                                      :ت رشد
  وبگاه مجلا

ك مجله:                            14 ـ77339713/ 77335110 /   77336656ـ021
  اشترا

ت  در خواستي:
 نام مجلا

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

 نام و نام خانوادگي:................................................................
ت: ..........................

صيلا
 ميزان تح

 تاريخ تولد:....................... 
ن:..................................................................................

 تلف
ستي:  ................................................................

شاني كامل پ
 ن

خيابان: ................ 
شهرستان: .............. 

استان: .................
مبلغ پرداختي: ..........................

ش: ...................
شمارة في

ستي: ..........................................
شمارة پ

ك: ...................
پلا

......................................................................................

ك خود را ذكر كنيد:
ك مجله بوده‌ايد، شمارة اشترا

 در صورتي  كه قبلاً مشتر
  

	  
	              

   
	

		


ضا:
                                     ام

ك:
نحوة اشترا

ب 39662000 
ك به شماره حسا

س از واريز مبلغ اشترا
شما مي‌توانيد پ

ت از دو 
ت افس

ش كد 395، در وجه شرك
ت، شعبة سه‌راه آزماي

ك تجار
بان

ك مجله شويد: 
ش زير، مشتر

رو
w و تكميل برگة 

w
w.roshdm

ag.ir  :شاني
ت رشد؛ ن

1.  مراجعه به وبگاه مجلا
ش واريزي. 

ت في
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شخ
ت م

ك به همراه ثب
اشترا

ت سفارشي 
س

ك با پ
گ تكميل شدة اشترا

ش بانكي به همراه بر
صل في

2. ارسال ا
ش را نزد خود نگه‌داريد(.

)كپي في

........................

و...با مخاطبان
ها 

يل‌
يم

ا،‌ ا
ه‌ه

نام
به 

خ 
اس

پ
همكار گرامي، آقاي محمدمهدي كاوه يزدي از شهرس�تان 

يزد
با سپاس فراوان از مقالة ارسالي‌تان تحت عنوان »تعميم تقسيم 

مصنوعي و...« منتظر كارهاي ديگرتان مي‌مانيم.

همكار عزيز آقاي قاسم حسين قنبري از دانشگاه فرهنگيان 
سمنان

با تشك��ر فراوان از همكاري صميمانه‌ ش��ما با مجلة برهان كه 
به چاپ مقاله‌تان در ش��مارة 76 انجاميد، مقالة ديگر ش��ما به نام 
»اين مس��ئله‌ها واقعي هس��تند يا روزمره؟« دريافت ش��د. اگرچه 
نقد كتاب‌هاي درس��ي از اهداف مجلة ما نيست، با اين حال تلاش 
خواهيم كرد به نوعي از مطلب ارس��الي‌تان اس��تفاده كنيم. ارتباط 

خوب و سازنده‌تان را با ما قطع نكنيد.

خانم مريم شفيعي از آموزش‌وپرورش ناحية يك شهرري
با سپاس فراوان از كار خوب شما كه با مشاركت دانش‌آموزان 
»پژوهش‌سراي دانش‌آموزي محمدبن زكرياي رازي« انجام گرفته 
بود، مقاله‌تان را در كيي از شماره‌هاي آينده به چاپ مي‌رسانيم. اما 
توصيه مي‌ش��ود كه تلاش كنيد خود دانش‌آموزان را نيز به نوشتن 
مقاله و مطلب و ارس��ال آن براي ما تشويق كنيد. به آنان اطمينان 

بدهيد كه برهان از اين موضوع استقبال خواهد كرد.
همكار گرامي آقاي فرزاد حمزه‌پور از شهرستان بانه

لطف شما همكار گرامي پيش از اين هم شامل حال دوستانتان 
در مجله شده است. سپاس از شما به‌خاطر ارسال مقالة »تريكبيات«. 
ان‌شاءالله بتوانيم در كيي از شماره‌هاي آينده از آن استفاده كنيم. باز 

هم با ما در تماس باشيد.

همكار گرامي خانم سيده صديقة علوي از شهرستان ساري
با تشك��ر از مقالة ارس��الي‌تان با عنوان »رياضي، دانشي زيبا، 
شيرين و دوست‌داشتني«. با اميد به آنكه مورد استفاده قرار گيرد، 

انتظار داريم مقالات تحليلي بيشتري از شما دريافت كنيم.

همكار عزيز، آقاي اقبال رضا حيدري از شهرستان شاهرود
مقالة »رياض��يات دانش كامل« را دريافت كرديم. پيش��نهاد 

ميك‌نيم كه به س��مت نگارش مقاله براي دانش‌آموزان برويد و به 
مشكلات آنان بيشتر توجه كنيد. منتظر مطالب ديگرتان هستيم.

از دوستان و همكاران عزيزي كه در ميزگرد مجلة برهان در حاشية 
كنفرانس آموزش رياضي سمنان حضور به‌هم رساندند و اعضاي هيئت 
تحريريه را مورد محبت خود قرار دادند، سپاس‌گزاريم. در پايان به دليل 
كمبود جا، فقط به ذكر اسامي‌تان قناعت ميك‌نيم و اميدواريم كه باز هم 

به مجلة خودتان توجه و التفات كنيد.
خانم‌ها و آقايان: طيب�ه ابراهيمي، فاطمه ميرداماد، فهيمه 
تقوي، س�مانه بهادري، فهيمه كلاهدوز، اعظم صالحي، سوسن 
پناهنده، هم�ا ترحم�ي، آزاده حيدري، راضي�ه باب‌الحوائجي، 
شمسي آراسته، فاطمه كرمي، صديقه علوي، مريم رشتچي، رباب 
افشاري، حميده عبداللهي، سينا نعمتي، سيدحسين عبداللهي، 
غلامرضا طحانيان، سعيد فلاح تفتي، چنگيز تيموريان، اقبال رضا 
حيدري، كوروش جعفريان، س�يدعلي‌اكبر طهماسبي، محمود 
حجتي، حميد خاكش�ور، عل�ي مؤمن‌زاده، عل�ي زمندي، البرز 

فراهاني، محمدرضا بهرامي.
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مسائل مسابقه‌اي 
رشد
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1. هم��ة اعداد حقيقي p را بيابيد كه به ازاي آن‌ها، معادلة 
ريشة حقيقي داشته باشد كه طول‌هاي اضلاع كي مثلث قائم‌الزاويه باشند.

. ثابت كنيد كيي از دو عدد 
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2. فرض كنيد m و n اعدادي طبيعي باشند و داشته باشيم: 
m و n بر ديگري بخش‌پذير است.

. مطلوب است 

x p(p )x (p p )x p
(m,n) [m,n] m n

ˆCAB
ˆCAD
ˆDBA
ˆDBC

°

°

°

°

− + + + − − =
+ = +

=

=

=

=

3 2 4 3 32 1 4 1 3 0

40
30
75
25  و 

x p(p )x (p p )x p
(m,n) [m,n] m n

ˆCAB
ˆCAD
ˆDBA
ˆDBC

°

°

°

°

− + + + − − =
+ = +

=

=

=

=

3 2 4 3 32 1 4 1 3 0

40
30
75
25

 ،

x p(p )x (p p )x p
(m,n) [m,n] m n

ˆCAB
ˆCAD
ˆDBA
ˆDBC

°

°

°

°

− + + + − − =
+ = +

=

=

=

=

3 2 4 3 32 1 4 1 3 0

40
30
75
25

 ،

x p(p )x (p p )x p
(m,n) [m,n] m n

ˆCAB
ˆCAD
ˆDBA
ˆDBC

°

°

°

°

− + + + − − =
+ = +

=

=

=

=

3 2 4 3 32 1 4 1 3 0

40
30
75
25

3. در چهارضلعي محدب ABCD مي‌دانيم: 
.BDC تعيين اندازة زاوية

4. در سرزمينی همة انسان‌ها كيي از دو نوع A يا B هستند. آن‌ها كه از نوع A هستند، هنگام بيداري كاملاً دقيق 
و هنگام خواب كاملاً نادقيق هستند. يعني هرچه هنگام بيداري باور كنند، درست و هرچه در خواب باور كنند، 
نادرست است. اما آن‌ها كه از نوع B هستند، درست برعكس‌اند. يعني هرچه در بيداري باور ميك‌نند، نادرست و 

هرچه در خواب باور كنند، درست است. ثابت كنيد در اين سرزمين: 
الف( هرگاه در كي زمان معين، شخصي باور داشته باشد كه بيدار است، آن‌گاه او از نوع A است.

ب( اگر در كي زمان معين، شخصي گمان كند كه از نوع A است، آن‌گاه او بايد در آن زمان بيدار باشد!
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