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واژه ي زمستان چه تصاوير، معاني و برداشت هايي را به ذهن شما مي آورد؟
سرما؟ برف؟ درخت؟ صف هاي طولاني؟ تظاهرات؟ كاپشن؟ امام؟ شهيد؟ انقلاب؟ امتحان؟ 

بخاري؟ پيروزي؟ همدلي؟ وحدت؟ ايمان؟ و... .
براي بسياري از ماها، در بين اين كلمات شايد كلماتي چون امام، انقلاب، پيروزي و شهيد 
بيشتر با واژه ي زمستان هم خواني داشته باشند و حتي به نوعي درهم تنيده شده باشند. 

مي دانيد چرا؟ 
دليل آن را بايد شما در كتاب ها خوانده باشيد، و يا ممكن است پدر و مادرتان برايتان 

تعريف كرده باشند؛ بلي؛ انقلاب اسلامي در زمستان 1357 به پيروزي رسيد!
اي كاش در زمستان آن سال حضور داشتيد تا گرماي وجود امام را كه پس از 15 سال 

دوري از وطن به ايران بازگشت لمس مي كرديد. واقعاً جاي همه ي شما خالي بود!
اي كاش بوديد و آن همه وحدت و همدلي را مي ديديد، و اي كاش شهيدانِ به خون خفته ي 

انقلاب نيز حضور داشتند تا پيروزي انقلاب را به امام تبريك مي گفتند.
وقتي امام آمد، ديگر سرما معنا نداشت، چه، گرماي وجود و حضور ايشان چنان انرژي و 
ايمانِ مضاعفي به همه ي اقشار جامعه بخشيده بود كه به فاصله ي ده روز [دهه فجر] يزيد و 

يزيديان شكست كامل خوردند و انقلاب اسلامي به پيروزي رسيد.
آن روزها من نيز مانند ديگر دانش آموزان دبيرستاني، درس و كلاس را به ميدان نبرد 
ميان حق و باطل و صفِ تظاهرات عليه طاغوت برده بوديم و خيابان ها و ميدان ها، حياط 
مدرسه مان شده بود. اي كاش مي توانستم احساس آن سركِلاس درس حاضر شدن ها را كه 

سرشار از احساس غرور و سربلندي و اميد به آينده بود براي شما عزيزانم بازگو كنم.
عزيزانِ من! سنگر آن روزِ ما دانش آموزان خيابان ها و كوچه هاي شهرمان بود و اسلحه ي 
ما مشت هاي گره كرده  مان و ايمان به راه امام؛ اما امروز! سنگر شما حضور با نشاط و پويا در 
مدارس براي تهذيب نفس، توليد علم و پيشرفت علمي كشور و اسلحه ي شما قلم، كاغذ، كتاب 
و توجه كامل به رهنمودهاي رهبر فرهيخته  و عزيزمان است، ان شاءا... راه شهيدان همواره 

ادامه يابد و پاسدار خون آن ها باشيم.
سردبير

حرف اول
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شهر،  آمدن  وجود  به  يا  گل  شدن  باز  جديد،  ستاره ى  تولد 
پيشامدهايى عادى هستند، ولى در واقع، هر يك از آن ها تعادلى را 
كه قبلا برقرار بوده است، به صورتى ناگهانى به هم مى زنند. تمامى 
عالم افلاكى در حركت تكاملى خود، دم به دم با جهش هايى از يك 
حالت تعادلى به حالت تعادلى ديگر منتقل مى شود. كارهاى پروفسور 
رنه توم، رياضى دان فرانسوى، مى تواند در درك اين جهش ها به ما 

كمك كند.
را،  گيرى»  ديفرانسيل  قابل  نگاشت هاى  ويژگى هاى  «نظريه ى 
ترتيب  به  مى توان  باشيم،  نداشته  كافى  تجربه ى  اصطلاح ها  در  اگر 
به  ناچار  كه  گوش،  به  دادن  امان  براى  مثلا  كرد،  بيان  هم  ديگرى 
از اصطلاح  نباشد، مى توان  اين دور و درازى  به  شنيدن اصطلاحى 

كوتاه «نظريه ى فاجعه ها» استفاده كرد.
بيان آسان تر مى شود، ولى معنا و مفهوم آن چيست؟ چه بسا كه 
اين كوتاه كردن اصطلاح، خواننده را به گمراهى و ذهن او را به طرف 
بكشاند.  مالى  ورشكستگى  يا  هواپيما  سقوط  آتش سوزى،  يا  زلزله 
ولى در اين مقاله، به هيچ موضوعى از اين قبيل، برخورد نخواهيد 
كرد. در اين جا درباره ى گلوله اى كه در يك شيار خميده مى غلتد و 
قرصى كه به كمك نيروهاى وارد بر آن در حال تعادل است و با به 
هم خوردن و ناپايدارى تعادل، حالت خود را از دست مى دهد و ... 

صحبت مى شود.
در اين نظريه، به هر وضعى كه موجب دگرگونى تندى در حالت 
يك دستگاه بشود و هر به هم خوردگى ناگهانى كه در تداوم جريان 
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 قسمت اول

يك روند به وجود آيد، فاجعه گفته مى شود.
پرفسور رنه توم به خصوص به مفهوم كلى و انتزاعى خود، روى 
نظريه ى فاجعه ها كار كرده است. نظريه ى فاجعه ها، شاخه اى از آناليز 

رياضى است.
اين جا با رسم سروكار داريم، نه با رياضيات

در اين مقاله، كارى با دستگاه هاى پيچيده ى رياضى نداريم، و اگر 
در بعضى موارد به مفهوم هايى از رياضيات متوسل مى شويم، مى توان 

آن را نوعى سرگرمى در ترسيم به شمار آورد.
كه  خواننده اى  براى  است.  تابع  مفهوم  مفهوم ها،  اين  از  يكى 
اين  شنيدن  با  نمى كند،  استفاده  رياضى  دستگاه هاى  از  كارخود  در 
اصطلاح بلافاصله متوجه يك شكل مى شود: دو محور مختصات و 

يك منحنى، كه نماينده ى نمايش تغييرات يك تابع است.
را  آن  بايد  اين،  با وجود  است،  كلى درست  به طور  تصور  اين 
دقيق تر كرد. وقتى كه رياضى دانان واژه ى «تابع» را به كار مى برند، 
مقصودشان هرگونه تناظرى است كه بين كميت هاى متغير برقرار باشد، 
وقتى كه يكى از آن ها (كه آن را متغير مستقل، يا آوند يا آرگومان تابع 
مى نامند و به x نمايش مى دهند) متناظر با ديگرى (كه آن را متغير تابع 

يا مقدار تابع مى نامندو به y نشان مى دهند) باشد.
مقدارى از آوند را انتخاب و جاى آن را روى محور افقى دستگاه 
اين  با  متناظر  كه  را  تابع  از  مقدارى  معين مى كنيم. سپس  مختصات 
مقدار آوند است، روى محور قائم مشخص مى كنيم. روى صفحه ى 
مختصات، نقطه اى را با اين مختصات نشانه مى گذاريم. اگر پشت سر 

نظريه ى   فاجعه7
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هم، مقادير تازه و تازه ترى از آوند را در نظر بگيريم، روى صفحه ى 
مختصات، يك منحنى به دست مى آوريم كه معرف تابع به صورت 
عينى آن است، يعنى قانون تناظر بين متغيرهاى مستقل و تابع را به 

صورتى قابل رؤيت نشان مى دهد.
منحنى يك تابع، ممكن است شامل نقطه هاى خاصى باشد. ممكن 
است منحنى در ابتدا رو به پايين و سپس رو به بالا حركت كند. دو 
قسمت انتهاى سقوط و ابتداى رشد، در نقطه ى مينيمم به هم مى رسند. 
به  بگيرد و سپس رو  اوج  ابتدا  باشد؛ منحنى  برعكس هم مى تواند 
حضيض رود. نقطه ى برخورد آخرين قسمت رو به اوج با نخستين 
قسمت رو به حضيض را ماكزيمم گويند. ممكن است خميدگى منحنى 
ابتدا به طرفى و سپس به طرف ديگر باشد. جايى را كه منحنى در آن 

جهت خميدگى خود را تغيير مى دهد، نقطه ى عطف گويند.
گسستگى هايى  دچار  است  ممكن  تابع  يك  منحنى  بالاخره، 
صورت  به  و  مى شود  پاره  ارتفاعى  در  منحنى  مثال،  براى  بشود. 

جهشى، حركت خود را از نقطه ى پايين تر يا بالاترى ادامه مى دهد. يا 
همان طور كه آوند به مقدارى نزديك مى شود، منحنى تابع به سمت 
بى نهايت (در جهت مثبت يا منفى) مى رود و به ازاى اين مقدار آوند، 
پاره مى شود و ما شاهد آن هستيم كه چگونه منحنى از بى نهايت (گاه 

بى نهايت مثبت و گاه بى نهايت منفى)  بازمى گردد.

بازهم اندكى رسم
كرديم،  بررسى  اين جا  تا  كه  تابع هايى  از  هر يك  نمايش  براى 
هر بار، تنها دو محور مختصات را در نظر داشتيم: يكى براى مقادير 

آوند، و ديگرى براى مقادير تابع.
تابع هايى هم مى پردازند كه شامل چند و  به  ولى در رياضيات 
مثلاً دو آوند هستند. در اين مورد، براى نشان دادن مقادير آوندها به 
دو محور نياز داريم. در اين حالت، هر جفت مقدار آوندها، متناظر 

است با مقدار معينى از تابع.
اضافه  محور  دو  اين  به  محور سومى  روشن شدن وضع،  براى 
و مقادير تابع را روى آن جدا مى كنيم. سه مختص (دو آوند و يك 
انواع  انتخاب  با  مى كنند.  مشخص  را  فضا  از  نقطه اى  تابع)،  مقدار 
ممكن تركيب هاى دو آوند، و پيدا كردن نقطه ى متناظر آن ها در فضا، 

سطحى به دست مى آيد كه همان شكل عينى تابع دو متغيرى است.

برخورد  نقطه هاى خاص  به  است  اين سطح ها هم ممكن  روى 
بى نهايت.  در  گسستگى  و  ماكزيمم  نقطه ى  مينيمم،  نقطه ى  كنيم. 

تصويرهاى بالا معناى اين اصطلاح ها را روشن مى كند.

احتياط كنيد! يخ بندان است
دو  تابع هاى  از  غريبى  و  عجيب  سطح هاى  انتخاب  با  مى توان 

متغيرى، مجموعه ى بزرگى از ديدنى هاى نادر را تشكيل داد.
براى مثال، اين يكى از نمونه هاى بسيار جالب است: آيا موجى 
اين  دقيق  نام  مى كند؟  برخورد  ملايم ساحل  به شيب  كه  ديده ايد  را 
«موج ها» «مجموعه ى تابع هاى بسل» است. يا اين كنده ى كج و كوله ى 

درخت را در نظر بگيريد كه سطح مدول تابع گاماى اولر است.
متغيرى  تابع چند  يك  از  هندسى  تصويرى  هر شكلى،  در  اگر 
مى شويد  فيزيكى  پديده اى  متوجه  تابع،  هر  ديدن  با  اگر  و  مى بينيد 
اين صورت طبيعى  داده مى شود، در  تابع شرح  اين  به وسيله ى  كه 
است كه هر ويژگى شكل، انعكاسى از ويژگى  جريان پديده اى باشد 
و برعكس: هر جريان نامتعارف و غيرعادى يك پديده در تصويرى 
عجيب و غريب منعكس شود كه نماينده ى يك تابع است. در حالت 
به  مى شود،  داده  شرح  متغير  يك  با  مفروض  پديده ى  كه  خاصى 

نقطه هاى خاص منحنى نمايش تغييرات تابع برمى خوريم.
براى مثال، ترمز كردن اتومبيل را در نظر مى گيريم. منحنى حركت 
آن را رسم مى كنيم. زمان را روى محور افقى و فاصله ى متناظرى را 
كه اتومبيل طى كرده است، روى محور قائم نشان مى دهيم. به عبارت 
نظر مى گيريم. روشن است كه  از زمان در  تابعى  را  ديگر، مسافت 

منحنى به سمت يك خط افقى مى رود.
اتومبيل بعد از پيمودن مسافت معينى مى ايستد.

به  تا حد زيادى  ترمز كردن طى شده است،  از  بعد  كه  مسافتى 
ناهموارى جاده بستگى دارد. هر چه اين ناهموارى بيشتر باشد، اين 
مسافت كمتر است. همان طور كه ديده مى شود، ناهموارى جاده براى 

نقطه هاى خاص در توابع دو متغيره

نقطه هاى خاص در توابع يك متغيره
نقطه ى مى نيممنقطه ى ماكزيممنقطه ى عطفنقطه ى گسستگىنقطه ى گسستگى در بى نهايت

نقطه ى مى نيممنقطه ى ماكزيممنقطه ى گسستگى در بى نهايت
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به سطحى كه نمايش اين تابع دو متغيرى است، با دقت نگاه كنيد. 
مى بينيد كه وقتى ناهموارى را صفر بگيريم، اتومبيل هيچ تمايلى به 
براى حركت  كه حدى  اين  مثل  ندارد.  كند شدن  يا حتى  ايستادن، 
خيالى آن وجود ندارد و مقطع سطح ما بالا و بالاتر مى رود (اتومبيل 

ما با سرعتى ثابت پيوسته به پيش مى رود).
بوى فاجعه به روشنى در اين جا به مشام مى رسد! رانندگى با 

اتومبيلى كه روى چهار چرخ خود مى لغزد، ممكن نيست!

روند مورد نظر ما، يك متغير واقعى است. در نتيجه، آن را هم به عنوان 
آوندى از تابع خود (فاصله اى كه اتومبيل طى كند) در نظر مى گيريم.

بنابراين، تغييرات تابع را بايد در يك دستگاه مختصات سه بعدى 
روى  مى دهيم،  قرار  را  زمان  محورها،  از  يكى  روى  دهيم.  نمايش 
ديگرى، ناهموارى جاده و روى سومى، فاصله اى را كه در زمان معين 
و با ناهموارى معين جاده پيموده مى شود (سرعت اوليه ى اتومبيل را 

در همه ى حالت ها، يكسان گرفته ايم).

زيرا  باشد،  يخ بندان  كه  كند  برخورد  جاده  از  قسمتى  به  اتومبيل 
بلافاصله حالت ترمز به حالت لغزيدن تبديل مى شود. در سطحى كه 
مسافت پيموده شده به وسيله ى اتومبيل، سرعت و شتاب آن را نشان 
مى دهد، شكستگى و انقطاع پيش مى آيد، يعنى همان ويژگى هايى كه 

پيش تر درباره ى آن ها صحبت كرديم.
پديده اى در برابر ماست كه مى تواند به فاجعه به معناى طبيعى و 
عادى آن بينجامد و در عين حال، مثالى از فاجعه به معناى رياضى 
آن است. واقعيت اين است كه نظريه ى فاجعه ها (اگر بخواهيم آن را 
به صورت هاى عينى توضيح دهيم) تعميمى از نظريه ى ويژگى هاى 
تابع، به خصوص ويژگى هاى پيچيده اى مثل شكستگى و ناپيوستگى 

منحنى ها و سطح هايى است كه معرف رفتار تابع هستند.

آزمايشى با نيروسنج
در نقطه هاى دور افتاده ى آناليز رياضى فرونمى رويم و خود را به 
شاخه ى عينى ترى از رياضيات، يعنى نظريه ى كنترل، محدود مى كنيم.

براى شروع به آزمايشى مى پردازيم. موضوع آزمايش، يك نيروسنج 
معمولى است. قلاب نيروسنج را مى گيريد و آن را با نيرويى مى كشيد، 

عقربه ى آن روى نشانه اى كه متناظر با تغيير طول فنر است، مى ايستد.
مقدار نيرويى كه بر قلاب وارد مى كنيد و آن را مى كشيد، معرف تأثيرى 

بيرونى بر يك چيز و طول فنر، معرف حالت درونى آن چيز است.
كه حالت  درونى  متغير  كميت هاى  از  معمولاً  كنترل،  نظريه ى  در 
يك چيز را نشان مى دهند و متغيرهاى بيرونى يا كنترل كننده، يعنى 

كميت هايى كه حالت يك چيز به آن ها بستگى دارد، صحبت مى كنند.
حالا نيروى وارد بر قلاب را كمى بيشتر كنيد، عقربه ى نيروسنج 

كمى پايين تر مى آيد.
آيا درستى اين حكم، طبيعى به نظر نمى رسد كه: تغيير كوچك 
كميت هاى متغير بيرونى، موجب تغيير كوچكى در كميت هاى درونى 
مى شود؟ ولى واقعيت اين است كه اين حكم هميشه درست نيست! 
ادامه دارد

5

زمان

ناهموارى

فت
مسا

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

اى بسل مجموعه ى تابع ه

در اينجا مسافتى را كه اتومبيل در حال ترمز پيموده است، به
 صورت تابعى از دو متغير زمان و ناهموارى جاده نشان داده ايم.

o

43210-1-2-3-4

فت
مسا

ناهموارى كم

ناهموارى زياد
زمان

سطح مدول تابع گاماى اولر

منحنى حركت اتومبيلى كه ترمز كرده است،
 به ناهموارى جاده بستگى دارد.

اگر ناهموارى جاده در تمامى طول مسير ناهمسان باشد، سطح 
ما پيچيده تر به نظر مى آيد. تغيير اساسى وقتى پيش مى آيد كه مثلاً 
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نكته ى 1

 0x px q3
+ + = در هر معادله ى درجه ى سوم كه به صورت 

باشد، داريم.
p q4 273 2D = +

0p (الف > D<0 يا 

درنتيجه معادله يك ريشه ى حقيقى مخالف علامت q دارد.
D>0 (ب

دو  و   q علامت  مخالف  حقيقى  ريشه ى  يك  معادله  درنتيجه 
ريشه ى حقيقى موافق علامت q دارد.

D=0 (ج

ك  و ي  q علامت  مخالف  ساده ى  ريشه ى  يك  معادله  درنتيجه 
ريشه ى مضاعف موافق علامت q دارد.

q ريشه ى مضاعف
2

3
=

q2 = ريشه ى ساده 2
3

-

 m حدود ، 0( )x x m3 23
+ =- - ى 1: در معادله ى  مسئله 

را چنان بيابيد كه معادله سه ريشه ى حقيقى داشته باشد.

نكاتى درباره ى معادلات 
درجه ى دوم به بالا
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روابط بين ضرايب و ريشه ها در معادله ى
0ax bx cx d3 2

+ + + =  
, ريشه هاى اين معادله باشند، داريم: ,c b a اگر

. .

a
b

a
c

a
d

d
c1 1 1

+ + =

+ + =

=

a b c

ab ac bc

a b c

a b c

-
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Z
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 0x x mx9 153 2
+ =- - مسئله ى 3: اگر ريشه هاى معادله ى 

تصاعد عددى بسازند، مقدار m را بيابيد.
حل:

, تصاعد عددى بسازند ,c b a 2& b a c= +

 :داريم
a
ba b c+ + =-

0m

m m

2 9 3 9 3
3 27 81 3 15

3 69 23

& &

&

+ = = =

= + =

= =

b b b b

b & - -

مسئله ى 4: اگر ريشه هاى معادله ى زير تصاعد هندسى بسازند،  
مقدار m را بيابيد.

0( )x x m x7 1 83 2
+ =- - -

, تصاعد هندسى بسازند , ; .2c b a b a c= حل:                  
. : داريم . .

a
d 8 8 22 3
& & &= = = =a b c b b b b-

0( )

( )

m

m m m

2 8 28 2 1 8
2 1 28 1 14 15

&

& &

+ =

= = =

b = - - -

- -

, ريشه هاى معادله ى زير باشند و داشته  ,c b a ى 5: اگر  مسئله 
، آن گاه مقدار m را بيابيد. 1 1

a b
c+ =- باشيم 

0( )x m x1 13 2
+ + =-

,0 :داريم
d
c c1 1 1

+ + = =
a b c

- حل:                     

− + = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ±γ
γ

γ
γ

γ γ1 1 1 1
2

20 0

0m m1 1 1 1 1&= + + = =c - -

0m m1 1 1 1 1&= + + = =c - - -

آن گاه   m 1= اگر  زيرا  است،  قبول  غيرقابل   m 1= توجه 
x يعنى  1=- 0x است. در اين صورت  13

+ = معادله به صورت 
معادله فقط يك ريشه دارد.

, ريشه هاى معادله ى زير  باشند و داشته  ,c b a ى 6: اگر مسئله 
، آن گاه مقدار m را بيابيد. 352 2 2a b c+ + = باشيم 

0( )x x m x9 1 153 2
+ =- - -

 2 توان  به  را  طرف  دو    ;  
a
b 9a b c+ + =- = حل: 
مى رسانيم، داريم:

( )

( ) ( )

( )
a
c m

m m m2 1 46 1 23 24

2 81
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35
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a b c ab ac bc
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1 2 344 44

, ريشه هاى معادله ى زير  باشند و داشته  ,c b a ى 7: اگر مسئله 

، آن گاه مقدار m را بيابيد. 1 1 1
2
3

3 3 3a b c
+ + =- باشيم 

0( )x x m5 13 2
+ =- -

0 ; داريم:
a
c1 1 1

+ + = =
a b c
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و  باشند  زير   معادله ى  ريشه هاى   , ,c b a اگر   :8 ى  مسئله 
k، آن گاه مقدار k را بيابيد.

c
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 0x px q3
+ + = , ريشه هاى معادله ى  ,c b a مسئله ى 9: اگر

k را بيابيد. 2 2 2
bc
a

ac
b

ab
c

= + + باشند، حاصل 

0
a
b

+ + = =a b c - حل:                                       
33 :بنا به اتحاد اولر 3 3a b c abc+ + = رابطه ى (1) 

k
2 2 2 3 3 3

= + +
bc
a

ac
b

ab
c

abc
a b c

=
+ + بنابه رابطه ى (1)  

k k
3 3&
abc
abc

= =

نكته ى 2

n باشد،  N!  ، 0ax bx cn n3
+ + = هر معادله  كه به صورت 

قابل  معادله ى اصلى  تعداد و علامت ريشه هاى   ،x yn
= با فرض 
بررسى است.

چه  با  ريشه  چند   0x x3 16 2
+ =- معادله ى   :10 مسئله ى 

علامت هايى دارد؟
x y2

= 0 و  0x x y y3 1 3 16 2 3
&+ = + =- - حل:   

0
,

( ) ( )

p q

p q 8
3 1

4 27 4 27 27 1 1 <3 2
= =

= + = + =D

-

- -

ريشه  يك  پس   q 1= دارد. چون  ريشه  سه   y معادله ى  پس 
منفى و دو ريشه مثبت اند، يعنى ريشه هاى اين معادله  چنين است:
0y y y< < <1 2 3            

غ ق ق
x : داريم y

x y

x y x y

x y x y

2

2
1

2
2 2

2
3 3

&
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!

=

= ==

= =

Z

[
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]

]]

پس معادله ى اصلى چهار ريشه ى اصلى متمايز دارد.
نكته ى 3

ax,0 باشد،  bx c n Nn2 2 !+ + = هر معادله كه به صورت 
x به معادله ى درجه ى دوم تبديل مى شود كه قابل  yn

= با فرض 

حل است.
0x را حل كنيد. x97 129616 8

+ =- ى 11: معادله ى  مسئله 
x فرض مى شود. y8

= حل: 
0
0
,x x x y

y y

97 1296
97 1296

16 8 8

2
&

+ = =

+ =

-

-

0y
a

b b ac
2

4
2

97 94 9 51842
&

! !
= =- - -

y

y

y
2

97 4225
2

97 65 2
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2
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= = = =

*

نكته ى 4

بر  معادله  آن  باشد،  صفر  ضرايب  مجموع  معادله اى  در  اگر 
) بخش پذير است. )x 1-

x يك ريشه ى معادله اى باشد، آن معادله  a= در حالت كلّى اگر 
) بخش پذير است. )x a- بر 

0 مفروض  0x x mx1 143 2
+ =- - ى 12: معادله ى  مسئله 

حل  را  معادله  باشد،  معادله  ريشه هاى  از  يكى   x 2= اگر  است. 
كنيد.

 x 2= x يكى از ريشه هاى معادله است، پس  2= حل: چون 
در معادله صدق مى كند.

توجه:
0 0

0 0;

x m

m m

m x x x

2 8 4 2 14
2 46 23

23 1 23 143 2
& &

= +

= =

= + =

=- -

- -

بر  را  معادله  معادله است،  اين  از ريشه هاى  x يكى  2= چون 
) تقسيم مى كنيم. )x 2-

0
0

0 0
0
( )( )

, ,

x

x x

x x x x x x

x x x x x

2
8 7

1 23 14 2 8 7
2 8 7 1 7

3 2
2

3 2 2

2
&

+
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x x x1 23 14+- -
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k
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a b c
a b c
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نكته ى 5

مساوى   x فرد  توان هاى  ضرايب  مجموع  زير  معادله ى  در  اگر 
مجموع ضرايب توان هاى زوج x به اضافه ى عدد ثابت باشد، آن گاه 

) بخش پذير است. )x 1+ يك ريشه ى معادله (1-) و معادله بر 
0... ,ax bx cx k n Nn n n1 2 !+ + + + =- -

حل  را   0 0x x x8 11 23 2
+ + =- معادله ى   :13 ى  مسئله 

كنيد.
حل:                                                        

x مجموع ضرايب توان هاى فرد = x عدد ثابت + مجموع ضرايب توان هاى زوج
1 11 8 12 12 12&+ =- + =

) بخش پذير است. )x 1+ پس عبارت معادله بر 

0 0
x

x x

1
9 2

3 2
2

+

+-

0x x x8 11 2+ +-

0 0 0 0
0

( )( )x x x x x x

x x

8 11 2 1 9 2
1 1

3 2 2

1

&

&

+ + = + + =

+ = =

- -

-

0 0 0x x x

x

x

2
9

2
9 1

2
9 1

2
9 1 4

9 2 81 8

5

2

2

3
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! !
+ = = =

= + =

= =
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-

Z
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]]
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نكته ى 6

اگر ريشه هاى معادله ى زير، عضو Z باشند، آن گاه عدد k بر هر 
يك از ريشه ها بخش پذير است. به عبارت ديگر، ريشه هاى معادله 

عضو مجموعه ى مقسوم عليه هاى جبرى (k) است.
 0...x bx cx kn n n1 2

+ + + + =- -      ( )n N!

 ، 0x x x3 4 123 2
+ =- -  مسئله ى 14:  اگر ريشه هاى معادله ى 

عضو Z باشند، معادله را حل كنيد.
حل: بنا به درس ريشه هاى معادله عضو مجموعه ى مقسوم عليه هاى 

جبرى عدد (12) است.
} = مجموعه ى مقسوم عليه هاى عدد 12 , , , , , }1 2 3 4 6 12! ! ! ! ! !

 ( )1! پس  نيست،  برقرار  معادله  اين  در  درس   5 و   4 نكات 
ريشه هاى معادله نيست.

x شروع مى كنيم. 2= از 
0;x 2 8 12 8 12= + =- -

x يكى از ريشه هاى معادله است. عبارت معادله را بر  2= پس 
) تقسيم مى كنيم. )x 2-

0
x

x x

2
6

3 2
2

-

- -

x x x3 4 12+- -

− − + = − − − =

=

3 4 12 2 6
2

3 2 2

1

0x x x x x x

x

( )( )

,, x x
x
x

2

2

3

6
3

2

− − =

⇒
=
= −

⎧
⎨
⎩

0

نكته ى 7

q باشد، (p و  0!  ،
q
p اگر ريشه هاى معادله ى زير  به صورت 

q عضو Zاند)، آن گاه p يكى از مقسوم عليه هاى (k) و q يكى از 
مقسوم عليه هاى عدد (a) است.

0...ax bx cx kn n n1 2
+ + + + =- -

 0x x x8 36 46 153 2
+ =- - مسئله ى 15:  اگر ريشه هاى معادله 

 باشند، معادله را حل كنيد.
q
p عضو مجموعه ى Q، يعنى به صورت 

بر   8 عدد  و   , , ,1 55 3 1! ! ! ! بر   15 عدد  حل: 
, بخش پذير است. , ,8 4 2 1! ! ! !

0x 2
3 27 81 69 15= + =- -

x است. در نتيجه، عبارت معادله  2
3

= پس يك ريشه ى معادله 
) بخش پذير است. )x 2

3
- بر 

0 0
x

x x8 24 1

3 2
2
3

2
+

-

-

A = x x x8 36 46 15+- -

0 0

0

0 0 0

( )( )A x x x

x x

x x x

2
3

2
3

2
3

8
12

8
12 8

8 24 1

8 24 1 144 8

2

1

2

&

&
! !

= + =

= =

+ = = =

- -

-

- -

0x

x

8
12 8

8 2
5

8
12 8

8
4

2
1

2
2

3

= + = =

= = =-

Z

[

\

]]

]]

, ريشه هاى اين معادله اند. ,2
1

2
5

2
3 پس 
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نكته ى 8

اگر مشتق معادله اى همواره مثبت يا همواره منفى باشد، آن معادله 
ثابت  مخالف علامت عدد  آن  كه علامت  دارد  ريشه ى حقيقى  يك 

معادله است.
چند   0x x x3 525 3

+ + + = معادله ى   :16 ى  مسئله 
ريشه با چه علامتى دارد؟

( )f x x x x2 3 55 3
= + + + حل:              

0( )f x x x 35 6 >4 2
&= + +l

معادله يك ريشه ى حقيقى دارد.
حقيقى  ريشه ى  يك  معادله  است، پس   5 معادله،  ثابت  عدد 

منفى دارد.

نكته ى 9

به كمك فاكتورگيرى از راه دسته بندى، بعضى از معادله ها قابل 
حلّ اند.

حل  را   0x x x3 16 485 4
+ =- - معادله ى   :17 ى  مسئله 

كنيد.
0x x x3 16 485 4

+ =- - حل:          
0

0
0
0

( ) ( )

( )( )

x x x

x x

x x

x x x

3 16 3
3 16

3 3
16 16 2

4

4

4 4&
&

& & !

=

=

= =

= = =

- - -

- -

-

-
*

نكته ى 10

به كمك اتحاد اولر، برخى از معادله ها قابل حل اند.
ى 18: معادله ى زير را حل كنيد. مسئله 

0( ) ( ) ( )x x x2 2 5 7 32 3 2 3 2 3
+ + =- - -

, ,a x b x c x2 2 5 7 32 2 2
= - = - = - حل:     

0a b c x x x

a b c abc3
2 2 5 7 32 2 2

3 3 3
&

+ + = + + =

+ + =

- - -

 A  =  ( ) ( ) ( )x x x2 2 5 7 32 3 2 3 2
- + - + - فرض  با  پس 

داريم:

A 0( )( )( )x x x3 2 2 5 7 32 2 2
= =- - -

0
0

0

x x

x x x

x x x

2

2
5

3
7

2

2 5

7 3

2

2 2
2
5

2 2
3
7

&

&

& &

& &

!

!

!

= =

= = =

= = =

-

-

-

Z

[

\

]
]]

]
]]

نكته ى 11

پرانتزهايى كه توان زوج دارند، مثبت يا صفرند.
ى 19: معادله ى زير  چند ريشه ى حقيقى دارد؟ مسئله 

0( ) ( ) ( )x x x x x4 3 5 3 2 12 2 4 2 201
+ + + + =- - -

حل:
0
0

0

,

,

,

x x

x x

x

x x

x x x

x x1 1

4 3
3 2
1

1 3
1 2 1

2
2
2

&

&

&

&

+ =

+ =

=

= =

= = =

= =

-

-

- -

Z

[

\

]]

]]

پس اين معادله يك ريشه ى حقيقى دارد.
نكته ى 12

آن گاه  باشد،   x a= مضاعف  ريشه ى  داراى  معادله اى  اگر 
x يكى از ريشه هاى ساده ى مشتق آن است. a=

ريشه ى  زير  معادله ى   ،m مقادير  چه  ازاى  به   :20 مسئله ى 
مضاعف دارد؟

0( )x x m7 27
+ =- -

:0 مشتق معادله x x7 7 16 6
&= =- حل:         

0

0

,x x

x m

m

x m

m

1 1
1 1 7 2

8
1 1 7 2

4

&

&

= =

= + =

=

= + + =

=

-

- -

- - -

-

نكته ى 13

عددى  تصاعد   0ax bx c4 2
+ + = معادله ى  ريشه هاى  اگر 

. 00b ac9 12
= بسازند، داريم 
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معادله ى  ريشه هاى  تا  بيابيد  چنان  را   m  :21 ى  مسئله 
0 تصاعد عددى بسازند. 0mx x m14 2

+ =-

00 00 00( )b ac m9 1 9 1 12 2
&= =

حل:              
m m9 32

& & != =

نكته ى 14

در حل بعضى از معادله ها، قسمتى از عبارت معادله را y فرض 
مى كنيم. پس از حل معادله برحسب y، ريشه هاى اصلى معادله قابل 

بررسى اند.
 ( )( )x x x x2 3 5 2 3 2 62 2

- - - - = مسئله ى 22: معادله ى 
چند ريشه ى حقيقى دارد؟

x x y2 32
=- حل: فرض مى كنيم 

0
0

( )( )

( )( )

x x x x

y y y y

y y

2 3 5 2 3 2 4

5 2 4 7 1 4
7 6

y y

2 2

2

2
&

&

=

= + =

+ =

- - - -

- - -

-

S S

y مجموع ضرايب صفر است.

y

1
6

1

2
&

=

=
*

x (الف x y x x2 3 2 3 12
1

3
&- = - =

0 0x x2 3 1 >2
& &= D- - دو ريشه ى حقيقى دارد   
x (ب x y x x2 3 2 3 62

2
3

&- = - =

0 0x x2 3 6 >2
& &= D- - دو ريشه ى حقيقى   

پس اين معادله چهار ريشه ى حقيقى متمايز دارد.

نكته ى 15

ريشه  بى شمار  باشند،  زير  از صورت هاى  يكى  به  كه  معادلاتى 
دارند.

[ ] [ ]p p 1+ - =-            [ ] [ ]p p 0+ =-

0x بى شمار  x x x2 22 2
+ + =- -6 6@ @ براى مثال، معادله هاى 

ريشه دارند.
) اگر )x Z x x Z22

&! !- زيرا:       
0( ) ( )x x x x2 22 2

& + =- - -7 7A A

A

B

y1 y2

نكته ى 16

در بررسى تعداد ريشه هاى برخى از معادله ها، قسمتى از معادله 
را y1 و بقيه را با علامت مخالف y2 مى ناميم. تعداد نقاط برخورد 
اصلى  معادله ى  تعداد ريشه هاى  برابر   y2 و   y1 تابع دو  نمودارهاى 

است.
0x چند ريشه دارد؟ x 202

=- - ى 23: معادله ى  مسئله 
,y x y x22 1

02
= + = حل: فرض مى كنيم 

به طورى كه شكل نشان مى دهد، نمودارهاى y1 و y2 يكديگر 
دو   ، 0x x 202

=- - معادله ى  مى كنند. پس  قطع  نقطه  دو  در  را 
.xB و xA ريشه ى حقيقى دارد كه عبارت اند از 

مطرح  و  آشكار  را  رياضيات  طبيعت  بايد 

كنيم؛ رياضى علمى محض و علمى كاربردى، 

و  اعمال  براى  مختلف  ابزارهاى  از  نظامى 

حوزه ى  بايد  همچنين  تصميم گيرى هاست، 

زيبايى شناسى آن را بنمايانيم و سرانجام، آن را 

به عنوان يكى از عمده ترين موضوع هاى تدريس 

و يادگيرى در عصر جديد بشناسانيم.

ادب رياضى

***



چند روز پيش، آقاى اميرى سردبير مجله، حل مسئله اى را از من 
خواست. قبلاً هم سابقه ى اين كار را داشت و يك بار مسئله اى از 
نظريه ى اعداد و نظريه ى احتمال را به من داد كه حل آن در نهايت 
به نگارش چند مقاله در مجله ى برهان انجاميد. اين بار مسئله ى او 
مسئله اى از هندسه به اين صورت بود: در شكل مقابل ABC مثلث 
نتيجه:  در  و  است   20° آن  رأس  زاويه ى  و  است  متساوى الساقين 

B C °80= =t t

اى BE , CD چنان رسم شده اند كه: پاره خط ه
0 0,DCE DBE° °2 1= =t t

DEB را به دست آوريد. x=t اندازه ى زاويه ى 
من با مسائلى از اين دست قبلاً هم در منابع گوناگونى روبه رو 
و  منابع  اين  به  مراجعه  كردم  كه  كارى  نخستين  بنابراين  بودم.  شده 
ديدن مسائل مشابه بود. در كتاب بازآموزى و بازشناخت هندسه (از 
انتشارات مدرسه) ترجمه ى عبدالحسين مصحفى مسئله اى شبيه اين 

A

B C

D

E20

70 60
20

10

x

هست. منتها در آن جا دو زاويه ى كنارى مجاور به دو ساق مثلث، به 
جاى 10 و 20 درجه، 20 و 30 درجه هستند. خواستم راه حل آن 
را در اين مورد هم به كار ببندم، ولى خيلى توفيقى به دست نياوردم. 
دست  به  را  جواب  و  كردم  حل  مثلثاتى  روش  به  را  مسئله  ناچار 
0x به دست آمد، ولى خيلى  °2= آوردم كه شرح آن را خواهم داد. 
مايل بودم كه روشى كاملاً هندسى براى آن به دست آورم. پس از 
مدتى تفحص روى مسئله به مسئله اى مشابه كه آن را قبلاً ديده بودم 
برخوردم. بين اين مسئله و مسئله ى معروف تر مقابل ارتباطى دوسويه 

چند مسئله ى پيكارجو
درباره ى تعيين زوايا در شكل هاى هندسى و ارائه ى راه حل هايى براى آن ها
هوشنگ شرقى
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وجود داشت:
AD اندازه ى  BC= 0A و  °2=t AB و  AC= در شكل زير 

زاويه ى a چيست؟

روش اول: مثلث ADE را هم نهشت با مثلث ABC به صورت 
زير رسم و E را به B وصل مى كنيم. مطابق شكل مى توان نوشت:

˚

A

B C

D

20

α

A

C

D

B

1
2

1 2

1
2

α

E

0 0
0

,

,

A A D B C A

A AE AB

°

°

8 2
6

°1 2 1 2

1&

+ = = = = =

= =

t t t t t t

t

بنابراين، مثلث ABE متساوى الساقين است و چون يك زاويه ى 
°60 دارد، پس متساوى الاضلاع است و لذا داريم:

0 0
0

, ,EB AE DE E E E A

E

° °

°

6 2
4

1 2 1 2

2&

= = + = = =

=

t t t t

t

پس مثلث EBD متساوى الساقين است و زاويه ى رأس آن 40° 
است و بنابراين:

0 0

0 0
0 0 0 0

, ,

( )

° ° °

° °

° ° ° °

EDB EBD

D D

2
018 4 7

7 8
18 8 7 3

2 1&

= = =

= =

= + =a

-

-

t t

t t

 BC را رسم و روى At روش دوم: مطابق شكل، نيمساز زاويه ى 
مثلث متساوى الاضلاع EBC را بنا مى كنيم. مى توان نوشت:

0 0 0,

,

A A C C

EC BC AD AC AB

° ° °1 8 21 2 1 2= = = =

= = =

-t t t t

ABD AEC& ,D D 0B (زض ز)  A °11 2& = =t t

0A A B °31 2 1= + + =at t t t

روش سوم (روش مثلثاتى):
اين گونه  تمام  در  اطمينان  قابل  حل  راه  يك  مثلثاتى،  حل  راه 

البته راه حل اين مسئله را قبلاً ديده بودم و مى دانستم ولى آنچه 
با آن سروكار داشتم عكس اين مسئله بود و نه خود آن و اين كار 
درس  در  پيشكسوت  همكار  راهنمايى  با  مى كرد.  دشوارتر  كمى  را 
رشته  اين  نخبگان  از  راستى  به  كه  ميرحبيب اللّهى،  آقاى  هندسه، 
هستند، اين قسمت هم حل و كار تمام شد. اين جدال دو سه روزه 
با اين مسئله به من انگيزه ى نگارش اين مقاله را داد كه در آن هم به 
اين دو مسئله و ارتباط آن ها با يكديگر بپردازم و هم چند مسئله ى 
مشابه را مطرح كنم كه اين مسئله ها دسته ى بسيار خوبى از مسائل 

پيكارجوى هندسه را تشكيل مى دهند.

و   0A °2=t و   AB AC= زير   شكل  در   :1 ى  مسئله 
BDC را به دست آوريد. a=t AD. اندازه ى زاويه ى  BC=

حل:

˚

A

B C

D

20

α

1
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مسائل است. در اين روش معمولاً به كمك قضيه ى سينوس ها (در 
ثابت  مقدارى  مقابل  زاويه ى  سينوس  به  ضلع  هر  نسبت  مثلث  هر 
) و اطلاعات مسئله سعى مى كنيم 

sin sin sinA
a

B
b

C
c

= = است: 
با حذف ضلع ها از معادله هاى نوشته شده، به يك معادله ى مثلثاتى 
برسيم و از آن جا زاويه ى مجهول را به دست آوريم. يادآور مى شويم 
كه در اين روش، آشنايى با اتحادهاى مثلثاتى و روش هاى مختلف 
همين  در  مثال  براى  است.  الزامى  مثلثاتى  عبارت هاى  كردن  ساده 
 BDC و   ABD مثلث  دو  در  را  سينوس ها  قضيه ى  ابتدا  مسئله، 

مى نويسيم:

A

B C

D

E
1

1 2

1

α

2

20

A

C

D

B

1

1

˚80

0 0

0 0 0

0
0

: ,

( )

( )
( )

sin sin

sin sin

sin
sin

ABD
B

AD BD B

B AD BD

BD
AD

°

°

1

2 2

2 2 2

2
2

1 1

1& &

= = +

= =

=

a

a
a

a

D

-
-

-

t

t

A

B C

D

E
1 60

60 60

30

1 2

1

روش اول (روش مثلثاتى):

0
0

0
0 0

0

0

0
0

0
0

0
0 0 0

0 0 0

: ,

( )

( ),( )
( )

( )
, ,

sin sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin

sin
sin sin cos

sin sin cos

sin
sin

cos
sin sin

BDC BC BD

BC AD
BD
AD 2

8

8

1 2 2
2

8
2

8
2 8 1

2 2 1 1

8
2

1
2 2 1

&

&

&

&

=

= =

=

= =

=

= =

a

a

a a

a
a

D

-

-

0 0 0
0

0
0

0
0

0 0
0 0

( )
,

( )
( )

sin
sin

sin
sin

sin sin

sin
sin

sin

sin
sin sin
sin sin

2 2 1 2
2

2 1 1
2 1 1

1
1

1 3
1 3

2
1
2
1

& =
+

= + =
+

= +

a
a

a
a a-

-
-

- - -

به  جمع  از  مثلثاتى  عبارت هاى  تبديل  دستورهاى  كمك  به  و 
ضرب در دو طرف تساوى، خواهيم داشت:

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0 0 0
0

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

sin cos
sin cos

sin cos
sin cos

tg tg

°

2 1 1
2 1 1

2 1 2
2 2 1

1 2 1 2
3

& &

&

=

= =

=

a
a

a a

a

- -
- -

-
-

- -

 AB AC= مسئله ى 2 (عكس مسئله ى 1): در شكل زير مى دانيم 
AD BC= 0BDC ثابت كنيد:  °3=t 0A و  °2=t و 

اثبات:

: ,
sin sin

ABD
B

AD
A

BD BDC A B
1 1= = +D t t t

α
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A

E

C

D

B

2

x

2

11

0

0 0

: ( )

: ( )

sin sin

sin sin

BDE
x

BD DE

BDC BD CD

1 1

6 8 2

=

=

D

D

0 0
0 0 0

:
( )

( )

( : , , )

sin sin
CDE DE

x
CD

CBE B C E° ° °

2 3 3

7 8 32

=
+

= = =

D

D t t

از تلفيق روابط فوق خواهيم داشت:
0 0

0

0 0
0

0
0

( ),( )

,
( )

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin sin

sin
sin

DE
BD

BD
CD x

DE
CD x

DE
CD x

1 2 1 6
8

1 6
8

2
3

&

&

# #=

= =
+

0 0
0

0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0 0

0
0

( ) ( )

( )( )

sin sin
sin sin

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin sin

sin sin
sin cos cos

sin
cos

x x
x

x
1 6

8
2

3 3

1 6
8 2

1 6
2 1 1 1

6
2 1

0sin sin

2
02 8

& &=
+ +

= = =

6 7 8444 44 ?

0 0 0

0 0
sin

sin cos cos sin cos

cos cot cos

x
x x

gx

3 3
3

4 1

3 2
1 4 3

1

2

2

&

& &

+ =

+ =

0

0

0

0
0( )

cot cos

cot cos

cot cos

cot

cos
cos

gx

gx

gx

gx

2
3

2
1

3

2
3

2
3 4

3

3
8 2 3

3

4 1

1

8 1 3

1 2
4 2 1

2

2

2

&

&

&

+ =

+ =

=

=

+

= +

-

-

0 0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0 0 0

( )

cos cos

cos
sin sin cos

cos

sin sin sin

cos
sin sin sin

cos
sin sin sin sin sin

tg tg3
3

3
4 3

2
1

2 3 4 3 2

3
3 4 3 2

3
3 4 5 1

3
3 2 5 2 1

3
3 1 5 1 5

#

= + = +

= +

=
+ +

= + +

= + + + +

0
0 0 0 0 0

0
0 0 0 0

cos
sin cos sin cos sin

cos

sin cos sin sin2
1
3

2 2 1 2 3 2 5

3
2 2 1 2 7 5# #

= + +

=
+ +

0 0 0

0
0

0 0
0

0
. . ( )

sin sin

sin
sin

sin cos
sin

cos

B AD BD

AD BD BD BD

° °

1

1 1 2

2
1

2 1 1
1

2 1

1& &

&

= =

= ==

t

0 0

0
0

0 0

:

( )

( ),( )

sin sin sin sin

sin
sin

cos cos

BDC
D

BC
C

BD BC BD

BC BD BD BD

AD BC

°

°

1 2

3 8

8
3

1 2 1 2

1

2
1

&

&

&

#

= =

= = =

=

D

روش دوم (روش هندسى):
At را رسم و مثلث متساوى الاضلاع BEC را  نيمساز زاويه ى 

روى BC بنا مى كنيم.
0 0

0
,

, ,

BDC A B B A A

A B C A AC AB

° °

°

1 1
2

1 1 1 2

2 1 1

&

&

= + = = =

= = = =

t t t t t t

t t t t

ACE ABD& ,D CE, (زض ز)  AD& =

BE CE BC AD BC&= = =

و   AB AC= زير  شكل  در  اصلى):  (مسئله ى   3 مسئله ى 
؛ مطلوب است تعيين اندازه ى  0A °2=t 0C و  °21=t 0B و  °11=t

.DEB x=t زاويه ى 
حل: روش اول (روش مثلثاتى):

 BCD و   CDE  ،BDE مثلث هاى  در  را  سينوس ها  قضيه ى 
مى نويسيم:
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0
0 0 0

0
0 0 0

0
0 0 0

( )
cos

cos sin sin

cos
cos sin cos

cos
cos cos cos

3
2 1 6 2

3
2 1 2 4 2

3
4 1 5 2

#

=
+

=

=

حال با توجه به اتحاد مثلثاتى زير:
0 0( ) ( )cos cos cos cos3 4 6 6= +a a a a-

0cos7 خواهيم داشت: و با ضرب صورت و مخرج كسر در 

0 0
0 0 0 0

0 0
0 0

0
0

0
0 0

0

cot
cos cos

cos cos cos cos

cos cos
cos cos

cos
cos

sin
cos cot

gx

g

x °

3 7
4 1 5 7 2

3 7
3 2

7
2

2
2 2

2&

=

= = = =

=

از ذهن  اين راه حل قدرى طولانى و دور  كه  ملاحظه مى شود 
مى شود.  ارائه  زير  در  كه  است  هندسى  روش  بهتر،  حل  راه  است. 

گفتنى است كه بايد از نتيجه ى مسئله ى 2 استفاده شود.
روش دوم (روش هندسى):

در  را   AC تا  مى كنيم  رسم   BC موازى  خطى   D نقطه ى  از 
  DFCB كه  است  مى كنيم. روشن  B وصل  به  را   F و  كند  قطع   F
ذوزنقه ى متساوى الساقين است و در نتيجه قطرهاى آن با هم برابرند 
 ، 0C °62 =t و   0C °21=t و چون   OD OF= و   OC OB= و 
پس مثلث OBC و نيز مثلث OFD هر دو متساوى الاضلاع هستند. 

AF و  BF= 0A نتيجه مى شود:  FBD °2= =t t توجه به برابرى 
0 پس  0: ( )BEC BEC C EBC° °18 3= + =D -t t t چون داريم: 
AE. اكنون با توجه به اين  BC= طبق نتيجه ى مسئله ى 2 داريم: 

نابرابر ها مى توان نوشت:

EF AF AE BF BC BF OB

OF DF

= = =

= =

- - -

 EFD نتيجه مى شود كه مثلث EF DF= و با توجه به برابرى 
در رأس F متساوى الساقين است و در نتيجه:
0 0 0 0FED EDF x° °2

18 8 5 2&= = = =-t t

حال به چند مسئله ى مشابه ديگر مى پردازيم:

ى 4: در شكل زير مثلث ABC در رأس A متساوى الساقين  مسئله 
 . 0DCE °3=t 0DBE و  °2=t 0A و مطابق شكل  °2=t است و 

.DECt مطلوب است تعيين اندازه ى زاويه ى 
حل هاى  راه  و  دارد   3 مسئله ى  به  زيادى  شباهت  مسئله  اين 
هندسى و مثلثاتى آن نيز بسيار شبيه به آن است. بنابراين، هر دو راه 

حل را به عنوان تمرين به خوانندگان واگذار مى كنيم (پاسخ: 80°)

A

E

C

FD

B

O

1
2

x

B C

A

D

E

˚
60 50

3020

20

نظر  در  را   M نقطه ى   ،ABC مثلث  درون  در   :5 ى  مسئله 
به   . 0MAB °1=t و   0MBA °3=t داريم:  آن  براى  و  گرفته ايم 
AMCt را پيدا  AC مقدار زاويه ى  BC= 0ACB و  °8=t شرط 

كنيد. (المپياد رياضى يوگسلاوى، 1983)
 ABC از مثلث متساوى الساقين CH حلّ: محل برخورد ارتفاع

را با امتداد خط راست BM، نقطه ى E مى گيريم. مى توان نوشت:

0
0 0 0 0

0
0 0 0 0

cos
sin cos sin sin

cos
sin cos sin cos

3
2 2 1 7 5

3
2 2 1 2 6 1

= + +

= +

0 0 0
0
,°

ACE BCE

EBC EAC

EA EB EAB EBA °

5 3 2
3

&

&

,

= = =

= = =

D D

-t t

t t با  نيز  و   OF OD DF= = و   OB OC BC= = نتيجه:  در 
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0

0

0
0

.
( )

( )

( )
( )

°sin sin
sin sin

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin sin

C
C

C
C

C C
C C

°
15

45
2 15

2
2

2 4
6 2

3

3 2
3

12 45 2

12

1

12
12

&

&

&

#

=

=

= =

+
=

-

-

-

-

- -
-

-

0 0
0 0

0 0

( )
( )

( )

sin cos
sin cos

cot

C
C

tg g C

3 2
3

3 2
3

2 6 6
2 6 6

6 6

&

&

=

=

-
-

-

-
-

0

0
0

( ) ( )

( )

cot

cot cot

g C

g C g

C C

°

° ° °

3 2
1 3

3

6 2

6 2 15
6 15 75

&

&

& &

= = +

= + =

= =

-
-

-

-

- t

تمرين: مسئله را به روش هندسى حل كنيد (راهنمايى: قرينه ى 
C نسبت به AP را C1 بناميد و C1 را به A و B وصل كنيد و نشان 

BC قائم الزاويه است). P1 دهيد مثلث 
 ،A رأس  به   ABC متساوى الساقين  مثلث  در   :7 ى  مسئله 
كه  گرفته ايم  نظر  در  طورى  مثلث  داخل  را   O نقطه ى   0A °8=t

به  OCAt را  اندازه ى زاويه ى  0OBC باشد.  °1=t AB و  OB=

دست آوريد.
 0OBC °1=t چــون  كه  اســت  ــن  روش شكل  مطابق  ــلّ:  ح
ــس  پ  OB AB= چـــــــون  و   0OBA °4=t ـــــس  پ
 . 0OAC °1=t 0 و در نتيجه  0 0OAB BOA °2

18 4 7= = =-t t

 OAB و OAC و OBC حال، قضيه ى سينوس ها را در مثلث هاى
مى نويسيم:

10
20

20

C

A B

E

H

M
30

20

40

0 0

0 0 0

,° °

° ° °

EAM ACE ACB

AME MAB MBA

2
12 4

1 3 4

& = = =

= + = + =

t t

t t t

يعنى مثلث هاى AME و ACE به حالت دو زاويه و ضلع بين 
هم نهشت اند و در نتيجه داريم:

0 0 0AM AC AMC MCA ° ° °2
18 4 7&= = = =-t t

تمرين: مسئله را به روش مثلثاتى حل كنيد (راهنمايى: به معادله ى 
0 برسيد). 0

0( )
sin
sin

sin
sin

4 2
22

=
a a- مثلثاتى 

 ABC مثلث  از   BC ضلع  روى  را   p نقطه ى   :6 ى  مسئله 
و   0APC °6=t اگر   .PC PB2= كه  كرده ايم  انتخاب  طورى 
(المپياد  آوريد.  دست  به  را   ACBt اندازه ى  باشد،   ABC °45=t

رياضى آلمان شرقى 1964)
حلّ (روش مثلثاتى):

0

0

0

:

:

( )
, ,°

sin sin sin

sin sin sin

sin sin sin sin

APC AC
C

AP
A

PC

APB AB AP
A

PB

C
PC

C
AP PB AP

PC PB

°

° 45

15 45

6

12

12
2

1

2

&

= =

= =

= =

=

D

D

-

45

A

B C

˚ 60̊

P

2 1

A

B C

70

10

70
O

50-α
α

˚

40̊
˚

˚
1̊0
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0 0 0

0 0
0

0
0

0 0
0

0

( )
, ,

,

( )

sin sin sin sin

sin sin

sin
sin

sin
sin

sin cos
cos

sin

OC OB OC OA

OB AB AC OB OA

1

1 5 1

7 4
5

4
7

2 2 2
2

2 2

&

= =

= = =

= = =

a a

a
a

-

-

برابرى فوق صدق مى كند  a=2°0 در  كه  ديد  اكنون مى توان 
(امتحان كنيد) و در نتيجه پاسخ مساوى °20 است.

كه  مى دانيم   ABCD محدب  چهارضلعى  در   :8 ى  مسئله 
 .AB BC= 0ADC و  °13=t CBD و  °35=t ABD و  °65=t

BADt را به دست آوريد. اندازه ى زاويه ى 
حل: مطابق شكل زير و در امتداد BE ،AB را مساوى AB و 

BC جدا مى كنيم. بنابراين داريم:

0 0
0

( ) ,CBE CB BE

BEC BCE

° ° ° °

°

18 65 35 8
5&

= + = =

= =

-t

t t

ارتفاع CH نصف طول ضلع AB است. زاويه ى B چند درجه است؟ 
(جواب: 30°)

3- در مثلث AB>AC،ABC  و M وسط BC است و دو 
At را به دست آوريد.  MACt متمم يكديگرند. اندازه ى  Bt و  زاويه ى 

(جواب: 90°)
( )AB AC=  ABC 4- زاويه ى رأس مثلث متساوى الساقين

مساوى°100 است. در امتداد AB و از طرف AM ،B را مساوى 
BCMt چند درجه است؟ (جواب: 10°) BC جدا مى كنيم. زاويه ى 

5- در مثلث متساوى الساقين طول نيمساز زاويه ى رأس مساوى 
نصف طول هر يك از نيمسازهاى زواياى مجاور به دو ساق است. 

اندازه ى زاويه ى رأس را به دست آوريد. (جواب: 108°)
 A °80=t 6- مثلث ABC در رأس A متساوى الساقين است و 
و نقطه هاى D و E را روى BC و AC طورى در نظر گرفته ايم كه: 
به دست  BEDt را  . مقدار زاويه ى  0ABE °3=t 0BAD و  °5=t

آوريد. (جواب: 40°)
(المپياد رياضى انگلستان-1970)

A E

D
C

B

50

˚
65̊

130

50̊

˚

35
˚80

AECt مكمل هم هستند،  ADCt و  لذا چون دو زاويه ى روبه روى 
پس چهارضلعى AECD محاطى است و از A و E و C و D يك 
دايره مى گذرد و چون دايره اى به مركز B و به شعاع AB نيز از A و 
C و E مى گذرد و از هر سه نقطه ى غيرواقع بر يك خط راست، يك 
 AECD و تنها يك دايره مى گذرد، پس دايره ى محيطى چهارضلعى
 BD AB BC BE= = = همين دايره و به مركز B است. بنابراين 

و مثلث ABD در رأس B متساوى الساقين است و در نتيجه: 
0 /ADB BAD °2

18 65 57 5= = =-t t

تمرين
1- در مثلث ABC، طول ميانه ى رأس B و ارتفاع رأس C با 
هم برابرند. زاويه ى حاده ى بين اين ميانه و ارتفاع را به دست آوريد. 

(جواب: 60°)
2- در مثلث ABC، اندازه ى زاويه ى A مساوى °75 و طول 

˚

اقليدسى»  ابراهيم  احمدبن  «ابوالحسن 
هجرى  چهارم  قرن  رياضيدان 
پنج  حدود  وى  است. 
كاشانى،  از  پيش  قرن 
كسرهاى اعشارى را در كتاب خود به كار برده و اعمال اصلى 
اين كه  مثل  حال،  اين  با  است.  داده  انجام  آن ها  درباره ى  را 
اين كسرها را از پيشينيان خود اخذ كرده باشد، به آن ها توجه 
در  را  آن ها  بلكه  پى نبرده؛  آن ها  اهميت  به  و  نداشته  خاصى 
به كار گرفته  متعارف و كسرهاى شصتگانى  رديف كسرهاى 
است و پس از وى، حدود پنج قرن، كسى از كار او اطلاعى 
كسب نكرده است. بنابراين كتاب او در استعمال اين كسرها 
توسط ديگران تأثيرى نداشته است. اما كاشانى به قول خودش، 
اختراع  با كسرهاى شصتگانى  قياس  به  را  اعشارى  كسرهاى 
آگاهانه  نهاده و  اين كسرها  بر  را  اعشارى  نام كسر  و  كرده 
و به طور اصولى قاعده هاى عمل با آن ها را شرح داده است و 
آن ها را به وجهى پيگير، در محاسبات به كار برده و استعمال 
آن ها را به ديگران توصيه كرده است. كتاب «مفتاح الحساب» 

او در بسط اين كسرها ـ بعد از خودش ـ مؤثر بوده است.
در قديم، عنوان اقليدسى به كسانى داده مى شد كه كتاب 

اصول اقليدس را براى فروش رونويسى مى كردند.

ادب رياضى



رابطه هاى هم ارزى    كلاس هاى هم ارزى

حميدرضا اميرى

خواص  داراى  مى تواند   A ناتهى  مجموعه ى  روى   R رابطه ى 
باشد.  (تراگذارى)  تعدّى  و  پادتقارنى  تقارنى،  (انعكاسى)،  بازتابى 
صورت: به  را   R رابطه ى  و   { , , , }A a b c d= اگر  مثال،  براى 
كنيم،  تعريف   {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}R a a b b c c d d a b b a=

و  تقارنى  انعكاسى،  خاصيت  سه   R رابطه ى  كه  مى شود  مشاهده 
تعدّى را دارد. در حالت كلى، به چنين رابطه هايى كه هر سه خاصيت 
انعكاسى، تقارنى و تعدّى را با هم داشته باشند، يك رابطه ى هم ارزى 
مى گويند. لازم است يادآورى كنيم كه اگر رابطه ى R سه خاصيت 
فوق و علاوه بر آن خاصيت ديگرى را نيز داشته باشد، باز هم يك 

رابطه ى هم ارزى ناميده مى شود.
Z، به صورت زير تعريف مى شود. ثابت  مثال: رابطه ى R روى 
كنيد كه اين رابطه، يك رابطه ى هم ارزى است. (m عددى صحيح و 

ثابت است.)
( )xRy x y mk k Z+ !- =

:0 0m #=  حل: مى دانيم صفر مضرب هر عدد است، به خصوص 
0پس: 0)

)

x x m xRx

xRy x y mk2
1

1

+

&

#= =

=

-

-

y x mk yRx&=-&

( )y x m k

k Z

1

2
2

& =- -

!
S

يعنى، با فرض اين كه xRy، ثابت كرديم كه yRx، پس خاصيت 
تقارنى نيز برقرار است.

) , ,

( )

xRy yRz x y mk y z mk

x z m k k

3

k

1 2

1 2
Z3

&

&

= =

= +

- -

-

!
S

3x z mk xRz& &=- (خاصيت تعدّى دارد)                 
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بنابراين رابطه ى R، يك رابطه ى هم ارزى است.
(لازم است توضيح دهيم كه رابطه ى R در مثال قبل به رابطه ى 

هم نهشتى به پيمانه ى m معروف است.)
خواص انعكاسى، تقارنى و تعدّى در يك رابطه ى هم ارزى مانند 
اين سه  بين  ارتباط  تعريف شده است و   A R كه روى مجموعه ى 
خاصيت مى تواند بين اعضايى از A كه با هم رابطه ى R داشته باشند، 
ارتباطى خاصى برقرار كند. براى مثال، اگر در مثال قبل قرار دهيم 

m، داريم: 3=

( )xRy x y k k3 Z+ !- =

تفاضل  كه  دارند   R رابطه ى  هم  با   Z از  اعدادى  حقيقت،  در 
6 يا  15 9- =- آن ها مضرب 3 باشد. براى مثال، 6R15، زيرا  
همه ى  و  باشد   Z از  a عضوى  اگر  . حال  ( )6 15 3 3#- = -

با  با a رابطه ى R دارند (تفاضل هر يك از آن ها  اعداد صحيح كه 
a مضرب 3 باشد) را در نظر بگيريم، مجموعه اى حاصل مى شود كه 
آن را كلاس هم ارزى a مى نامند و با نماد [a] نمايش مى دهند. در 

حالت كلى داريم:
 ،a A!  اگر R يك رابطه ى هم ارزى روى مجموعه ى A باشد و 
زير  به صورت  و  مى دهيم  نشان   [a] نماد  با  را   a ارزى  هم  كلاس 

تعريف مى كنيم:
[ ] { | }a x A xRa!=

 [ ]x a xRa+! به عبارت ديگر: 
براى مثال، در رابطه ى زير  داريم:
xRy x y k3+ - =

[ ] { | } { | }a x xRa x x a k3Z Z! != = - =

a، در اين صورت داريم: 1= اگر 
[ ] { |x x k1 1 3Z!= - = x{ يا  k3 1+=

[ ] {..., , , , , ,...}1 5 2 1 4 7& = - -

حال اگر رابطه ى هم ارزى R روى مجموعه ى A2 تعريف شده 
 ( , )a b A2! هر  براى  اين صورت،  در   ( )R A A2 2#1 باشد، 
) مطابق تعريف اصلى به شكل  , )a b5 ) يا ? , )a b كلاس هم ارزى 

زير تعريف مى شود:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )a b x y A x y R a b2!=5 ? # -
مثال: رابطه ى هم ارزى R روى R2 به صورت زير تعريف شده 
است. اولاً، نوع نمودار كلاس هاى هم ارزى را مشخص كنيد. ثانياً، 

) را به صورت مجموعه اى تشكيل دهيد. , )1 26 @
( , ) ( , )a b R c d a d b c+ + = +

، نمودار  ( , )a b5 حل: با نوشتن يك كلاس هم ارزى دلخواه مانند ?
هر كلاس هم ارزى مشخص مى شود:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

( , ) | ( )

a b x y x y R a b

x y x b y a

x y y x b a

R

R

R

2
2
2

!

!

!

=

=

=

+ = +

= + -

5 ? #
#
#

-
-
-

( , ) ( , ) | ( )x y y x1 2 2 1R2
& != = + -6 @ # -

و همان طور كه مشاهده مى شود، نمودار دسته هاى هم ارزى اين 
) است كه مى بينيم a و  )y x b a= + - رابطه، خط هايى به شكل 
b تأثيرى در ضريب زاويه ى اين خط ها ندارند و فقط عرض از مبدأ 
را تعيين مى كنند؛ يعنى، نمودار همه ى كلاس هاى هم ارزى، خط هايى 

موازى با هم هستند.
, به شكل  , ,A 2 4 6 8= ! مثال: رابطه ى R را روى مجموعه ى +

زير تعريف مى كنيم:
( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )R 2 2 4 4 6 6 8 8 4 6 6 4= ! +

است. حال  ارزى  هم  رابطه ى  R، يك  رابطه ى  كه  است  واضح 
كلاس هاى هم ارزى اين رابطه را تشكيل مى دهيم:
|

| ,

| ,

|

x A xR

x A xR

x A xR

x A xR

2 2 2
4 4 4 6
6 6 6 4
8 8 8

!

!

!

!

= =

= =

= =

= =

5
5
5
5

?
?
?
?

! !
! !
! !
! !

+ +
+ +
+ +
+ +

كلاس هاى  از  كدام  هيچ  اوّلاً  مى كنيد،  مشاهده  كه  همان طور 
هم ارزى اين رابطه ى هم ارزى، تهى نيست، ثانياً كلاس هاى هم ارزى، 
 ( )4 6=5 5? ? يا از هم جدا هستند و عضو مشتركى ندارند يا برابرند 
 A برابر با مجموعه ى ،R ثالثاً اجتماع كلاس هاى هم ارزى رابطه ى

است؛ يعنى:
, , , , A2 4 8 2 4 6 8 2 4 6 8, , , ,= = =5 5 5? ? ? ! ! ! !+ + + +

در اين جا، خواصى را كه درباره ى كلاس هاى هم ارزى در مثال 
قبل مشاهده كرديد، در حالت كلّى و به عنوان يك قضيه، مطرح و 

اثبات مى كنيم.
قضيه: اگر رابطه ى R روى مجموعه ى ناتهى A يك رابطه ى هم 

ارزى باشد، در اين صورت داريم:
الف) كلاس هاى هم ارزى رابطه ى R، ناتهى اند.

. a b=5 5? b، آن گاه ? a! 5 ب) اگر ?
با  برابر   ،R رابطه ى  هم ارزى  كلاس هاى  همه ى  اجتماع  ج) 

مجموعه ى A است.
اثبات: الف) فرض كنيم [a] يك كلاس هم ارزى دلخواه باشد. 
لذا  دارد،  انعكاسى  پس خاصيت  است،  ارزى  هم   R رابطه ى  چون 
پس:   ،a a! 5 ? ارزى  هم  كلاس هاى  تعريف  طبق  بنابراين   .aRa

. a &!YY5 ?
 (b a! 5 ? (با فرض   ، a b=5 5? ? كنيم  ثابت  كه  اين  براى  ب) 
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1

2
3

4

1 2 3
-1

-2

y

y=x +32

y=x2

y=x -32

x

. b a15 5? a و ? b15 5? كافى است ثابت كنيم ?
فرض كنيم:

; [ ]x a xRa b a aRb& &! !5 ?
و داريم:

aRb xRb x b a b
xRa

& &! 15 5 5? ? ?    (1)
حال اگر:

; [ ]x b xRb b a bRa& &! !5 ?
و داريم:

bRa x a b a
xRb

&! 15 5 5? ? ?   (2)
a (2) و (1) b& =5 5? ?

تذكر: قسمت (ب) نشان مى دهد كه هر دو كلاس هم ارزى، يا 
مساوى يكديگرند يا هيچ اشتراكى با هم ندارند.

ج) اجتماع همه ى كلاس هاى هم ارزى را با E نشان مى دهيم، 
زير  ارزى  هم  كلاس  هر  ارزى،  هم  كلاس هاى  تعريف  طبق  چون 
 E است، پس اجتماع اين كلاس هاى هم ارزى، يعنى A مجموعه ى
E. حال اگر فرض كنيم  A3 بنابراين  نيز زيرمجموعه ى A است؛ 
x. پس هر عضو از A، در يكى از  x! 5 x واضح است كه ? A!

اجتماع  در  بنابراين  و  دارد  وجود   R رابطه ى  ارزى  هم  كلاس هاى 
A و در كل ثابت  E3 كلاس ها، يعنى E وجود خواهد داشت؛ يعنى 

.A E= شد 
نظر  در  را   0|A x x 1R! # #= ! + مجموعه ى  مثال: 

مى گيريم و رابطه ى R را روى A2 به شكل زير تعريف مى كنيم:
( , ) ( , )x y R z t y t+ =

كه   0 0: ( , )| ,A A A x y x y1 12 # # # # #= = " ,
 0,A 1= 5 A|0 را به شكل ? x x 1R! # #= ! (مجموعه ى +

نيز نشان مى دهند.)
اوّلاً، به راحتى مى توان ثابت كرد كه رابطه ى R يك رابطه ى هم 

ارزى است (اثبات به عهده ى خواننده).
يعنى   ،A2 مجموعه ى  مى كنيد،  مشاهده  كه  همان طور  ثانياً، 
بخواهيم  اگر  و  مى دهد  نشان  را  واحد  مربع  سطح   ، 0 0, ,1 1#5 5? ?

نمودار هر كلاس هم ارزى اين رابطه را بشناسيم، داريم:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

a b x y A x y R a b

x y A y b

2
2

!

!

=

= =

5 ? #
#

-
-

يعنى نمودار هر كلاس هم ارزى، پاره خطى است داخل سطح 
مربع واحد و موازى با محور xها، كه هيچ كدام از اين پاره خط ها 
يكديگر را قطع نمى كنند، زيرا هر يك از اين پاره خط ها به يك كلاس 
هم  كلاس هاى  كه  شده)  (ثابت  كه  مى دانيم  و  دارد  تعلق  ارزى  هم 

ارزى، عضو مشترك ندارند.

مثال: رابطه ى R را روى R2 به صورت زير تعريف مى كنيم:
( , ) ( , )x y R z t y x t z2 2

+ - = -

الف) ثابت كنيد كه R رابطه ى هم ارزى است.
ب) نمودار هر كلاس هم ارزى در اين رابطه، چه شكلى را در 

صفحه ى مختصات معين مى كند؟
اثبات: اثبات قسمت (الف) به عهده ى خواننده.

ب) براى مشخص كردن نمودار هر كلاس هم ارزى، يك كلاس 
) را در نظر مى گيريم: , )a b5 هم ارزى دلخواه مانند ?

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

( , ) | ( )

a b x y x y R a b

x y y x b a

x y y x b a

R

R

R

2
2 2 2
2 2 2

!

!

!

=

= =

= =

- -

+ -

5 ? #
#
#

-
-
-

همان طور كه مشاهده مى كنيد، نمودارهاى كلاس هاى هم ارزى 
) هستند. براى  )y x b a2 2

= + - اين رابطه، سهمى هايى به شكل 
y است. x 12

= + ، سهمى  ( , )1 25 مثال، نمودار ?

x

y

1

1

(1,1)

o
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1
1

-1

-1
x

y

x

y

( , ) y x1 1 2
" =5 ?

�2 به صورت زيرتعريف مي شود،  مثال: رابطه ي هم ارزي R روي
 �2 شكل كلاسي هم ارزي [(1و0)] را مشخص كرده و نحوه ي افراز 

را توسط كلاس هاي هم ارزي اين رابطه توضيح دهيد.
( , ) ( , ) | | | | | | | |x y R z t x y z t⇔ + = +

حل:

 0 0[( , )] ( , | | | | | | | |

( , ) | | | |

x y x y

x y x y

1 1
1

R

R

2

2
!

!

= + = +

= + =

#
#

-
-

0( , ) y x3 32
" = +5 ?

( , ) y x1 1 22
" =- - -5 ?

                      

مانند  هم ارزي  هر كلاس  نمودار  مي شود  مشاهده  كه  همان طور 
[(a,b)] يك مربع است كه چهار رأس آن روي محورهاي مختصات 

مبدأ  متمايز)  اضلاع  طول  (با  مربع ها  اين  همه ي  مركز  و  دارد  قرار 
مختصات است و بنابراين هيچ كدام ديگري را قطع نمي كند در واقع 

�2 توسط اين مربع هاي هم مركز افراز مي شود.

رابطه،  اين  تعريف شده   �2 زير روي هم ارزيِ  رابطه ي  تمرين: 
�2 را توسط چه نمودارهايي افراز مي كند؟ مجموعه ي

2 2 2 2( , ) ( , )x y R z t x y z t⇔ + = +
ناتهى  مجموعه ى  يك   A هرگاه  مجموعه:  يك  افراز  تعريف 

مانند   A متمايز  زيرمجموعه هاى  از  متناهى  تعدادى  بتوانيم  و  باشد 
زيرمجموعه ها  از  هر يك  اوّلاً  كه  قسمى  به  بيابيم،   ,..., ,A A An 2 1
ناتهى باشند، ثانياً هيچ دوتايى از آن ها با هم اشتراكى نداشته باشند 
(دو به دو از هم جدا باشند) و ثالثاً اجتماع اين زيرمجموعه هاى برابر 
مجموعه هاى كه  مى گوييم  صورت  اين  در  شود،   A مجموعه ى   با 

An مجموعه هاى افراز كننده ى مجموعه ى A هستند  A2 ،A1، ... و 
از  عضوى   n افراز  يك   , ,...,E A A An1 2= " , مجموعه ى  و 

مجموعه ى A است.
n، يعنى E يك افراز يك عضوى از  1= تبصره- در حالتى كه 
تعريف  بخواهيم  اگر  حال   . { }E A= داريم:  باشد،   A مجموعه ى 
افراز يك مجموعه را توسط نمادهاى رياضى يا به زبان رياضى بيان 

كنيم، مى گوييم:
براى  n عضوى  افراز  , يك  ,...,E A A An1 2= " , مجموعه ى 

مجموعه ى ناتهى A است، هرگاه:
:A i n1i &! # #Y 1) براى هر 

A Ai j+ &=Y  ، i j! i1 و  # j و  n# 2) براى هر j و i كه 

. ...A A A A An i
i

n

1 2
1

, , , = =
=

'  (3

مثال: يك افراز 4 عضوى، يك افراز 3 عضوى و يك افراز 2 
, بنويسيد. , ,A 1 2 3 4= ! عضوى براى مجموعه ى +

و    { }A 22 = و   { }A 11= كه  كنيم  فرض  اگر   -1 حل: 
 , , ,E A A A A1 1 2 3 4= " ، در اين صورت , { }A 44 = } و  }A 33 =

يك افراز 4 عضوى براى A است.
، { , }B 1 41= } و  }B 22 = } و  }B 33 =  2- اگر فرض كنيم كه 
 A افراز 3 عضوى براى , يك  ,E B B B2 1 2 3= " , در اين صورت 

است.
{ , }C 1 21= } و  , }C 3 42 = 3- و بالاخره اگر فرض كنيم كه 

E, يك افراز 2 عضوى از A است. C C3 1 2= " ، در اين صورت ,
صورت  به  مى توان  حقيقى،  اعداد  مجموعه ى  براى  مثال: 

, يك افراز 3 عضوى نوشت. ,{ }E 0R R= + -" ,
ZE و مجموعه ى  مثال: اگر مجموعه ى اعداد صحيح زوج را با 
صورت،  اين  در  دهيم،  نمايش   ZO با  را  فرد  صحيح  اعداد 

E, يك افراز 2 عضوى براى Z است. Z ZE O= " ,
حال با توجه به قضيه اى كه درباره ى كلاس هاى هم ارزى يك 
رابطه ى هم ارزى مانند R اثبات شد و با توجه به تعريف افراز، بديهى 

است كه:
باشد،   A ناتهى  مجموعه ى  روى  ارزى  هم  رابطه ى   R اگر 
مجموعه ى كلاس هاى هم ارزى رابطه ى R، يك افراز براى مجموعه  ى 
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A است. (طبق قضيه ى كلاس هاى هم ارزى، هر سه خاصيت افراز 
را دارند.)

xRy يك رابطه ى هم  x y k3+ - = مثال: ديديم كه رابطه ى 
ارزى روى Z است و كلاس هاى هم ارزى اين رابطه به قرار زيرند:
0 0[ ] {..., , , , , ,...}

[ ] {...., , , , , ,....}

[ ] {..., , , , , ,...}

6 3 3 6
1 5 2 1 4 7
2 4 1 2 5 8

=

=

=

- -

- -

- -

يعنى:  ؛  0[ ] [ ] [ ]1 2, ,=Z كه  است  واضح  و 
]}0 يك افراز Z است. ],[ ],[ ]}E 1 2=

تعريف  زير  صورت  به   R2 روى   R ارزى  هم  رابطه ى  مثال: 
)0 را مشخص كرده و نحوه ى  , )15 مى شود، شكل كلاس هم ارزى ?

افراز R2 را توسط كلاس هاى هم ارزىِ اين رابطه توضيح دهيد.
( , ) ( , ) | | | | | | | |x y R z t x y z t+ + = +

0 0( , ) ( , ) | | | | | | | |

( , ) | | | |

x y x y

x y x y

1 1
1

R

R

2

2
!

!

= + = +

= + =

5
7

?
A

# - حل:

همان طور كه مشاهده مى شود نمودار هر كلاس هم ارزى مانند 
) يك مربع است كه چهار رأس آن روى محورهاى مختصات  , )a b5 ?
مبدأ  متمايز)  اضلاع  طول  (با  مربع ها  اين  همه ى  مركز  و  دارد  قرار 
مختصات است و بنابراين هيچ كدام ديگرى را قطع نمى كند در واقع 

R2 توسط اين مربع هاى هم مركز افراز مى شود.

تمرين: رابطه ى هم ارزىِ زير روى R2 تعريف شده اين رابطه، 
مجموعه ى R2 را توسط چه نمودارهايى افراز مى كند؟

( , ) ( , )x y R z t x y z t2 2 2 2
+ + = +

مشاهده كرديد كه كلاس هاى هم ارزى هر 
رابطه ى هم ارزى مانند R روى 

مجموعه ى A، يك افراز 
براى A است. حال اين 

سؤال پيش مى آيد كه آيا 
برقرار  نيز  فوق  مطلب  عكس 

 ،A است؟ يعنى آيا به ازاى هر افراز براى
رابطه اى هم ارزى روى A مى توان تعريف كرد كه 

اين افراز، همان كلاس هاى هم ارزى آن رابطه باشند؟ 
جواب مثبت است و براى به دست آوردن آن رابطه ى 
هم ارزى كافى است هر يك از مجموعه هاى افراز 
كننده را در خودش ضرب دكارتى كرده و اجتماع 

همه ى آن ها، همان رابطه هم ارزى است.

 احسان يارمحمدى

معرفى سايت هاى
 رياضى جهان



عنوان  با  مقاله اى  در  يكان  مجله ى   34 شماره ى  در 
برخورد  پارادوكس  اين  به  رياضى»  نشده ى  حل  «مسائل 

مى كنيم:
ظهر  از  بعد  كه  مى دهد  اطلاع  شاگردان  به  مدرسه اى  مدير 
يكى از روزهاى شنبه تا پنجشنبه ى هفته ى آينده، يك امتحان 
از آن ها به عمل خواهد آورد. اين امتحان كاملاً غيرمترقبه خواهد 
امتحان  آن  از ظهر  بعد  است  قرار  كه  روزى  بود. چنانچه صبح 
انجام گيرد، يكى از دانش آموزان براى مدير شرح دهد كه آن روز 
بعد از ظهر امتحان به عمل خواهد آمد و دليلش را هم بگويد از 

انجام امتحان منصرف خواهد شد.
به  عجيبى  نتيجه ى  دانش آموزان  جمعه،  روز  تعطيلى  در 
نزد  را  خود  نماينده ى  وقت،  اول  شنبه  صبح  و  آوردند  دست 
نماينده ى  و  بين مدير  كه  اين گفت گويى است  مدير فرستادند. 

دانش آموزان انجام گرفته است:

به  را  موضوع  يك  مى خواهم  اجازه  مدير،  آقاى  نماينده: 
اطلاعتان برسانم. شما اصلاً امتحان را به عمل نخواهيد آورد.

مدير: چرا؟
روز  آخر  تا  آينده  هفته ى  كه  بگيريم  نظر  در  اگر  نماينده: 
چهارشنبه سپرى شود و شما امتحان را به عمل نياوريد، در اين 
صورت فقط يك روز پنجشنبه باقى مانده است و صبح پنجشنبه 
يكى از دانش آموزان به شما اطلاع خواهد داد كه امتحان در آن 
روز انجام خواهد گرفت، زيرا غير از آن روزى از هفته باقى نمانده 
است و شما هم بنا به قولى كه داده ايد مجبوريد كه در آن روز 

امتحان نگيريد.
را كنار مى گذاريم. امتحان در  بسيار خوب، پنجشنبه  مدير: 

روزى غير از پنجشنبه انجام خواهد گرفت.
تا  اگر  زيرا  بگذاريد،  كنار  بايد  هم  را  چهارشنبه  روز  نماينده: 
روز سه شنبه امتحان انجام نگرفت، چون پنجشنبه را هم كنار 

غلامرضا ياسى پور

تاريخچه ى 
مجله هاى رياضى ايران
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آوريل   29 (1854-1913) در  پوانكاره1  هانرى  ژول 
از  پوانكاره  ريموند  عمويش  پسر  شد.  متولد  نانسى  در   1854
1913 تا 1920 رئيس جمهور فرانسه بود. اولين بار در 1873 
چنان  با  را  مدرسه  اين  دوره ى  شد.  پلى تكنيك  مدرسه ى  وارد 
در  دارد.  شباهت  بيش تر  افسانه  به  كه  گذراند  درخشندگى 
با  كان  دانشكده ى  در  معادن  مدرسه ى  از  خروج  از  بعد   1878
سمت دانشيارى شروع به آموزش آناليز رياضى كرد. در 1881 
و  فيزيك  مكانيك  كرسى  تصدى  تا  شد  فراخوانده  سوربن  به 
تجربى را بر عهده گيرد. بعداً استاد كرسى فيزيك رياضى شد. 
بعد از درگذشت تيسران كرسى مكانيك سماوى بر عهده ى وى 
گذاشته شد. در 1887 به عضويت آكادمى علوم و در 1909 به 
عضويت آكادمى فرانسه برگزيده شد. غير از آن، در بسيارى از 

آكادمى هاى علمى جهان عضويت داشت.
آثار هانرى پوانكاره بسيار است و همه ى شاخه هاى رياضى 
و فيزيك را دربرمى گيرد: آناليز عالى، هندسه هاى غيراقليدسى، 
دوبرگلى  لوئى  رياضى.  فيزيك  و  نجوم  مكانيك،  توپولوژى، 
از  آثارى  درحالى كه  رفت  دنيا  از  سالگى   58 «در  مى نويسد: 
خود باقى گذاشت كه از نظر وسعت شگفت انگيز است و تقريباً 
غيرممكن به نظر مى رسد كه در طول عمر چنين كوتاهى اين همه 

كارهاى مختلف و پرارزش انجام گرفته باشد.»
در تاريخ رياضيات، رياضى دانان انگشت شمارى مثل هانرى 
«حد  اين حد  تا  رياضيات  اساسى  نظام  در  توانسته اند  پوانكاره 
اعلاى امكان» تحول پديد آورند. در رياضيات محض، قوه ى ابداع 
او اعجاب آور است. در فراهم آوردن بهترين راه هاى ابتكارى براى 
حل همه ى مسائلى كه با آن ها مواجه مى شد، چنان استادى و 
مى سازد.  متحير  را  همه  كه  است  داده  بروز  خود  از  شايستگى 
قابليت فوق العاده اى كه در خلق همه نوع راه هاى تحليلى براى 
علاوه،  به  اوست.  نبوغ  نشان دهنده ى  داشته،  مسائل  بررسى 
استعداد شگرفى داشته كه همه ى موضوع ها را در همان نظر اول 
در حالت كلى و عمومى در نظر مى گرفته است. كارهاى گذشتگان 
از  بر چندتا  كه حداكثر  اين  مگر  است،  كرده  بررسى  ندرت  به  را 
آن ها نظرى سطحى  افكنده باشد. براى درك كليه ى قسمت هاى 

نظريه اى، مختصر اطلاعى از آن براى وى كفايت داشته است.
بودن مشاهدات وى موضوع كشف  اساسى  از  مثال خوبى 
توابع فوشين است كه تقريباً مربوط به اوايل زندگى علمى وى 
پوانكاره  كه  وقتى  است.  ساخته  بلندآوازه  به  را  او  نام  و  بوده 
مطالعات خود را در اين باره شروع كرد و حالت كلى موضوع را 
در نظر گرفت، بعضى حالات خاص آن توسط ژاكوبى، هرمت و 
ديگر رياضى دان ها تحت بررسى بود، اما پوانكاره از اين موضوع 
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گذاشته ايم، بنابراين مسلم مى شود كه امتحان در روز چهارشنبه 
اين  چهارشنبه  صبح  دانش آموزان  از  يكى  و  مى گيرد  انجام 
امتحان  انجام  از  هم  شما  و  مى دهد  اطلاع  شما  به  را  موضوع 

صرف نظر مى كنيد.
كنار  بايد  هم  را  چهارشنبه  روز  مى گوييد.  درست  مدير: 

بگذاريم.
نماينده ى  به  خطاب  بعد  و  كرد  مكث  كمى  مدير  اينجا  در 
دانش آموزان اظهار داشت كه: شما به همين ترتيب به استدلال 
خود ادامه مى دهيد و نتيجه مى گيريد كه در هيچ يك از روزهاى 
هفته امتحان انجام نخواهد گرفت. استدلال شما كاملاً صحيح 
است و ما نمى توانيم امتحانى به عمل آوريم كه كاملاً غيرمترقبه 

باشد.
نماينده ى دانش آموزان شادى كنان نزد آنان آمد و موضوع را 

به ايشان اطلاع داد.
هرچند كه مدير مدرسه قبول كرد كه نمى تواند در هفته ى 
با  و  آورد  عمل  به  دانش آموزان  از  غيرمترقبه  امتحانى  معين 
اما  مى رسد،  نظر  به  منطقى  كاملاً  بالا  استدلال  كه  اين  وجود 
عملاً چه چيزى مدير را از انجام امتحان در يك روز هفته، مثلاً 
روز يكشنبه، بازخواهد داشت؟ و يك محصل از كجا بفهمد كه 

امتحان عصر روز يكشنبه انجام خواهد گرفت؟
سياه  كاغذها  آن  درباره ى  تاكنون  كه  دارد  وجود  تناقضى 
شده است، اما هنوز پاسخ قانع كننده اى براى آن به دست نيامده 

است.
در اين شماره از مقالات جالب شماره هاى اوليه خبرى 
نيست و بيش تر مسائل امتحانات دبيرستان ها در آن آمده 

است. در شماره ى 35 مجله به اين مسئله برمى خوريم:
من به فرامرز گفتم كه جواد مى گفت يك بشقاب پرنده ديده 
است. فرامرز جواب داد كه: يك كلمه از حرف هاى جواد را باور 

مكن.
من در جواب فرامرز گفتم: عجيب است، جواد درباره ى تو 
درست برعكس تو عقيده داشت و من به فرامرز حقيقت را گفته 

بودم.
تا چه حد  باشد  را ديده  اين كه جواد بشقاب پرنده  احتمال 

است؟
ترجمه ى داود مصحفى

مهم  «مراحل  عنوان  با  مقاله اى  در  در شماره ى 37  و 
علم نجوم» در شرح حال پوانكاره چنين آمده است:

 "L'Astronomie modern" كتاب  از  فصلى  ترجمه ى 
TOCQUET :تاليف



اطلاعى نداشت. مرحله ى شروع مسئله عبارت بود از پوشاندن 
الاضلاع هاى  متوازى  شكل  به  آجرهاى  با  مستوى  صفحه ى 
برابر. پوانكاره به مطالعه ى حالت كلى پرداخت و مسئله را به 
صورت پوشاندن يك نيم صفحه با مجموعه اى از چندضلعى هاى 
منحنى الخط مطرح كرد. آن چه وى را در نيل به هدف رهبرى 
سرى هاى  تصوير  شد  ختم  عالى  گيرى  نتيجه  يك  به  و  كرد 

كاملا تازه بود (توابع تتافوشين).
در قسمت فيزيك، بيست موضوع كه به هنگام تصدى كرسى 
حيرت  به  را  همه  كرد،  عرضه  سوربن  دانشگاه  رياضى  فيزيك 
كرده  بحث  متغيرى  و  درباره ى موضوع هاى مختلف  او  افكند. 
است از قبيل: نيروى ارتجاع، نيروى مايعات، نظريه ى حرارت، 
همچون  وى  الكتريسيته.  و  نور  شعريه،  قواى  ترموديناميك، 
مخرج مشترك بين چند كسر به نظر مى رسد و برهنه ساختن 
رياضى  فيزيك  در  با عنوان هاى مختلف  كه  اساسى  نظام هاى 

عرض وجود مى كنند براى او همچون يك بازى بوده است.
درباره ى نجوم، تقريباً همه ى كارهاى او به مكانيك سماوى 
به  و هنوز  تازگى داشته  كاملاً  كرده  اما هرچه  مربوط مى شود، 
ابداع  وى  كه  همان سبكى  با  آن  از  استفاده  كه  مى ماند  منبعى 

كرده، ميسر است.
به  مربوط  سماوى  مكانيك  درباره ى  وى  تذكاريه ى  اولين 
مسئله ى  درباره ى  آن  در  و  است  القوى  علم  معادلات  بررسى 
آثارى  آن  از  بعد  است:  پرداخته  بحث  به  جسم»  «سه  مشهور 
درباره ى نظريه ى جزر و مد و روش هاى جديد در مكانيك سماوى 
منتشر كرده است. آخرين كتابش كه به فرضيات آفرينش جهان 
يك  يافت،  انتشار  مرگش  از  قبل  سال  چند  و  دارد  اختصاص 
شاهكار علمى بى نظير است. در اين اثر، كليه ى فرضيات مربوط 
به تشكيل منظومه ى شمسى كه بعد از كانت و لاپلاس عنوان 
شده مجدداً مورد بحث قرار گرفته است، اما روش بررسى آن ها 
كاملاً تازه و اساسى است، وانگهى به منظومه ى شمس محدود 
نمى شود. او نظريه ى خود را تا ستارگان و سحابى ها گسترش 
داده است. نظريه ى آرنيوس (Arrhenius) را درباره ى امكان 
اين كه جهان به مرگ حرارتى مى افتد با يك نظر انتقادى مؤثر 
و دلنشين بررسى كرده است و مى توان اصل كارنو (Carnot) را 
به وى نسبت داد. اين اثر از جهات ديگر هم پر از نظريات عالى 
است و از كتاب هايى است كه بايد از ديدگاهى عالى مورد قضاوت 

واقع شود و مى توان آن را چكامه اى در علوم دانست.

نكته ى مهمى كه از اين اثر به دست مى آيد آن است كه براى 
اولين دفعه و قبل از اينشتين، نظريه ى نسبيت از سوى هانرى 
پوانكاره مطرح شده است و بايد افتخار اين كشف بزرگ نصيب 

علوم فرانسه باشد.
كه  آن جا   (240 (صفحه ى  مردم  و  دانش  كتاب  در  وى 
نتايج همه ى تجربياتش را درباره ى مسئله بيان مى كند چنين 
مى نويسد: «ممكن است كه اين باشد و غيرممكن است كه از اين 
تأثير بركنار بود. اساس نسبيت يك قانون عمومى طبيعت است. 
هيچ گاه و با هيچ وسيله ى خيالى سرعت ها را نمى توان مسلم 
وسيله سرعت ها  آن  با  و  نسبى هستند  دانست، همه  قطعى  و 
را نسبت به اتر حس نمى كنيم، بلكه آن چه به دست مى آوريم 
عبارت است از سرعت هايى كه اجسام نسبت به يكديگر دارند. 
بسيارى از آزمايش هاى مختلف نتايج يكسان داده اند براى اين 
كه  شوند  قائل  را  ارزشى  همان  نسبيت  براى  نخواسته اند   كه 
مثلاً براى قانون تعادل قائل اند. لازم است كه در همه ى حالات، 
نوع مشاهده اى را كه ما را به اخذ نتايج رهبرى مى كند امتحان 
از كنترل آزمايش اين نتايج را قبول داشته  كنيم و بالاخره بعد 

باشيم.»
كارهاى  تازه  اينشتين  كه  زمانى   1904 در  كه  آن  نتيجه 
قطعى خود را آغاز مى كرده، پوانكاره بر كليه ى جزئيات نظريه ى 
نسبيت احاطه داشته است. وى تمام اشكالات الكتروديناميك 
ريزه كارى هاى  تمام  و  كرده  مطرح  را  حركت  حال  در  اجسام 
بررسى  وى  كه  عناوينى  است.  ساخته  مشخص  آشكارا  را  آن 
كرده، عبارت اند از: زمان محلى لورنتز، انقباض فيتز جرالد، طرح 

ثابت هاى معادلات الكترومغناطيس و نتايج آزمايش مايكلسن.
گام  پوانكاره  باره،  اين  «در  مى نويسد:  چنين  بروگلى  لوئى 
قطعى را برنداشته و افتخار مشاهده ى همه ى نتايج نظريه ى 
تحقيق  خصوص  به  است،  كرده  واگذار  اينشتين  به  را  نسبيت 
دقيق اندازه هاى طول و زمان و  درك حقيقت فيزيكى مشخص 
ارتباطى كه اساس نسبيت بين فضا و زمان مستقر مى سازد. چرا 
اولين قدم، قدمى فراتر ننهاده است؟ وى مانند  از  پوانكاره بعد 
يك رياضى دان محض فكر مى كرده و به علاوه داراى انديشه ى 
انتقادى مفرطى بوده است و در مواجهه با نظريه هاى فيزيكى 
رفتارى شكاك داشته است. تصورات نامحدود مختلفى وجود 
آن ها،  بين  از  دانشمندان  و  ارزند  هم  منطقى  لحاظ  از  كه  دارد 
داشته  لازم  را  آسان ترى  دلايل  كه  مى كنند  انتخاب  را  مواردى 
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است  شده  موجب  وضعى  چنين  يك  مى رسد  نظر  به  باشند. 
و  اند  نزديك   بسيار  فيزيكى  به حقيقت  كه  نظرياتى  به  تا وى 
مى پذيرند  را  آن ها  حال  هر  در  خود  مشاهدات  در  فيزيكدان ها 
جوانى  اينشتين،  كه  است  جهت  اين  از  باشد.  نداشته  توجه 
كه تازه 25 سال داشت و اطلاعات رياضى او در برابر معلومات 
بود،  مقدماتى  كاملاً  فرانسوى  دانشمند  داهيانه ى  و  عميق 
موفق شد همه ى تجربيات جزئى سلف خود را به كار برد و به 
مرحله اى برسد كه كليه ى اشكالات كار را با قاطعيت استخراج 
كند. انديشه اى قوى، كار ماهرانه اى را كه با مشاهده ى عميق 
اما به هر حال  حقايق فيزيكى رهبرى مى شد، به ثمر رساند.» 
آن  موجب  نبايد  اينشتين  موفقيت  شايستگى  و  خيره كنندگى 
شود كه فراموش كنيم مسئله ى نسبيت قبل از وى با انديشه ى 

درخشان پوانكاره عميقاً تجزيه و تحليل شده است.
قبل از آن كه صحبت از پوانكاره را قطع كنيم مناسب است 
راجع به فلسفه ى وى هم چند كلمه اى صحبت كنيم. روى هم 
بوده  بيگانه  به هر مكتبى  و نسبت  رفته وى متفكرى مستقل 
صدد  در  جمز  ويليام  يا  برگسون  رنوويه،  مانند  هم  هيچ گاه  و 
تأسيس مكتب خاصى برنيامده است. پاى بند هيچ آيينى نبوده 
و از خود هم هيچ نوع آيينى اظهار نكرده است. اگر بخواهيم نوع 
تفكر وى را در يك كلمه خلاصه كنيم، شايد مناسب ترين كلمه 
«طرفدارى سهولت عمل» باشد. وانگهى در نوشته هايش كلمه ى 
«سهل» پيوسته تكرار مى شود و توضيحاتش نيز هميشه با اين 

كلمه پايان مى يابد.
پراگماتيسم  فلسفه ى  جانب دار  را  پوانكاره  بتوان  شايد 
دانست، اما كلمه ى «سهولت» نزد او معناى ذهنى ترى دارد و غير از 
دكترين ويليام جمز است. درست است كه معنا آسان را مى رساند، 

اما در عين حال با بعضى داده هاى تجربى هم متناظر است.
پوانكاره يك ايده آليست بوده است و همين طرز تفكر ايده آلى 
در تنظيم آثارى كه همچون يك شعر قابل تحسين در ادبيات 
فرانسه جاودانى خواهد بود، الهام بخش وى بوده است. آخرين 
آغاز  كلمات  اين  با  دانش  ارزش  درباره ى  وى  كتاب  صفحه ى 
مى شود: «چيزى كه درباره ى آن نشود فكر كرد وجود ندارد»، يا 
جاى ديگر در قسمتى از كتابش با حالتى كاملاً جدى، انديشه را 

چنين توصيف مى كند: «آذرخشى در نيمه شبى طولانى.»
پى نوشت

1. Jules-Henri Poincare
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پايگاه داده هاى بسيار مدرن و توسعه يافته2 
(Databases of the State-of-the-Art)

توجه  جالب  و...  سخنرانى ها،  يادداشت هاى  كتاب ها،  نرم افزار، 
براى تركيبى دانان

(Software, Books , Lecture Notes , ete of interest to 
Combinatorialists)

صفحه هاى اصلى از افراد و گروه هاى تركيبياتى
(Home Page of Combinatorial People and Groups)

مواردى ديگر از مجله هاى رياضى رايگان در اينترنت
(Some Other Free Mathematics Journals on the Internet)

همايش هايى در تركيبيات و رشته هاى مرتبط
(Conferences in Combinatorecs and Related Fields)

صفحات جالب توجه ديگر براى تركيبى دانان
(Other Pages of Internet to Combinatorialists)

پى نوشت
1. در فرهنگ لغت انگليسى به انگليسى longman براى عبارت Mirror site آورده 

شده است:
A website that is an exact copy of another one, but which is in a 
different place on the internet
و برگردان اين عبارت به فارسى چنين است: يك وب سايت كه دقيقاً يك كپى از ديگرى 

است، اما در يك مكان متفاوت در اينترنت قرار دارد.
 State-of-the-Art براى عبارت Longman 2. در فرهنگ لغت انگليسى به انگليسى

چنين آورده شده است:
State-of-the-Art: Using the most modern and recently developed 
methods, materials of knowledge.
و برگردان آن به فارسى اين است: استفاده از روش هاى بسيار مدرن و توسعه يافته ى جديد، 

مواد يا دانش



رويكرد هندسى و 
رويكرد جبرى در آموزش هندسه (13)

محمد هاشم رستمى

مثال 3: سه نقطه ى B ،A و C داده شده اند. نقطه اى در صفحه ى 
گذرنده بر اين سه نقطه بيابيد كه از اين سه نقطه به يك فاصله باشد. 

آيا اين نقطه يكتاست؟
الف) حل با روش هندسى

فرض مى كنيم مسئله حل شده باشد و نقطه ى M  جواب مسئله 
باشد يعنى نقطه اى باشد كه از سه نقطه ى B ،A و C به يك فاصله 
 MA MB= چون   .MA MB MC= = داريم  يعنى  است، 
است.  فاصله  يك  به   B و   A نقطه ى  دو  از   M نقطه ى  است، پس 

A

B C

.
M

بنابراين نقطه ى M روى عمودمنصف پاره خط AB است. هم چنين 
به يك   C و   B نقطه ى  از دو   M نقطه ى  MB است پس  MC=

فاصله است، يعنى نقطه ى M روى عمودمنصف پاره خط BC است 
MA است، پس نقطه ى M روى عمودمنصف  MC= و هم چنين 
برخورد عمود  M محل  نقطه ى  نتيجه  در  دارد.  قرار   AC پاره خط 
منصف هاى سه پاره خط BC ،AB و AC است. از اين جا راه حل 

مسئله به اين صورت مشخص مى شود:
عمودمنصف دو پاره خط از سه پاره خط BC ،AB و AC را رسم 
 d1 را رسم مى كنيم و خط AB مى كنيم. براى مثال عمودمنصف پاره خط
 d2 را رسم مى كنيم و خط BC مى ناميم. هم چنين عمودمنصف پاره خط

مى ناميم. نقطه ى برخورد اين دو خط، نقطه ى M جواب مسئله است.
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اشاره
از  مقاله،  اين  از  ارجمند  دانش  آموزان  بيشتر  به منظوراستفاده  ى 
شماره ى قبل به حل مسئله هاى هندسه در صفحه (هندسه ى مسطحه) 

پرداختيم. در اين شماره ادامه ى اين مطالب را پى مى گيريم.



A

CB

.M

d1

d2
ى 1. خط هاى d1 و d2 در صورتى يكديگر را قطع مى كنند  نكته 
كه سه نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست نباشد، زيرا اگر سه 
نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست قرار داشته باشد خط هاى 
d3 كه به ترتيب عمودمنصف پاره خط هاى BC ،AB و  d2 ،d1 و 

AC هستند. با هم موازى خواهند بود (شكل). چرا؟

خط  يك  بر  غيرواقع  نقطه ى  سه  از  كه   M نقطه ى   .3 ى  نكته 
داريم  نقطه  براى آن  يعنى  به يك فاصله است؛   C B و   ،A راست 
 B ،A مركز دايره اى است كه بر سه نقطه ى ،MA MB MC= =

و C مى گذرد. اين دايره را دايره ى محيطى مثلث ABC مى نامند كه 
دايره اى يكتاست، يعنى بر هر سه نقطه ى غير هم خط B ،A و C تنها 
و تنها يك دايره مى گذرد كه مركز آن، محل برخورد عمودمنصف هاى 
ضلع هاى مثلث ABC است. وجود اين نقطه را ديديم؛ يكتايى آن را 
هم مى توان به سادگى ثابت كرد. بدين ترتيب كه فرض مى كنيم نقطه ى 
ديگرى مانند 'M وجود داشته باشد كه از سه نقطه ى B ،A و C به 

. ' ' 'M A M B M C= = يك فاصله باشد؛ يعنى داشته باشيم 
حال بايد ثابت كنيم كه اين نقطه بر نقطه ى M منطبق است. از 
' نتيجه مى شود كه نقطه ى 'M روى عمودمنصف پاره  'M A M B=

' نتيجه مى شود  'M B M C= خط AB، يعنى روى خط d1 است و از 
 ،d2 يعنى روى خط ،BC روى عمودمنصف پاره خط M' كه نقطه ى
است، پس 'M نقطه ى برخورد d1 و d2، يعنى همان نقطه ى M است. 

به بيان ديگر، 'M بر M منطبق است، پس M نقطه اى يكتاست.
نقطه ى M مركز دايره ى محيطى مثلث را با حروف ديگر مانند 

A

CB

.
M

d1

d2

d3

O، ... نيز نمايش مى دهند.
ب) اثبات با رويكرد جبرى - مختصاتى

مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
سه نقطه ى B ،A و C داده شده اند. نقطه اى در صفحه ى گذرنده 
بر اين سه نقطه بيابيد كه از اين سه نقطه به يك فاصله باشد. آيا اين 

نقطه يكتاست؟
اين سه  بر  xoy را در صفحه ى گذرنده  قائم  دستگاه مختصات 
نقطه در نظر مى گيريم. اگر ويژگى خاصى را براى چگونگى در نظر 
گرفتن اين دستگاه مختصات قائم در نظر نگيريم، مختصات نقطه هاى 

( , )A x y1 1= B ،A و C در اين دستگاه مختصات، به صورت كلى 
بايد معادله ى  اكنون  بود.  ) خواهد  , )C x y3 3= ) و  , )B x y2 2=  ،
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راهنمايى. از هر نقطه يك و تنها يك خط موازى خط مفروض 
مى توان رسم كرد.

نكته ى 2. هنگامى كه سه نقطه ى B ،A و C روى يك خط راست 
نباشد، خط هاى d2 ،d1 و d3، يعنى همان عمودمنصف هاى پاره خط هاى 
BC ،AB و AC از يك نقطه مى گذرند (همرس اند). بنابراين براى 
تعيين نقطه ى M، يعنى جواب مسئله، كافى است عمودمنصف دو تا از 
پاره خط هاى BC ،AB و AC، يعنى دو خط از سه خط  d2 ،d1 و 
d3 را رسم كنيم تا نقطه ى برخورد آن ها M به دست آيد. عمودمنصف 

پاره خط سوم نيز از اين نقطه (M) خواهد گذشت.

A CB

d1 d3 d2

A

CB

.
M

d1

d2

d3
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در  و  بنويسيم  را   AC و   BC  ،AB پاره خط هاى  عمودمنصف هاى 
كه  كنيم  ثابت  نباشند،  هم خط   C و   B  ،A نقطه ى  سه  كه  صورتى 
و  عمودمنصف ها  معادله ى  نوشتن  همرس اند.  عمودمنصف  سه  اين 
اثبات همرسى آن ها در اين دستگاه مختصات طولانى و دشوار است، 
بنابراين دستگاه مختصات قائم را به گونه اى ديگر انتخاب مى كنيم تا 
محاسبات ساده تر شود. براى اين كار روش هاى مختلفى وجود دارد. 

BC 0 وسط پاره خط( , ),H
x x

2
2 3=
+m

0 0 0

:

m AB
x x

m d

d x
x x

2

2 1 2

2 2 3

& "

&

3= =

=
+

-
-

:

:

(d

d

y x
y

x x
y

y y x
y

x
1

2

2

1

2
2

1

1 2

1

2
2 2= − + ⇒ = + xx x y

x x x

M x x x x x x y y

3 2
2

1

2 3

2 3 2
2

2 3 2
2

1 1
2

2 2 2

2

2

)

( ,

− +

= +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

= + + − +
⇒ 22 1y

)

براى مثال مى توانيم محور xها را روى خط BC و محور yها را روى 
ارتفاع AH (خطى كه از A بر BC عمود مى شود) اختيار كنيم. در 
دستگاه  اين  در  شد؛  خواهد  مختصات  مبدأ   H نقطه ى  اين صورت 
مختصات، مختصات نقطه هاى B ،A و C به صورت زير خواهد بود:

0 0 0( , ), ( , ), ( , )A y B x C x1 2 3= = =

به  كه  را   AC و   BC  ،AB ضلع هاى  عمودمنصف هاى  اكنون 
d3 مى ناميم مى نويسيم و نقطه ى برخورد  ترتيب آن ها را d2 ،d1 و 

آن هارا به دست مى آوريم. داريم:

AB وسط پاره خط 
0

0'H

x
x x x x

y
y y y y

2 2 2

2 2 2

'

'

H
A B

H
A B

2 2

1 1

=
+

=
+

=

=
+

=
+

=

0
0

' ( , ),
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H
x y

m AB
x x
y y

x
y

x
y

m d
y
x

2 2 B A

B A2 1
2

1

2
1 1 1

2

&

&

= = =

= =

-
-

-
-

-

: ( ) :AH y
y

y
x

x
x

d y
y
x
x

y
x y

2 2 2 2
1

1
2 2 1 1

2
1

2
2

1& &= = +- - -l

y

A

OHB

y
o

x2
o

x
C

x3o

 d3 را  آن  كه   AC ضلع  عمودمنصف  معادله ى  كه  صورتى  در 
مى ناميم نيز بنويسيم، خواهيم ديد كه مختصات نقطه ى M در معادله ى 
 AC و BC ،AB صدق مى كند، يعنى عمودمنصف هاى سه ضلع d3
از مثلث ABC از يك نقطه مى گذرند كه اين نقطه همان مركز دايره ى 

محيطى مثلث ABC است.
چنان  را   xoy قائم  مختصات  دستگاه  مى توانيم   .1 مهم  نكته ى 
اختيار كنيم كه محور xها روى خط BC و محور yها عمودمنصف پاره 
 0( , )B x2=  ، ( , )A x y1 1= خط BC باشد. در اين دستگاه مختصات 
)0 خواهد بود. معادله ى عمودمنصف هاى پاره خط هاى  , )C x2= - و 
BC ،AB و AC را مانند روش بالا مى نويسيم و نقطه ى برخورد آن ها 
يعنى مختصات خط هاى M را به دست مى آوريم. محاسبه را خودتان 

انجام دهيد.
نكته ى مهم 2. پس از انتخاب دستگاه مختصات قائم مناسب، همانند 

y1

y2

y3

x2 x1 x3

A

B

C

d1
d3

d2
O

y

x

.
1

d1
H

M

d2
H

//

/
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روش هندسى مى توانيم مسئله را حل شده فرض كنيم، يعنى فرض 
) نقطه ى جواب مسئله است، يعنى نقطه اى است كه  , )M a b= كنيم 
MA. در اين صورت ثابت مى كنيم  MB MC= = براى آن داريم 
 AC و BC ،AB كه اين نقطه روى عمودمنصف هاى پاره خط هاى
 (ضلع هاى مثلث ABC) قرار دارد. براى اين كار اگر BC محور xها 
 ، 0( , )A y1= يعنى  باشند،  شده  اختيار  yها  محور   AH ارتفاع  و 

)0 باشند، داريم: , )C x3= )0 و  , )B x2=

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

MA MB MA MB

y x

y y x x

x y y x

2 2
2 2

2 2
2

1
2

2
2 2

2
1
2 2

1 2
2 2

2
2

2 1 1
2

2
2

&

&

&

&

= =

+ = +

+ + = + +

+ =

a b a b

a b b a a b

a b

- - - - -

- -

- -

 .( yb =  ، xa = اين معادله، معادله ى عمودمنصف پاره خط AB است (
MB و جايگذارى برحسب مختصات نقطه ها  MC= به همين ترتيب از 
معادله ى  هم چنين  مى آيد.  دست  به   BC پاره خط  منصف  عمود  معادله ى 
MA مى توان به دست آورد. اين  MC= عمودمنصف پاره خط AC را از 
سه عمودمنصف از يك نقطه مى گذرند. از آن جا راه حل مسئله همانند روش 
مختصات  تعيين  براى  كه  مى شود  مشخص  يعنى  مى شود،  مشخص  جبرى 
نقطه ى M كافى است معادله ى عمودمنصف هاى دو پاره خط از پاره خط هاى 

BC ،AB و AC را بنويسيم و نقطه ى برخورد آن ها را به دست آوريم.
(مختصات نقطه ى M جواب مسئله)

اين  M را در  نقطه ى  xoy داده شده اند.  قائم  در دستگاه مختصات 
صفحه ى مختصات چنان بيابيد كه از سه نقطه ى B ،A و C به يك 

فاصله باشند.

y

A

OHB
x

C

y1

o

x2o
x3o

.M β
α

به  باشند  هم خط   C و   B  ،A نقطه ى  سه  اگر   .3 مهم  نكته ى 
 BC ،AB سادگى با نوشتن معادله ى عمودمنصف هاى پاره خط هاى

و AC ديده مى شود كه اين سه عمودمنصف موازى اند.
اينك به چند مثال از رويكرد جبرى مختصاتى توجه كنيد.

 0( , )C 6= )0 و  , )B 2= -  ، 0( , )A 4= مثال 1: سه نقطه ى 

A

B

d3

d2

d1

x

y

به هم وصل مى كنيم.  به دو  را دو   C B و   ،A نقطه ى  سه  حل: 
 d2 ،d1 را به ترتيب AC و BC ،AB عمودمنصف هاى پاره خط هاى
و d3 مى ناميم. مى دانيم d1 مكان هندسى نقطه اى از صفحه ى مختصات 
است كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله و d2 مكان هندسى نقطه ى 
از صفحه ى مختصات است كه از B و C به يك فاصله است، هم چنين 
d3 مكان هندسى نقطه اى از صفحه ى مختصات است كه از A و C به 
يك فاصله است. پس نقطه ى M  محل برخورد اين سه عمودمنصف 
است. كه همرس اند، زيرا سه نقطه ى داده شده ى B ،A و C هم خط 
نيستند (روى يك خط راست قرار ندارند). بنابراين معادله ى دو خط از 
سه خط d2 ،d1 و d3 را مى نويسيم و مختصات نقطه ى برخورد آن ها 

را كه همان نقطه ى M است به دست مى آوريم:

A

B O C

y

0 0 0( , ), ( , ), ( , )A B C4 2 6= = =-

AB 0 وسط پاره خط
0( , ),H m AB1 2 2

4 21= = =-
- -
-

m d 2
1

1& =-
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A

B

O

C

y

x

A

B

O

C

y

x

d2

d3

d1

M

:

:

d

d

y x

y x

x x
4
5

8
19

3
7

3
5 4

5
8

19
3
7

3
51

2
&

= +

=

+ =

-

-

- -

Z

[

\

]]

]]

BC 0 وسط پاره خط 0( , ),H m BC22 = =

:m d d x 22 2& " &3 =

 
1
2

3
2

2
2 1

2
1

2

d
d

y x

x
M

:
:

( , )
= − +

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=⇒ نقطه ى جواب مسئله 

ى 1: اگر بخواهيم، مى توانيم درستى جواب را با محاسبه ى  نكته 
اندازه ى پاره خط هاى MB ،MA و MC امتحان كنيم.

2 4 1
2

65
2

2 2MA ( ) ( )= − + − =0

0

0

( ) ( )

( ) ( )

MB

MC

MA MB MC

2
1

2
65

2
1

2
65

2
65

2 2

6 2

2 2

2 2

&

= + =

= + =

= = =

- - -

- -

پس محاسبه ها درست بوده است.
ى 2: مختصات نقطه هاى B ،A و C نشان مى دهند كه پاره  نكته 
خط  BC روى محور xها و رأس A روى محور yها كه در اين جا، 
ارتفاع نظير رأس A است، قرار دارد. به همين علت محاسبه ها ساده تر 

از حالتى است كه نقطه ها روى محورها نباشند.
( , )C 4 2= - ) و  , )B 3 1= -  ، ( , )A 2 5=  مثال 2: سه نقطه ى 

در  را   M نقطه ى  شده اند.  داده   xoy قائم  مختصات  دستگاه  در 
صفحه ى اين دستگاه مختصات چنان بيابيد كه از سه نقطه ى B ،A و 

C به يك فاصله باشند.

و d3 مى ناميم. مى دانيم كه نقطه ى جواب مسئله كه آن را M مى ناميم، 
معادله ى  پس  است،  سه خط  اين  همرسى  نقطه ى  يا  برخورد  محل 
دو خط از اين سه خط را مى نويسيم و مختصات نقطه ى M محل 

برخورد آن ها را به دست مى آوريم. داريم:

( , ), ( , ), ( , )A B C2 5 3 1 4 2= = =- -

AB وسط پاره خط ' ( , ),H 2
1 3= -

m AB 3 2
1 5

5
4

= =
- -

-

⇒⇒ ⇒

⇒

= − − = − +

= − +

m d d y x

d y x

1 1

1

5
4 3 5

4
1
2

5
4

99
8

: ( )

:

BC وسط پاره خط " ( , ),H 2
1

2
1

= -

: ( ) :

m BC m d

d y x d y x

4 3
2 1

7
3

3
7

2
1

3
7

2
1

3
7

3
5

2

2 2

&

& &

=
+

= =

+ = =

- - -

- - -

x x y12
43

12
97

86
97

3
7

86
97

3
5

& & & #= = = -

⇒ ⇒= =y M83
86

97
86

83( , 886 )

: ( ) :d y x d y x2 2
1 1 2

1
2
3

1 1& &- =- + =- +

حل: سه نقطه ى B ،A و C را دو به دو به هم وصل مى كنيم و 
 d2 ،d1 را به ترتيب AC و BC ،AB عمودمنصف هاى پاره خط هاى



توانى
(سال دوم متوسطه)

اعداد  حقيقى  توان  معرفى  به  ابتدا  مقاله  اين  در  اشاره: 
معرفى مى كنيم و رسم  را  توانى  تابع  مى پردازيم، سپس 
چند  حل  با  مختلف  ضابطه هاى  با  را  تابع  اين  نمودارى 
مسئله توضيح خواهيم داد.

تابع
m, داريم: n Z! 0n و  ! كه در آن 

a a ax
n
m mn

= = ( )m
n
> 0

براى مثال:                     
2 8

2
2
1

8
1

8
8

8
8

25
3 35 5

5
3

5
3 5 45

45 45
#

= =

= = =-

x R Q! - حالت سوم: 
حال به توان اصم اعداد مى پردازيم. براى تعريف دقيق توان اصم 
اعداد، نياز به ذكر مباحثى از دنباله ها و ساير مطالب رياضى داريم 
كه از ورود به آن پرهيز مى كنيم. با اين حال مى كوشيم به قسمى اين 
3 را  2 براى مثال، عددى به صورت  قبيل توان ها را معرفى كنيم. 
در نظر مى گيريم. اين توان بايد به گونه اى تعريف شود كه در قوانين 
2 تقريباً  عمومى توان كه قبلاً يادآورى كرديم، صدق كند. مى دانيم 
2 بين 1 و 1/5 است. پس  برابر 1/414213562 است. بنابراين 
بين 3 و  3 عددى  2 بنابراين  باشد.   3 /1 5 بين 31 و  بايد  نيز   3 2

5/19615 خواهد بود.
/3 3 5 19615< <2

اما فاصله از 3 تا 5/19615 خيلى زياد است و بايد با تقريب هاى 
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             توان حقيقى
فرض كنيم a عددى حقيقى و مثبت و x يك عدد حقيقى دلخواه 

باشد. براى محاسبه ى ax سه حالت در نظر مى گيريم.
x Z! حالت اول: 

در صورتى كه x عددى صحيح و مثبت باشد، داريم:
...a a a ax # # #= 1 2 3444 444

                                                                  x مرتبه
0ax = x داريم:                                          = چنان چه 

و در حالتى كه x عددى صحيح و منفى باشد، داريم:

...

x x

a
a a a a

1 1 1 1
Z Z

x
x

&

# # #

! !

= =

- +-

-
1 2 3444 444

                                          x- مرتبه
2...براى مثال: 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

( )
5

5 5 # # #= = =-
- - 1 2 3444  (5-)- مرتبه444

                             
x Q Z! - حالت دوم: 

 x
n
m

= چنان چه x عددى گويا و ناصحيح باشد، در اين صورت 

ميرشهرام صدر

0
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حل: هرگاه عددى بزرگ تر از 1 باشد؛ مربعش از آن عدد بزرگ تر 
x. بنابراين داريم: x x1> >2

& است، يعنى 
0

0

( )

( ) ( )

a
a a a a a

a a

a
a a a a a

a a

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1

< < > > >

<

< < > > >

<

2
2

2

6 5
6 5

6 5

& & &

&

& & &

&

) كوچك و  )f x ax= با بزرگ  و بزرگ تر شدن مقدار x حاصل 
كوچك تر مى شود، زيرا فرض كنيم m و n دو عدد طبيعى باشند به 

طورى كه n>m؛ در اين صورت داريم:

0 ( ) ( )a
a a a a a

a a

1 1 1 1 11 1< < > > >

<

n m
n m

n m

& & &

&

0. در اين  a 3
1 1< <= براى روشن تر شدن مطلب، فرض كنيم 

صورت با توجه به جدول زير ملاحظه مى كنيد كه با بزرگ تر شدن 
) كوچك تر مى شود. ) ( )f x 3

1 x
= مقدار x، حاصل 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f

f

f

3
1

3
1

3 3
1 3 3 27

1 3 3

2 3 3 9

1 1 1

2 1 2 2

3 1 3 3

= = =

= = = =

-

-

- = = = =

- - -

- - -

- - -

…٤٣٢١0-٣-٢-١…x

…
81
1

27
1

9
1

3
1١٣٩٢٧…

3
1

f(x) ( )
x

=

هم چنين با دقت در اين جدول ملاحظه مى كنيم كه هر چه مقدار 
) بزرگ تر خواهد شد. ) ( )f x 3

1 x
= x كوچك تر مى شود، حاصل 

) را رسم كنيد. ) ( )f x 2
1 x

= مثال: نمودار تابع با ضابطه ى 
حل: نمودار اين تابع را به كمك نقطه يابى و با استفاده از جدول 

ذيل رسم مى كنيم.

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )

x f

x f

2
1

3 3 2
1 2 8

2 2 2 42 1 2

3 1 3

&

&

= = = =- -

=- - = = =

- - -

- - -

0

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

x f

x f

x f

2
1

2
1

2
1

4
1

2
10

1 1

2 2

1

1

2

0

&

&

&

= = =

= = =

= = =

2 را بين 1/4 و  2 اين فاصله را كم تر كنيم. اين بار  بهترى از 
3 و  /1 4 3 نيز عددى بين  2 1/42 مورد توجه قرار مى دهيم. پس 
به  ماشين حساب،  با  عدد  دو  اين  محاسبه ى  با  بود.  خواهد   3 /1 42

3 مى رسيم: 2 تقريب بهتر زير براى 
/ /3 4 7589 3 4 65553/ /1 42 1 4, =

3 عددى بين 4/65553 و 4/7589 است. فاصله اى  2 بنابراين 
به  فاصله ى  از  كوتاه تر  خيلى  آورديم،  دست  به  حالت  اين  در  كه 
دست آمده در حالت قبلى است. اگر بخواهيم اين تقريب را بهتر كنيم 
 2 بهتر  تقريب هاى  از  بايد  آوريم،  دست  به  كوتاه تر  فاصله اى  و 

استفاده كنيم. براى مثال:
/ /1 414 2 1 4143< <

در اين حالت داريم:
/ /4 7276 3 3 3 4 72925< </ /1 414 2 1 4143- -

3 را  2 در اين تقريب ديده مى شود كه تا دو رقم اعشار، مى توان 
2 نامختوم  برابر 4/72 در نظر گرفت. به هر حال از آن جا كه بسط 
2 را بين دو عددى كه خيلى به هم نزديك باشند  است، مى توانيم 
3 را با تقريب بسيار خوبى محاسبه كنيم.  2 قرار دهيم و بدين ترتيب 
2 به كار  اگر بتوانيم اختلاف دو عدد گويايى را كه براى تقريب 
3 به حدى ميل  2 مى بريم، به 0 نزديك كنيم. مقادير تقريبى براى 

3 است. 2 خواهد كرد كه آن حد، مقدار 
3 چه قدر است؟ اين سؤال وارد  2 گاه اين سؤال مطرح مى شود كه 
3 براى خود عددى است كه به مقدار آن از طريق حد  2 نيست، زيرا 
نزديك مى شويم. مقادير تقريبى آن را نيز قبلاً به دست آورديم. توان هاى 
اصم نيز در همان قوانين عمومى توان صدق مى كنند. فقط به ياد داشته 
ax (x يك عدد اصم است) قابل  باشيد براى آن كه توانى به صورت 
. پس a بايد مثبت باشد، زيرا براى تعريف  0a > تعريف باشد، لازم است 
ax بايد a را به توان اعداد گويايى كه به x نزديك مى شوند، برسانيم 
و چون ممكن است هر عدد گويايى به جاى x قرار گيرد، بايد a هم 
به گونه اى باشد كه جمله ى بى معنا به دست نيايد. ساده ترين شرطى كه 

مى توان براى اين منظور اعمال كرد، همان مثبت بودن a است.
              تابع توانى

a) را در نظر  1! تعريف: عدد حقيقى و مثبت a (به طورى كه 
بگيريد. تابع با ضابطه ى زير را تابع نمايى مى گوييم.

0
0

: ( , )

( ) ( , )

f

f x a a a 1>

R

x

" 3

!=
*

، در اين صورت  a0 1< < ى 1:    در تابع نمايى فرض كنيد  مسئله 
a بزرگ تر است يا a2؛ a5 بزرگ تر است يا a6؛ به طور كلى با بزرگ 

) چه تغييرى مى كند؟ )f x ax= و بزرگ تر شدن x، مقدار 
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.
.

.

. . .
-1-2-3 1 2

8

x

y

o

1

.

.

. . .
-1-2-3 1 2 x

y

a
1
2

1
a

1

a a a a a a1 1> > >
( )a 20>

&# #

( 0a > 01 پس  > a و  1> ؟ زيرا  0a > (مى دانيد كه چرا 
0a ضرب كنيم،  >4 a را در  a>2 اكنون اگر دو طرف رابطه ى 

داريم:
a a a a a a> >2 4 4 6 5

&# #

) بزرگ  )f x ax= با بزرگ و بزرگ تر شدن مقدار x، حاصل 
و بزرگ تر مى شود.

اين  در   ،a 3 1>= كنيم  فرض  مطلب  شدن  روشن تر  براى 
صورت با توجه به جدول زير ملاحظه مى كنيم كه با بزرگ تر شدن 

) بزرگ تر مى شود. )f x 3x= مقدار x، حاصل 

( ) ; ( ) ;f f3
1

3
1

9
11 3 2 31 2

2= = = = =- -- -

210-1-2-3x

9313
1

9
1

27
1f(x) 3x=

هم چنين با دقت در اين جدول ملاحظه مى كنيم كه هر چه مقدار 
) كوچك تر خواهد شد. )f x 3x= x كوچك تر شود، حاصل 
) را رسم كنيد. )f x 2x= مثال: نمودار تابع با ضابطه ى 

حل: نمودار تابع را با استفاده از نقطه يابى و به كمك جدول ذيل 
رسم مى كنيم:

0 0
( ) ; ( ) ;

( ) ; ( ) ;

x f x f

x f x f 2
1

1 1 2 2 2 2 2 4

2 1 1 1 20

1 2

1

& &

& &

= = = = = =

= = = = = =- - -

210-1-2-3x

4212
1

4
1

8
12f(x)

x
=

4

2

( ) ;

( )

x f

x f

2
1

4
1

3 3 2 2
1

8
1

2 2 2 2
2

3
3

&

&

= = = =

= = = =

- -

- -

-

-

. . .
.

-1-2-3 1 2

1
x

y

.. 1
2

2
3
4

o

( )f 3 3 3
1

27
13

3- = = =-

210-1-2-3x

1
4

1
21248f(x) ( )2

1 x
=

به  شبيه   0 a 1< < براى   ( )f x ax= تابع  نمودار  توجه: 
x مقدار  افزايش  با  تابع  اين  ) است، زيرا در  )y 2

1 x
= تابع  نمودار 

) كاهش مى يابد. )f x ax=

210-1-2x

a
2a11

a

1
a

2
0 f(x)( ) aa 1< < x

=

0، پس طبق مسئله ى 1 داريم: a 1< < چون 

a a
a a1 1 1> > > >2

2

 a در اين صورت ،a 1> مسئله ى 2:    در تابع نمايى فرض كنيد 
بزرگ تر است يا a2؛ a5 بزرگ تر است يا a6؛ به طور كلى با بزرگ و 

) چه تغييرى مى كند؟ )f x ax= بزرگ تر شدن x، حاصل 
0c ضرب  > حل: اگر دو طرف نابرابرى a>b را در عدد مثبت 

كنيم، داريم ac>bc. بنابراين خواهيم داشت:
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. . .
.

-1-2 1 2

1
x

y

. 1
a

1
a

o

2

 را روى محور yها مشخص و از هر نقطه ى آن خطى موازى محور 
xها رسم كنيم، اين خط نمودار تابع را قطع مى كند، پس در اين حالت 

نيز تابع پوشاست.

x

y

o

y را رسم كنيد. 3 2x#= مسئله ى 4: نمودار تابع با ضابطه ى 
منحنى  روى  كه  را   2x مقدار   x هر  ازاى  به  است  كافى  حل: 
 x قرار دارد، در 3 ضرب كنيم تا نقطه ى مربوط به همان y 2x=

y به دست آيد. 3 2x#= روى منحنى 

x

y

o

رسم  را   y 2
1 3x#= - ضابطه ى  با  تابع  نمودار   :5 ى  مسئله 

كنيد.
2 ضرب 

1- y را در  3x= حل: كافى است نقاط روى نمودار 
كنيم. در نتيجه داريم:

y را رسم كنيد. 2 1x
= - ى 6:    نمودار تابع با ضابطه ى  مسئله 

y را 1 واحد در  2x= حل: كافى است نمودار تابع با ضابطه ى 
امتداد محور yها و به سمت پايين انتقال دهيم.

a، شبيه به نمودار تابع  1> ) براى  )f x ax= توجه: نمودار تابع 
) است، زيرا در اين تابع با افزايش x، مقدار  )f x 2x= با ضابطه ى 

) افزايش مى يابد. )f x ax=

210-1-2x

a
2a11

a

1
a

2
1(a > ) f(x) a

x
=

a، پس طبق مسئله ى 2 داريم: 1> چون 
a a

a a
1 1 1> > > >2

2

 0
( )

( , )

( )
f x

f x a

R

x

" 3
=

=
* مسئله ى 3:    آيا تابع نمايى با ضابطه ى 

يك به يك و پوشاست.
a,0 بررسى مى كنيم. a1 1> < < حل: مسئله را در دو حالت 

0، در اين صورت با توجه به نمودار اين تابع  a 1< < حالت اول) 
ملاحظه مى كنيم كه هر خط افقى نمودار تابع را در يك نقطه قطع مى 
كند، پس تابع يك به يك است، از طرفى به كمك تعريف رياضى 

تابع يك به يك داريم:
( ) ( )f x f x a a x xx x

1 2 1 21 2& &= = =

) يك به يك است. )f x ax= در نتيجه 
)0 را روى محور yها مشخص و از هر نقطه ى  , )3 وقتى بازه ى 
اين بازه خطى موازى محور xها رسم كنيم، اين خط نمودار تابع را 

قطع مى كند. پس اين تابع پوشاست.

a، در اين صورت با توجه به نمودار اين تابع  1> حالت دوم) 
ملاحظه مى كنيم كه هر خط افقى نمودار تابع را حداكثر در يك نقطه 
 0( , )3 قطع مى كند. پس تابع يك به يك است، هم چنين وقتى بازه ى 

..
1 2

1
x

y

.3
6

o

y=3  2× x

.1

.

y=3 x

y=-  × x1
2 3

2

a

a

a

.
2

- 1
2
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y را رسم  3
1 2 1x 1

= -+ ى 8:   نمودار تابع با ضابطه ى    مسئله 
كنيد.

حل: نمودارهاى زير مراحل شكل گيرى نمودار تابع بالا را نشان 
مى دهند.

مى توانيم  خوانده ايم،  حال  به  تا  كه  مطالبى  تركيب  با  نتيجه: 
y را رسم كنيم. براى رسم  a bx c#= + نمودار توابعى به صورت 
y را رسم  bx= نمودار اين قبيل توابع كافى است ابتدا نمودار تابع 
تابع  نمودار  xها،  محور  امتداد  در  واحد   -c انتقال  با  سپس  كنيم، 
y را به دست آوريم و سرانجام با ضرب عرض نقاط در  bx c

= +

y برسيم. a bx c#= + مقدار a به نمودار 

) را رسم كنيد. )y 2
1 1x

= +   مسئله ى 7:    نمودار تابع با ضابطه ى 
امتداد  ) را در  )y 2

1 x
= تابع ضابطه ى  حل: كافى است نمودار 

محور y ها، 1 واحد به سمت بالا انتقال دهيم.

x

y

13-

y=    2x+1-11
3

x

y

..1
-1

x

y

.
. 1

2

o-1

x

y

.

.1

2

o-1

2
3

x

y

..1
2

o

( )y 2
1 1x

= +

مرحله ى دوم
y 2=2 x+١

نمودار y 1=2 x را در امتداد محور x ها، 1 واحد به سمت چپ انتقال داديم.

3 ضرب كرديم.
1 عرض هر نقطه ى نمودار y 2=2 x+۱ را در 

نمودار y 3 را در امتداد محور y ها، 1 واحد به طرف پايين انتقال داديم.

y 3= 3
1 2 x+١

مرحله ى سوم

( )y 2
1 x

=

x

y

o

.1

مرحله ى اول
y 1=2 x.

1

ادب رياضى

***

«پياژه» بر اين باور است كه تصورها و 

و  ذهن  منطقى  اعمال 

هوش  كلى،  به طور 

زاييده ى  انسان، 

تشريح  پياژه،  به عقيده ى  است.  او  اعمال  درونى شدن 

روش  در  كه  به صورتى  رياضى،  مفاهيم  و  حقايق 

كافى  دانش آموز  براى  است،  معمول  زبان  تدريس 

براى آن كه تصورهاى حاصله، دقيق و مفاهيم  نيست. 

مورد نظر روشن باشند، دانش آموز بايد شخصاً به تجربه 

و آزمايش بپردازد و اشيا را از نزديك دستكارى كند.



 دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى
عضو هيئت علمى گروه رياضى دانشگاه 

آزاد اسلامى، واحد تهران مركزى

آشنايى با بسته ى نرم افزارى مَتِمَتيكا(2)

،Factor ،Expand ،Simplify كليد واژه ها: دستورالعمل هاى
List ،Solve ،Roots ،Coefficient 

مقدمه 
در كتاب رياضيات 1، سال اول متوسطه دانش آموزان با اعمال 

Mathematica  رياضي روي عبارت هاي جبري، ساده كردن عبارت ها و تجزيه كردن
آن ها به حاصل ضرب عوامل اول و هم چنين اتحادهاي جبري آشنا 
. اين گونه عمليات كه به صورت دستي انجام مي شوند و  مي شوند
در اكثر موارد نياز به ابتكار عمل و تفكر زيادي دارند، در بسته ي 
به  قسمت  اين  در  مي گيرد.  انجام  سادگي  به  مَتمِتيكا  نرم افزاري 
معرفي دستورالعمل هاي اصلي در اين بسته  ي نرم افزاري كه مربوط 
مجدداً  مي پردازيم.  است،  جبري  عبارت هاي  روي  محاسبات  به 
اين سري  با مطالعه ي  توصيه مي شود خوانندگان گرامي هم زمان 
از مقالات دستورالعمل هاي معرفي شده را روي رايانه ي خود در 
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محيط مَتمِتيكا اجرا كنند تا بهتر با عملكرد اين دستورها آشنا شوند. 
بيش تر مسائل داخل كتاب درسي را مي توانيد به عنوان تمرين با 
به كارگيري اين دستورالعمل ها حل كنيد و پاسخ نهايي را در اختيار 

داشته باشيد.
هم چنين  و  مقدماتي  عمل  چند  با  را  شما  قبلي  قسمت  در 
پنجره  در  كرديم.  آشنا  مَتمتيكا  نرم افزاري  بسته ي   محيط 
نمايش  قابل  متمتيكا  اصلي  در صفحه ي  كه   Basic Math Input

است، نمادهاي بسياري از اعمال مهم رياضي از جمله توان رساني، 
ريشه گيري، كسر و... مشخص شده اند. نمادهاي ديگر اين پنجره 
در قسمت هاي بعدي معرفي خواهند شد. يادآوري مي شود كه براي 
 shift+Enter محاسبه ي هر سلول به طور هم زمان، بايد دكمه هاي

را فشار دهيم.
ابتدا چند دستورالعمل  مقدماتي را معرفي مي كنيم.

به  را  كروشه  داخل  عبارت   Simplify [عبارت]  دستور   .1
ساده ترين صورت ممكن ساده مي كند.

مثال: 

3
1

1+ x

2

2

1 -1 + 2xSimplify[ -
3(1 + x) 6(1- x + x )

2+ ]
13(1 + (-1 + 2x)
3

4 3 3 38x + 4xy - 2x y -15xy

4 3 3 3 3 4Simplify[x + 4x y -15y x - 6x y + 4xy + 7x ]

2. دستور [فرض، عبارت] Simplify تحت فرض داده شده در 
داخل كروشه، عبارت موردنظر را ساده مي كند.

مثال: 

x

x−

Simplify[Sqrt[x^ 2],x > 0]

Simplify[Sqrt[x^ 2],x < 0]

3. دستور [عبارت] Expand حاصل عبارت داخل كروشه را 
ترش مي دهد. گس

مثال: 

6 5 4 2 3 3 2a + 6a b +15a b + 20a b +15a b

Expand[(a + b)^ 6]
2 5 6+ 6ab + b

Expand[(1 + x + y)(2 - x)^ 3]

2 3 4 2 38 - 4x - 6x + 5x - x + 8y -12xy + 6x y - x y
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 (a+b)^6 توجه شود كه علامت «^» به معناي توان رساني است و
همان 6(a+b) است.

4. دستور [عبارت] Factor، عبارت داخل كروشه را به شكل 
حاصل ضربي از عوامل اول تجزيه مي كند. در اين حالت اگر عبارت 
داخل كروشه تجزيه ناپذير باشد، خود عبارت در خروجي مشخص 

مي شود.
مثال: 

4 3 2 2 3 4

4 4

(x - y)(x + x y + x y + xy + y )

a + b

2

Factor[x^ 5 - y ^ 5]

Factor[Power[a,4]+ Power[b,4]]

Factor[2x^ 6 - 8y ^10]
3 5 3 5

2 2

(x - 2y )(x + 2y )

-6 + x + x + xy +13y - 6y

2 2Factor[x + xy - 6y + x +13y - 6]

ي  جمله  ضريب   Coefficient عبارت]  [جمله،  دستور   .5
بيان شده ي داخل كروشه را در عبارت مفروض مشخص مي كند. 
هم چنين دستور [n، جمله، عبارت] Coefficient ضريب n(جمله) 

را در عبارت داخل كروشه مشخص مي كند.
عبارت  در  را   x2y4 ضريب  مي خواهيم  كنيد  فرض  مثال: 
6(2x+3y) بدانيم. براي اين كار از دستور فوق به  صورت زير استفاده 

مي كنيم و با اجراي آن ضريب اين جمله را به دست مي آوريم: 

4860
Coefficient[(2x + 3y)^ 6,x^ 2y ^ 4]

حال فرض كنيد مي خواهيم ضريب جمله ي a3 را در عبارت 
10(a - 2) بدانيم. در اين حالت به صورت زير از دستور فوق استفاده 

م:  مي كني

-15360
Coefficient[(a - 2)^10,a,3]

با استفاده از اين دستور مي توانيد هر يك از ضرايب بسط دو 
جمله اي نيوتن به صورت كلي n(a+b) را به دست آوريد. مجدداً 
يادآوري مي شود براي به كارگيري عمل توان رساني هم مي توانيد 
هم  و  كنيد  استفاده   �� نماد  و   Basic Math Input پنجره ي  از 

3/2 2 5/2 31+ 6 x +15x + 20x +15x + 6x + x

Expand[(1 + x)^ 6]
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9. دستور [عبارت] Apart، عبارت داخل كروشه را به شكل 
مجموعي از كسرهاي جزئي تجزيه مي كند.

2

1 1-
4(1+ x) 4(5 + x)

1 1- x+
3(-1+ x) 3(1+ x + x )

3

Apart[1 / ((1 + x)(5 + x))]

xApart[ ]
x -1

و  صورت  در  مشترك  عوامل   Cancel [عبارت]  دستور   .10
مخرج عبارت داخل كروشه را حذف مي كند.

مثال: 
2x - 5Cancel[

1 (-3 + x)
5

x + 6]
5x -10

البته از دستور Simplify نيز مي توان استفاده كرد.
مثال: 

3 + x
1+ x

2

2
x + 5 x+ 6Cancel[ ]
x + 3 x+ 2

در ادامه، چند دستورالعمل تكميلي ديگر را معرفي مي كنيم: 
از  كدام  هر  از  استفاده  براي  عبارت  يك  ورود  منظور  به 
دستورالعمل هاي فوق به جاي تايپ عبارت در داخل كروشه، مي توان 
نامي براي عبارت در نظر گرفت و سپس با استفاده از اين نام در 
داخل كروشه به جاي كل عبارت فقط نام آن را تايپ كرد. در اين 

حالت، بايد بعد از تايپ عبارت علامت ; را تايپ كرد. 
مثال: 

2 2 2( 2 x)(2 x)( 5 x )(4 x )(5 x )− + + − + + +

8 4p = x - 41x + 400;
Factor[p]

در مثال زير يك چندجمله اي با دو متغير به نام poly معرفي 
شده و با استفاده از دستور Collect يك بار نسبت به متغير x و 

يك بار نسبت به متغير y دسته بندي شده است.
poly x y xy x y xy x y ;= + + + + + +2 2 2 21 2 3 4 5 6 7

2 2 21+ 3y + x(2 + 4y + 6y ) + x (5y + 7y )

Collect[poly,x]

مي توانيد از نماد «^» يا دستورالعمل Power كه قبلاً معرفي شد، 
بهره گيريد.

6. دستور [جمله، عبارت] Exponent توان جمله ي مذكور در 
داخل كروشه را در عبارت مفروض بيان مي كند.

مثال: 
3Exponent[(1 + x^ 2) - (y + x^ 2 + ax^ 3)^ 2, x]

6

1

3 2 2 3 2Exponent[6a - 24ab - 4a b + 5b ,ab ]

Collect [متغير و عبارت] 7. دستور
جملاتي را كه در عبارت داده شده داراي توان يكساني نسبت 

به متغير مفروض هستند، دسته بندي مي كند.
مثال: 

2 3 4 2 3

2 2 3 4

(a + c)x + by

1+ 4a + 6a + 4a + a + (4 +12a +12a + 4a )x

+(6 +12a + 6a )x + (4 + 4a)x + x

Collect[ax + by + cx,x]

Collect[(1 + a + x)^ 4,x]

8. دستور [عبارت] Together عبارت داخل كروشه را به شكل 
يك كسر نمايش مي دهد.

مثال: 

1
-1+ x

2
1 2Together[ + ]

x +1 x -1

x به شكل يك كسر  x
x x

+
− −

2

2 21 1 مثال: براي نمايش عبارت 
نتيجه  دستور  اين  استفاده مي شود.  دستور  اين  از  زير  به صورت 
كه  كنيد  توجه  مي كند.  اعلام  شده  ساده  كسر  يك  به صورت  را 
ر پنجره ي � د

�
 مي توان براي ورود كسرها هم از نماد/ و هم از نماد

 Basic Math Input استفاده كرد.

x
-1+ x

Together[x^ 2 / (x^ 2 -1) + x / (x^ 2 -1)]

هم چنين به مثال هاي زير نيز توجه كنيد: 

2
5x(2 + x)
-25 + x

3 2

2 2
x - 2x 5x +10Together[ × ]
x - 25 x - 2x

8 + 5 x
x(1+ x)(2 + x)

2 2
4 1Together[ + ]

x + x x + 3 x+ 2



13. دستور [متغير و معادله] Roots ريشه هاي معادله ي مفروض 
را نسبت به متغير مربوط مشخص مي كند. در اين حالت بايد هنگام 

ورود معادله از دو تساوي متوالي استفاده كرد. براي مثال: 
x2+x- 1==0

در خروجي، كليه  ريشه هاي معادله براي متغير x مشخص و 
رج مي شود. بين ريشه ها علامت || د

مثال: 

1 1x == (-1- 5) || x == (-1+ 5)
2 2

x == -1|| x == 1|| x == 1

2Roots[x + x -1 == 0, x]

Roots[x^ 3 - x^ 2 - x +1 == 0,x]

2Roots[(x - 5)

x == -2 || x == -2 || x == -2 || x == 5 || x == - 5

1 1x == (-1- 13) || x == (-1+ 13) || x == 5 || x == - 5
2 2

3

4 3 2

(x + 2) == 0,x]

Roots[x + x - 8x - 5x +15 == 0,x]

14. دستور [متغير، معادله] Solve، معادله ي داخل كروشه را 
نسبت به متغير مفروض حل مي كند. اگر معادله برحسب x و حاصل 
x}} مشخص مي شود. توجه  a}}→ a باشد، خروجي به صورت 
شود مشابه دستور قبلي بايد براي ورود معادله به جاي = از == 
استفاده كرد. اگر معادله فقط داراي يك متغير باشد نيازي به معرفي 
متغيرنيست، ولي اگر در معادله بيش از يك متغير وجود داشته باشد، 

لازم است كه نام متغير مشخص شود.

1{{x }}
5

1{{a (2xy - y)}}
3

→

→

Solve[4x + 5 == -6x + 7]

Solve[2xy == 3a + y,a]

از دستور Solve براي حل دستگاه معادلات هم مي توان استفاده 
كرد. به مثال هاي زير توجه كنيد: 

 ⎧⎨
⎩

2x - 3y = 4
-x + y = 5

مثال: مي خواهيم دستگاه دو معادله دو مجهولي 
را حل كنيم. براي اين كار معادلات را داخل كروشه تايپ و بين 
آن ها علامت && را قرار مي دهيم. پس از اجرا، جواب هاي دستگاه 

ص مي شوند. مشخ

{{x -19, y -14}}→ →
Solve[2x - 3y == 4 & & - x + y == 5]

مثال: مي خواهيم دستگاه سه معادله سه مجهولي ذيل را حل 
كنيم: 

و   Polynomial GCD [P1, P2, ...] دستورالعمل هاي   .11 
Polynomial LCM [P1, P2, ...] به ترتيب بزرگ ترين مقسوم عليه 

مشترك و كوچك ترين مضرب مشترك عبارت هاي داخل كروشه را 
مشخص مي كنند. توجه شود هنگام استفاده از اين دستورها حروفي 

كه به صورت بزرگ در دستور آمده اند به همين شكل تايپ شوند.
مثال: 

-1+ x
PolynomialGCD[x^ 2 -1,x^ 3 -1,x^ 2 + x - 2]

كوچك ترين  و  مشترك  مقسوم عليه  بزرگ ترين  زير،  مثال  در 
به   (x2 -y2)2(3x2) و   (x -y)3(x+y) عبارت  دو  مشترك  مضرب 

دست آمده اند.

2

2 3 2

(-x + y) (x + y)

3x (x - y) (x + y)

PolinomialGCD[(x - y)^ 3(x + y),(x^ 2 - y ^ 2)^ 2(3x^ 2)]

PolynomialLCM[(x - y)^ 3(x + y),(x^ 2 - y ^ 2)^ 2(3x^ 2)]

در دو مثال زير ابتدا دو چندجمله اي p و q معرفي و سپس 
بزرگ ترين مقسو م عليه مشترك و كوچك ترين مضرب مشترك آن ها 

با به كارگيري دو دستور فوق محاسبه شده اند.
4 3 2

4 3 2

p = 2x -15x + 39x - 40x +12;

q = 4x - 24x + 45x - 29x + 6;

2 3-6 +17x -11x + 2x

a = PolinomialGCD[p,q]

b = PolynomialLCM[p,q]
2 3 4(-2 + x)(6 - 29x + 45x - 24x + 4x )

2 3

2 4

p = (x -1)(x - 2) (x - 3) ;

q = (x -1) (x - 2)(x - 3) ;

3(-3 + x) (-2 + x)(-

PolynomialGCD[p,q]

4 2 2

1+ x)

(-3 + x) (-2 + x) (-1+ x)

PolynomialLCM[p,q]

از  فهرستي   CoefficientList عبارت]  و  [متغير  دستور   .12
تمام ضرايب توان هاي متغير مفروض را در عبارت داخل كروشه 

ص مي كند. مشخ
مثال: 

{1,10,45,120,210,252,210,120,45,10,1}

10CoefficientList[(x +1) , x]
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1+ 2x + (3 + 4x + 5

Collect[poly,y]
2 2 2x )y + (6x + 7x )y
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⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

2x + y - z = 3
x + 4y - 3z = -1
7x - 2y - z = 0

با استفاده از دستور Solve، درون كروشه هر سه معادله را تايپ 
و بين آن ها علامت && را قرار مي دهيم. پس از اجرا جواب هاي 

دستگاه به دست مي آيند:
Solve[2x + y - z == 3 & &x + 4y - 3z == -1& &7x - 2y - z == 0]

33 13 101{{x , y , z }}
10 2 10

→ → →

و   PolynomialQuotient[P,S,x] دستورالعمل هاي   .15
و  خارج قسمت  ترتيب  به   PolynomialRemainder[P,S,x]

باقي مانده ي تقسيم چند جمله اي P را بر چند جمله اي S نسبت به 
ص مي كنند. متغير x مشخ

تقسيم  نده ي  باقي ما و  خارج قسمت  هيم  مي خوا مثال: 
S به دست آوريم. با  x= +2 را بر 1 P x x x x= − + − +5 4 27 3 5 9
تايپ كردن اين دو چندجمله اي و به كارگيري دو دستور فوق، نتيجه 
به صورت زير حاصل مي شود. توجه كنيد كه بايد بعد از معرفي هر 

چندجمله اي نماد ; را تايپ كنيد.
5 4 2

2

p = x - 7x + 3x - 5x + 9;

s = x +1;
q = Polynomial Quotient[p,s, x]

2 310 - x - 7x + x

-1- 4x
r = Polynomial Remainder[p,s, x]

از اشيا را نمايش مي دهد  16. دستور [عناصر] List فهرستي 
كه مي توان شامل اعداد يا حروف باشد. مزيت اين دستور آن است 
كه هر نوع عمل رياضي را به راحتي مي توان روي آن انجام داد. 
1 تمام عناصر موجود در داخل كروشه را 

List
براي مثال، دستور 

 List جذر تمام عناصر موجود در List معكوس مي كند يا دستور
عمل حسابي  يك  فهرست  دو  بين  مي توان  هم چنين  مي گيرد.  را 
چون جمع را نيز انجام داد. در اين حالت عناصر دو فهرست نظير 

به نظير با هم جمع مي شوند.
مثال: 

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

1 1 1 1 1 1 1 1 1{1 ,, , , , , , , , }
2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

List = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

1 / List

{3,5,5,7,7}

List1 = {1,2,3,4,5};
List2 = {2,3,2,3,2};
List1 + List2

در قسمت بعد به معرفي توابع اصلي در مَتمَِتيكا و رسم نمودار 
وابع مي پردازيم. ت

{1,4,9,16,25,36,49,64,81,100}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

2List

List

10}

تمرين
به  مَتمتيكا  نرم افزارى  بسته ى  محيط  در  را  زير  تمرينات  پاسخ 

دست آوريد:

 r
x

x

12
2

=
+

q و 
x
x

3 1
7 2

=
+
-  ،p

x
x

5 7
2 3

= +
-

1. سه عبارت 
را با هم جمع و نتيجه را در يك كسر بيان كنيد.

) را به دست آوريد. )x y z 3
+ + 2. حاصل 

 3. بزرگ ترين مقسوم عليه مشترك و كوچك ترين مضرب مشترك
عبارت هاى زير را به دست آوريد:

, ( ) , ( )( )a b a b a b a b3 3 3 2 2
- - - +

ــد.  x را بيابي x x4 4 05 3 2
- + - = ــه ى  ــه هاى معادل 4. ريش

ــورت  ص ــه  ب را   p x x x4 45 3 2
= - + - ــارت  عب ــن  هم چني

حاصل ضرب عوامل اول بنويسيد.

حاصل  است  مفروض   { , , ,..., }List 1 2 3 10= فهرست   .5
List را به دست آوريد. 2List3

+

6. مقدار تقريبى عدد پى را تا 15 رقم اعشار بيابيد.

پى نوشت
1. Mathematica

منابع
1. كتاب درسى رياضيات 1 سال اول متوسطه، 1389

2. Mathematica, second edition, Eugene Don, ph.D., Schaum’s 
Outline Series, McGrowHill, 2009



اگر G گرافى ساده با مجموعه ى رئوس زير باشد:
 { }i j PV V ,V , ,V , ,V , ,V= 1 2 � � �  
ماتريس مربعى M از مرتبه ى P را طورى تعريف كنيم كه هر سطر 
 G و نيز هر ستون آن متناظر با يك رأس G آن متناظر با يك رأس
 mij تعريف شود و درايه ى (Vi ام متناظر با رأس i ام و ستون  i سطر)
را 1 در نظر بگيريم هرگاه دو رأس Vi و Vj مجاور باشند و صفر در 
نظر بگيريم هرگاه اين دو رأس مجاور نباشند، در اين صورت ماتريس 

M ماتريس مجاورت گراف G ناميده مى شود.
مثال: ماتريس مجاورت گراف ساده ى زير را تعريف كنيد.

.

جاى شكل
a b c d

a
M b

c
d

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 1 0 0

ويژگى هاى ماتريس مجاورت گراف هاى ساده
1. ماتريس مجاورت هر گراف ساده ى ماتريسى متقارن است 

(درايه هاى بالا و پايين قطر اصلى، نسبت به قطر قرينه اند).
2. تمام درايه هاى روى قطر اصلىِ هر ماتريس مجاورت صفر 

مى باشند.
3. تعداد يك هاى موجود روى هر سطر (يا ستون) با درجه ى 

رأس متناظر با آن سطر (يا ستون) برابر است.
گراف  مجاورت  ماتريس  در  موجود  يك هاى  كل  تعداد   .4
برابر  و   G گراف  رئوس  درجات  مجموع  با  است  برابر   G ساده ى 

ماتريس مجاورت گراف هاى ساده

.2 q است با
5. اگر گراف G رأس ايزوله داشته باشد به ازاى آن رأس ايزوله، 

يك سطر و ستون نظير آن صفر است.
6. اگر ماتريس M  متناظر با گراف كامل  Kp باشد تمام درايه هاى 

غير واقع بر قطر اصلى M يك مى باشند.
7. تعداد يك هاى واقع بر ماتريس مجاورت متناظر با گراف ساده ى 
G از مرتبه ى p  و اندازه ى q، برابر است با q 2 و تعداد صفرهاى آن 

(p2-2 q ) است.
8. تعداد صفرهاى ماتريس مجاورت M متناظر با درخت T از 

.( q 2+1) برابر است با ،q و اندازه ى  p مرتبه ى

ويژگى هاى مربع ماتريس هاى مجاورت
و  باشد   G ساده ى  گراف  با  متناظر  مجاورت  ماتريس   M اگر 

M مربع اين ماتريس، در اين صورت داريم: M M× = 2

1. هر درايه ى واقع بر قطر اصلى M 2  با درجه ى رأس متناظر با 
سطر (يا ستون) آن درايه برابر است.

2. مجموع درايه هاى روى قطر اصلى ماتريس M 2  همان مجموع 
.2 q بوده و برابر است با G درجات رئوس

باشد    M 2 ماتريس  اصلى  قطر  بر  غيرواقع  درايه ى   ijm2 اگر   .3
ijm2 برابر است با تعداد مسيرهاى به طول 2  i) در اين صورت  j)≠

.Vj به رأس Vi از رأس
 ، M 2 در اين صورت هر درايه ى روى قطر اصلى G=Kp 4. اگر
برابر است با (P-1) و هر درايه ى غيرواقع بر قطر اصلى M 2 ، برابر 

.(2-P) است با
 ، M 2 ماتريس  اين صورت مجموع درايه هاى  G=Kp در  اگر   .5

.p(p -1)2 برابر است با
آزمون 1. اگر M ماتريس مجاورت درخت Tp بوده و مجموع 
M چند  ماتريس  باشد  با 18  برابر    M 2 اصلى  قطر  درايه هاى روى 

درايه ى صفر دارد؟
37 (2  50 (1
82 (4  65 (3

a

b

c

d
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 حميدرضا اميرى

1
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حل: گزينه ى (4) زيرا،
q q M= ⇒ = ⇒18 2 9 =q تعداد صفرهاى  + =2 1 82

آزمون 2. كدام نمى تواند قطر اصلى مربع ماتريس مجاورت گراف 
ساده ى G باشد؟

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
2

2
1

 (2  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
3

2
2

 (1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
3

2
1

 (4  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
2

1
1

 (3

حل: گزينه ى (4) زيرا، درايه هاى قطر اصلى M 2  همان درجات 
S گرافيكال نيست. : , , ,3 3 2 1 رئوس ماتريس G مى باشند و دنباله ى 

 2 بايد  رأس  هر  درجه ى  حداقل  و  دارد  ماكزيمم  رأس  (دو 
باشد).

مثال 1: اگر M ماتريس مجاورت گراف كامل Kp باشد و درايه ى 
واقع بر سطر دوم و ستون سوم ماتريس M 2 ، برابر با 5 باشد مطلوب 

است:
الف) تعداد يال هاى اين گراف

 M 2 ب) مجموع درايه هاى ماتريس
  p -2=5 حل: چون 5 درايه ى غيرواقع بر قطر اصلى است پس بايد

يا p =7  و داريم:
p(p (الف )q −

= =
1 p(p = مجموع درايه هاى M 2  (ب212 )− =21 × =27 6 252

درايه ى صفر   11 و  سطر   6 داراى   M ماتريس  اگر   .3 آزمون 
كدام عدد  (ماكزيمم درجه ى گراف)   ∆ مقدار  اين صورت  در  باشد 

مى تواند باشد.
5 (2   6 (1
3 (4   4 (3

حل: گزينه ى (2) زيرا، از 11 درايه ى صفر، 6 درايه روى قطر اصلى 
قرار دارد، حال اگر 5 صفر باقى مانده را بخواهيم روى 6 سطر ماتريس 
M قرار دهيم به حداقل يكى از سطرها صفرى تعلق نمى گيرد و آن 

5D خواهد شد. = سطر داراى 5 درايه ى يك بوده و بنابراين 
آزمون 4. اگر M ماتريس مجاورت درخت  Tp باشد، حداكثر مقدار 

براى هر درايه ى غيرواقع بر قطر اصلى M 2  كدام است؟
2 (2   1 (1

4) حداقل 2 3) صفر 

حل: گزينه ى (1) زيرا، تعداد مسيرهاى از هر رأس به هر رأس 
 Vi در يك درخت 1 است و چون تعداد مسيرهاى به طول 2 از رأس
j(i 1 مى باشد، طبق نكته ى ذكر شده در ويژگى هاى  j)V≠ به رأس 

ماتريس M 2  حداكثر مقدار براى اين درايه ها 1 مى باشد.

 ماتريس مجاورت
x z y t

M
y
u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0 1 1
1 0 1
1 1 0

آزمون 5: اگر 

 گراف هميلتنى G باشد حاصل (x+y+z+t+u) كدام است؟
3 (2   4 (1
5 (4   2 (3

  M  حل: گزينه ى (2) زيرا با توجه به اين كه درايه هاى قطر اصلى
بايد همگى صفر باشد لذا x =0  و چون M متقارن است z=0   و چون در 
   y=t =1 هر گراف هميلتنى حداقل درجه ى هر رأس بايد 2 باشد پس

و لذا u =1  بنابراين:
x y z t u+ + + + = 3

آزمون 6. اگر M ماتريس مجاورت درخت Tp باشد و درايه هاى 
, مرتب  , , , , , , , ,5 5 4 4 3 2 1 1 1� روى قطر اصلى ماتريس M 2  به صورت 

شده باشند ماتريس  M  چند ستون دارد؟
18 (2  16 (1
17 (4  19 (3

حل: گزينه ى (3)، مى دانيم هر درايه ى روى قطر اصلى ماتريس 
M 2  درجه ى يك رأس درخت Tp است لذا اگر تعداد يك ها مشخص 
شود، تعداد رئوس درخت مورد نظر و درنتيجه تعداد ستون ها مشخص 

مى شود:
 = تعداد رأس هاى درجه ى 1 در درخت

i

i
deg v

(deg v )
≥

− +∑
3

2 2

13=2+(2-5)+(2-5)+(2-4)+(2-4)+(2-3)= تعداد رأس هاى درجه ى1
با  است  برابر   ،p يعنى  درخت  اين  رأس هاى  تعداد  پس 

19=2+2+1+1+13 پس M ماتريس 19×19 است.
آزمون 7. اگر M ماتريس مجاورت گراف ساده ى G باشد كدام 

عدد نمى تواند حاصل ضرب درايه هاى قطر اصلى M 2  باشد؟
12 (2  81 (1
18 (4  36 (3
حل: گزينه ى (4) زيرا:

1×2×3×3=18 يا 2×32=18
S گرافيكال نيست. : , , ,3 3 2 1 و دنباله ى 



و  كار  در  مداخله گرى  و  وسيع  موضوع  آن چنان  رياضيات، 
بار آدميان است كه مى تواند گه گاه توفنده به نظر آيد و در مورد 
معناى  به  همواره  وضعيت  اين  بازگرديم.  مبناها  به  بايد  گاهى  آن 
بازگشت به اعداد شمارش، يعنى 1، 2، 3، 4، 5، 6، 7، 8، 9، 10، 
11، 12، ... است. در واقع مگر مى توان مبنايى اساسى تر از آن به 

دست آورد؟
به  را  آن  مى توانيم  بنابراين  و   4 2 2#= داريم  خوب،  بسيار 
اين  را  ديگر  هر عدد  مى توانيم  آيا  امّا  كنيم.  تقسيم  اوّل1  مؤلفّه هاى 

چنين تقسيم كنيم؟ در واقع، اعداد ديگرى براى اين كار موجودند:
و 3×3 = 9 و 2×2×2 = 8 و 3 ×2 = 6

3×2×2 =12 و 2×5 =10  
اين اعداد، عددهايى مركّب اند، زيرا از اعداد بسيار اساسى 2، 3، 
5، 7، ... تشكيل شده اند. اعداد تقسيم نشدنى2 عبارت اند از اعداد 2، 
3، 5، 7، 11، 13، ... اين اعداد، عددهاى اوّل يا به طور ساده، اوّل ها 
هستند. عدد اول، عددى است كه تنها بر يك و خودش تقسيم پذير 

است. در اين صورت، ممكن است به اين پرسش برسيم كه خود 1 
اول است يا خير. بنا به اين تعريف، بايد باشد. در گذشته، بسيارى 
اما  گرفته اند،  نظر  در  اول  عدد  را  آن  برجسته،  رياضى دان هاى  از 
رياضى دان هاى جديد، اول هاى خود را با 2 آغاز مى كنند. اين كار به 
قضايا اين توان را مى دهد كه به ظرافت و زيبايى بيان شوند. براى ما 

نيز، عدد 2 نخستين اول است.
خط  اول ها  زير  مى توانيم  اوليه،  شمارش  عدد  چند  مورد  در 
 ،15 ،14 ،13 ،12 ،11 ،10  ،9  ،8 ،7 بكشيم: 1، 2، 3، 4، 5، 6، 
16، 17، 18، 19، 20، 21، 22، 23، ... بررسى اعداد اول، ما را به 
دارند  اهميت  لحاظ  اين  از  اعداد  اين  اما  واقعى مى كشاند،  مبناهاى 
كه اتم ها3ى رياضيات اند. اعداد اول نيز مانند عناصر اساسى شيمى، 
كه جميع تركيبات شيميايى از آن ها مشتق مى شوند، مى توانند براى 

ساختن تركيبات رياضى به كار روند.
دستاورد رياضى اى كه همه ى اين موارد را تحكيم مى بخشد، به نام 
شكوهمند «قضيه ى تجزيه به اعداد اول» موسوم است. اين قضيه بيان 

لاعداد اول عداد اولولادااعداد اولاداا
ا ياسى پور غلامرض
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مى كند كه هر عدد تمام بزرگ تر از 1 را مى توان دقيقاً به يك طريق به 
صورت حاصل ضرب اعداد اول نوشت. ملاحظه كرديم كه 3×2×2 = 12 
و هيچ طريق ديگرى براى انجام اين كار با مؤلفه هاى اول وجود ندارد. 
 .12 2 32#= اين عبارت اغلب به نمادنويسى توانى نوشته مى شود: 

براى مثال، 6,545,448 را مى توان به صورت زير نوشت:
2 3 7 13 373 5# # # #

كشف اول ها
و  نيست  موجود  اول ها  كردن  مشخص  براى  فرمولى  متأسفانه 
تمام  اعداد  ميان  در  مورد ظهورشان  در  الگويى  كه  مى رسد  نظر  به 
در دست نباشد. يكى از نخستين روش هاى يافتن آن ها را اراتُستن 
سيرنه اى4 معاصر جوان تر ارشميدس، مطرح كرد كه بيشتر حيات خود 
را در آتن گذراند. گرچه محاسبه ى دقيق طول خط استواى وى در 
روزگار او از تحسين بيشترى برخوردار شد، اما امروزه وى به دليل 
غربالش براى يافتن اعداد اول، مشهور است. اراتستن تصور كرد كه 
اعداد شمارش در مقابلش قرار گرفته اند. وى ابتدا زير 2 خط كشيد 
و تمام مضرب هاى 2 را كنار زد. سپس به 3 پرداخت و زير آن خط 
جميع  كار،  اين  ادامه ى  با  و  زد.  كنار  را  آن  مضارب  تمام  و  كشيد 
خط  زيرشان  كه  اعدادى  صورت،  اين  در  كرد.  غربال  را  مركب ها 

كشيده شده بود و در غربال باقى مانده بودند، اول بودند.
چگونه  اما  كرد،  پيش گويى  را  اول ها  مى توان  ترتيب،  اين  به 
مى توان گفت عدد مفروضى اول است يا خير؟ براى مثال در مورد 
19,071 يا 19,073 چه مى توان گفت؟ هر عدد اول، غير از اول هاى 
2 و 5، بايد به 1، 3، 7 يا 9 ختم شود، اما اين شرط براى اين كه 
عددى را اول كند كافى نيست. بدون بررسى عامل هاى ممكن، دانستن 
اين كه يك عدد بزرگ مختوم به 1، 3، 7 يا 9 اول است يا نه، مشكل 
19,071 اول نيست، در  3 13 1632# #= به نظر مى رسد. در ضمن 

حالى كه 19,073 اول است.
پيكار ديگر، كشف الگويى در توزيع اول ها بوده است. بگذاريد 
اول  چند   ،1000 و   1 بين  عددى   100 قطعه ى  هر  در  كنيم  بررسى 

موجود است. (جدول 1)
ساله   15 كه  زمانى  گاوس5،  فردريش  كارل   ،1792 سال  در 
از عدد  كمتر  اول  اعداد  تعداد  تخمين  براى  را  P(n)ى  فرمول  بود، 
اول  اعداد  به قضيه ى  امروزه  فرمول  (اين  داد  به دست   ،n مفروض 
000n مقدار تقريبى 172  1= موسوم است). فرمول مزبور به ازاى 
اين فاصله، يعنى 168،  به دست مى دهد. تعداد واقعى اول ها در  را 
اين  كه  بوده  اين  بر  فرض  همواره  است.  تخمين  اين  از  كوچك تر 

وضع در مورد هر مقدار n برقرار است، اما اول ها اغلب شگفتى هايى 
 0n 1 371

= در آستين دارند، زيرا نشان داده شده است كه به ازاى 
با  دنباله اى  از 1 و  به صورت دست خطى مركب  (عددى عظيم كه 
مزبور  از تخمين  اول  اعداد  واقعى  تعداد  نوشته مى شود)  371 صفر 
تجاوز مى كند. در واقع، در بعضى از نواحى اعداد شمارش، تفاضل 

بين تخمين و تعداد واقعى بين كم تر و زيادتر نوسان مى كند.

چند تا؟
بى نهايت عدد اول موجود است. اقليدس در كتاب مقدمات خود 
(كتاب 9، قضيه ى 20) بيان مى كند كه «تعداد اعداد اول، از هر تعداد 
اول مشخص شده بيش تر است». اثبات زيباى اقليدس به طريق زير 

است:
P بزرگ ترين عدد اول باشد و عدد زير را در  فرض مى كنيم  
. كه يا اول است  ( ... )N N P2 3 5 1# # # #= + نظر مى گيريم 
يا نيست. اگر اول باشد اولى بزرگ تر از P به دست داده ايم كه نقيض 
از  يكى  كه   ،p مثلاً  اولى،  بر  بايد  نباشد،  اول  اگر  و  است  فرضمان 
  p است، بخش پذير باشد. اين بدان معناست كه P ... ،5 ،3 ،2 موارد
) را مى شمارد. اما اين عدد برابر 1  ... )N P2 3 5# # # #- عدد 
است و بنابراين p عدد 1 را مى شمارد. اما نمى تواند چنين باشد، زيرا 
جميع اول ها بزرگ تر از1  هستند. به اين ترتيب، نوع N هرچه باشد، 
به تناقض مى رسيم. بنابراين، فرض اوليه مان در مورد بزرگ ترين اول 

بودن P ناراست است. نتيجه: تعداد اول ها نامحدود است.
اگرچه اول ها تا نامتناهى ادامه دارند، اين واقعيت مانع اشخاص 
كه  موردى  است.  نشده  شده،  شناخته  اول  بزرگ ترين  يافتن  از 
كه  است   2 1024 36583

- مِرسِن6   عظيم  اول  شده،  ركورددار  اخيراً 
01 يا عددى است كه با 1 آغاز مى شود و پس از آن  تقريباً 7235732

7,235,732 صفر قرار مى گيرد.

ناشناخته ها
اول  اعداد  به  مربوط  معروف  نشده ى  كشف  نواحى  از  ناحيه  دو 
«مسئله ى اول هاى توأمان يا دوقلو7» و «حدس مشهور گلدباخ8» است.

با  تنها  كه  متوالى اند  اول هاى  از  جفت هايى  توأمان،  اول هاى 
يك عدد زوج از هم جدا شده اند. ده اول توأمان در برد 1 تا 100 

عبارت اند از:
, ; , ; , ; , ; , ; , ; , ; ,3 5 5 7 11 13 17 19 29 31 41 43 59 61 71 73

 27,412,679 شمارش،  زمينه ى  در  كه  است  شده  مشخص 
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برد
تعداد اول ها

1-100
25

101-200
21

201-300
16 16

401-500
17

501-600
14

601-700
16

701-800
14

801-900
15

901-1000
14

1-1000
168

(جدول 1)

301-400



معناست  بدان  مطلب  اين  است.  موجود   01 01 از  تر  كوچك  توأمان 
كه اعداد زوج توأمان دار، مانند 12 (كه توأمان هاى 11، 13 را دارد) 
تنها 0/274 درصد اعداد واقع در اين برد را تشكيل مى دهند. اما آيا 
تعداد اول هاى توأمان نامتناهى است؟ اگر نباشد تعجب آور است، اما 

تا كنون كسى نتوانسته است اثباتى در اين مورد ارائه دهد.
كريستيان گلدباخ9 حدس زد كه :

هر عدد زوج بزرگ تر از 2 مجموع دو عدد اول است.
به صورت  را  نمونه، 42 عددى زوج است و مى توان آن  براى 
37 + 5 نوشت. اين واقعيت كه آن را مى توان به صورت 11 + 31 و 
13 + 29 يا 19+ 23 نيز نوشت، موضوعى ديگر است. تمام آن چه 
برد  اين حدس در مورد  است.  داريم يك طريق  نياز  اين مورد  در 
عظيمى از اعداد صادق است،اما هرگز در حالت كلى به اثبات نرسيده 
بر  پاره اى  و  رسيده اند  پيشرفت هايى  به  مورد  اين  در  گرچه  است؛ 
اين باورند كه اثبات مزبور دور از دسترس نيست. چِن جينگ رون10 
رياضى دان چينى، گام مهمى در اين باره برداشته است. قضيه ى وى 
مى خواهد ثابت كند كه هر عدد به قدر كافى بزرگ زوج را مى توان 
نيمه-اول11   يك  و  اول  يك  مجموع  يا  اول  دو  مجموع  به صورت 

(عددى كه حاصل ضرب دو اول است) نوشت.
پى يِر دوفِرما12 نظريه  پرداز بزرگ نظريه ى اعداد به اثبات رساند كه 
k4 را مى توان به صورت مجموع دو مربع و  1+ اول هاى به صورت 
17)، در حالى  1 42 2

= + دقيقاً به يك طريق بيان كرد (براى مثال، 
k4 (مثل 19) را به هيچ وجه نمى توان به  3+ كه اول هاى به صورت 
صورت مجموع دو مربع نوشت. ژوزف لاگرانژ13 نيز قضيه ى رياضى 
اثبات كرد: «هر عدد تمامِ مثبت،  توان هاى مربع  مورد  معروفى را در 
.1 91 1 1 42 2 2 2

= + + + نمونه،  براى  مجموع چهار مربع است.» 
در اين مورد، توان هاى بالاتر نيز مورد بررسى قرار گرفته اند و كتاب ها را پر 

از قضايا كرده اند، اما بسيارى از مسائل هنوز اثبات نشده باقى مانده اند.
كرديم.  توصيف  رياضيات»  «اتم هاى  صورت  به  را  اول  اعداد 
به  اتم ها  ماوراى  در  «فيزيك دان ها  گفت  مى توان  «مطمئناً»  اما، 
بنيادى)14  (ذرات  كوارك ها  قبيل  از  بنيادى تر  سراغ واحدهاى حتى 
اگر  است؟»  كرده  توقف  رياضيات  آيا  اين صورت،  در  رفته اند.  نيز 
و  است،  اول  عددى   5 كنيم،  شمارش  اعداد  به  محدود  را  كارمان 
همواره نيز چنين خواهد بود. اما گاوس به كشف دامنه دارى نائل شد 
، كه  ( ) ( )i i5 1 2 1 2#= - + كه به ازاى بعضى اول ها، مانند 5، 
i از دستگاه اعداد موهومى است. در اين صورت 5  1= - در آن 
به عنوان حاصل ضرب دو عدد صحيح گاوسى و اعدادى مانند آن، 

آن گونه كه فرض كرده بوديم تقسيم نشدنى نيستند.
عدد عدد- رمزان

يكى از پيكارجوترين زمينه هاى نظريه ى اعداد، مورد «مسئله ى 
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كمبريج،  استاد  وارينگ16  ادوارد   ،1770 سال  به  است.  وارينگ15» 
مسائلى شامل نوشتن اعداد تمام به صورت جمع توان ها مطرح كرد. 
دانش  با  عدد-رمزى،  جادويى  هنرهاى  چينش،  و  تنظيم  اين  در 
مربع ها  مجموع هاى  اول ها،  شكل  به  رياضيات،  كلينيكى  و  خشك 
آيينى  عدد  عدد-رمزى،  در  مى كند.  تلاقى  مكعب ها  مجموع هاى  و 
بى رقيب 666 «عدد شيطان»17 در فصل مكاشفه ى كتاب مقدس را 
اين  در نظر مى گيريم كه داراى بعضى ويژگى هاى غيرمنتظره است. 

عدد مجموع مربعات 7 اول نخستين است:
6 66 2 3 5 7 11 1 31 72 2 2 2 2 2 2

= + + + + + +

اين عدد،  كنند  نيز مشتاق اند كه خاطرنشان  اين  به  عدد-رمزان 
مجموع مكعب هاى 6 عدد طبيعى نخست و مقلوب مستوى آن هاست، 
و اگر اين نيز كافى نيست، عدد محورى 63 واقع در مركز اين مجموع، 

6 است. 6 6# # اختصار 
46 66 1 2 3 5 6 5 4 3 2 13 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

= + + + + + + + + ++

عدد 666 به درستى (عدد عدد-رمزان)18 است.
تاريخ شمار چند رخداد مهم رياضى

بى نهايت  مورد  در  اثباتى  اقليدس،  مقدمات  ميلاد:  از  قبل   300
بودن تعداد اعداد اول به دست مى دهد.

230 قبل از ميلاد: اراتستن سيرنه اى، روش غربال كردن اعداد 
اول را از اعداد تمام به دست مى دهد.

1742 ميلادى: گلدباخ حدس زد كه هر عدد زوج (بزرگ تر از 
2) مجموع دو عدد اول است.

1896 ميلادى: قضيه ى اعداد اول در مورد توزيع اول ها به اثبات 
رسيد.

تأييد  را  گلدباخ  حدس  تقريباً  جينگ رون  چن  ميلادى:   1966
كرد.

پى نوشت
1. Primary components
2. Unbreakable numbers
3. Atoms
4. Erastosthenes of Cyrene
5. Carl Friedrich Gauss
6. Mersenne
7. Twin primes problem
8. Goldbach conjecture
9. Christian Goldbach
10. Chen Jingrun
11. Semi-Prime
12. Pierre de Fermat
13. Joseph Lagrange
14. quarks
15. Waring’s problem
16. Edward Waring
17. Number of the beast
18. Number of the numerologist



مقدمه
بسيار اتفاق مى افتد كه جمعى مى خواهد بر اساس خواست هاى 
اعضايش تصميم بگيرد. چند مثال بياوريم: چند دوست مى خواهند 
فيلم هاى  به  نسبت  متفاوتى  علاقه هاى  كدام  هر  و  بروند  سينما  به 
انتخاب  نمى توانند  بيشتر  فيلم  يك  كه  است  واضح  دارند.  سينماها 
كنند. چه طور اين كار را انجام دهند؟ دولت مى خواهد براى ساختن 
وسايل مصرفى اولويت هايى قائل شود. چگونه خواست هاى تك تك 
افراد را جمع بندى كند؟ اعضاى شوراى مديريت يك واحد توليدى 
از  ترتيبى  و  كنند  طبقه بندى  را  مختلف  تكنولوژى هاى  مى خواهند 
نظر مفيد بودن براى آن ها قائل شوند. نظرات متفاوت اعضاى شورا 
چگونه جمع بندى شود؟ هيئت تحريريه ى يك مجله مى خواهد ترتيبى 
براى درج مقالات رسيده پيدا كند، ولى اعضا درباره ى زودتر و ديرتر 

چاپ شدن مقالات اختلاف دارند. اين اختلاف چگونه حل شود؟
متفاوت  هم  با  سؤال ها  اين  از  يك  هر  جواب  كه  است  واضح 
است. هيچ راه حل يكسانى براى اين مشكلات نمى توان يافت. گاهى 
به يكسان احترام گذاشت، در حالى كه گاهى  به نظريات همه  بايد 

بكوشند  بايد  گاهى  كرد.  توجه  نبايد  آن ها  از  برخى  حرف هاى  به 
همديگر را متقاعد كنند و گاه بعد از تبادل نظرها عقيده ى يك نفر بايد 
تعيين كننده باشد. در هر صورت، در مورد هر يك از اين سؤال ها و 
امثال آن ها بايد شرايط مشخص را بررسى كنيم تا راه حلى عاقلانه 

بيابيم.
در اين مورد، رياضيات چه كمكى مى تواند بكند. در برخى موارد 
كرد  انكار  نمى توان  را  رياضيات  نقش  اقتصادى،  برنامه ريزى  مانند 
و در برخى ديگر هنوز نقشى براى رياضيات پيدا نشده است. ولى 
درباره ى  انتزاعى  طور  به  مى تواند  آيا  است.  انتزاع  علم  رياضيات 

روش هاى جمع بندى نظريات چيزى به افراد بگويد؟
فقط مى شود گفت كه كارهايى در اين زمينه انجام گرفته است. 
طرح  براى  روشى  دادن  نشان  مى آوريم،  مقاله  چند  اين  در  آن چه 
اين سؤالات به زبان رياضى است. البته اين تنها روش نيست و كار 
رياضى دانان جهان از اين حد، فرسنگ ها جلوتر رفته است. هدف ما 
فقط آشنايى بسيار مختصر با اين شاخه ى رياضيات است. نبايد انتظار 
براى مشكل جمع بندى  تنهايى جوابى  به  كه رياضيات  باشيم  داشته 
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دكتر شهريار شهريارى
استاد رياضى كالج پاناما در آمريكا



xRy yRx و  xIy, ب) 
 I و R و تعاريف P حال با استفاده از خصوصيات فرض شده ى

مى توانيم خواص منطقى زير را براى انتخاب هاى فردى ثابت كنيم.
قضيه: اگر y ،x و z عضوهاى X باشند، آن گاه:

الف) xRy يا yRx يا هر دو
xRz (سرايت پذيرى) yRx% ب) xRy و 

ج) xRx (انعكاس)
xRy xPy% د) 

xPz yPz% ه ) xPy و 
xIz yIz% و) xIy و 

yPx يا xRy (ز
xPz yRz% ح) xPy و 

اثبات:
~xRy yPx xPy, % الف) اگر 

~yRx xPy yPx, % اگر 
yRx و xRy xIy, اگر 

~ ~xRz zPx zPy, % yPx~ و  yRz, ب) xRy و 
xPx~ و اين يك تناقض است و لذا داريم: xPx% ج) اگر 

. ~xRx xPx,

~xRy yPx xPy, % د) 
اثبات بقيه ى قسمت ها را به عهده ى خواننده مى گذاريم.

ممكن  انتخاب هاى  از   { , ,..., }X x y z= مجموعه اى  ما  پس 
هر شخص  نظرات  داريم.  افراد  از   { , ,..., }V n1 2= مجموعه ى  و 
است   X روى  بر  ترتيب ضعيف  يك  مختلف  انتخاب هاى  درباره ى 
(يعنى داراى خواصى است كه برشمرديم). مجموعه ى همه ى اين گونه 

نظرات راجع به X را ~ مى خوانيم.
پس:

X~ = مجموعه ى تمام ترتيب هاى ضعيف روى 
وقتى نظرات تمام اشخاص دانسته شد، آن گاه اين به معناى داشتن 

:f V " تابع f است:             ~
يعنى يك  ارجحيت،  ترتيب  V يك  براى هر فرد عضو   f يعنى 
يعنى   . { : }F f f V "= ~ بگذاريد  معين مى كند. حال  را   ~ عضو 
همه ى  مجموعه ى   F است.   ~ به   V از  توابع  همه ى  مجموعه ى   F

رياضيات و تصميم گيرى جمعى
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نظريات افراد و به دست آوردن تصميم گيرى جمعى از روى آن ها 
به دست دهد. جواب واقعى براى اين سؤال نه در محدوده ى رياضيات، 
فقط  رياضيات  است.  ديگر  در علوم  مورد مشخص،  براى هر  بلكه 
مى تواند در برخى موارد چهارچوبى براى ارائه نظرات به دست دهد 
و ممكن است كمكى در جهت منطقى بودن بحث هاى ما باشد. در 
اين جا كوشش مى كنيم روشى پيدا كنيم كه بتواند اولويت ها را مرتب 

كند.
فرمول بندى مسئله از نظر رياضى

} مجموعه ى انتخاب هاى ممكن است. تعداد  , ,..., }X x y z=  (1
عضوهاى X مساوى يا بيشتر از 3 است.

V (2 مجموعه ى محدودى از افراد تصميم گيرنده است. عضوهاى 
آن را با n،... ، i ،... ،2 ،1 نشان مى دهيم.

3) براى هر فردى مثلاً i و هر دو انتخاب مثلاً u و v يكى و فقط 
يكى از سه حالت زير برقرار است:

 uP vi الف) u» ،i را به v ترجيح مى دهد» كه آن را به صورت 
مى نويسيم.

 vP ui به صورت  را  كه آن  ترجيح مى دهد»   u به  را   v)  ،i ب) 
مى نويسيم.

 uI vi به صورت  را  بى تفاوت است» كه آن   v و   u (بين   ،i ج) 
مى نويسيم.

باشيم  داشته  يعنى  ندهد»  ترجيح   u به  را   v»  i اگر  همچنين، 
 ،i .كه معادل با اين است كه بگوييم uR vi vP~ آن گاه مى نويسيم  ui

يا u را به v ترجيح مى دهد يا بين u و v بى تفاوت است.
حال بعضى شرط ها را براى R ،P و I تعيين مى كنيم. در اين جا 
هدف، غيرمتناقض بودن ارجحيت هاى هر فرد است. در نتيجه شرط 

مى كنيم كه P يك رابطه ى ترتيبى ضعيف باشد، يعنى:
(xRy يعنى) ~yPx xPy% 1) نابرگشتى: 

~ ~xPz yPz% xPy~ و  2) سرايت پذيرى منفى: 
تعريف: ما رابطه هاى R و I را بدين ترتيب با استفاده از P تعريف 

مى كنيم.
~yPx xRy, الف) 
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ما  است. حال  افراد  براى  ارجحيت ها  انتخاب  در  ممكن  روش هاى 
مى خواهيم با دانستن ارجحيت هاى اشخاص به يك جمع بندى براى 
f مى خواهيم يك ترتيب  F! كل گروه برسيم. يعنى با داشتن يك 
ارجحيت (يعنى عضوى از ~) براى كل گروه بيابيم. در زبان رياضى 

ما خواهان تابعى به شكل زير هستيم.
:F "v ~

تابع v را مدل جمع بندى مى خوانيم. 
كه   ،f تابع  را  اشخاص  نظريات  كل  خاص،  مورد  هر  در  پس 
است،   ~ از  كه عضوى   ، ( )Fv و  معين مى كند  است،   F از  عضوى 
 y به x يعنى در جمع بندى ، ( )X f yv جمع بندى را نشان مى دهد. لذا، 
ترجيح داده شده است. منظور از xf(V)y آن است كه در مجموعه ى 
 x ،V داده شده است، شخص f ارجحيت هاى فردى كه به وسيله ى

را به y ترجيح مى دهد.
v، چه  حال، مى خواهيم ببينيم كه اين مدل جمع بندى مان، يعنى 
ارزش ها  بعضى  از  جدا  شرايط  اين  البته  باشد.  داشته  بايد  شرايطى 
نيستند و همان طور كه در مقدمه گفته شد، در موارد خاص شرايط 
نظر عاقلانه  به  كه  را  ما چهار شرط  اين جا  مختلفى لازم است. در 

مى آيند، مى آوريم و بعد قضيه اى راجع به آن ها متذكر مى شويم.

شرط 1 (حوزه ى نامحدود)
الف) تعداد عضوهاى X برابر يا بيشتر از سه است.

f تعريف شده باشد. F! ب) مدل جمع بندى v براى تمام 
ج) تعداد افراد حداقل 2، ولى در هر صورت محدود باشد.

توجه: بخش (ب) اين شرط به اين معناست كه اختلاف در آراى 
اشخاص هرچه باشد، بايد بتوان به يك جمع بندى رسيد.

شرط 2 (اصل برتر)
 اگر x و y  دو انتخاب ممكن در X باشند و همه ى اشخاص در 
 y به   x ترتيب گروهى هم  بدهند، آن گاه در  y ترجيح  به  را   x ،V

. ( )x f yv ترجيح داده شود، يعنى 

شرط 3 (استقلال انتخاب هاى غيرمربوط)
نظر  در  را  شخصى  ارجحيت هاى  ترتيب هاى  مجموعه ى  دو 
را  ممكن  انتخاب  دو   y و   x همچنين   .( ,f g F! (يعنى  مى گيريم 
و   x بين  مقايسه ى  افراد،  همه ى  براى  اگر  حال  مى گيريم.  نظر  در 
} بايد داشته باشيم  , }x y y در f و در g يكسان باشد، آن گاه براى 
و   xP y1 اول  روز  مى گيريم.  نظر  در  را  نفر   3 مثلاً   . ( ) ( )f gv v=

yP و روز دوم هم دقيقاً به همين ترتيب. حال اين شرط  x3 xP و  y2
مى گويد كه مدل جمع بندى ما بايد در روز اول و دوم يك نوع ترتيب 

) روز دوم  )x f yv بين x و y به دست دهد. يعنى اگر روز اول داريم 
است  ممكن  دوم  در روز  اين كه  گو  باشيم.  داشته  را  بايد همين  هم 
ارجحيت هاى افراد براى انتخاب هاى ممكن ديگر مثل z و غيره فرق 

كرده باشد.

شرط 4 (همفكرى كنيد!)
انتخاب  بر  را  انتخابى  او  كه هرگاه  باشد  نداشته  شخصى وجود 

ديگر ترجيح داد، آن گاه كل گروه هم همين كار را بكند.
 f F! x, و  y X! v وجود ندارد به نحوى كه اگر  V! يعنى 

. ( ) ( )xf V y x f y& v باشد داشته باشيم. 
اساس  بر  بايد  اين جمع  نظر مى گيريم.  را در  ما يك جمع  پس 
تمايلات افراد ترتيبى براى انتخاب هاى ممكن اتخاذ كند، يعنى معين 
كند كه مثلاً x به y ترجيح دارد، بين y و z بى تفاوت است و غيره. نام 
روش جمع بندى يا مدل جمع بندى را v گذاشتيم و برايش چهار شرط 
كه زياد هم غيرمنطقى به نظر نمى رسند آورديم. خوب است در اين جا به 

قضيه اى كه كنت. جى. اروو ثابت كرده است اشاره اى داشته باشيم.
قضيه: شرايط 4-1 متناقض اند.

باشد،  بالا  شرط  چهار  هر  داراى  كه  جمع بندى  يك  مدل  يعنى 
وجود ندارد! براى مطالعه ى بيشتر به كتاب زير مراجعه كنيد.

Kenneth J. Arrow: Social Choice and Individual values

ادب رياضى
«ابوعلى حسن بن حسن بن 

و  فيزيكدان  هيثم»، 

بَصرى  رياضيدان 

مصرى، در حدود 

354 هجرى در بصره به دنيا آمد و به سال 430 

صد  از  كه  ابن هيثم ـ  آثار  بيشتر  يافت.  وفات 

متجاوزند ـ درباره ى رياضيات و فيزيك است؛ 

البته به مباحث فلسفى و طبى نيز پرداخته است. 

كتاب  پنجم  مقاله ى  در  ابن هيثم  رياضى  نبوغ 

«فى المناظر» به اوج مى رسد.

***



رابطه ى
 بين مجذور اعداد و مجذور مقلوب آن ها

اشاره
نظريه ى اعداد شاخه اى از رياضى است 

آن ها  بين  روابط  و  اعداد  مطالعه ى  به  كه 
مى پردازد و در اين ميان، شگفتى هاى زيادى از 

زيبايى هاى روابط و قاعده هاى جارى ميان اعداد 
ل مى شود. حاص

كشف  به  اعداد  زمينه ى  در  پژوهش  و  مطالعه 
اين روابط قوى و بنيادى مى انجامد كه يكى از نتايج 

به محاسبات عظيمى است  بخشيدن  مهم آن، سرعت 
كه امروزه در جوامع صنعتى و دانشگاهى و حتى امور 

روزانه ى سازمان ها و كارهاى شخصى وجود دارد. در 
ميان  رياضى  جالب  رابطه ى  يك  معرفى  به  مجال  اين 
مجذور يك عدد و مجذور مقلوب آن عدد مى پردازيم.
xy نماد يك عدد دو رقمى باشد كه در  فرض كنيم 

اين صورت مقلوب آن yx خواهد بود.
) به  )xy 2 ) را از روى  )yx 2 حال قصد داريم 

دست آوريم. ادعا مى كنيم كه:
( ) ( ) ( ) ( )yx y x xy99 12 2 2 2

= - -

يعنى مربع عدد مقلوب برابر است با:
2(عدد داده شده) + (مجذور رقم يكان - مجذور رقم دهگان) × 99

اثبات:
0 00 0

00 0
0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

yx y x y xy x

y x x xy y

y x x y

y x xy99

1 1 2
99 99 1 2
99 1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

= + = + +

= + + +

= + +

= +

-

-

-

 ( )31 ) مى باشد حال مى خواهيم 2 )13 1692
= مثال: مى دانيم كه 

را به دست آوريم:
( ) {( ) ( ) }31 99 3 1 1692 2 2

= +-

( )

792 169 961
99 9 1 169 99 8 169#= + = +-

= + =

در  و  است  كه همان مجذور عدد 31 
 (31 آن  (مقلوب   13 مجذور  از  محاسبه  اين 
سه  اعداد  مورد  در  قاعده  اين  است.  شده  استفاده 

رقمى نيز به شكل مشابه برقرار است:
) است. حال  )zyx ) عدد  )xyz مقلوب عدد سه رقمى 
به دست آوريم.   ( )xyz 2 از روى  ) را  )zyx 2 قصد داريم 

رابطه ى زير را ادعا و اثبات مى كنيم.
( ) {( ) ( ) }zyx z x99992 2 2= -

اثبات: طرف چپ رابطه ى (2) برابر است با:
 00 0

0000 000 00 00 0
( ) ( )

( )

zyx z y x

zyx z zy y x xz xy

1 1
1 2 1 2 2

2 2

2 2 2 2
= + +

= + + + + +

0z طرف راست رابطه ى (2) x zy9999 9999 1982 2
+= -

198 1 1 2( )xy x y x+ + +0 00 0

0 0 0000
00 000 00 0
0000 000 00 00 0

z x yz xy x

y z xy xz yz

z yz y x xz yz

9999 9999 198 198 1
1 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

= + +

+ + + + +

= + + + + +

- -

مى بينيم كه دو طرف رابطه ى داده شده با هم برابرند.
داريم  قصد  حال  است.   ( )291 846812

= كه  مى دانيم  مثال: 
) را از روى مجذور (291) به دست آوريم. )192 حاصل 2

0
0

) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(192 9999 4 1 198 9 1 2 291
29997 1782 84681 36864

2 2# #= + +

+ =

- -

= - -

چنين  محاسبه ى  الگوريتم  به  توجه  با  كه  مى شود  نشان  خاطر 
روابطى مى توان روابط مشابه را براى اعداد n رقمى به دست آورد.

0 ( ) ( ) ( )y z x xyz198 22+ +-
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هادى خانى
 دانش آموز دبيرستان شهيد مفتح،
 شهرستان خدابنده



سرى هندسى مثلثاتى 

بحثى  رياضى  دانش پژوهان  و  دانشجويان  از  عده اى  با  روزى 
پيرامون وضعيت همگرايى و واگرايى سرى هايى كه جمله ى عمومى 
 ، ( )cos

n

n1
n

2
1

+
3+

=

/ مانند  مثلثاتى  عبارت هاى  شامل  آن ها 

 و ... است داشتيم كه در اين بين من سرى هايى 
( ( ))

( )

ln

sin

n n

n 2
1

n
2

2

+3

=

+

/

 ، ( ) ( )sin cosn n

2
4 4

n
n 1

r r
3

=

+

/  ، ( ) ( )sin cosn n

4
2 2

n
n 1

r r
3+

=

/ فرم  به 

) و ... را مطرح كردم و نظر ايشان را جويا  )
( )cos n

1 5
4n

n
n 1

r

-
3

=

+

/

كه  بود  اين  جالب  اما  شد،  ارائه  گوناگونى  و  متفاوت  نظرات  شدم. 
هيچ نظرى راجع به اين كه مى توان مقدار اين سرى ها را محاسبه كرد، 
بيان  به  اين مقاله و  به نگارش  تا  بيان نشد. اين موضوع باعث شد 
از  آن چه  با  هندسى  سرى هاى  از  متفاوتى  گروه  معرفى  بهتر، 

سرى هاى هندسى متعارف وجود دارد، بپردازم.
سرى  واگرايى  و  همگرايى  شرايط  و  تعريف  ارائه ى  به  نخست 
هندسى و سپس به معرفى چندين دنباله ى مثلثاتى مى پردازم كه هر 
يك از آن ها كمك ارزنده و شايان توجهى را در درك بهتر اين مقاله 

ايفا مى كنند.
a، هر سرى به فرم  زير: 0! اگر 

...ar a ar ar ar
0

n

n

2 3
= + + + +

3

=

+

/

احسان يارمحمدى
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( ) ( ) ( )16
2 4 8

16
2

16
4

16
8

n

n n n
n n n

nn 11
=+ + + +

33

=

+

=

+ b l//

يك سرى هندسى با جمله ى اول a و قدر نسبت r مى ناميم و 

مجموع جزئى آن را به صورت زير بيان مى كنيم.
...

( ... )

,

( ) ,

a ar ar ar ar

a r r r r

a
r
r r

a n r

1
1

1 1

1

1

n

n

n

2 3
2 3 1

1

# !

+ + + + +

= + + + + +

=

+ =

-
-

-

-

*
 r مختلف  مقادير  برحسب   ar

0
n

n

3

=

+

/ هندسى  سرى  براى  البته 
مى توان درمورد همگرايى يا واگرايى سرى مزبور به شرح زير بحث 

كرد:
ar همگراست و مقدار 

0
n

n

3

=

+

/ r1 آنگاه سرى  1< <- 1. اگر 

 است.
r

a
1 - n برابر با  " 3+ آن هنگامى كه 

Sn به اين  ar واگراست. چون 
0

n

n

3

=

+

/ r آن گاه سرى  1> 2. اگر 

n برابر است با 3 است، واگرا  " 3+ علت كه rn آن هنگامى كه  
خواهد بود.

چون  واگراست،   ar
0

n

n

3

=

+

/ سرى  آن گاه   r 1= اگر   .3
) آن واگراست. )S a n 1n = +

چون  واگراست،   ar
0

n

n

3

=

+

/ سرى  آنگاه   r 1=- اگر   .4

) آن واگراست. ( ) )
S

a
2

1 1
n

n

=
- -

Sn آن به  ar واگراست، چون 
0

n

n

3

=

+

/ r آنگاه سرى  1< 5. اگر 
 !3 n برابر با  " 3+ rn آن هنگامى كه  اين علت واگراست كه 

است.
سرى  درباره ى  زير  گزينه هاى  از  يك  كدام   .1 مثال 

16 صحيح است؟
2 4 8

0 n

n n n

n

+ +
3

=

+

/

42
2) همگرا به 41  42

41
- 1) همگرا به 

4) واگرا 3) همگرا به صفر 

لازم  شرط  مفروض  سرى  است.  صحيح   2 گزينه ى  پاسخ: 
همگرايى را دارد (چرا؟) و چون:

2 4 8
16

2
161

n n n

n
n

n+ + = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
=

∞

∑ 44
16

8
161

⎛
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⎞
⎠⎟
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⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
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⎠
⎟⎟

=
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∑
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n
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4
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2
1

1 8
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8
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1 4
1

4
1
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2
1

7
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n1 1 1
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=
-

+
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+
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= + + =
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=

+

=

+

=
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/ / /

سرى  مورد  در  زير  گزينه هاى  از  يك  كدام   .2 مثال 
 صحيح است؟

( )n n

n n

2 1
2
n

n

n
1

2

1 +

+ +
3

=
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+/

2) همگرا به 1 1) همگرا به 2  
4) واگرا 3) همگرا به صفر 

 پاسخ: گزينه ى 2 صحيح است. سرى مفروض شرط لازم همگرايى
را دارد (چرا؟) و چون:
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بنابراين:
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در ادامه، تعدادى از دنباله هاى مثلثاتى را كه كاربردى مؤثر در 
اين مقاله دارند، ارائه مى كنيم.
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0 0

( )
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دنباله هاى  مى توانيم  ضرب  جبرى  عمل  از  بهره گيرى  با  اكنون 
مثلثاتى جديدى را از دنباله هاى مثلثاتى بالا به دست آوريم. بنابراين 

داريم:
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
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مقدار  محاسبه ى  درباره ى  مثال هايى  ارائه ى  به  قسمت  اين  در 
سرى هاى هندسى مى پردازيم كه جمله ى عمومى آن ها دربرگيرنده ى 

دنباله هاى مثلثاتى است.
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( )sin n

1 4
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n
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/ سرى  مورد  در  گزينه  كدام   .3 مثال 

صحيح است؟
17
4

- 2) همگرا به   15
4

- 1) همگرا به 
4) واگرا   

3
1 3) همگرا به 

لازم  شرط  مفروض  سرى  است.  صحيح   2 گزينه ى  پاسخ: 

همگرايى را دارد (چرا؟) و چون مى دانيم:
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/ مثال 4. كدام گزينه در مورد سرى 

صحيح است؟

52
5

- 2) همگرا به   48
5

- 1) همگرا به 
4) واگرا   49

5 3) همگرا به 
پاسخ: گزينه ى 2 صحيح است. سرى مزبور شرط لازم همگرايى 

را دارد (چرا؟) و چون مى دانيم:
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سرى  مورد  در  زير  گزينه هاى  از  يك  كدام   .5 مثال 

 صحيح است؟
( )

( ) ( ) ( )sin cos sinn n n
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127
8

- 2) همگرا به   65
4

- 1) همگرا به 
4) واگرا  63

4
- 3) همگرا به 

پاسخ: گزينه  ى 3 صحيح است. سرى بالا شرط لازم همگرايى را 
دارد (چرا؟) و چون مى دانيم:
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سرى  مورد  در  زير  گزينه هاى  از  يك  كدام   .6 مثال 

) صحيح است؟ ) ( )sin cosn n
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n 1 #

+
r r
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37
5 2) همگرا به   37

1
- 1) همگرا به 

4) واگرا  37
6 3) همگرا به 

پاسخ: گزينه ى 2 صحيح است. سرى بالا شرط لازم همگرايى را 
دارد (چرا؟) و چون مى دانيم:
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تمرين
1. در اين مورد كه با بهره گيرى از اعمال جبرى جمع، تفريق و 
تقسيم براى دنباله هاى مثلثاتى ارائه شده در متن، نمونه هايى را تعيين 
و  نظم  از  آورده ايم،  به دست  آنچه  با  مشابه  آن ها  كه جملات  كنيد 

ترتيب مشخصى پيروى كنند، تحقيق و بررسى كنيد.
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مثلثاتى  دنباله هاى  كه  كنيد  بررسى  و  تحقيق  مورد  اين  در   .2
ديگرى مطابق با آن چه در متن ارائه شده اند، تعيين كنيد كه به واسطه ى 
آن ها بتوان با استفاده از عمل جبرى ضرب دنباله هاى مثلثاتى ديگرى 
دست  به  متن  در  آن چه  با  مشابه  آن ها  جملات  كه  آورد  وجود  به 

آورده ايم، از نظم و ترتيب مشخصى پيروى كنند.

با محاسبه ى حد مجموع  يا واگرايى سرى زير را  3. همگرايى 
جزئى آن تعيين كنيد.
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با محاسبه ى حد مجموع  يا واگرايى سرى زير را  4. همگرايى 
جزئى آن به دست آوريد.
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با محاسبه ى حد مجموع  يا واگرايى سرى زير را  همگرايى   .5
جزئى آن مشخص كنيد.
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با محاسبه ى حد مجموع  يا واگرايى سرى زير را  6. همگرايى 
جزئى آن تعيين كنيد.
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با محاسبه ى حد مجموع  يا واگرايى سرى زير را  همگرايى   .7
جزئى آن بررسى كنيد.

( )
( ) ( ) ( )sin cos sinn n n

1 5 6
2 4 4n

n
n n

1 #

r r r

-
3

=

+

/

منابع
1. حساب ديفرانسيل و انتگرال دوره ى پيش دانشگاهى رشته ى 

علوم رياضى، شركت چاپ و نشر كتاب هاى درسى ايران، 1389.
جورج  تحليلى،  هندسه ى  و  انتگرال  و  ديفرانسيل  حساب   .2
توماس و راس فينى، ترجمه ى مهدى بهزاد، سيامك كاظمى و على 

كافى، مركز نشر دانشگاهى، 1375.
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اينجانب  برهان،  با سلام خدمت دست اندركاران مجله ى رياضى 
خاتم  دبيرستان  اول  سال  دانش آموز  خجسته نژاد  محمدى  فرهاد 
 b و   a طبيعي  عددهاي  درباره ي  را  زير  الگوى  تهران،   6 منطقه ى 
a) كشف كرده و با كمك دبير رياضي خود درستي آن را اثبات  b)>

نموده ام تا در صورتي كه صلاح مي دانيد آن را در مجله تان مطرح 
 ، a b−2 نماييد. براي محاسبه ي تفاضل مربع هاي دو عدد a و b يعني 2
 b و a را با دو برابرهاي عددهاي طبيعي بين b و a مي توان دو عدد

جمع كرد، براي مثال: 
;− = + × + × + × +2 27 3 7 2 4 2 5 2 6 3

− = + × + × +2 28 5 8 2 6 2 7 5
يعني در حالت كلي داريم: 

a b a (a ) (a ) ... (b ) b− = + − + − + + + +2 2 2 1 2 2 2 1
براي اثبات اين دستور از سمت راست ساده مي كنيم و از دستور 

n(n نيز استفاده مي كنيم:  )... n +
+ + + + =

11 2 3 a) سمت راست 2 b) (a a .. . b )= + + − + − + + +2 1 2 1
(a b) [( ... b b ... a ) ( ... b)]= + + + + + + + + + + − − + + +2 1 2 3 1 1 1 2

a (a ) b(b )(a b) [ ]− +
= + + − =

1 12 2 2 a b (a a b b)+ + − − −2 2

a b= −2 2                         

يك  الگوى رياضى

تفاضل 
مربع هاى 
دو عدد



فرزاد حمزه پور- محمد قناعت
دبيران رياضى شهرستان بانه

تابع جزء صحيح
 x جزء صحيح  را   x نابيشتر  عدد صحيح  كوچك ترين  تعريف: 

مى نامند و داريم:
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اثبات فرمولى كاربردى
 در ديفرانسيل

5
9 71

6
3

7 2
n

n 1- D
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در هر حالت، بايد ثابت كنيم كه معادله برقرار است.
ايده  از  پس  و  مى كنيم  اثبات  را  مورد  دو  يكى  بهتر،  فهم  براى 

گرفتن، قضيه را در حالت كلى ثابت مى كنيم.
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زيرا هر يك از جزء صحيح ها صفر است.
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نوشتن عضوها  با  را   A B, باشند مجموعه ى   { , }B A 5 6- =

مشخص كنيد.
} چند مجموعه  } { , , }X3 1 2 31 1 7- به جاى X در رابطه ى 

مى توان نوشت؟ آن مجموعه ها را مشخص كنيد.
 a برحسب  را   nnn 1+ عبارت  باشد، حاصل   n an

= اگر   -8
به دست آوريد.

9- حاصل عبارات زير را به ساده ترين صورت بنويسيد.
... ...

...

11 11 11 11 11 11

11 11 11

13 13 13 14 14 14

15 15 15

+

+

+ + + + + +

+ + +

1 2 344444 44444 1 2 344444 44444

1 2 344444 44444

 120 تا                                                 11 تا
                          

                                                                  1320 تا

) (ب ) ( )7
1

7
1( ) ( )

( )

7
1

7
1 7

1
( ) ( )

( )

7
1

7
1 7

1

# -

-; E
xy را ساده كنيد. yx2 2

- - - - 10- عبارت 
11- ابتدا مخرج كسر زير را ساده و سپس گويا كنيد.

3 25 7 625 5 25 16 5
1

04 54 8 16 8 4
+ + + -

12- حاصل عبارت ذيل را به دست آوريد.
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    زمستان 1389
متوسطه

مسائل رياضيات 1
فرخ فرشيان

5 و طول دو ضلع زاويه ى  2 1- طول وتر يك مثلث قائم الزاويه 
قائمه دو عدد طبيعى است. اندازه ى همه ى ضلع هاى اين مثلث را پيدا 
كنيد. در كدام يك از جواب هاى ممكن مسئله، محيط مثلث كمتر است.

000
00

1 1
1 1 00 و 

0
1 1
1 1 2- كدام كسر بزرگ تر است؟ 

 43
41 43 و 

42 بين دو عدد  بنويسيم كه  اگر بخواهيم صد عدد   -3
باشند، چگونه عمل كنيم؟

را   
| | | |

| | | | ( )

3 2 3 2
3 5 5 2 2 3 4#

+- --

- - - - - حاصل   -4
به دست آوريد.

5- هر يك از مجموعه هاى زير را با نوشتن عضوهايش مشخص 
كنيد.

A, (الف x Z x2 1
2 1 03x

x

! # #= +

-
-( 2

| (ب , ,B x y Z xy2 3 4x y != - =# -

و   { , }A B 3 4- = و   { , }A B 1 2+ = اگر   -6

پاسخ تشريحى مسائل، در شماره ى آينده
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متوسطه

a

b

c

[ ( ) ] ( )x x x x x x x3 2 5 1 3 23 2
- - - - - - + - - +! +
و   ( ) ( )( )A x x x4 3 2 2 2 32

= + - - - اگــــر   -13
را   ( )B A 0 02 2 1

- حاصل  باشد،   ( )( )B x x14 2 7
1 7 2

1
= - +

به دست آوريد.
دست  به  اتحادها  كمك  به  را  زير  عبارت هاى  حاصل   -14

آوريد.
) (الف ) ( ) ( )ab a b b a1 12 2 2 2 2

- + + -

19 (ب 19 18 18 182 2 3#+ + +

ــارت  ــب ع ــل  ــاص ح بـــاشـــد،   x
x
1 3+ = ـــر  اگ  -15

 را به دست آوريد.
x

x x x2
1 2 6

2 2
2+ - +c m

16- چندجمله اى هاى زير را تجزيه كنيد.
a (الف x x7296 2 8

-

) (ب )a b a b1 2 22
+ + - -

x (ج y x xy y2 2 2 12 2
+ - + - +

x (د x3 7 43 2
- +

17- فاصله ى دو شهر 10 كيلومتر بيشتر از يك سوم فاصله ى 
همان دو شهر است. فاصله ى اين دو شهر را پيدا كنيد.

18- نقطه ى A را روى محور طول ها چنان تعيين كنيد كه از دو 
) به يك فاصله باشد. , )C 2 1= ) و  , )B 4 1= نقطه ى 

مسائل رياضيات 2
ميرشهرام صدر

، اگر ضلع ها را  0( )A °9+ =  ABC ر1- در مثلث قائم الزاويه ى
b ،a و c بناميم (وتر = a)، ثابت كنيد در صورتى كه ضلع هاى مثلث با 

يكديگر تصاعد عددى بسازند، ضلع وسطى 4 برابر قدر نسبت است.
عددى  دنباله ى  يك  دوازدهم  و  چهارم، ششم  اگر جملات   -2
نسبت  قدر  باشند،  دنباله ى هندسى  اول يك  ترتيب، سه جمله ى  به 

دنباله ى هندسى را بيابيد.
و   {( , ),( , )}f a b a1 2 3= + ـــع  تـــاب دو  ــــر  اگ  -3
)} با هم برابر باشند، آن گاه مقدار  , ),( , )}g a b b c1 3 2 4= + +

a را به دست آوريد. b c5 2+ + عددى 
 ( , )B n n2 1 3 1- + ) و  , )A n m n m2 2+ - 4- اگر دو نقطه ى 
 m قرينه ى يكديگر باشند، مقادير y x= نسبت به خط به معادله ى 

و n را بيابيد.
)} را در نظر بگيريد.  , ),( , ),( , )}f 1 3 2 5 3 2= - - 5- تابع 

) را بيابيد. ( ))f f f 1] g در اين صورت حاصل
در  مقطع 5  به شعاع  دو مخروط  و  استوانه  از يك  6- مخزنى 

دو انتهاى استوانه تشكيل شده است (شكل 1)، اگر ارتفاع استوانه و 
مخروط ها h باشد. حجم اين مخزن را برحسب تابعى از h بنويسيد.

اين  در   ، ( )f x

x x

x

x x1 2

2 1 2
4 2

>

<2
=

+

=

-
Z

[

\

]]

]]
باشيم  داشته  7- هرگاه 

) را به دست آوريد. )f k 1- صورت 
8- حدود a را چنان تعيين كنيد كه به ازاى جميع مقادير x داشته 

باشيم:
0

x x

ax x a

2 3 2
2 2 >2

2

+ +

+ + -

)0 را به  )f x
x x

x2 16
32

2
=

+- -

- 9- دامنه ى تابع با ضابطه ى 
دست آوريد.

) را رسم كنيد. ) ( )f x 2 2
3 x 1#= - 10- نمودار تابع با ضابطه ى 

مسائل هندسه ى 1
محمد هاشم رستمى

1. در شكل زير، آيا سه پاره خط b ،a و c بر يك استقامت اند 
يا متوازى و متمايزند؟

2. دو زاويه متمم يكديگرند. اگر يكى از آن ها 6 درجه از 3 برابر 
ديگرى كم تر باشد، اندازه ى هر يك از اين دو زاويه را تعيين كنيد.

3. در هر دسته از شكل هاى ذيل، مثلث هاى هم نهشت را تعيين و 
حالت هم نهشتى آن ها را مشخص كنيد.

h

h

h

5

5

(شكل 1)



61
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

I II III

A

B C

P N

M

R

SQ

28 18
37

30
28

18
18 30

28

23

III
II40̊ 40̊

40̊

38

1616I
38

16

I II III
70̊

40̊27
65̊

40̊40̊
2470̊

27

38
24

2525 25

38
I II III

A

B
E

F

D

C

B A

C D

Q
P

F

E

C

A
B

O.

B

A C

D

E

F

O

امتداد  چنان  را   ABC متساوى الاضلاع  مثلث  ضلع هاى   .4
ABF باشد (شكل زير). ثابت كنيد  BCD CAE= =t t t مى دهيم كه 

كه مثلث هاى BCD ،ABF و CAE هم نهشت اند.

5. تعداد قطرهاى يك 17 ضلعى چه قدر بيش تر از تعداد ضلع هاى 
آن است؟

AB و  E وسط ضلع  نقطه ى   ،ABCD 6. در متوازى الاضلاع 
 AC قطر BF و DE است. پاره خط هاى CD وسط ضلع F نقطه ى
از اين متوازى الاضلاع را به ترتيب در نقطه هاى P و Q قطع كرده اند. 

AP است. PQ QC= = ثابت كنيد كه 

7. مساحت مستطيلى را بيابيد كه:
 9
8 مجاورش  ضلع  دو  نسبت  و  سانتى متر   68 آن  محيط  الف) 

باشد.
 60° قطرش  دو  بين  زاويه ى  يك  و  سانتى متر   50 آن  قطر  ب) 

باشد.
8. اندازه ى ارتفاع متوازى الاضلاعى را بيابيد كه:

الف) مساحت آن 576 و ضلع نظير اين ارتفاع 24 باشد.
ب) مساحت آن 480 و نسبت اين ارتفاع به ضلع نظيرش مساوى 

6 باشد.
5

پ) مساحت آن 117 سانتى متر مربع و ضلع نظير اين ارتفاع 4 
واحد بيش تر از ارتفاع آن باشد.

9. نقطه ى o واقع در درون متوازى الاضلاع ABCD را به رأس هاى 
اين متوازى الاضلاع وصل مى كنيم (شكل زير). ثابت كنيد كه داريم:

S S S2
1

OAB OCD ABCD+ =

(راهنمايى: ارتفاع هاى رأس o از دو مثلث OAB و OCD را 
رسم كنيد.)

مربع  سانتى متر   54 3 منتظم  ضلعى  شش  يك  مساحت   .10
است. اندازه ى ضلع و اندازه ى سهم آن را بيابيد.

با  مساوى   a ضلع  به  منتظم  ضلعى  شش  مساحت  راهنمايى: 
a است.

2
3 3 2

 BD 16= AC و  12= 11. در لوزى ABCD، اندازه قطرهاى 
 AB و AD وارد بر دو ضلع CF و CE عمودهاى C است. از رأس

را رسم كرده ايم. مساحت چهارضلعى AECF را تعيين كنيد.
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A

B C

ED

2m 2m 2m

مسائل حسابان
مجتبى رفيعى

1- تعدادى توپ روى يك خط مستقيم و به فاصله ى دو متر 
از هم قرار دارند. فاصله ى توپ اول تا يك سبد 2 متر است (شكل 
زير). دونده اى بايد از كنار سبد شروع كند، هر توپ را بردارد و به 
سبد بيندازد و دوباره به طرف توپ بعدى بدود و آن را تا سبد حمل 
كند و داخل آن بيندازد. اگر اين دونده در مجموع 480 متر دويده 

باشد، معين كنيد او چند توپ در سبد انداخته است؟

هندسى  تصاعد  يك  متوالى  جمله هاى   d و   c  ،b  ،a اگر   -2
باشند، درستى رابطه ى زير را ثابت كنيد.

( )b c ac bd ab22
= +- -

 x a! x را بر  an n! 3- خارج قسمت و باقى مانده ى تقسيم 
.( )n IN! حساب كنيد 

) جمله ى نهم داراى  )x y m3 1
+ + 4- اگر در بسط دو جمله اى 
بزرگ ترين ضريب عددى باشد، m را بيابيد.

و  باشند  حقيقى  اعداد   x2 و   x1 كنيد  فرض   -5
درجه ى  معادله ى  ؛  , ( ) ( )x x x x x x5 3 111

2
2
2

1
5

2
5

1
3

2
3

+ = + = +

دومى بنويسيد كه ريشه هايش x1 و x2 باشند.
6- حاصل عبارت زير را به دست آوريد:

.

a b c

a b c
bc

b c a
bc

a b c
1 1
1 1

1 2 2
2 2 2

'

+

+
+ + + + +

-

-c m
7- معادله ى اصمّ زير را حل كنيد.

x x x2 3 5 1 12 13+ + + = +

 ( ) ( )( )( )f x x x x x1 2 3= + + + 8- برد تابع با ضابطه ى 
را به دست آوريد.

ضــابــطــه ى  بــا   :[ , ]f R5 5 "- ــع  ــاب ت ـــمـــودار  ن  -9
) را رسم و وضعيت تابع را از نظر زوج يا  )f x x 1 1= - -

فرد بودن مشخص كنيد.
, صعودى (اكيد) باشند. :f g R R" 10- فرض كنيد تابع هاى 

f هم صعودى (اكيد) است. g+ الف) ثابت كنيد 
f صعودى (اكيد) نباشد؟ g- ب) آيا ممكن است 

11- فرض كنيد f تابعى يك به يك و فرد باشد. ثابت كنيد كه 
f هم فرد است. 1- تابع 

) معكوس پذير  ) [ ]f x x x= + 12- ثابت كنيد تابع با ضابطه ى 
است و معكوس آن را به دست آوريد.

) را در فاصله ى  )
[ ]

f x
x

3
1

=
+: D 13- نمودار تابع با ضابطه ى

0 رسم كنيد. 0[ , ]x 1!

تابع   [  ]) كنيد  حل  را   [ ]sin x x
2 12

+ =-: D معادله ى   -14
جزء صحيح است).

15- معادله ى زير را حل كنيد.
0sin cos sinx x x3 32 2+ =- -

16- ثابت كنيد:
tan tan tanArc Arc Arc2 2

1
3
1 3+ =

مسائل هندسه ى 2
محمد هاشم رستمى

1. مثلث ABC را در نظر مى گيريم و خطى موازى ضلع BC رسم 
مى كنيم تا ضلع هاى AB و AC را در نقطه هاى D و E قطع كند.

الف) پاره خط هاى AE ،DB ،AB و EC را با خط كش اندازه 
بگيريد.

 را محاسبه كنيد. آيا اين دو نسبت 
EC
AE  و 

DB
AD ب) نسبت هاى 

مساوى اند؟
پ) خط ديگرى موازى ضلع BC رسم كنيد تا ضلع هاى AB و 

AC را به ترتيب در نقطه هاى M و N قطع كند.
ت) اندازه ى پاره خط هاى AN ،MB ،AM و NC و نسبت هاى 

 را تعيين كنيد. آيا اين دو نسبت مساوى اند؟
NC
AN  و 

MB
AM

ث) از قسمت هاى (ب) و (ت) چه حدسى مى زنيد؟
نادرست  يك  كدام  و  درست  زير  عبارت هاى  از  يك  كدام   .2

است؟ در صورت نادرست بودن، يك مثال نقض بزنيد.
الف) هر زاويه ى خارجى يك مثلث مساوى مجموع دو زاويه ى 

داخلى غيرمجاور آن مثلث است.
 A C<t t BC است، پس  9= AB و  8=  ،ABC ب) در مثلث

است.
پ) اگر موربى دو خط راست را چنان قطع كند كه چهار زاويه ى 
حاده ى هم نهشت و چهار زاويه ى منفرجه ى هم نهشت به وجود آيد، 

آن دو خط با هم موازى اند.
x2 داده شده اند.  3- x و  1-  ،x 3. سه پاره خط به طول هاى
اگر اين سه پاره خط ضلع هاى يك مثلث به محيط 40 باشند، ضلع هاى 
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اين مثلث را تعيين كنيد.
4. طول مستطيلى 2 برابر عرض آن است. از برخورد نيمسازهاى 
زاويه هاى درونى اين مستطيل، مربعى به ضلع 8 سانتى متر ايجاد شده 

است. اندازه ى ضلع هاى اين مستطيل را تعيين كنيد.
5. سه نقطه ى B ،A و C در يك صفحه داده شده اند. نقطه اى 
در اين صفحه بيابيد كه از دو نقطه ى B و C به يك فاصله باشد و از 

نقطه ى A به فاصله ى 6 قرار گيرد.
C و محيط  b=t B و  a=t 6. از مثلث ABC، اندازه ى زاويه هاى 
رسم  را  مثلث  اين  است.  شده  AB داده  AC BC P2+ + = مثلث 

كنيد.
7. در شكل داده شده، نقطه ى O مركز دايره است. اندازه ى x و 

y را با توجه به شكل بيابيد.

)0 دو وتر AB و CD به طول هاى 12 و  , )C O 1 8. در دايره ى 
18 داده شده اند. كدام وتر به مركز دايره نزديك تر است؟

9. چهار ضلعى ABCD بر دايره ى (O) محيط است. با توجه به 
شكل اندازه ى x را چنان بيابيد كه محيط اين چهار ضلعى مساوى 120 
باشد (T ،N ،M و S نقطه هاى تماس ضلع هاى چهارضلعى با دايره اند).

) دو مماس  , )C O R 10. از نقطه ى M واقع در خارج دايره ى 
و   T' و   T به   O از  مى كنيم.  رسم  دايره  اين  بر  را   MT' و   MT
 OM و TT' وصل مى كنيم و نقطه ى برخورد O به M هم چنين از

را H مى ناميم.

دفتر انتشارات كمك آموزشي

 با مجله هاي رشد آشنا شويد

مجله هاي دانش آموزي 
 ( به صورت ماهنامه و 8 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند ) :

مجله هاي بزرگسال عمومي 
 (به صورت ماهنامه و 8 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

 (به صورت فصلنامه و 4 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

مجله هاي رشــد عمومــي و اختصاصي بــراي آموزگاران، معلمــان، مديران و 
كاركنــان اجرايــي مــدارس، دانش جويان مراكــز تربيت معلم و رشــته هاي 
دبيري دانشــگاه ها و كارشناســان تعليم و تربيت تهيه و منتشــر مي شوند. 

ــماره ي4  ــاختمان ش ــهر شمالي،س ايرانش ــان  ــران، خياب  نشـاني: ته
                آموزش وپرورش ، پلاك 266، دفتر انتشارات كمك آموزشي. 

 تلفن و نمابر:  88301478 ـ 021

مجله هاي رشـد توسـط دفتر انتشـارات كمك آموزشي 
سـازمان پژوهـش  و برنامه ريزي آموزشـي وابسـته به 
وزارت آمـوزش  و پـرورش تهيـه و منتشـر مي شـوند:

وزش ابتــدايي  رشد آموزش راهنمـايي تحصيلي  رشد تكنولوژي   رشد آمـ
آموزشي  رشد مدرسه فردا  رشد مديريت مدرسه  رشد معلم 

 رشد برهان راهنمايي (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)  
رشد برهان متوسطه (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي متوسطه)  رشد آموزش 
قرآن  رشد آموزش معارف اسلامي  رشد آموزش زبان و ادب فارسي  رشد آموزش 
هنر  رشـد مشـاور مدرسه  رشد آموزش تربيت بدني  رشد آموزش علوم اجتماعي 
 رشـد آموزش تاريخ   رشـد آموزش جغرافيا  رشـد آموزش زبان  رشد آموزش 
رياضي   رشـد آموزش فيزيك  رشد آموزش شيمي   رشد آموزش زيست شناسي  
 رشد آموزش زمين شناسي  رشد آموزش فني و حرفه اي  رشد آموزش پيش دبستاني

مجله هاي دانش آموزي و بزرگسال اختصاصي

(براي دانش آموزان آمادگي و پايه ي اول دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي دوم و سوم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي چهارم و پنجم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)

(براي دانش آموزان دوره ي متوسطه و پيش دانشگاهي)

.
T

T'

O

x +1

(C)



64
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

 ،MT باشد، اندازه ى R cm15= TMT'0 و  °6=t الف) اگر 
OH ،TH و MH را تعيين كنيد.

 ،MH باشد، اندازه ى TH cm15= 0MO و  cm3= ب) اگر 
MT ،TT' ،OH و OT را تعيين كنيد.

مسائل جبر و احتمال
هوشنگ شرقى

1- به كمك قضيه ى استقراى رياضى ثابت كنيد:
...

n n1
1

2
1

3
1 1 2 1

3 3 3 3 #+ + + + -

2- به كمك استدلال استنتاجى ثابت كنيد كه اگر عددى طبيعى 
بر سه بخش پذير نباشد، مربع آن در تقسيم بر سه همواره باقى مانده ى 

1 دارد.
 ، 5 3- به كمك برهان خلف ثابت كنيد با فرض گنگ بودن 

5 نيز گنگ است. 23
+ عدد 

براى  را  زير  نابرابرى  درستى  بازگشتى،  استدلال  كمك  به   -4
عدد هاى حقيقى و مثبت a و b اثبات كنيد:

b
a

a
b a b

3 3 2 2$+ +

5- درستى هر يك از احكام درست زير را اثبات كنيد و نادرستى 
احكام نادرست را با يك مثال نقض نشان دهيد.

الف) مكعب هر عدد گنگ، عددى گنگ است.
ب) مكعب هر عدد گنگ، عددى گوياست.
ج) مكعب هر عدد گويا، عددى گوياست.

به ضلع  منتظمى  به تصادف درون شش ضلعى  نقطه  پانزده   -6
واحد اختيار مى كنيم. ثابت كنيد دست كم سه تا از اين نقاط رئوس 

4 واحد سطح كمتر است.
3 مثلثى هستند كه مساحت آن از 

7- مجموعه هاى A و B به صورت زير معرفى شده اند:

0
{ | ( ) },

{ | ! }

A x x x

B x W x

1 2
3

Z! #

! #

=

=

-

A را با اعضاى آن مشخص كنيد. BD مجموعه ى 
8- مجموعه هاى زير را با نماد رياضى نمايش دهيد:

0, , , ,... ,A B2
1

6
1

12
1 1

2
1

5
1

2= =- -& &0 0
9- درستى روابط زير را با كمك قوانين جبر مجموعه ها اثبات كنيد:

) (الف ) ( ) ( )A B C A B A C, +=- - -
A, (ب B A B B U&1 1 =l

A (ج B A B A B&- = - =
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