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د. هر سه ماه، يكبار منتشر مى	شوسطهتوم     
اد است.، اصلاح، حذف و اضافه	ى مقاله	ها آزّه در حكّ مجل

تاه باشد.انا و حتى	الامكان كوده ،بايد خوار مقاله	هاى و
د.د نمى	شوسيده مسترمقاله	هاى ر

ه در كتاب	ها يا مجله	هاى ديگر با ذكر دقيق مأخذ بلامانع است.ّاستفاده از مطالب مجل
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 به نقل از پيامبر اكرم (ص) مى	فرمايد: «كسى كه علم را براى خدا طلـب كـنـد، بـهامام على (ع)
هيچ بخشى از آن نرسد مگر تواضع	اش بيشتر، و فروتنى	اش در ميان مردم زيادتر و خداترسى	اش
افزون	تر و جهد و كوشش او در دين بيشتر شود، و اين است آن كسى كه از علم و دانايى برخوردار

].٢٩٣٨٤، حديث ∞١است. پس [تا مى	توانيد بيشتر] بياموزد» [كنزالعمال، ج 
به راستى شما طلب علم و دانش	آموزى را به چه منظورى و براى چه هدفى دنبال مى	كـنـيـد؟ آيـا

 علاقه	ى خود بهِعلم را براى علم يا براى عالم شدن يا براى كسب موقعيت	هاى اجتماعى، يا به دليل
يادگيرى، يا براى خدمت به جامعه و افتخار و اعتبار كشور يا… مى	آموزيد؟

ـىّى و وصّهمـان	طـور كـه در حـديـث گـهـربـارى كـه در آغـاز از پـيـامـبـر اكـرم(ص) و بـه نـقـل از ول
برحقشان اميرالمؤمنين امام على (ع) بيان شد، علم آموزى و طلب علم اگر براى خدا باشد، بهترين و
زيباترين فايده	ها را به دنبال خواهد داشت. البته وقتى تعلم براى رضاى خدا باشد، روشن است كه
در سايه	ى آن به راحتى به هر هدف مورد عنايت و تأييد حضرت حق، هم	چون استقلال و رهايى از
وابستگى	هاى علمى و تكنولوژيك و صنعتى و كسب سـربـلـنـدى و افـتـخـار بـراى جـامـعـه اسـلامـى و

خدمت به مردم و… نيز مى	توان دست يافت.
از طرف ديگر، با الهام از راهنمايى	هاى معصومين (عليهم	السلام) درمى	يابيم كه طلب علم امرى
واجب است. امـام عـلـى (ع) مـى	فـرمـايـنـد: «بـر شـمـا بـاد طـلـب عـلـم، زيـرا طـلـب عـلـم واجـب اسـت،…»

]. اما آيا هر علمى مفيد است و طلب آن را مى	توان واجب شمرد؟ كدام علـم١٨٣: ١[بحارالانوار، ج 
ره	گشا و نجات	بخش است؟ پاسخ اين پرسش	ها را نيز در كلام امام على (ع) جست	وجو مى	كنيم.
ايشان مى	فرمايند: «بهترين علم آن علمى است كه به وسيله	ى آن راه رشد و هدايت را اصلاح كنى، و

].٧٥، حديث ٢٩بدترين علم، علمى است كه توسط آن آخرت خود را تباه كنى» [غررالحكم، فصل 
سؤال ديگر آن است كه فايده	ى اين علـم ـ هـمـان كـه مـولا عـلـى(ع) آن را بـهـتـريـن عـلـم نـامـيـدنـد ـ

چيست؟ ايشان مى	فرمايند: «نتيجه و فايده	ى علم، نيكوكارى است» [غررالحكم، حرف غ].
يعنى ثمره	ى درخت علم، عمل نيك و صالح است و اين درخت به ثمر نمى	رسد، جز با زحمت و
شكيبايى در راه كسب علم و رسيدن به اهداف والاى آن	كه در اين راستا نيز امـام مـتـقـيـان عـلـى (ع)
مى	فرمايند: «اى جوينده	ى علم، عالم و دانشمند حقيقى داراى سه نشانه است: دانايى، بردبارى و

].∞٣١: ٢ بجا و به مورد» [الحياة، ج ِسكوت
ن	شاءالله، با تمسك به روايات و راهنمايى	هايى معصومين (عليهم	السلام)، بتوانيم در زمره	ىِا

جويندگان و عاملين واقعى علم و دانش باشيم و از فوايد و آثار آن بهره	مند شويم.
سردبير
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رياضى�دانان
فىمعر

انىاير
ند عيسى ماهانىمحمد فرز

عيسـى، فـرزنـد  ابوعبدالـلـه مـحـمـد
، از مردم ماهان كرمـان اسـت.ماهانـى

 هـجـرى در∞٢١او به تقـريـب در سـال 
٢٦٧ماهان كرمـان زاده شـد و در سـال 

هـجـرى از دنـيـا رفـت.
 او در بــــغـــــداد

مى*زيست و

دانـشـمـنـدى بــود در زمــيــنــه*ى عــدد
اخترشـنـاسـى زبـردسـت و مـهـنـدس.

، مشهور به «ابنسعيدفرزند ابوالحسن 
يـونـس» در «زيـج كــبــيــر حــاكــمــى»
رصدهـايـى را نـام بـرده كـه مـاهـانـى از

 هجرى آن٢٥٢ تا ٢٣٩
را انـــجــــام داده

است.

 بهحكيم عمرخـيـام           به ظاهر، 
كتاب يا كتاب*هاى ماهانى دسـت*رسـى
داشـتــه اســت. زيــرا بــه مــعــادلــه*ى

  x
3 + a = cx2اشاره مى*كـنـد كـه بـيـن  

رياضى*دانان به معادله*ى ماهانى مشهور
است.

ماهانى كتابى دارد كه در آن، مقاله*ى
دوم كتاب ارشميدس را تـفـسـيـر كـرده
اسـت. ايـن مـقـالــه دربــاره*ى «كــره و
استوانه» است كه ماهانى هشت مسئلـه*
از نه مسئله*ى آن را حل كرده و مسئله*اى
كه حل نكرده است، مى*گويد: «كره را
به وسيله*ى صفحه*اى چنان تقسيم كنيد
كه دو حجم آن به نسبت عدد معـلـومـى

باشد.»
او  كتابى در شرح مقاله*ى اقلـيـدس

، همان « رسالةسوترنوشته كه به اعتقاد 
فـى الـشـكـل الـنــســبــه» اســت كــه در
كتاب*خانه*ى استانبول موجـود اسـت.
كتابى ديگر درباره*ى اقـلـيـدس دارد كـه
بخشى از آن در كتاب*خانه*ى ملى پاريس
مـوجـود اسـت. اصـلاح كـتـاب ســنــة
لائوس كه به ظاهر خيام آن را در اختيار

داشته است.

ند حاتم نيريزىفضل فرز
حــاتــم، فـرزنــد ابـوالـعـبــاس فــضــل

، اهل نيريز فارس بود و به لاتينىنيريزى

پرويز شهريارى     ●

٧انرياضيات در اير

رياضى�دانان
فىمعر

انىاير
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ماهانى كتابى دارد 
كه در آن، مقاله�ى دوم

كتاب ارشميدس را تفسير
كرده است. اين مقاله درباره�ى

«كره و استوانه» است كه
ماهانى هشت مسئله� از

 نه مسئله�ى آن را
حل كرده

او را «آناريوس» مى*نامند. او در نيمه*ى
دوم سده*ى سوم و نيمـه*ى اول سـده*ى

،معتضدچهارم هجرى كار مى*كرد و با 
بيرونىخليفه*ى عباسى، هم*زمان بود. 

در قانون مسعودى، يكى از زيـج*هـاى
نيريزى را به نام معتضد ناميـده اسـت.
حـسـن فـرزنــد عــلــى، مــعــروف بــه
كمال*الدين فارسى كه خود رياضى*دان
بــوده اســت، مــى*گــويــد: در زمــان
معتضد، قوس و قزحى عـجـيـب ديـده
شد. اين موضوع، خليفه و اطرافيان او
را نگران كرده بود. پس به فضـل پـسـر
حـاتـم نـيـريـزى كـه خـود شـرحــى بــر
مجسطى نوشته بود، مراجعه كـردنـد و

او علت اين مسئله را توضيح داد.
مى*نويسـد،سارتون 

نيريزى ظل معكـوس

را كه هم*ارز تانژانت است، به كار برده
است.

فضل حاتم نيريزى تـوضـيـحـى بـر
اصول اقليدس نوشته اسـت و در آن از

 بهره گرفتههرون اسكندرانىنوشته*هاى 
اسـت. ده مـقـالـه*ى اول ايـن شـرح را
جـرار دكـرمـونـى در سـده*ى دوازدهـم
ميلادى به لاتينى ترجـمـه كـرده كـه در

 چاپ شده است.١٨٩٩سال 
هم*چنين نيريزى كتابى دارد درباره
رساله*ى اقليدس كه نسخه*ى خطـى آن
در كتاب*خانه*ى مدرسه*ى  عالى شهيد
مطهرى (سپهسالار) موجود است. با
وجودى كه بسيـارى كـسـان از جـمـلـه
ابن*نديم، قفطى و بيرونى از اين كتاب
ياد كرده*اند، امروز در دست*رس
ما نيست. هم*چنين نيريـزى

زيج*هايى داشـتـه اسـت كـه ابـوريـحـان
بيرونى مسئله*هايى از آن*ها آورده است،
ولى خود زيج*ها را در اختيار نـداريـم.
نيريزى كتابـى هـم دربـاره*ى اسـتـرلاب
كروى داشته است كه يك نسخه*ى خطى
آن در اســكــوريــال مــوجــود اســت.
مسئله*اى در تعيين سمت قـبـلـه*دارد كـه
يك نسخه*ى خطى آن در كتاب*خـانـه*ى
ملى پاريس موجود است. يك كتاب هم
درباره*ى «ظاهرات فـلـك» نـوشـتـه كـه

 آن را تحرير كرده است.نصير توسى

جعفر محمد
اسانى خازنند حسين خر فرز

حـسـيـن خــراســانــى فـرزنــد مـحــمــد
، اســـتـــاد در ريـــاضـــيــــات وخـــازن

اخترشنـاسـى، در نـيـمـه*ى اول سـده*ى
چهارم هجرى در خراسان متولـد شـد.
در آخر عمر در رى مى*زيست و در سال

 هــجــرى از دنــيــا رفـــت. او در٣٥٥
حساب، هندسه، جبر و رصد ستارگان
كار مى*كرد. حكيم عمرخيام (در كتاب
جبر و مقابله*ى خود) نوشته است، كـه
ابوجعفر خـازن مـعـادلـه*ى درجـه سـوم

  x
3 + a = cx را كه ماهانى در حـل آن 

درمانده بود، به كمك مـقـطـع*هـاى
مخروطى حل كرد.

ابـوجـعـفـر خـازن،
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عمر  خيامحكيم 
نوشته است كه ابوجعفـر

خــازن، مــعـــادلـــه�ى درجـــه
ســـوم را كـــه مـــاهـــانــــى در
حــــل آن درمــــانـــــده بـــــود،

 بــه كــمــك مــقــطــع�هـــاى
مــــخـــــروطـــــى حـــــل

كرد

تفسيرى بر مقاله*ى اقليدس دارد كه يك
نسـخـه*ى خـطـى آن در كـتـاب*خـانـه*ى*
دانشـكـده*ى ادبـيـات دانـشـگـاه تـهـران
موجود است. كتابى هم درباره*ى زيج
داشته است كه قفطـى دربـاره*ى آن مـى
گويد: «و آن جديدترين و جالب*تـريـن
كتابى است كـه در آن فـن نـوشـتـه شـده
است». اصل زيج از بين رفته، ولى دو

فصل مختصر از آن باقى*مانده است.
ابوريحان بيرونى در كتاب «قـانـون
مسعودى» از شرحى كه ابوجعفر خازن
بر كتاب مجسطى نوشتـه، گـفـت*وگـو
كــرده اســت. ولــى خــود كــتــاب در
دست*رس نيست. هم*چنين ابوريحـان
بيرونى در «قانـون مـسـعـودى» خـود از
كـتـابـى «دربـاره*ى بـعـدهـاى جـرم*هـا»
صحبت كرده، ولى خود كتاب از بـيـن

رفته است.
امروزه بسيارى كـتـاب هـايـى كـه و
بيرونى، نصير توسى، ابن نديم و قفطى
گفته*اند مربوط به ابوجعفر خـازن بـوده

است، در دست*رس نيستند.

ند عمرحمن فرزعبدالر
فى مشهور به صو

عمـر فرزند ابوالحسن عبدالرحـمـان
مشهور به صوفى رازى، اخترشنـاس و

٢٩١از فـسـاى فـارس بــود. در ســال 
هجرى در شهر رى متولد شد و در سال

 هـجـرى مـرد. بـنـابـه نـوشـتــه*ى٣٧٦
 هــجــرى در٣٣٧خــودش، در ســال 

حـسـيـن فـرزنـد محـمـداصـفـهـان، نـزد 
، وزير آل*بويه، به سرابن عبيدمشهور به 

مى*برد. او در «صورالـكـواكـب» خـود
نوشته است: «من در صـحـبـت اسـتـاد
ابوالفـضـل در اصـفـهـان بـودم. مـردى

نزديك من آمد از اهل آن خطه…».

٣٤٩او در ســـــــــــال 
هــــجـــــرى در دربـــــار
عضدالدوله*ى ديلمـى در
اصـفـهـان بـود. در سـال

 هـجـرى در شـيــراز∞٣٥
رصدى انجـام داد. او در

صورالكواكب  مى*نويسد:
«تا آن كه خداى تعالى مـرا بـه

خدمت ملك جليل عضـدالـدولـه
ابوشجاع … مشرف گردانيد، ديدم كه
ذكر احوال كواكب بسيار مى*كرد…».
ابـوريــحــان بــيــرونــى بــارهــا از
عبدالرحمان صوفى ياد كرده است و در
«قـانـون مـسـعـودى» نـوشـتــه اســت:
قـــــدرهـــــاى ســـــتـــــارگـــــان … از
«صورالكواكب» ابوالحـسـيـن صـوفـى

نقل و ثبت كردم…»
نسخه*هاى خطى و چاپى بسيارى از
«صورالكواكب» موجودند. مهم*ترين
ترجمه از نصير توسى است كه درسال

 هجـرى، بـه٦٤٧
زبــان فــارســـى
بــرگـــردانـــد و
عكس آن كه در

١٣٤٨ســـــــال 
خورشيـدى آمـاده
شـده، در تـهــران،
بـه*وسـيـلـه*ى بــنــيــاد
فرهنـگ ايـران چـاپ شـده
است. عبدالرحمن صوفى كتابـى دارد

 فصل درباره*ى استرلاب كه در٢∞٤در 
استانبـول مـوجـود اسـت. كـتـابـى هـم
دربـاره*ى اسـتـرلاب در چـهـل و شـش
فصل از صوفى شناخته شـده اسـت كـه
نسخه*اى از آن در دانشگاه تهران موجود
اســت. دربــاره*ى مـــقـــدمـــه*اى بـــر

٥اخترشناسى نيز كتابى نـوشـتـه كـه در 
 فصل تنظيـم شـده اسـت و٦٤مقالـه و 

نسخه*ى خطى آن در استانبول نگه*دارى
مى*شود.
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................،،،،،،،،،،........تصوير جسم�نما 
چند سالى است در برخى كتاب*هاى هنـدسـه كـه بـه  زبـان
فـارسـى نـوشـتـه شـده اسـت، در بـرابـر عـبـارت انـگـلـيــســى

»Stereographic Projectionيـــا عـــبـــارت فـــرانــــســــوى «
»Stereographique Projectionتـركـيـب فـارسـى «تـصـويــر «

گنج*نگارى» و «تصوير گنج*نگاشتى» را به*كار مى*برند. پيش*تر،
درفارسى، در برابر اصطلاح خارجى ياد  شده، عبارت «تصوير

جسم*نما» رابه*كار مى*بردند.
از نظر نويسنده*ى اين مقاله، دو اصطلاح تازه*اى كه ياد شد،
مناسب نيستند. اصطلاح مناسب همان «تصوير جسم*نما» است

در اين*باره توضيح مى*دهم:
 از كلمه*ى يونانىStereoِ ، بخشStereographicدر كلمه*ى 

Stereosبه معنى «جسم» است. كلمـه*ى grapheinنيز يونانـى 
 بهStereographyبه معنى «توصيu، نگاشتن» است. واژه*ى 

معنى نگاشتن اجسام روى صفحه است.
كـلـمـه*ى «گـنـج» كـه در دو عـبـارت «گـنـج*نـگـاشـتــى» و
«گنج*كارى» آمده، به معنى حجم است. حجم يك جسم، يك
عدد است.  حجم را نمى*توان نگاشت، بلكه آن جسـم اسـت
كه مى*توان نگاشت. با توجه به اين توضيح و با توجه به شـرح
مربوط به يك تبديل هندسى كه يك شكل واقع بـر يـك كـره را
روى يك صفحه مى**نگارد، مى*توان دريافت كه در عبارت*هاى
«تصوير گنج*نگاشتى» و «تصوير گنج*كارى»، برابرهاى مناسبى

» نيستند و عبارت «تصـويـرStereographic Projectionبراى «
جسم*نما» مناسب است.

 متداول و مأنـوسًكلمه*ى «جسم»، در زبان فارسى كامـلا
است، لذا روا نيست كه كلمه*ى جسم را چون فارسى نيست،
به*كار نبريم و به*جاى آن از كلمه*ى گنج كه معادل كلمه*ى جسم

نيست استفاده كنيم.

.......،.................تصوير جسم�نما چيست؟ 
تصوير جسم*نما از تبديل*هاى مهم هندسه است. اين تصوير،
در تهيه*ى نقشه*ى جغرافيايـى اهـمـيـت شـايـانـى دارد. تـصـويـر

، ستاره*شناس يونان باستان (سده*ىهيپاركجسم*نما به*وسيله*ى 
دوم پيش از ميلاد)، براى ترسيم نقشه*ى جغرافيا ابداع شد. سپس

در طى تاريخ، بعضى رياضى*دان*ها در زمينه*ى آن كار كردند.

....،،....................تعري= تصوير جسم�نمـا 
 يكى از دوV و نقطه*ى C و يك دايره*ى عظيمه*ى آن Σكره*ى 

قطب اين دايره*ى عظيمه را در نظر مى*گيريم. بنا به تعريu، تصوير
 محل'M عبارت است از نقطه*ى Σ از سطح Mجسم*نماى نقطه*ى 

 (شكل صفـحـه*ىC با صفحه*ى دايره*ى عظـيـمـه*ى VMبر خـط 
Σ  واقع بر سطح كـره Γبعد). تصوير جسم*نماى يك مـنـحـنـى

C واقع بر صفحه*ى دايره*ى عظيمـه*ى'Γعبارت است از منحنى 

 است.Γ تصوير نقطه*اى از 'Γ، به*طورى كه هر نقطه 

ف�الدينكتر احمد شر د●

چكيده
در سطرهاى آينده، دو واژه�ى رياضى را با نگرش انتقادى مطرح و به�جاى آن  دو واژه�، برابرهايى را پيشنهاد مى�كنـم كـه
آن�ها را مـنـاسـب�تـر مـى�دانـم. در بـرابـر واژه�ى «ذوزنـقـه» واژه�ى «چـانـه�دار» و در بـرابـر دو عـبـارت «تـصـويـر گـنـج�نـگـاشـتـى» و
«گنج�كارى»، اصطلاح «تصوير جسم�نما» را كه پيش�تر به�كار مى�رفت، پيشنهاد مى�كنم. در هر دو مورد توضيح داده�ام. در

 مجله�ى برهان، دو عبارت «انتگرال معين» و «انتگرال نامعين» را با توضيح كافى مورد انتقاد قـرار١٣٨٧ پاييز ٥٩شماره�ى 
داده بودم و به�جاى آن�ها «انتگرال مرزدار» و «انتگرال بى�مرز» را پيشنهاد كردم.

ش انتقادىنگر
ه�ى رياضىاژه�ى دو ودربار
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......................خاصيت مهم تصوير جسم�نما 
 قرارΣ را كه بر سطح كره*ى Γ2   و Γ1  دو منحنى دل*خواه 

 مى*گذرند، در نظر مى*گيريم. تصويرهاىMدارند و از نقطه*ى 
'Γ   و Γ'1  جسم*نماى اين دو منحنى را بـه تـرتـيـب    مى*ناميـم.2

 را به ترتيبM در نقطه*ى Γ2   و Γ1  خطوط مماس بر دو منحنى 
  MΓ1 و   MΓ2 هم*چنين خطوط مماس بر دو منحنى   Γ'1 و   Γ' 2

'M   را به ترتيـب 'Mدر نقطـه*ى  Γ'1و   M' Γ'  مى*ناميم. ثابـت2
شده است كه:

T'1    = اندازه*ى زاويه*ى T1MT2  اندازه*ى زاويه*ى  M' T' 2

در تصويرجسم�نما، زاويـه�هـامطلب چنين بيان مـى*شـود: 
محفوظ مى�مانند.

اين خاصيت بسيار مهم و در تهيه*ى نـوعـى از نـقـشـه*هـاى
جغرافيايى مورد توجه است.

...............................نقه) چانه�دار (= ذوز
نام يكى از شكل*هاى هندسى «ذوزنقه» اسـت. بـراى ايـن
شكل نام «چانه*دار» را پيشنهاد مى*كنم. درباره*ى اين نام*گذارى

توضيح* مى*دهم:

....................................نقه تعري= ذوز
ب) تنها دو ضلع روبه*روّاگر در يك چهارضلعى گوژ (محد

).١موازى باشند، آن چهارضلعى را «ذوزنقه» مى*نامند (شكل 
در ذوزنقه، دو ضلع غيرموازى را دو ساق مى*نامند. اگر
يكى از ساق*هاى ذوزنقه بر دو ضلـع مـوازى آن عـمـود

).٢باشد، آن را ذوزنقه*ى قائم مى*نامند (شكل 

، رياضى*دانمحمدباقر يزدىدر كتاب «عيون*الحساب» اثر 
 ذوزنقه*ى مفـرده٢ ذوزنقتين و شـكـل ١عصر صفوى، شكـل 

نوشته شده است.
چون كلمه*هاى ذوزنقه و ذوزنقيتـن هـر دو ثـقـيـل*انـد، در
جست*وجوى نام ساده*اى بـراى شـكـل مـوردبـحـث بـرآمـدم،
حدس مى*زدم كه چون در كاشى*كارى و قالى*بافى، شكل يـاد
شده به*كار مى*آيد و از طرفى اهل اين حـرفـه*هـا، در كـار خـود
نام*هاى فارسى ساده*اى را به*كار مى*برند، به احتمال زياد و بايد،
براى ذوزنقه نام ساده*اى داشته باشند. از اين*رو، دركتاب*هاى
كاشى*كارى و قالى*بافى به مطالعه پرداختـيـم. در كـتـاب*هـاى
كاشى*كارى به نام «دوسرپخ» برخورد كردم كه برابر «ذوزنقـه»
است. اين نام را مناسب يافتم و با اندكى تلاش، در ذهن خود

نقش*هاى زير را ساخته*ام:
واژه*ى «چانه*دار» به*جاى «ذوزنقتين»؛ واژه*ى «دوچانه» به
جاى «دوسرپخ» يعنى «ذوزنقه»؛ واژه*ى «تـك*چـانـه*ى قـائـم»

به*جاى «ذوزنقه*ى قائم».
 هم٣ را «تك*چانه» نناميده*ام، زيرا شكل ٢شكل تبصره. 

 را تك*چانه*ى قـائـم٢داراى يك چانه است. از اين*رو شـكـل 
ناميده*ام.

١

٢

٣
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.....................................نقطه�ى ثابت 
بعضى از منحنى*هاى به معادله*ى پارامترى، به ازاى مقادير
متفاوت پارامتر، از نقطه يا نقاط مشخصى مى*گـذرنـد. چـون
مختصات اين نقاط به پارامتر بستگى ندارد، آن*ها را نقاط ثابت

گويند.
  S1 و   S2.نقاط ثابت*اند 

..................طرز تعيين مختصات نقاط ثابت 
دو مقدار متفاوت به پارامتر نسبت مى*دهـيـم.روش اول: 

معادله*هاى دو منحنى حاصل را با هم تقاطع مى*دهيم. از حل
آن*ها، مختصات نقاط ثابت به دست مى*آيد.

معادله*ى منحنى را نسبت بـه پـارامـتـر مـرتـبروش دوم: 
مى*نويسيم و آن را متحد با صفر قرار مى*دهيم. از حـل روابـط

حاصل، مختصات نقاط ثابت به دست مى*آيد.
به دو طريق، مختصات نقاط ثابت دسته*ى منحنى  .١مثال 

y  به معادله*ى  = mx2 − (m +2)x  را بيابيد.1+
حل:

روش اول:
  m =0⇒ y = −2x +1

  m =1⇒ y = x2 − 3x +1

  ⇒ x2 − 3x +1= −2x +1⇒ x2 − x =0⇒ x(x −1) =0

  ⇒ x =0,  x =1;   x =0⇒ y =1⇒ S1(0,1)

  x =1⇒ y = −2+1⇒ y = −1⇒ S2(1,−1)

 نقاط ثابت دسته*ى منحنى فوق هستند.S2   و S1  نقاط 

روش دوم:
  y = mx2 − (m +2)x +1

  y = mx2 − mx +2x +1⇒ (x2 − x)m − (y +2x −1) ≡0

  

x2 − x =0

y +2x −1=0

⎧
⎨
⎩

⇒
x(x −1) =0

y = −2x +1
⎧
⎨
⎩

⇒
x =0, 1

y =1, −1

⇒  نقاط ثابت                                             S1(0,1),  S2(1,−1)

 نـشـان دهـيـد دسـتـه*ى مـنـحـنـى بـه مـعـادلــه*ى .٢مـثـال 
  y = mx3 −2x − mx +  از سـهm به ازاى مقاديـر مـتـفـاوت 4

نقطه*ى ثابت مى*گذرند.
حل:

  y = mx3 −2x − mx + 4⇒ (x3 − x)m − (y +2x − 4) ≡0

  

x3 − x =0

y +2x − 4 =0

⎧
⎨
⎩

⇒ x(x2 −1) =0⇒ x =0,  x =1,  x = −1

  x =0⇒ y − 4 =0⇒ y = 4⇒ S1(0,4)

  x =1⇒ y −2 =0⇒ y = 2⇒ S2(1,2)

  x = −1⇒ y − 6 =0⇒ y = 6⇒ S3 (−1,6)

  S1 ،   S2  و   S3سه نقطه*ى ثـابـت دسـتـه*ى مـنـحـنـى فـوق 
هستند.

........................................خط ثابت 
بعضى از منحنى*هاى به معادله*ى پارامترى، به ازاى مقادير
متفاوت پارامتر، از نقطه*ى ثابتى مى*گذرند و در اين نـقـطـه*ى

ثابت هم برخط ثابتى مماس*اند.
به عبارت ديگر، خط ثابت، خط مماس بر دسته*ى منحنى

در نقطه*ى ثابت است.

اگر شيب خط مماس در نقطه*ى ثابت بـر دسـتـه*ىتوجـه: 
منحنى، مستقل از پارامتر باشد، خط ثابت وجود دارد.

معادله*ى خط ثابت دسته*ى منحنى بـه مـعـادلـه*ى .٣مثال 
  y = a(x −1)2 +2x −  را بنويسيد.3

ابتدا مختصات نقطه*ى ثابت دستـه مـنـحـنـى را پـيـدا حل:
مى*كنيم.

 احمد قندهارى●

منحنى
شپو

  y1

  y2

  y3

  s2

  y3

  y1

  y2

s

  s1
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.....................................اف ّش يا لفپو
بعضى از تابع*هاى به معادله*ى پارامترى، به ازاى مـقـاديـر
متفاوت پارامتر، بر خط يا بر منحنى ثابتى مماس*اند. اين خط

اف دسته*ى منحنى اصلى گويند.ّيا منحنى را پوش يا لف

اف، از معادله*ى منحنـىّبراى تعيين معادله*ى پـوش يـا لـف
 عدد ثابـت فـرضy و xنسبت به پارامتـر مـشـتـق مـى*گـيـريـم (

مى*شوند). سپس بين رابطه*ى مشتق و معادله*ى تابع، پارامتر
را حذف مى*كنيم.

معادله*ى منحنى پوش دسته*ى منحنى به معادله*ى .٥مثال 
  y = 2m2x − 4mx2 +  را بيابيد.4

y و x مشتق مى*گيريم (mاز معادله*ى منحنى نسبت به  حل:

مقادير ثابت*اند).
  0= 4mx − 4x2 ⇒ m = x

 قرار مى*دهيم.m ،xدر معادله*ى دسته*ى منحنى، به جاى 
  y = 2m2x − 4mx2 + 4,  m = x

افّمعادله*ى منحنى پوش يا لف
  y = 2x3 − 4x3 + 4⇒ y = −2x3 + 4

مـعـادلـه*ى پـوش دسـتـه*ى خـط بـه مــعــادلــه*ى .٦مـثـال 
  y = 2mx − m2  را بيابيد.1+

=0                                                   حل: 2x −2m ⇒ m = x

  y = 2mx − m2 +1,  m = x

معادله*ى منحنى پوش دسته*ى خط
   y = 2x2 − x2 +1⇒ y = x2 +1

❐

  y = a(x −1)2 +2x − 3 ⇒ a(x −1)2 − (y −2x + 3) ≡0

نقطه*ى ثابت:

  

(x −1)2 =0

y −2x + 3 =0

⎧
⎨
⎩

⇒
x =1

y −2+ 3 =0
⎧
⎨
⎩

⇒ y = −1⇒ S(1,−1)

  ′yx = 2a(x −1) +2⇒ m     = ′yx=1 = 2a(0) +2⇒ m = 2

                                               
مماس

 است، پس(a) چون شيب خط مماس، مستقل از پارامتـر
خط ثابت وجود دارد.

حال معادله*ى خط ثابت را مى*نويسيم
y − ys = m(x − xs )

معادله*ى خط ثابت چنين است:
  y +1= 2(x −1) ⇒ y = 2x − 3

 مماسS(1,−1)  اين خط بر دسته*ى منحنى بالا در نقطـه*ى 
است.

y  دسته*ى منحنى به معادله*ى  .٤مثال  = a(x2 − 4)2 + x2

 بر دو خط ثابت مماس*اند. معادله*هاىaبه ازاى مقادير متفاوت 
آن*ها را بيابيد.

ابتدا مختصات نقاط ثابت را به دست مى*آوريم. حل:

  y = a(x2 − 4)2 + x2 ⇒ a(x2 − 4)2 + (x2 − y) ≡0

  

x2 − 4 =0

x2 − y =0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ x2 = 4⇒ x = ±2

     نقاط ثابت 
  

x = 2⇒ y = x2 ⇒ y = 4⇒ S1(2,4)

x = −2⇒ y = x2 ⇒ y = 4⇒ S2(−2,4)

  y = a(x2 − 4)2 + x2 ⇒ ′yx = 4ax(x2 − 4) +2x

  x = 2⇒ m1 = ′yx=2 = 8a(0) + 4 = 4

                                                                     
مماس

  x = −2⇒ m2 = ′yx=−2 = −8a(0) − 4 = −4

                                                                
مماس

  S1(2,4),  m1 = 4

  
y − yS1

= m1(x − xS1
)

  y − 4 = 4(x −2)

معادله*ى يك خط ثابت                                          
  

y = 4x − 4

  S2(−2,4),  m2 = −4

  
y − yS2

= m2(x − xS2
)

  y − 4 = −4(x +2)

معادله*ى خط ثابت ديگر                              
  

y = −4x − 4

  y1

  y2

  y3

  y4

  y5

  y1

  y2

  y3

  y4

  y5
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œbŽ e
eچون با 

تنها رقـيـبـش
πيـــــــعـــــــنـــــــى 

مقايسه شود،
در انـــــجـــــمــــــن
ريـــــــــــاضـــــــــــى،
تازه�واردى بـيـش
نـــــــيـــــــســــــــت. در

 بـــــاπحــــالـــــى�كـــــه 
عظـمـت�تـر اسـت و
تاريخى بـا شـكـوه�تـر
دارد كـــــــه بـــــــه دوران
بابلى�ها باز مى�گردد،

e وزن چندانى در زمينه�هاى تاريخى ندارد. ثابت e،نوجوانى ،
سرزنده، چالاك و در حال باليدن است و هرجا «رشد» مطرح
باشد، هميشه حضور دارد. عامل رشد، چه در مورد جمعيت
بــاشــد و چــه در مــورد ســرمــايــه و پــول، و چــه در مـــورد ســـايـــر

 سروكار دارد.eكميت�هاى فيزيكى، بدون استثنا با عدد 

e است.٢/٧١٨٢٨ عددى است كه مـقـدار تـقـريـبـى*اش 
بنابراين، چرا اين همه خاص اسـت. زيـرا ايـن عـدد، عـددى
نيست كه به تصادف انتخاب شده باشد، بلكه يكى از بزرگ*ترين
ثابت*هاى رياضى است. اين عدد، زمانى در اوايل قرن هفدهم
ظاهر شد كه چندين رياضى*دان، انرژى خود را صرف شفـاف

گاريتم مى*كردند، يعنى اختـراع درخـشـانـى كـهُكردن مفهـوم ل
تبديل ضرب اعداد بزرگ به جمع را مجاز مى*كرد.

 تجارت قرن هفدهمى آغازe-، در واقع با نوعى eماجراى 

 يكى از برنـولـى*هـاى سـرشـنـاس١رنـولـىِژاكــوب بمى شـود. 
سوئيسى به*شمار مى*رود. خانواده*اى كه تجارتشان، به*دست
دادن سلسله*اى از رياضى*دان*ها به دنيا بـود. ژاكـوب بـه سـال

 به كار٢ با مسئله*ى بـهـره*ى مـركـب١٦٨٣
پرداخت.

 پوندى (موسوم١. فرض كنيد سرمايه*اى پول، پول، پول
به سرمايه*ى «اوليه») را با دوره*اى سالانه به مضاربه گذاشته*ايم،

درصد درآمد (ارزش افزوده*ى به*دست∞∞١با نرخ بسيار بالاى 
درصد را براى∞∞١آمده) در نظر گرفته*ايم. البته، به ندرت نرخ 

آوريم، اما اين رقم، براى مقصـودى كـهپولمان به*دسـت مـى
داريم مناسب است و مى*توانيم در مورد درآمد*هاى واقعى، از

درصد نيز آن را به*كار ببريم. به همين ترتيب،٧درصد و ٦قبيل 
 پوند داشته∞∞∞∞١اگر سرمايه*هاى اوليه*ى بزرگ*ترى، از قبيل 

 ضرب كنيم.∞∞∞∞١باشيم، مى *توانيم همه را در 
درصد،∞∞١به اين ترتـيـب، در پـايـان سـال، بـا درآمـدى 

سرمايه و مقدار درآمد به*دست آمده را داريم كه در اين حالت،
 پوند را٢آميـز  پوند است. بنابراين، مبلـغ سـخـاوت١آن نيز 

خواهيم داشت. اكنون فرض مى*كنيم، نرخ درآمد حاصلـه بـه
درصد نصu شود. اما هر شش ماه يك*بار، به*طور جداگانه∞٥

به*كار رود. در اين صورت، به ازاى نيم سال اول، سودى برابر
  پنى به*دست مى*آوريم و سرمايه*ى اوليه*مان در پايان نيم*سال∞٥

 پوند رشد كرده است. بنابراين، در پايـان يـك∞١٫٥اول، به 
 پنى سود آن را به دست خواهيم٧٥سال،  اين مبلغ به اضافه*ى 

پوند٢٫٢٥ پوندمان در پايان سال اول به ١آورد. به اين ترتيب، 
 پنى ديگر به*دست٢٥ كرده است! با تركيب سود هر نيم سال ّنمو

مى*آوريم. البته اين مبلغ زياد به نظر نمى رسد، اما در صورتى*كه
 پوند∞∞∞٢ پوند داشتيم، به جـاى ∞∞∞∞١براى سرمايه*گذارى 

ب،ّ پوند به*دست مى*آوريم. به اين ترتيب، با سود مرك∞٢٢٥
 پوند اضافى حاصل مى*كنيم.∞٢٥هر نيم*سال، 

اما در صورتى*كه بهره*ى مركب در هر نيم*سال، به اين معنى
باشد كه از مضاربه*ى پس*اندازمان سود مى بريم، بانك نيز بـه
همين ترتيب، از هر مبلغى كـه بـه آن بـدهـكـاريـم، بـهـره*مـنـد
مى*شود. پس بايد احتياط كنيم! اكنون فرض مى*كنيم، سال را

 درصد در مورد هر ربـع٢٥به چهار ربع تقسيم كرده باشـيـم و 
به*كار رود. با انجام محاسبه**اى مشابه، در مـى*يـابـيـم كـه يـك

 پوند رشد كرده است. به اين ترتيـب،٤٤١٤١٫٢پوندمان بـه 
 پوندمـان، در∞٫١∞∞∞پولمان در حال رشـد كـردن اسـت و بـا 

ضا ياسى�پورجمه: غلامر تر●

œbŽ e
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صورتى كه بتوانيم سال را تقسيم كنيم و نرخ*هـاى سـود ارزش
افزوده*ى با درصد كمتر را در مورد فاصله*هاى زمانى كوچك*تر

به*كاربيريم، كارمان سودمند به*نظر مى رسد.
اما آيا پولمان بى*محدوديت افزايش مى*يابد و ما را ميليونر
مى*كند؟ در صورتى*كه همان*گونه كه در جدول نشان داده ايم،
سالمان را هم*چنان به واحدهاى كوچك*تر و كوچك*تر تقسيم

ى» آورده شده، نشان مى*دهد كـه بـه نـظـرّكنيم، «فرايـنـد حـد
مى*رسد مبلغ مورد نظر به عددى ثابت متمركز مى*شود. البته،

ب واقعى، دوره ى يك روزه است (و اين همانّتنها دوره*ى مرك
كارى است كه بانك*ها انجام مى*دهند). به اين ترتـيـب، پـيـام
رياضى در اين مورد، اين است كه اين حد، كه رياضى*دان*هـا

 مى*نامند، مقدارى است كه يك پوند، در صورتـى*كـهeآن را *
سود مركب به*طور دائم در نظر گرفته شود، به آن رشد مى*كند.

ا آيا اين موضوع، خوب است يا بد؟ پاسخ را مى*دانيد:ّام
اگر پس*انداز كرده*ايد، «آرى؛ و اگر وام گرفته*ايـد، «خـيـر».

 برمى*گردد.٣ـ آموزشeپاسخ اين پرسش به 

 عددى گنگ است و بنابراين،π نيز مانند e .eمقدار دقيق 
∞٢ تـا e، مقدار دقيق آن را نمى*دانيم، مـقـدار πچون در مورد 

رقم ده*دهى برابر است با:
…٤٥٢٣٥٣٦٫٢∞٧١٨٢٨١٨٢٨٤٥٩

، درeتنها با استفاده از كسرها، بهترين تقريـب بـه مـقـدار 
صورتى*كه بالا و پايين كسر به اعداد دو رقمى محدود باشنـد،

كسر 
  

87
32

است. شگفت*آور است كه هرگاه بالا و پايين كسر به

اعداد سه*رقمى محدود باشد، بهترين كسر 
  

878
323

 است. كسر
 كسر اول است. رياضيات٤اخير نوعى بسط مقلوب مسـتـوى

عادت دارد كه اين شگفتى*هاى كوچك را ارائه دهد. يـكـى از

، توسط مورد زير داده شده است:eبسط به سرى*هاى معروف 

  
e =1+ 1

1
+ 1

2×1
+ 1

3 ×2×1
+ 1

4× 3 ×2×1
+ 1

5 × 4× 3 ×2×1
+L

 كه از علامت٥در مورد اين سرى، نمادنويسى فاكـتـوريـل
تعجب استفاده مى*كند، سودمند است. در اين نمادنويـسـى،

. بـا بـه*كــار بــردن ايــن٥=!٥×٤×٣×٢×١بـراى نــمــونــه، 
 صورت آشناتر زير را اختيار مى*كند:eنمادنويسى، 

  
e =1+ 1

1
+ 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
+ 1

5!
+L

 الگويـى دارد. درeبنابراين، به تحقيق به*نظر مـى*رسـد، عـدد 
 «متقارن»تر است.πويژگى*هاى رياضى*اش نيز آشكار مى*شود كه از 

 باشيد،eدر صورتى*كه مايل به يادآوردن چند رقم اوليه*ى 
مى*توانيد جمله*اى بسازيد كه در آن، تعداد حروف هر كلمـه،

 را نشان دهد. و اين كارى است كهeيكى از ارقام اوليه*ى بسط 
 نيز انجام داديم.πدر مورد 

 گنگ است (يعنى كسر نيسـت) در سـالeاين موضوع كـه 
،∞١٨٤ به اثبات رسيد. به سال ٦لئورنهارد اويلر، توسط ١٧٣٧

 جوابe، رياضى*دان فرانسوى، نشان داد كـه ٧ژوزف ليوويل
، هم*وطنش١٨٧٣هيچ معادله*ى درجه* دومى نيست و به سال 

 در يكى از آثار راهگشايش، به اثبات رساند كه٨رميتِشارل ه
eاست (يعنى نمى*تواند جواب هيچ معادله*ى جـبـرى٩ متعالـى

باشد). آن*چه در اين مـورد اهـمـيـت داشـت، روشـى بـود كـه
 با∞١ليندمانرميت به كار برده بود. نه سال بعد، فرديناند فونِه

 نيز متعالـى اسـت؛πرميت، ثابت كـرد كـه ِاقتبـاس از روش ه
موضوعى كه از منظر بالاترى برخوردار بود.

البته، به يك پرسش پاسخ داده شد، اما پرسش*هاى تازه*اى
 نيز متعالى است؟ اين پـرسـش،e به توان eظاهر شدند. آيـا 

پرسش غريبى است، زيرا چگونه ممكن است غير از اين باشد؟
با اين همه، هـنـوز بـه مـحـكـمـى بـه اثـبـات نـرسـيـده و بـنـا بـه

د رياضى، بايد هم*چنان به عنوان يك حدسّاستانداردهاى مؤك
رده*بندى شود. رياضى*دان*ها اندك*اندك به سوى اثـبـات ايـن
موضوع رفته*اند، اما تنها اين را اثبات كرده*اند كه غير مـمـكـن

e   به توان e و هم eاست هم 
، هر دو متعالى باشند؛ نزديك،2

اما نه به*قدر كافى نزديك.
eπ نيز مسحوركننده است. مقادير e و πارتباط هاى بين 

ìتركيب در هرمجموع حاصل
                    سال پوند∞∞∞∞∞٢٫

نيم*سال پوند∞∞∞٢٫٢٥
ربع*سال پوند٢٫٤٤٤١

ماه پوند٤∞٢٫٦١٣
هفته پوند∞٢٫٦٩٢٦
روز پوند٢٫٧١٤٥٧
ساعت پوند٢٫٧١٨١٣
دقيقه پوند٢٫٧١٨٢٨
ثانيه پوند٢٫٧١٨٢٨

دد جمعيت باشد و چه در مـورشد، چه در مور عامل ر
د سـايـر كـمـيـت�هـاىمـايـه و پـول، و چـه در مـورسـر

دكار دار سروeفيزيكى، بدون استثنا با عدد 
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بدون مـحـاسـبـه*ى( نزديك بـه هـم*انـد، امـا بـه سـادگـى πeو 
eπمقاديرشان) نشان داده شده است كه  > πe،در اين مورد .

اگر تقلب كنيد و به ماشين حسابتان نگاهى بيندازيد، خواهـيـد
e  ديد كه اين مقادير تقريبى عـبـارت*انـد از: 

π = 23  و14069/
  π

e = 23 / 45916.
١٢لفاندِ (به*نام الكساندر گ١١لفاندِگ به عنوان ثابت eπعدد 

رياضى*دان روسى) شناخته مى*شود و ثابت شده كـه مـتـعـالـى
 مطالب بسيار كمترى مى*دانيم. گـنـگπeاست. اما در مورد 

بودن اين عدد هنوز به اثبات نرسيده است؛ البته اگر گنگ باشد.
، هنگـامe محل اصلى يافتـگـاه  داراى اهميت اسـت؟eآيا 

 است. مثال*هاى آن در مورد رشد اقتصادى و رشدّرشد و نمو
 هستندeجمعيت هستند. مرتبط با اين بحث، خم*هاى وابسته به 

كه در مدل فروپاشى راديواكتيو به*كار رفته*اند.
ـرِ در مسائل نامرتبط با رشد نـيـز رخ مـى*دهـد. پـى*يeعدد 

 مسئله*اى احتمالى را در قرن هجدهم تحقيق كـرد١٣مونت*مور
كه از آن زمان به بعد، به گونه*اى وسيع بررسى شده است. اين
مسئله به*صورت ساده، گروهى از اشخاص*اند كه به رستورانى
مى*روند و پس از صرف ناهار، كلاه*هايشان را به تـصـادف بـر
مى*دارند. احتمال اين*كه هيچ يك از آن*ها كـلاه خـودش را بـر

ندارد، چه*قدر است؟

مى*تـوان نـشـان داد كـه ايـن احـتـمـال بـرابـر 
  

1
e

در حـدود( 
درصد) است. بنابراين، احتمال اين*كه دست*كـم يـكـى از٣٧

اين اشخاص كلاه خودش را بردارد 
  
1− 1

e
*درصد) است.٦٣*( 

 يكى از موارد بسيار به*شـمـار١٤اين كاربرد در نظريه*ى احتمـال
 كه با پيشامدهاى نادر سروكار دارد،١٥مى*رود. توزيع پواسون

موردى ديگر است. اين مثال*ها نمونه*هـاى اولـيـه*انـد، امـا بـه
 در مورد١٦هيچ*وجه، از مرحله پرت نيستند: جيمز استرلينـگ

) به*دستπ*(و e*تقريبى قابل ملاحظه شامل  !nمقدار فاكتوريل 
 شامل١٨ و آشناى توزيع نرمال١٧آورد. در آمار، «خم ناقوسى»

eق، به ّ* است و در مهندسى، خم كابل پل معلe.وابسته است*
اين فهرست بى*پايان است.
جايزه*ى قابل توجه*ترين فرمول تماميك اتحاد حيرت�انگيز. 

*است. چون به اعداد مشـهـور ريـاضـيـاتeرياضـيـات، از آن 
i   ١٩ و عدد موهومـىπ ،*e*،*١*،*∞بينديشيـم، بـه * =  فكـر1−

e  مى*كنيم. اما چگونه مى*شود كه 
iπ  باشد؟ اما هست!0=1+

 اويلر است.ِو اين دستاورد از آن
 در رمزى نهفته باشد كه توسـط آن،eشايد اهميت حقيقى 

نسل*هاى رياضى*دان*ها را مجذوب خـود كـرده اسـت. در هـر
∞٢*اجتناب*ناپذير است. اما چرا نويسنده*اى چون رايتeحال، 

 كند.بهe خود را صرف نوشتن داستانى بدون (حرف) ّبايد هم
٢١ِاحتمال قوى، وى نام مستعارى نيز داشته است. اما گدسبى

 به همين كار پرداخته است. گرچه تصور اين مطلـبًوى دقيقا
 دست زند،eسخت است كه رياضى*دانى به نوشتن كتابى بدون 

يا قادر به اين كار باشد.

................................................تاريخچه ...............................................

.............................................................................................................................................شت پى�نو
1. Jacob Bernoulli 2. Compound interest 3. e-learning 4. palindromic

5. factorial notation 6. Leonhard Euler 7. Joseph Liouville 8. Charles Hermite

9. transcendental 1∞. Ferdinand von Lindemann 11. Gelfond’s constant 12. Aleksandr Gelfond

13. Pierre Montmort 14. Probability theory 15. Poisson distribution 16. James Stirling

17. bell curve 18. normal distribution 19. imaginary number 2∞. E.V. Wright
21. Gadsby

 رقم محاسبه كرد. وى اعتبار كشu فرمول مشهور ٢٣*را تا e اويلر  ميلادى:١٧٤٨
  e

iπ  را در حوالى اين تاريخ به*دست آورد.0=1+

 را در ارتباط با نظريه*ى لگاريتم*ها به*كار برد. اين عدد گاهى عدد اويلر ناميده مى*شود.e اويلر نماد  ميلادى:١٧٢٧

 جان نپر، در ارتباط با لگاريتم، با ثابت  ميلادى:١٦١٨
e.مواجه شد *

 عددى متعالى است.eرميت ثابت كرد  ِ ه ميلادى:١٨٧٣
 تا مرتبه*ى e:  ميلادى٧∞∞٢

 رقم محاسبه شد.1011  
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در كشور لهستان

هاى مختل= جهانمسائل مسابقات رياضى در كشور

قىشنگ شر هو●

كشور لهستان سابقه*اى ديرينه در برگـزارى مـسـابـقـه*هـا و
١٩٤٩المپيادهاى رياضى دارد. انجمن رياضى لهستان از سال 

به اين*سو، هر ساله المپياد رياضى اين كشور را برگزار كرده و
شكل برگزارى آن در سال*هاى گوناگون تغييراتى داشته است.
امروزه اين آزمون در سه مرحله برگزار مى*شود: مرحله*ى اول
كه به صورت غيابى برگزار مى*شود، سه ماه طول مى*كشد. در

 مسئـلـه را كـه بـه آن*هـا داده٤طى هر ماه، دانـش*آمـوزان بـايـد 
مى*شود، حل كنند. در مرحله*ى دوم كه حضورى است و شبيه
مسابقات رياضى بيشتر كشورها و از جمله ايران است، در طى

 ساعت وقت براى حـل، در٤دو روز، هر روز سه مسئـلـه بـا 
اختيار دانش*آموزان قرار مى*گيرد. در مرحلـه*ى نـهـايـى نـيـز،
دانش*آموزان منتخب سراسـر كـشـور بـه پـايـتـخـت مـى*آيـنـد و
مسابقه*اى شبيه مرحله*ى دوم، بين همه*ى آن*ها برگزار مى*شود
تا برگزيدگان نهايى، براى اعزام به المپياد بين*المللى ريـاضـى

انتخاب شوند.

در كشور لهستان، مجـلات ريـاضـى خـوبـى هـم مـنـتـشـر
١٩٤٨ كه از سـال ١مى*شوند، از جمله مجلـه*ى «ريـاضـيـات»

منتشر مى*شود و نمونه*ى مسائل المپيادها و راه*حل*هـاى آن*هـا
را نيز ارائه مى*دهد. كشور لهستان در المپيادهاى بين*المـلـلـى
نيز حضور خوبى داشته است. از نخستين المپياد بين*المـلـلـى

، در آن شركت داشتـه و در سـال*هـاى١٩٥٩رياضى در سـال 
 ميزبان اين مسابقات بوده ا ست. هم*چـنـيـن،١٩٧٢ و ١٩٦°

تاكنون پنج بار مقام چهارم اين مسابـقـات را بـه دسـت آورده و
 همواره جزو بيست كشور نخست ايـن رقـابـت*هـا بـودهًتقريبـا

است. در اين*جا، نمونه سؤالات مرحله*ى نهـايـى (روز اول)
 را همراه با راه*حل آن*ها١٩٨٦المپياد رياضى اين كشور در سال 

 خوب است.َملاحظه مى*كنيد. سطح مسائل نسبتا

......................................................................................... مسائل
n مطلوب است همه*ى مقدارهـاى .١ ∈  |N كه براى هر كدام از آن**ها، چند جمله*اى درجـه*ى ،nبا ضريب*هاى حقيقـى 

fوجود داشته باشد، به نحوى كه نابرابرى  (x) ≥ ′f (x) براى هر مقدار x ∈  |R.برقرار باشد 
٢   .٢n نفـر   (n  در مسابقه*ى شطرنج شركت كرده*اند. در ضمن، هر دو نفر از آن*ها، بـيـش از يـك دور بـا هـم بـازى(1<

نمى*كنند. ثابت كنيد با اين شرايط، برگزارى تمامى مسابقه*ها در حالتى كه هيچ سه بازيكنى سه بار بين خود بازى نكرده
 تجاوز نكند.n2  باشند، تنها وقتى ممكن است كه تعداد همه*ى دورهاى بازى مسابقه از 

٣.  AK ،BL و CM را ارتفاع*هاى مثلث ABC و نقطه*ى N را وسط ضلع AC مى*گيريم. ثابت كنيد چهار نقطه*ى K ،L،
M و N.روى محيط يك دايره واقع*اند 

ياضىالمپياد�ر
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 بديهى زير توجه مى*كنيم:ً به پيش قضيه*ى نسبتا.١
 هيچ تابع چند جمله*اى از درجه*ى فرد وجود نداردقضيه:

، مقدارهاى آن همواره مثبت (يا منفى)xكه به ازاى جميع مقادير 
، چند جمله*اى از درجه*ىnباشد و همواره براى هر عدد زوج 

n وجود دارد كه به ازاى جميع مقادير xمقدارهاى آن همواره ،
مثبت (يا منفى باشد).

∞±درستى اين قضيه با توجه به حد توابع چند جمله*اى در 
p(x)و در واقع نمودار آن*ها واضح است. در تابع چند جمله*اى 

 عددى طبيعى و فرد است، در صـورتـى*كـهn كـه nاز درجه*ى 
a   بگيـريـم، اگـر axn را p(x)بزرگ*تريـن درجـه*ى   آن*گاه0<

lim p(x)
x→±∞

= lim axn

x→±∞
= a   و اگــر∞± <0،lim p(x)

x→±∞
= lim axn

±∞
= ±∞

پس نمودار اين تابع از ناحيه*ى سوم شروع و بـه نـاحـيـه*ى اول
a)  ختم مـى*شـود   و يا اين*كه از ناحـيـه*ى دوم شـروع و بـه(0<

a)  ناحيه*ى چهارم ختم مى*شود  <0).

ها را حداقـلx بنابراين نمودار اين تـابـع، هـمـواره مـحـور
در يك نقطه قطع مى*كند. ايـن قـضـيـه، هـم ارز بـا نـتـيـجـه*ى

مستقيم زيـر اسـت:
هر معادله*ى چند جمله*اى از درجه*ى فرد، همواره حداقل

يك ريشه*ى حقيقى دارد.
، بهpبنابراين، در اين حالت ممكن نيست كه نمودار تابع 

 نمى*توانندpها باشد و لذا مقادير xتمامى بالا (يا پايين) محور 

همگـى مـثـبـت (يـا مـنـفـى) بـاشـنـد.
 زوج باشـد،nبرعكس، در حالتـى كـه 

داريم:

  
a >0⇒ lim p(x)

x→±∞
= lim axn

x→±∞
= +∞

  
a <0⇒ lim p(x)

x→±∞
= lim axn

x→±∞
= −∞

پس در اين حالت، ممكن است (تأكيد مى*كنيم كه ممكـن
است و همواره چنين نيست) تمام نمودار تابع، بالا (يا پاييـن)

ها باشد. بخـصـوص بـه نـمـودار تـابـع بـا ضـابـطـه*ىxمحـور 
  p(x) = ax2k + b:توجه كنيـد 

 در اين حالت مى*تواند همواره مثبـت (يـاp(x)پس مقاديـر 
منفى) باشد. اكنون به مسئله*ى خودمان برمى*گرديم. بديـهـى

f′ باشـد، n از درجه*ى f(x)است، اگـر  (x) از درجه*ى   n −1

p(x)و  = f (x) − ′f (x) نـيـز از درجـه*ى n اسـت. پـس اگـر n

 مى*تواند همواره مثبـت بـاشـد و در نـتـيـجـهp(x)زوج باشـد، 
f (x) ≥ ′f (x) ولى اگر .n ،فرد باشـد p(x)نمى*تواند همواره 

 نمى*توان يافـت كـه بـه ازاىf(x)مثبت باشد و لـذا هـيـچ تـابـع 
x ،fهمه*ى مقاديـر  (x) ≥ ′f (x)باشد. بنابراين، مجموعـه*ى 

، مجموعه*ى عددهاى زوج اسـت.nمقادير 

n   از استقـراى ريـاضـى اسـتـفـاده مـى*كـنـيـم. بـه ازاى .٢ =1

حكم مسئـلـه درسـت اسـت (چـرا؟). فـرض مـى*كـنـيـم بـراى
n = k حكم درست باشد و ثابت مـى*كـنـيـم بـراى   n = k +1

 را در نظر بگيريد كه با همB و Aنيز درست است. دو نفر مانند 

حل مسائل
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 نفر ديگر، غير از اين دو وجود دارنـد،2k  بازى كرده باشند. 
k)2  زيرا تعداد كل افـراد   نفر، حداكثـر2k   است. بين آن (1+

  k2 فرض استقراء). حال اگر هر كدام( بازى انجام شده است
 بازى ديگر نيز انـجـام شـده2k   بازى كننـد، B يا Aاز آن*ها بـا 

است (بديهى است كه طبق فرض مسئله، ممكن نيسـت هـيـچ
 بازى كرده باشند، زيـرا در ايـنB و Aيك از آن*ها با هـر دوى 

صورت، يك سه تايى درست مى*شود كه دو*به*دو با هم بـازى
كرده**اند و اين خلاف فرض است كه مى*گويد هيچ سـه نـفـرى

  نيز يـكB و Aسه بار بين خود بازى نكرده*انـد). حـال خـود  
بـــازى كـــرده*انـــد. پـــس در مـــجــــمــــوع، حــــداكــــثــــر

  (k +1)2 = k2 +2k  بازى انجام شده اسـت.1+

 ابتدا به قـضـيـه*ى مـعـروف زيـر اشـاره مـى*كـنـيـم: هـرگـاه.٣
B و CHارتفاع*هاى  ′H از مثلـث ABCرا رسم كنيم، زواياى 

AHمـثـلـث  ′H با زوايـاى مـثـلـث ABCبرابـرنـد. اثـبـات بـه 

 توجه مى*كنيم كـهًروش*هاى گوناگون انجام*پذير است. مـثـلا
 هستنـد، پـسBC دو زاويه*ى قائمـه روبـه*رو بـه H′ و Hچون 

Hچـهـارضــلــعــى ′H CB:مـحـاطــى اســت و در نــتــيــجــه 
  H ˆ ′H C + B̂ A   و چــون 180°= ˆ ′H H + H ˆ ′H C  پـس:180°=

B̂ = A ˆ ′H H :و به همين ترتيب Ĉ = AĤ ′H

AHدر واقع، مثلث*هـاى  ′H و  ABCمتشابه*اند. حال بـا 
توجه به اين موضـوع، در شـكـل مـربـوط بـه مـسـئـلـه داريـم:

  K̂1 = Â و   L̂1 = B̂،هم*چنين مى*دانيم كه در مثلث قائم*الزاويه 
KNميانه*ى وارد بر وتر، نصu وتر است. پس  = AN = NC

Â1  و در نتيجه:  = K̂3

حال مى*توان نوشـت:

  K̂2 + K̂1 = 90°⇒ K̂2 + Â = 90°⇒ K̂2 +180°−B̂ − Ĉ = 90°

  ⇒ K̂2 = B̂ + Ĉ −90°  ,  B̂ = L̂1  ,  Ĉ = 90°−Â1

  ⇒ K̂2 = L̂1 +90°−Â1 −90°⇒ K̂2 + Â1 = L̂1  ,  Â1 = K̂3

  ⇒ K̂2 + K̂3 = L̂1  ,  L̂1 + ML̂C =180°

  ⇒ K̂2 + K̂3 + ML̂C =180°⇒ MK̂N + ML̂C =180°

MKNLبنابراين، مجموع زواياى مقابل در چهارضـلـعـى 

 و اين چهارضلعى محاطى است. در نتيجه، نقاط°180  مساوى 
M ،K ،N و L.روى محيط يك دايره واقع*اند 

...............................................................شتپى�نو
1. Matematyka
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دهاى آنقضيه�ى تقسيم و كاربر ٥

ما همواره در محاسبات روزمره و علمى و  مهـنـدسـى، از
اعداد در مبناى ده (مبناى اعشارى) استفاده مى*كنيم. مبناى ده
نمايشى است براى اعداد صحيح و به*خصوص اعداد طبيعى كه

 وقتى مى*نويسيمًدر آن اعداد را ده تا ده تا دسته*بندى مى*كند. مثلا
 بسـتـه*ى٣ بستـه*ى ده*تـايـى و ٨ يـكـى و ٨، منظـورمـان ١٣٨٨

١تايى اسـت) و ∞١ بسته*ى ∞١تايى، ∞∞١تايى (هر بسته*ى ∞∞١
 تايى است.∞∞١ بسته*ى ∞١بسته*ى هزارتايى كه هر هزار تا 

 نيز نمـايـش داد.∞١اعداد را مى*توان در مبنـاهـاى غـيـر از 
 (مبناى دو دويى) در رايانه٢. مبناى ١٢ يا ٨ يا ٢مبناهايى چون 

، مبناى شمارش ايرانيان باستـان بـوده١٢كاربرد دارد و مبناى 
شود (تقسيم نيماست و آثار استفاده از آن هنوز هم مشاهده مى

 ماه و يا استفاده از مقياس*هاى١٢ ساعت يا سال به ١٢روز به 
 تا از اين نمونه*اند.)١٢اندازه*گيرى هم چون «دو جين» به معنى 

در اين بخش، مى*خواهيم با استفاده از قضيه*ى تقسيم نشان
b  دهيم، هر عدد طبيعى را مى*توان در مبناى عدد طبيـعـى  >1

∞١نمايش داد و حتى اعمال جمع و ضرب را در مبناهاى غير از 

ياد گرفت و انجام داد. ابتدا به بيان قضيه*اى مى*پردازيم كـه بـا
استفاده از قضيه*ى تقسيم نشان مى*دهد، هر عدد طبيعى ماننـد

n را مى*توان در مبناى هر عدد طبيعى مانند  b  نمايش داد.1<
عددى طبيعى و بزرگ*تر از يك بـاشـد، هـرb قضيه: اگـر 

 را مى*توان به شكل منـحـصـر بـه فـردى،nعدد طبيعى مـانـنـد 
به*صورت زير نمايش داد:

  n = rkbk + rk−1b
k−1+....+r2b2 + r1b + r0

عددى صحيح و نامنفى اسـت و بـراىkدر رابطه*ى فـوق،
i  هر  =0,1,2,L, k 0، همواره≤ r i ≤ b rk  و1− ≠0.

(اثبات اين قضيه، براساس استفاده از قضيه*ى تقسيم، در
كتاب درسى آمده است).

بـراى ايـن*كـه قـضـيـه را بـهـتـر درك كـنـيـم، چـنـد مــثــال
مى*آوريم:

  رقـمىn عـدد .١مـثال 
  A = an−1an−2La2a1a0را مى*تـوان در

 به*صورت زير نمايش داد:١°مبناى 
  A =10n−1an−1 +10n−2an−2+L

            +102a2 +10a1 + a0

توجه داريد كه خط بالاى ارقام
يا حروف به مـعـنـى ايـن اسـت كـه

حروف زير خط، هر كدام يك رقم
در مبناى مزبورند و اگر مـبـنـاى عـدد

 در نظـر١°نوشته نـشـود، آن را 
مى*گيرند. هم*چنين دقت داريد

، طبـقb رقمى در مبنـايـى چـون nكه براى نمايـش يـك عـدد 
b  قضيه*ى قبل، بايد اولين عدد از سمت چپ در 

n−1 ضرب و
يك واحد كم شود.b به ترتيب از توان 

A   عدد .٢مثال  =  باز كنيد.٦ را در مبناى 6(51324)
  A = 5 × 64 +1× 63 + 3 × 62 +2× 61 + 4

A    ًتوجه داشته باشيد كه وقتى عددى، مثلا =  كه5(312)
 تايى و سه بسته*ى٥ به شكل يك دوتايى و يك بسته*ى ٥در مبناى 

 تايى دسته*بندى شده است، در مبناى خـودش بـاز شـود و٢٥
اين دسته*بندى*هاى پنج*تايى باز و روى هم شـمـارش شـونـد،

 به*دست مى*آيد. يعنى:١°عددى  در مبناى 
b  «براى اين*كه عددى در مبناى    ببريم،١° را به مبناى 1<

 باز كنيم. مجمـوعbكافى است آن را در مبناى خودش، يعنى 
».١°اعداد حاصل عددى است در مبناى 

A  براى مثال، مى*خواهيم عـدد = ١° را به مبنـاى 5(312)
ببريم:

  (312)5 = 3 × 52 +1× 5 +2 = 75 + 5 +2 = 82

 را بـا٨٢حال اين سؤال پيش مى*آيد كه اگر بخواهيـم عـدد 

ضا اميرى حميد ر●

نمايش اعداد صحيح
در مبناهاى مختل=
نمايش اعداد صحيح
در مبناهاى مختل=
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 بنويسيم، اين عمل چگونه٥استفاده از قضيه*ى قبل در مبنـاى 
انجام مى*شود؟

 تا دسته*بندى كنيـم.٥ تا ٥ را ٨٢واضح است كه بايد عدد 
 را٨٢براى اين منظور، بايد با استفاده از قضيه*ى تقسيم، عدد 

 تايى و١٢٥ تايى و ٢٥ تايى و ٥با تقسيمات متوالى به دسته*هاى 
… تقسيم كنيم.

  82 = (312)5

 را با استفاده از قضيه*ى تقسيم كه در بالا٨٢در واقع، اگر 
انجام شد، بازنويسى كنيم، خواهيم داشت:

  

82 = 5 ×16+2 = 5 × (3 × 5 +1) +2

= 3 × 52 +1× 5 +2

3)  كه عبـارت  × 52 +1× 5 +2)

 در5(312)  هـمـان بـاز شـده*ى عــدد 
 است.٥مبناى 

سـؤال ديـگـر ايـن اسـت كـه اگـر
 باشد،١°مبناى شمارش بزرگ*تر از 

ارقـام چـگـونـه نـوشـتـه و خـوانــده
 عدد١٦ در مبنـاى ًمى*شوند. مثـلا

 رقم محسوب مى شود. بنابراين١٣ يا ١٢
 را مى*توان عـددى16(12864113)  عدد 

 رقمى خواند (يك رقم يـك رقـم) و يـا٨
 رقمى هم به٥ رقمى. البته عدد ٥عددى 

چند صورت خوانده مى*شود:
   (12− 8 − 6− 4−11−    و   يـــــــــا6(3

  (12− 8 − 6− . بنابراين، براى اين*كه اين اشكال16(4−1−13
راb ، حـرف ١° را aايـجـاد نـشـود، طـبـق قــرارداد، حــرف 

 و … در نظر مى*گيريم. براى مثـال، عـدد١٢ را c،حرف ١١
  (1a2c)13  برده مى*شود:١°به*صورت زير به مبناى 

  (1a2c)13 =1×133 +10×132 +2×13 +12

قبل از طرح و حل مسائلى در زمينه*ى عددنويسى در مبناهاى
مختلu، مى*خواهيم اعمال جمع و ضرب در مبناهاى غيـر از

 را نيز ياد بگيريم. البته براى مثال، اگر بخواهـيـم دو  عـدد١°
 را با هم جمع كنيم، ابتدا يكـان*هـاى آن دو را بـا هـم٩٦ و ٧٨

١° را بر مبناى خودشان يـعـنـى ١٤جمع و عدد حاصل يعـنـى 
تقسيم مى*كنيم و خارج قسمت را كه يك باشد، به مكان بالاتر

 را نگـه٤ بر مبنـا، يـعـنـى ١٤مى*بريم و باقى*مانـده*ى تـقـسـيـم 
مى*داريم. همين عمل را در مكان*هاى ديگر تكرار مى*كنـيـم.

)  (9+ 7)  باشد،٧  تقسيم مى*كنيم و باقى*مانده را كه ١° را بر 1+
نگه*مى*داريم و خارج قسمت را به مكان بالاتر مى*فرستيم و …)

٨٢
٨∞

٥
١٦
١٥

٥
٣
∞

٣

٥
∞

٢
١
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 نيـز١°در مبناهاى غيـر از 
بــه*صــورت رو*بــه*روعــمـــل

مى*كنيم:
يعنى در هر مكان، براى جمع دو رقم، ابتدا آن*ها را جمع
و حاصل جمـع را بـر مـبـنـاى خـودشـان تـقـسـيـم مـى*كـنـيـم.
باقى*مانده را در همان مكان نگه مى*داريم و خارج قـسـمـت را

به مكان بعدى مى*بـريـم و …
 را با هم جـمـع7(54)   و7(64)   مى*خواهيـم دو عـدد ًمثـلا

كـنـيـم. ابـتـدا رقـم اول از راسـت هـر يــك را بــا هــم جــمــع
  (4+ 6  تــقــســيــم مــى*كــنـــيـــم.٧ و حــاصــل را بــر (10=

  (10=1× 7 +  باقى*مانده را نگه مى*داريم، خارج قـسـمـت(3
 را به مكان دوم مى*فرستيم و آن را با مجموع ارقام مكان١يعنى 

 تقسيم مى*كنيم و باقى*مانده٧دوم، جمع مى*كنيم. حاصل را بر 
را نگه مى*داريم و خارج قسمت را به مكان بعدى مى*بريم.

6+ 4 =10=1× 7 + 3

(6+ 5) +1=12 =1× 7 + 5

0+1=1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

  

7 + 4 =11=1× 8 + 3

(6+ 7) +1=14 =1× 8 + 6

(5 + 7) +1=13 =1× 8 + 5

0+1=1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 نيز به همين صورت∞١براى ضرب دو عدد در مبناى غير از 
عمل مى*كنيم:

  

4× 6 = 24 = 3 × 8 +0

4× 5 + 3 = 23 = 2× 8 + 7

7 × 6 = 42 = 5 × 8 +2

7 × 5 + 5 = 40= 5 × 8 +0

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

!ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ نكته�ى جالب
، مميز معنى دارد و١°به نظر شما آيا در مبناى غير از 

ز را تعريu كرد؟ بله درستّچگونه بايد اعداد داراى ممـي
 معنـى دارد و١°ز در اعداد با مبـنـاى غـيـر از ّاست. مـمـي

 است. براى مثال،١°ز در مبناى ّدرست مثل تعريu ممي
 توجه كنيد:١٣٨٨/١٢به بسط عدد 

  1388 /12 =1×103 + 3 ×102 + 8 ×101 + 8

  ×100 +1×10−1 +2×10−2

4123)  حال مى*خواهـيـم عـدد   را در مبـنـاى6(123/
خودش بسط دهيم:

  

(4123 /123)6 = 4× 63 +1× 62 +2× 61 + 3 × 60

+1× 6−1 +2× 6−2 + 3 × 6−3

ز، ّ بعد از ممي١در واقع، در اين عدد رقم*هاى 
  

1
6

٢ و 
؟ يعنى 

  

2
36

 يعنى٣ و 
  

3
216

 تعريu مى*شوند.

ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ مسائل حل شده

5(ab)   با فرض اين*كه.١مسئله�ى + (ba)4 = 6(aba)  ،عدد 33

 به*دست آوريد.١°را در مبناى 
حل:

  (ab)5 + (ab)4 = 33 ⇒ 5a + b + 4b + a = 33 ⇒ 6a + 5b = 33

≥1  و چـون a ≤ ≥1   و3 b ≤  حداكـثـر رقـم٤در مبنـاى ( 3
a   است)، لذا بايد ٣به*كار رفته  = b =  باشد. در اين صورت3

داريم:
  (aba)6 = (333)6 = 3 × 62 + 3 × 6+ 3 =129

x(213)   اگر .٢مسئله�ى = (134)x+1 (111)  ، در اين صورتx

را بيابيد.
x   را مى*يابيم (توجه داريم كه بايد x ابتدا حل: ≥ .) باشد4

  

(213)x = (134)x+1 ⇒ 2x2 + x + 3 = (x +1)2 + 3 × (x +1) + 4

⇒ 2x2 + x + 3 = x2 +2x +1+ 3x + 3 + 4⇒ x2 − 4x − 5 =0

⇒ (x − 5)(x +1) =0⇒ x = 5

⇒ (111)5 =1× 52 +1× 5 + 5 = 35

 برابر باشد،9(ba)   با عدد 7(ab)    اگر عدد دو رقمى .٣مسئله�ى
 نمايش دهيد.١°اين عدد را در مبناى 

≥1  ، پـــس 7(ab)   چــون حـــل: a ≤ ≥1   و 6 b ≤ 6) aوb

درa، رقم 7(ab)  نمى*توانند صفر باشند، بـه دلـيـل ايـن*كـه در 
 در سمت چپ قرار گرفته استb رقم 9(ba)  سمت چپ و در 

و صفر سمت چپ خوانده نمى*شود).

  
(ab)7 = (ba)9 ⇒ 7a + b = 9b + a ⇒ 6a = 8b ⇒ a

b
= 8

6
a  چـون  ≠  پس بايد قـرار دهـيـم: 8

  

a
b
= 4

3
 كه در نتـيـجـه

  a = b  و 4 = 3.
7(ab)         بنابراين داريم: = 4× 7 + 3 = 31

  (ba)9 = 3 ×9+ 4 = 31

  مطلوب است:.٤مسئله�ى
(o٥ رقمى در مبناى ٤ تعداد اعداد ال

باقى�مانده
  خارج قسمت

1 6 6
0 5 4
1( 5 3)7

+

١

  

1 5( 6 7)8

0 7( 7 4)8

1 5( 6 3)7

+

١ ١

  

1 7 8
0 9 6
1 7 4

+

١

  

56( )8

1 74( )8

2 70
50 20

53††10( )

+

٢ ٣
٥ ٥

  7 +2= 9 =1× 8 + 1
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 (با تكرار ارقام و٥ رقمى در مبنـاى ٤ بزرگ*ترين عدد ب)
بدون تكرار ارقام)

 (با تكرار ارقام و٥ رقمى در مبناى ٤ج) كوچك*ترين عدد 
بدون تكرار ارقام)

 استفاده١٬٢٬٣٬٤،°، مى*توان از ارقام ٥ در مبناى حل:
كرد كه در سمت چپ رقم صفر قـرار نـمـى*گـيـرد. پـس بـراى

 انتخاب داريم.٤انتخاب رقم در سمت چپ، 
 (البته اگر تكرار ارقـام٥و در جايگاه*هاى بعدى، هر كدام 

مجاز باشد).
  4 5 5 5 → 4× 5 × 5 × 5 = 500 )uال

 رقمى(ب٤ بزرگ*ترين عدد →5(4444)  (با تكرار ارقام)
 رقمى٤ بزرگ*ترين عدد →5(4321)  (بدون تكرار ارقام) 

 رقمى(ج٤ كوچك*ترين عدد →5(1023)  (بدون تكرار ارقام)
 رقمى٤كوچك*ترين عدد →5(1000)  (با تكرار ارقام)

١°١ عدد ١° در مبنـاى x(145)    اگر نمايش عـدد .٥مسئلـه�ى
 را بيابيد.xباشد، مقدار 

x(145)                حل: =101⇒1× x2 + 4× x + 5 =101

  ⇒ x2 + 4x −96 =0⇒ x = 8

a5    ثابت كنيد اگـر عـدد .٦مسئلـه�ى × b5 ختم شـود،٢٥ به 
a)  آن*گاه  + b) = 2k.

:اثبات
  a5 × ba = (10a + 5) × (10b + 5) =100ab + 50(a + b) +25

 زوج(a+b) ختم شود، بـايـد ٢٥براى اين*كه عدد فـوق بـه 
100ab   ِباشد تا حاصل + 50(a + b).به دو صفر ختم شود 

 به١° را از مبناى غير از Aدر قسمت آخر مى*خواهيم عدد 
 ببريم. براى اين*كار، راه معمول اين است كه١°مبناى غير از 

 و سپس عدد حاصل١° به مبناى bً  را از مبناى مثلاAابتدا عدد 
 ببريم.c را با تقسيمات متوالى به مبناى ١°در مبناى 

 نمايـش٧ را در مبـنـاى 5(213)   مى*خواهـيـم عـدد مثـال:
دهيم. به صورت زير عمل مى*كنيم:

  (213)5 = 2× 52 +1× 5 + 3 = 58

                      58 = (112)7

              (213)5 = (112)7

!ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ نكته�ى جالب
 ببريم،bk   به مبناى bهرگاه بخواهيم عددى را از مبناى 

،b رقم از راست در مبنـاى kدر اين صورت به ترتيب هر 

١ است و برعكـس، هـر bkيك رقم از راست در مبنـاى 
 رقم ازbk kرقم از سمت راست، در يك عدد در مبناى 

 است.bسمت راست در همان عدد در مبناى 

A   عدد مثـال: =  مفروض است. اين عـدد3(1021121)
32   نمايش دهيد. چون ٩را در مبناى  = ، پس هر دو رقم در9

 است.٩، يك رقم اين عدد در مبناى Aعدد 

  

(21)3 = 2× 3 +1= 7  ,  (11)3 =1× 3 +1= 4  ,  (02)3 = 2

(1)3 =1⇒ (1021121)3 = (1247)9

A   عدد مثال: =  مفروض است. اين عدد را4(210123)
 بنويسيد.٢در مبناى 
حل:

،A:با توجه به نكته*ى قبل، هر يك رقم از عددروش اول
 است. براى به٢ (عدد مورد نظر) در مبنـاى Bدو رقم از عدد 

 را بهA، كافى است يك رقم نظير در Bدست آوردن هر دو رقم 
 ببريم (با تقسيمات متوالى).٢مبناى 

  (3) = (11)2 →

  

2 = (10)2  ,  1= (01)2  ,  0= (00)2  ,  1= (01)2  ,  2 = (10)2

⇒ A = (210123)4 = (100100011011)2 = B

 بسـط٤ را در مـبـنـاى خـودش يـعـنـى A: عـدد روش دوم
 مرتب مى*كنيم و ارقام بزرگ*تر٢مى*دهيم و بر حسب توان*هاى 

 مى*نويسيم:٢ را در مبناى ١از 

  

A = 2× 45 +1× 44 +0× 43 +1× 42 +2× 41 + 3

= 2×210 +1×28 +0×26 +1×24 +2×22 + 3

= (1×2+0) ×210 +1×28 +0×26 +1×24 + (1×2+0) ×22 + (1×2+1)

=1×211 +0×210 +1×28 +0×26 +1×24 +1×23 +0×22 +1×2+1

= (100100011011)2 = B

A   به صورت ٣ عددى در مبناى مثال: = (211121121)3

 را بيابيد.٢٧نوشته شده است. رقم وسط اين عدد در مبناى 
33   چون حل: = ، هر سه رقم در اين عدد، يك رقم در27

 است، اگر سه رقم سه رقم جدا كنيـم، سـه٢٧عدد در مبنـاى 
رقم دوم،رقم وسط آن عدد خواهد بود.

رقم وسط

  

(121)3 =1× 32 +2× 3 +1=16

(211)3 = 2× 32 +1× 3 +1= 22{  , (121)3 = 16{

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

٥٨
٢*  

٧
٨
١

٧
١

∞٣
١*  

٢
١

رقـم سمت
راست

  ⇒ A = (22−16−16)27

رقـم سمت
چپ
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ستمى محمد هاشم ر●

هاشار
ند بين هندسه و جبر است.ندها و اتصال�ها در همه�ى رياضيات، اتصال و پيويكى از مهم�ترين پيو

NCTM عىضودهاى مواز استاندار

در اين شماره نيز اتصال و پيوند را در فضاى سه بعدى بررسى مى�كنيم.
 ـمختصاتى در آموزش هندسه، برخى از راهبردهاى مهمنكته�ى مهم:  ضمن بررسى رويكرد هندسى، رويكرد جبرى 

براى حل مسئله�هاى هندسه مانند «تحديد يا كوچك�تر كردن مسئله، مـسـئـلـه را حـل شـده فـرض كـردن، بـه كـارگـيـرى
مسئله�هاى خويشاوند براى حل يك مسئله، چگونگى به كارگيرى مكان�هاى هندسى و استفاده از روش�هاى متفاوت

آموزان به ديدگاه�هاى جديدى براى حل مسئله�هاى هندسه دست يابند. دركنيم تا دانشحل يك مسئله» را مطرح مى
 ـمختصاتى حل مى�كنيم، كليدى ضمن لازم است گفته شود، مسئله�هايى را كه با دو رويكرد هندسى و رويكرد جبرى 

) انتخاب شده�اند تا دانش�آموزان بتوانند مسأله�هاى ديگر اين٢) و هندسه�ى (١هستند و از كتاب�هاى درسى هندسه�ى (
كتاب�ها، هم�چنين مسأله�هاى ديگر از كتاب�هاى هندسه را با استفاده از اين دو رويكرد، به راحتى حل كنند.

د هندسى جبرى ـ مختصاتـىرويكر
ش هندسهدر آموز

a   ثابت كنيد براى هر عدد .١٢مسئله�ى  ، مكان هندسى0<
قرارa ، به فاصله*ى Pنقطه*هايى از فضا كه از يك صفحه مانند 

 است كه در دو طرف اين صفحـهPدارد، دو صفحه*ى موازى 
 است.aبرابر P قرار دارند و فاصله*ى هر كدام با 

حل:
ال=) روش هندسى

 را در نظر مى*گيريم. از نقطه*اى دل*خواه ماننـدPصفحه*ى 
H واقع بـر P خط ،L را عمود بر صفـحـه*ى P.رسم مى*كنـيـم 
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روى اين خط دو پاره خط
HA = H ′A = aرا جـــــدا 

 صفحـه*ىAمى *كنيم. از 
  P1 و از ′A صفحه*ى   P2

Pرا مـوازى صــفــحــه*ى 

رسم مى كنيم. مى*دانـيـم
كه از هر نقطه*ى داده شده

، تنها يك صفحه به موازات صفحه*ى مفروضA′ يا Aمانند 
 منحصر به فـردP2   و P1  مى*توان رسم كرد. پس دو صفحـه*ى 

هستند.
 مكان هندسىP2    و P1  براى اين*كه ثابت كنيم صفحه*هاى 
مورد نظر هستند، بايد ثابت كنيم كه:

(uهر نقطه واقع بر يكى از اين دو صفحه، از صفحه*ى ال
P به فاصله*ى a.قرار دارد 

ب) هر نقطه*اى كـه از
a به فاصلـه*ى Pصفحه*ى 

قرار دارد، روى صفحه*ى
  P1 يا روى صفحـه*ى   P2

واقع است.
براى اثبات، يـكـى از

 را در نظر مى*گيريـم. روىP1   صفحه*ى ًاين دو صفحه، مثـلا
 را اختيار مى*كنيم و از اين نقطه،Bاين صفحه نقطه*ى دل*خواه 

 فرود مى*آوريم. فصل مـشـتـركP را بر صفـحـه*ى BKعمـود 
، خط*هاىP1   و P  با دو صفحـه*ى مـوازى AHKBصفحـه*ى 

ABو HKهستند كه با هم موازى*انـد. يـعـنـى چـهـار ضـلـعـى 
AHKBمـتــوازى*الاضــلاع اســت، امــا بــه دلــيــل ايــن*كــه 

  ̂H = K̂ =  است، اين چهار ضلعى مستطيل است. يعـنـى900
BK=AH=a

براى اثبات اين مطلب، از اين ويژگى نيز مى*توان استفـاده
كرد كه پاره*خط*هاى موازى بين دو صفحـه*ى مـوازى، بـا هـم

  است، اما به دليل عمود بودنAH =BKبرابرند. در اين مسئله 
BK برP پاره*خـط،BK فاصله*ى نقطه*ى دل*خـواه Bمتعلـق بـه 

 است.P از صفحه*ى P1  صفحه*ى 
پس حكم الu همواره برقرار است.

 را روىMبراى اثبات قسمت ب، نقطه*ى دل*خواهى مانند 
 عمودD اختيار مى*كنيم. از اين نقطه، خطى مانند Pصفحه*ى

،P1   رسم مى*كنيم. روى اين خط و در طـرف صـفـحـه*ىPبر 
 وصل مى*كنيم.A به N را جدا مى*كنيـم. از MN =aپاره خط 

MN و AH به دليل موازى بودن دو ضلع ANMHچهار ضلعى 

كه دو خط عمود بر يك صفحه*اند و به دليل مساوى بودن  (زيرا
AH=MN=aمتوازى الاضلاع و در واقع مستطيل است. پس (

AN موازى HM است، اما HM در صفحه*ىP و   A ∈P1واقع 
 رسم شده است، بهHM موازى A كه از ANاست. پس خط 

بنا به مطـالـب كـتـاب( قرار مى*گـيـرد P1  تمامى در صـفـحـه*ى 
 قرار دارد. پس حكمP1   روى صفحه*ى Nدرسى). در نتيجه، 

 يك مكـانP1  ب مسئله نيز برقرار است. بنابراين، صفحـه*ى  
 قرار دارنـد.a به فاصـلـه*ى Pهندسى نقطـه*هـايـى اسـت كـه از

 نيز برقرار است. پس حكمP2  هم*چنين ويژگى براى صفحه*ى 
مسئله درست است.

ش جبرى ـ مختصاتىب) حل با رو
دستگـاه مـخـتـصـات

 در فضا راo - xyzقائـم 
چنان اختيار مى*كنـيـم كـه

P صفحه*ى ،xoy.باشد 
در اين صورت، معادله*ى

 به صـورتPصـفـحـه*ى 
  z  اسـت.مـعـادلـه*ى0=

a   و به فاصله*ى Pصفحه*هايى كه موازى صفحـه*ى   از اين0<
:P1  صفحـه قـرار دارنـد، بـه صـورت   z = a و   P2:  z = −a

است. بديهى است، هر نقطه*ى واقع در يكى از اين دو صفحه،
 قرار دارد و هر نقـطـه*اى كـه از P از  صفـحـه*ى aبه فاصـلـه*ى 

 واقع است، در يكى از صفحه*هـاىa به فاصلـه*ى Pصفحه*ى 
  P1  يا   P2 .قرار دارد 

 معادله*ى هر خم در هر دستگاه مختـصـات،.١نكتـه
رابطه*اى است كه بين مختصات هر نقطه از آن خـم در
آن دستگاه مختـصـات بـرقـرار اسـت. بـه قـسـمـى كـه
مختصات هر نقطه از آن خم، در آن معادله صدق كنـد
و هر نقطه*اى كه مختصاتش در آن معادله صدق كنـد،

روى آن خم قرار داشته باشد.
 اگر دستگاه مختصات قائم در فضـا را چـنـان.٢نكتـه

 با يكى از صـفـحـه*هـاىPاختيار كنـيـم كـه صـفـحـه*ى 
 موازى بـاشـد،xoy با صـفـحـه*ى ًمخـتـصـات، مـثـلا

 پيدا خـواهـد كـرد. در ايـنz=kمعادلـه*اى بـه*صـورت 
z=k+a به معادله*هـاى P2   و P1  صورت، صفحه*هاى 

 خواهند بود.z=k-aو 

i
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 در فضا راO-xyz اگر دستگاه مختصات قائـم .٣نكته
 با هـيـچ يـك ازPچنـان اخـتـيـار كـنـيـم كـه صـفـحـه*ى 

 بهPصفحه*هاى مختصات موازى نباشـد، صـفـحـه*ى 
:P  معادلـه*ى   ′a1x + ′b1y + ′c1z + d1  خواهد بـود.0=

 يك نقـطـه از مـكـانM=(x,y,z)در اين صـورت، اگـر 
هندسى مورد نظر، يعنى نقطه*اى باشد كه از صفحـه*ى

P به فاصله*ى معلوم a:قرار دارد، خواهيم داشت 

  

a =
a1x + b1y + c1z + d1

a1
2 + b1

2 + c1
2

  ⇒ a1x + b1y + c1z + d1 = a a1
2 + b1

2 + c1
2

  P1:  a1x + b1y + c1z + d1 − a a1
2 + b1

2 + c1
2 =0  (1)

  P2:  a1x + b1y + c1z + d1 + a a1
2 + b1

2 + c1
2 =0     (2)

 دو صفحه*اند كـهP2   و P1  به*طورى كه ديده مى*شود، 
)،٢) و (١ موازى*اند، زيرا معادله*هاى (Pبا صفحه*ى 

 هستند وz و  x ،yدو معادله*ى درجه*ى اول نسبت بـه 
بردار قائم اين صفحه*ها نيز يكى است.

 
  

r
Np =

r
Np1

=
r
Np2

= (a1, b1, c1)پس حكم مسـئـلـه .
درست است.

اينك به چند مثال توجه كنيد:
 معادله*ى مكان هندسى نقطه*اى را بيابيد كه از صفحه*ى.١مثال

  P:  z  قرار دارد.٤ به فاصله*ى 0=
 است. پـسxoy منطبـق بـر صـفـحـه*ى P صفحـه*ى حـل:

P1:z  صفحه*هاى جواب مسئله  = P2:z   و 4 =  است. با4−
استفاده از دستور كلى فاصله*ى نقطه از صفـحـه نـيـز مـى*تـوان

 را به دست آورد. زيـرا اگـرP2   و P1  معادلـه*ى صـفـحـه*هـاى 
M=(x,y,z)يك نقطه از مكان هندسى مورد نظر، يعنى نقطه*اى 

 قرار دارد، خواهـيـم٤ به فـاصـلـه*ى Pباشد كـه از صـفـحـه*ى 
داشت:

  
4 = z

0+0+1
⇒ 4 = z

1
⇒ z = 4⇒

  P1:  z = 4  ,  P2:  z = −4

 ثابت كنيد مكان هندسى نـقـطـه*اى كـه از صـفـحـه*ى.٢مثـال
  P:  2x + y −2z + 3  قرار دارد، دو صفحه*ى٧ به فاصله*ى 0=

P از صفحه*ى ٧ در دو طرف آن و هر يك به فاصله*ى Pموازى 

است.
 يك نقطه از مكان هندسىM=(x,y,z) فرض مى*كنيم حل:

٧ به فاصله*ى Pمورد نظر، يعنى نقطه*اى باشد كه از صفحه*ى 
واقع است. در اين صورت داريم:

  
7 =

2x + y −2z + 3

4+1+ 4 = 3
⇒ 2x + y −2z + 3 = 21

  ⇒ P1: 2x + y −2z + 3 = 21⇒ P1: 2x + y −2z −18 =0

  P2: 2x + y −2z + 3 = −21⇒ P2: 2x + y −2z +24 =0

 دو صفحه*انـد كـه بـاP2   و P1  به*طورى كه ديـده مـى *شـود 
   موازى*اند، زيرا بردار نرمال آن*هـا Pصفحه*ى 

r
V = (2,1,−2)

است. به سادگى مى*توان ثابت كرد كه اين دو صفحـه، در دو
 راP واقع*اند، زيرا اگر معادله*ى صفـحـه*ى P طرف صفحـه*ى

,p(x  به*صـورت  y) = 2x + y −2z + 3  بگيريـم، بـراى دو0=
M1  نــقــطـــه*ى  ∈P1 و   M2 ∈P2 بــايـــد   P(M1) و   P(M2)

مختلu*العلامت باشند. بررسى مى*كنيم:

  

M1 = (0,0,−9) ∈P1

⇒ P(M1) = P(0,0,−9) =0+0+18 + 3 = 21>0

  

M2 = (0,0,12) ∈P2

⇒ P(M2) = P(0,0,12) =0+0+ −24+ 3 = −21<0

 قرارP در دو طرف صفحـه*ى P2   و P1  پس، دو صفحه*ى 
دارند.

 نقطه*اى روى خـط  .٣مثـال
  
Δ:

x
2
= y
−1

= z +2
3

 بيابيد كـه از

,P(x   به مـعـادلـه*ى Pصفـحـه*ى  y) = x +2y +2z − 5  بـه0=
 باشد.٥فاصله*ى 
 بـهP مى*دانيم مكان هندسى نقطه*اى كه از صفـحـه*ى حل:
 از آن٥  به فاصله*ى P قرار دارد، دو صفحه موازى  ٥فاصله*ى 

). بنابراين، معادله*ى اين دو صفحـه١٢است (بنابر مسئلـه*ى 
 با ايـن دوΔرا به دست مى*آوريم و نقطـه*هـاى بـرخـورد خـط 
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صفحه را كه دو نقطه*ى جواب مسئله (در صورت وجود جواب)
هستند، به*دست مى*آوريم. داريم:

:P   رظن دروم ىسدنه ناكم      x +2y +2z − 5 =0 ,  M = (x, y, z) ∈

  
⇒ 5 =

x +2y +2z − 5

1+ 4+ 4
= x +2y +2z − 5 =15

  ⇒ P1:  x +2y +2z − 5 =15 ⇒ P1:  x +2y +2z −20=0

  P2:  x +2y +2z − 5 = −15 ⇒ P2:  x +2y +2z +10=0

  

Δ:

P1:

x
2
= y
−1

= z +2
3

= t

x +2y +2z −20=0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

  

⇒ x = 2t  ,  y = −t  ,  z = 3t −2

⇒ 2t −2t + 6t − 4−20=0

⇒ t = 4⇒ M1 = (8,−4,10)

  

Δ:

P2:

x
2
= y
−1

= z +2
3

= t

x +2y +2z +10=0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

  

⇒ x = 2t  ,  y = −t  ,  z = 3t −2

⇒ 2t −2t + 6t − 4+10=0

⇒ t = −1⇒ M2 = (−2,1,−5)

 براى بـحـث در وجـود جـواب بـراىنكـتـه�ى مـهـم:
 نسبت بهΔمسئله، بايد به اين نكته توجه كنيم كه خط 

 چه وضعـى دارد؟ يـكـى از سـهP2   و P1  صفحـه*هـاى 
حالت زير مى*تواند پيش آيد:

 (oخط الΔ غيرموازى با صفـحـه*هـاى   P1 و   P2

وP1   هر يك از صفحه*هاى Δباشد. در اين صورت، 
  P2 ،نقطه*ى٢ را در يك نقطه قطع مى*كند. بنابـرايـن 

جواب مسئله وجود دارد.
 باشد وP2   و P1   موازى صفحـه*هـاى Δب) خط 

روى هيچ يك از اين دو صفحه قرار نداشته باشـد. در

اين صورت، مسئله جواب ندارد. يعنى هيچ نقطـه*اى
 به فاصله*ىP نمى*توان يافت كه از صفحه*ى Δروى 

 (عدد داده شده) باشد.٥
 قرارP2   يا P1   روى يكى از صفحه*هاى  Δپ) خط

گيرد. در اين صورت، مسئله بى*شمـار جـواب دارد.
، ازΔزيرا در اين حالت هـر نـقـطـه*اى واقـع بـر خـط 

 واقع است. زيرا اين نقطـه٥ به فاصلـه*ى Pصفحـه*ى 
 است.P2   يا صفحه*ى P1  روى صفحه*ى 

شما مى*توانيد مسئـلـه*هـايـى بـا ايـن ويـژگـى بـراى
حالت*هاى ب و پ طرح و حل كنيد.

 مــكــان هــنــدســى نــقــطــه*اى از صـــفـــحـــه*ى. ٤مــثـــال
  Γ:2x − y −2z  را تـعـيـيـن كـنـيــد كــه از صــفــحــه*ى0=1+

  P:  7x +24y −25  قرار دارد.٤ به فاصله*ى 0=
P2   و P1   با صفحه*هاى (Γ) فصل مشترك صفحه*ى حل:

 به فاصله*ىPكه مكان هندسى نقطه*هايى هستند كه از صفحه*ى 
 قرار دارند، جواب مسئله است. به بيان ديگر، مكان هندسى٤

 واقع*اند، دو صفحه*ى٤ به فاصله*ى Pنقطه*هايى كه از صفحه*ى 
  P1 و   P2 موازى صفحه*ى P ٤ و در دو طرف آن و به فاصله*ى

). پس معادله*ى اين دو صفحه را١٢از آن است (بنا به مسئلـه 
مى*نويسيم و فصل مشترك هر يك از اين دو صفحه با صفحه*ى

(Γ) در صورت وجود) داريم:( را به*دست مى*آوريم

:P  شدهداده  ىسدنه ناكم        7x +24y −25 =0  M = (x, y, z) ∈

  
⇒ 4 =

7x +24y −25

49+ 576
⇒ 7x +24y −25 =100

  P:  vx +24y −125 =0

  P2: 7x +24y + 75 =0

  

P1:

Γ:

7x +24y −125 =0

2x −2y − z +1=0
⎧
⎨
⎩

  
⇒

7x +24y −125 =0

24x −24y −12z +12 =0
⎧
⎨
⎩

  

⇒ 31x −12z −113 =0⇒ x =
z + 113

12
31
12

  (1)

  

7x +24y −125 =0⇒ x =
y − 125

24

− 7
24

   (2)
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(1), (2) ⇒ L1:  x =
y − 125

24

− 7
24

=
z + 113

12
31
12

يا:                            
  

x
24

=
y − 125

24
−7

=
z + 113

12
62

  

P2:

Γ:

vx +24y + 75 =0

2x −2y − z +1=0
⎧
⎨
⎩

  (P2) +12(Γ) =0⇒ 31x −12z + 87 =0

  

x =
y + 25

8
7

−24
  و 

  

⇒ x =
z − 29

4
31
12

  

⇒ L2:  x =
y + 25

8

− 7
24

=
z − 29

4
31
12

يا:                     
  
⇒ L2:

x
24

=
y + 25

8
−7

=
z − 29

4
62

 جـوابL2   و L1  بـه*طـورى كـه ديـده مـى*شـود، دو خــط 
مسئله*اند.

بحث وجود جواب براى مسئله، همانند مثال قبلى است؛
 باP2   و P1  با اين تفاوت كه اگر در اين مثال، وضع صفحه*هاى 

 را بررسى كنيم، سه حالت پيش مى*آيد:(Γ)صفحه*ى 
 (oاگر صفحـه*هـاى ال  P1 و   P2 با صفحه*هـاى Γموازى 

L2   و L1  نباشند (همانند مثال حل شده)، دو خط راست مانند 

 در فصلP1   با صفحـه*ى Γجواب مسئله*اند؛ زيرا صفـحـه*ى 
 متقـاطـعL2   در فصل مشتـرك P2   و با صفحـه*ى L1  مشتـرك 

است.
 موازى باشدP2   و P1   با صفحه*هاى  (Γ)اگر صفحه*ى ب) 

(هيچ نقطه*ى مشتركى با اين دو صفحه نداشته باشد)، مسئـلـه
 نمى*تـوانΓجواب ندارد. يعنى هيچ نقطه*اى روى صفحـه*ى 

 باشد.٤ به فاصله*ى Pيافت كه از صفحه*ى 

پ) اگـــــــــــــــر
 بر يكـىΓصفحـه*ى 

 يـاP1  از صفحه*هـاى 
  P2،مـنـطـبـق بـاشـد 

مـسـئـلـه* بــى*شــمــار
جواب دارد، زيرا  در
اين حالت، هـر خـط

P2   يا روى صفحـه*ى P1   چون روى صفحه*ى Γاز صفحـه*ى

 قرار دارد.٤ به فاصله*ى Pواقع است، از صفحه*ى 

 به١٢ همان*طور كه مى*بينيد، مسئله*ى نكته�ى مهم: 
عنوان مسئله*اى كليدى، براى حل مسئله*هـاى زيـادى
كاربرد دارد. يك نمونه*ى ديگر از كاربرد اين مسئله را
در زير مى*آوريم. شما خودتان مسئله*هاى ديگرى طرح

 استفاده شود.١٢كنيد كه براى حل آن*ها از مسئله*ى 

B   دو نقطـه*ى .٥مثال = (0,1,1)  A =  و صفحه*ى(1,2−,1)
Pبه معادله*ى زير داده شده*اند. مجموعه*ى نقطه*هايى از فضا 

B و A و از دو نقطه*ى ٦ به فاصله*ى Pرا بيابيد كه از صفحه*ى 

به يك فاصله باشند.
  P:x + y − 3z + 5 =0

 مى*ناميم وQ را AB صفحه*ى عمود منصu پاره*خط حل:
معادله*ى آن را مى*نويسيم، زيرا مكان هندسى نقطه*اى از فضـا

 به يك فاصله است، صفـحـه*ىB و Aكه از دو نقطه*ى ثابـت  
 است. سپس معادله*ى مكان هندسىABعمود منصu پاره*خط 

٦ به فاصله*ى معـلـوم Pنقطه*هايى از فضا را كـه از صـفـحـه*ى
). مى*دانيم كـه١٢هستند، به دست مى*آوريم (بنابر مسئـلـه*ى 

 و بـهP مـوازى P2   و P1  اين مـكـان هـنـدسـى، دو صـفـحـه*ى 
 است. آن*گاه فصل مشترك صفحه*ىP از صفحه*ى ٦فاصله*ى 

Q با صفحه*هاى   P1 و   P2را به*دست مى*آوريم. محاسبات را 
خودتان انجام دهيد و درباره*ى وجود جواب براى  مسئلـه نـيـز

بحث كنيد.

سعى كنيد اين عمل تقسـيـم را حـل كـرده و
اعداد واقعى را در محل*هاى مربوطه قرار دهيد.
از جالب بودن اين عمل اينكه هيچ اطلاعى از اعداد مـقـسـوم* عـلـيـه

 را داريم و ازمقسوم هم هيـچ٨نداريم و از خارج قسمت فقط يـك عـدد 
عددى معلوم نيست.

 موفق خواهيد شد.ًبا كمى صبر و حوصله حتما
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ام صدرشهر مير●

٢مان سال دواى دانش�آموزبر

........................ات و انتقال منحنى�ها تغيير

y1   . رسم نمودار تابع به معادله�ى١ = −f (x)

اگر نقـطـه*ى
  
M

x0

y0

، نقطه*اى از منحنى تابـع بـه مـعـادلـه*ى

y = f (x) باشد، آن*گاه نقطـه*ى 
  

′M
x0

−y0

، نقطه*اى از منحنى

y1  تابع به معادله*ى  = −f (x):است وبرعكس 

  
′M ∈y1 ⇒ −y0 = −f (x0) ⇒ y0 = f (x0) ⇒ M

x0

y0
∈fاگر 

چون دو نقـطـه*ى 
  
M

x0

y0

 و 
  

′M
x0

−y0

هاx نسبت بـه مـحـور 

قرينه*ى يكديگر هستند، در نتيجه براى رسم نـمـودار تـابـع بـه
y1  معادلـه*ى  = −f (x)بايد قرينه*ى منحنى تابـع بـه مـعـادلـه*ى 
y = f (x) را نسبت به محور x،ها رسم كنيم. در شكل*هاى زير

yنـمـودارهــاى دو تــابــع  = f (x) و   y1 = −f (x)نـشــان داده 
شده*اند.

f نمودار تابع با ضابطه*ى مثال: (x) = − x.را رسم كنيد 
 براى رسم نمودار اين تابع، كافى است قرينه*ى نمودارحل:

ها رسم كنيم.xتابع قدر مطلق را نسبت به محور 

fنمودار  (x) = − xزاويه*ى قائمه*اى است كه رأس آن بر ،
مبدأ قرار دارد و دو ضلع آن، نيم*سازهاى ربع*هاى سوم و چهارم

محورهاى مختصات هستند.

y2  سم تابع به معادله�ى . ر٢ = f (x)

اگـر نـقـطـه*ى 
  

′M
x0

y0

  روى منـحـنـى تـابـع بـه مـعـادلـه*ى

y = f (x) باشد، آن*گاه نقطـه*ى 
  

′M
x0

y0

 روى منحنى تابـع بـه
y2  معادله*ى  = f (x).قرار دارد 

yبه معادلـه*ى fچنان*چه منحنى تـابـع  = f (x)بالا يـاً تماما 
هـا بـاشـد، آن*گـاه نـمـودار تـابـع بـه مـعـادلـه*ىxروى مـحـور 
  y2 = f (x) نيز همان نمودار تابع fاست. و اگر قسمتى يا تمام 
ها باشد، براى رسم تابع به معادله*ىx در زير محورfمنحنى تابع 

  y2 = f (x) بايد قرينه*ى اين قسمت از منحنى را نسبت به محور 
x.ها رسم كنيم
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تابعچند 
اى�جمله تابعچند 
اى�جمله

هاشار
داختيم، در اينفى چندجمله�اى و تابع چندجمله�اى پـره�ى قبل به معردر شمار

سى مى�كنيـم.ا از طريق انتقال منحنى�ها بـررابع چندجملـه�اى رسم توه رشمار
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f   نمودار تابع با ضابطه*ى مثال: (x) = 2x −  را رسم كنيد.3
f   ابتدا نمودار خط به معادله*ى حل: (x) = 2x −  را رسم3

هاxمى كنيم. سپس قرينه*ى قسمتى از خط را كـه زيـر مـحـور 
ها به دست مى*آوريم.xقرار دارد، نسبت به محور 

  
f (x) = 2x − 3  ;  

x 0 1

y −3 −1

y3   سم تابع به معادله�ى. ر٣ = f (x − a)

اگر نقطه*ى 
  
M

x0

y0

y روى منحنى تابع به معادله*ى  = f (x)

باشد، آن*گاه نقطـه*ى 
  

′M
x0 + a

y0

 روى منحنى تابع به معادلـه*ى

  y3 = f (x − a):قرار دارد و برعكس 

  
′M
x0 + a

y0
∈y3 ⇒ y0 = f (x0 + a − a)اگر 

  
⇒ y0 = f (x0) ⇒ M

x0

y0
∈f

واقع بر منحنـىx0  پس مى*توان گفت، هر نقطـه بـه طـول 
y3  (بدون تغيير عرض) در منحنى به معادله*ى fتابع  = f (x − a)

x0)  به نقطه*اى به طول  + a).تبديل مى*شود

y3  بنابراين، براى رسم تابع به معادله*ى  = f (x − a)كافى 
x را به اندازه*ى fاست كليه*ى نقاط منحنى تابع  = aدر راستاى 

ها تغيير مكان دهيم.xمحور 
a  اگر  ، آن*گاه هر نقطـه* از0<

xبه اندازه*ى f منحنى تابع  = aبه 
ها انتـقـالxسمت راسـت مـحـور 

a  مى*يـابـد و اگـر  ، آن*گاه هـر0>
 به اندازه*ىfنقطه از منحنـى تـابـع 

x = aبه سمت چـپ مـحـور xهـا
انتقال مى*يابد.

f با كمك نمودار مثال: (x) = xنمودار تابع*هاى زير را رسم 
كنيد.
١(  g(x) = x + 3

٢( 
  
h(x) = x − 2

حل:
كافى است نمودار تـابـع قـدرg(x)  براى رسم نـمـودار .١

ها انتقـالxمطلق را به اندازه*ى سه واحد به سمت چپ محـور 
دهيم.
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 كافى است نمودار تـابـع قـدرh(x) براى رسم نـمـودار .٢
ها انتقالx واحد به سمت راست محور 2  مطلق را به اندازه*ى 

دهيم.

y4   سم تابع به معادله�ى. ر٤ = b + f (x)

اگر نقطه*ى 
  
M

x0

y0

yروى منحنى تابع به معادله*ى  = f (x)

باشد، آن*گاه نقطه*ى 
  

′M
x0

b + y0

 روى منحنى تابع به معادله*ى
  y4 = b + f (x):قرار دارد و برعكس 

  
′M
x0

b + y0
∈y4 ⇒ b + y0 = b + f (x0)اگر 

  
⇒ y0 = f (x0) ⇒ M

x0

y0
∈f

 واقـع بـر مـنـحـنــى تــابــعy0  پـس هـر نـقـطــه بــه عــرض 
f (بدون تغيير  طول) در منحنى به معادله*ى  y4 = b + f (x)به ،

b  عرض  + y0.تبديل مى*شود 
y4  در نتيجه، براى رسم تابع به معادله*ى = b + f (x)كافى 

 در راستاىy=b را به اندازه*ى fاست كليه*ى نقاط منحنى تابـع 
ها تغيير مكان دهيم.yمحور 

b  اگر  ، آن*گاه هر نقطـه از0<
 بـهy=bبه انـدازه*ى fمنحنـى تـابـع 

ها انـتـقـالyطـرف بـالاى مـحـور 
b  مى*يـابـد و اگـر  ، آن*گاه هـر0>

 به اندازه*ىfنقطه از منحنـى تـابـع 
y=b به طـرف پـايـيـن مـحـور yهـا

انتقال مى يابد.

f با استفاده از نمودار مثال: (x) = − xنمودار تابع*هاى زير ،
را رسم كنيد.

١(  g(x) = − 2 − x

٢(   h(x) = 2− x

حل:
كافـى اسـت نـمـودار تـابـع بـاg(x) براى رسـم نـمـودار .١

fضابطه*ى  (x) = − x را در راستاى محور y 2  ها به اندازه*ى

واحد به طرف پايين انتقال دهيم.

 مـلاحـظـه مـى*كـنـيـم كــهg(x)بـا تـوجـه بـه نـمـودار تـابــع 

  
Rg = −∞,− 2[ ]

، ابتدا نمودار تابع با ضابطه*ىh(x) براى رسم نمودار .٢
  h1(x) = 2− xرا رسم مى*كنيم. براى ايـن*كـار كـافـى اسـت 

fنمودار تابع با ضابطـه*ى  (x) = − x را در راستاى محور yها
به اندازه*ى دو واحد به طرف بالا انتقال دهيم، سپس براى رسم

h(x) بايد قسمت*هايى از نـمـودار   h1(x) را كه زير محـور xها
ها قرينه كنيم.xقرار دارد، نسبت به محور 
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ها را براىxبراى اين*كه قرينه*ى قسمتى از نمودار زير محور 
روى آن در نظر گرفتيمA,B  پيدا كنيم، دو نقطه مانند h1(x)  تابع

 ناميديم وB′ وA′ها xسپس قرينه*ى آن*ها را نسبت به محـور 
 استفـادهB′ وA′، از دو نقطـه*ى h(x)براى رسم نمودار تابـع 

كرديم.

y5   سم تابع به معادله�ى. ر٥ = b + f (x − a)

در حقيقت، رسم اين تابـع تـركـيـبـى از  رسـم دو تـابـع بـه
y3  معادلات  = f (x − a) و   y4 = b + f (x).است 

اگر نقطه*ى 
  
M

x0

y0

باشد، آن*گاه نقطه*ىf روى منحنى تابـع 

  
′M
x0 + a

y0 + b
y5   روى منحنى تابع به معادلـه*ى  = b + f (x − a)

واقع است و برعكس:

  
′M
x0 + a

y0 + b
∈y5 ⇒ y0 + b = b + f (x0 + a − a)اگر 

  
⇒ y0 = f (x0) ⇒ M

x0

y0
∈f

اين رادومن مسر ىارب ،نياربانب
زا هـطقن ـره ،معادله كـافـى اسـت

رد a  ى *هزاـدنا هب ار f ـعبات ـىنـحنم
ردb  ى*هزادنا هب و اهxروحم ىاتسار
.ميهد* لاقتنا اهy روحم ىاتسار

y با توجه به نمودار توابع مثال: = x و   y = x2نمودار توابع ،
زير را رسم و سپس دامنه و برد هر كدام را محاسبه كنيد.

١(   f (x) = x − 3 +2

٢( 
  
g(x) = 3 + (x − 3

2
)2

حل:
، ابتدا نمودار تابع قدر مطلق راf(x) براى رسم نمودار .١

رسم مى*كنيم. سپس در مرحله*ى اول اين نمودار را در راستاى
ها به اندازه* ى سه واحد به طرف راست منتقل مى*كنيم.xمحور 

در مرحله*ى دوم، نمودار به دست آمده را در راسـتـاى مـحـور
y.ها به اندازه*ى دو واحد به طرف بالا انتقال مى*دهيم

با توجه به نمودار تابع ملاحظه مى*كنيم:
  Df =|R  ,  Rf = 2,+∞[ )

، ابتدا نمـودار سـهـمـىg(x) براى رسم نـمـودار تـابـع .٢
  y = x2را رسم مى*كنيم. سپس در مرحله*ى اول، اين نمودار 

ها به اندازه*ى xرا در  راستاى محور 
  

3
2

 واحد به طرف راست و

هاyدر مرحله*ى دوم نمودار به دست آمده را در راستاى محور 
 واحد به طرف بالا انتقال مى*دهيم.٣به اندازه*ى 

  

x −2 −1 0 1 2

y = x2 4 1 0 1 4
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بـا تـوجـه بـه نـمـودار تـابـع مـلاحــظــه مــى كــنــيــم كــه:
  Dg =|R  ,  Rg = 3,+∞[ )

y6   دار تابع به معادله�ىسم نمو. ر٦ = kf(x)

اگر نقطه*ى 
  
M

x0

y0

y روى منحنى تابع به معادله*ى  = f (x)

باشد، آن*گاه نقـطـه*ى 
  

′M
x0

ky0

 روى منحنى تابع به معـادلـه*ى
  y6 = kf(x):است و برعكس 

  
′M
x0

ky0
∈y6 ⇒ ky0 = kf(x0) ⇒ y0 = f (x0) ⇒ M

x0

y0
∈fاگر 

پس براى رسم تابع به معادله*ى
  y6 = kf(x)بايد عرض هر نقطـه 

 را (با حفظ طـولfاز منحنى تابـع 
ضرب كنيم.k آن) در عدد 

 نمودار توابع زير را رسم كنيد.مثال:
١( 

  
f (x) = 1

2
x + 3

٢(   g(x) = 2(x −1)2 + 3

حل:
، در مرحله*ى اول نمودار تابع باf(x)براى رسم نمودار . ١

yضابطه*ى  = xرا رسم مى*كنيم. در مرحله*ى دوم عرض هر 
  را در f(x)نقطه روى نمودار 

  

1
2

 ضرب مى*كنيم تا نمودار تابع با
ضابطـه*ى 

  
y1 =

1
2

xبه دست آيد. در مرحله*ى سوم،عـرض 
ها به اندازه*ىy را در راستاى محـور y1  هر نقطه روى نمـودار 

به دستf(x)سه واحد به طرف بالا انتقال مى*دهيم تـا نـمـودار 
آيد.

 داريم:f(x)با توجه به نمودار تابع 
   Df =|R  ,  Rf = 3,+∞[ )

، در مرحله*ى اول نمودار سهمىg(x) براى رسم نمودار .٢
  y = x2را رسم مى*كنـيـم. در مـرحـلـه*ى دوم، سـهـمـى را بـه 

ها انتقال مى*دهيم تاxاندازه*ى يك واحد به سمت راست محور 
y1  نـمـودار تـابـع بـا ضـابـطـه*ى  = (x  بـه دسـت آيـد. در2(1−

 را دو برابـرy1  مرحله*ى سوم، عرض هر نقـطـه روى نـمـودار 
y2  مى*كنيم تا نمودار تابع با ضابطه*ى  = 2(x  به دست آيد.2(1−

 راy2  در مرحله*ى چهـارم،، عـرض هـر نـقـطـه روى نـمـودار 
 واحد به طرف بالا انتـقـال٣ها به انـدازه*ى yدرراستاى محـور 

به دست آيد.g(x)مى*دهيم تا نمودار 

 را بنويسيد.f(x) از روى نمودار زير، معادله*ى تابع مثال:
حل:

مرحله�ى اول:
  y1 = x2

مرحله�ى دوم:
   y2 = (x − 5)2

مرحله�ى چهارم:مرحله�ى سوم:
 

  
y3 = 1

2
(x − 5)2

  
f (x) = 1

2
(x − 5)2 −2
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f   تابع حقيقى nبراى  n (x), f2(x), f1(x) كه هر يك از آن*ها در بازه*ى I ،  n  هستند، تابع رونسكى٢ بار مشتق*پذير1−
شامل آن*ها به*صورت زير تعريu مى*شود:

  

W(f1, f2, f 3 ,K, f n )(x) =

f1(x) f2(x) L f n (x)

f1
' (x) f2

' (x) L f n
' (x)

M M O M

f1
(n−1) (x) f2

(n−1) (x) L f n
(n−1) (x)

 كدام يك از گزينه*هاى زير است؟3sin(2x)   و 4sin(2x)   تابع رونسكى براى دو تابع .١    مثال

sin2(x)  . ٢   . صفر١ + cos2(x)      ٣ .
  

1
sin(x).cos(x)

٤ .  3sin(x) − 4sin3 (x)

،  چون:١ گزينه*ى پاسخ:

  

W(3sin(2x),4sin(2x) =
3sin(2x)

d(3sin(2x)
dx

4sin(2x)

d(4sin(2x)
dx

                                                                                                
  
=

3sin(2x) 4sin(2x)

6cos(2x) 8 cos(2x)

                                                 = 3sin(2x) × 8 cos(2x) − 4sin(2x) × 6cos(2x) =0

W(ex معادله*ى خطى كه در نقطه*اى به طول   .٢ مثال , e−x y  ، متعلق به خط ( −2x − 3  بر همين خط عمود0=
 نشان*دهنده*ى تابع رونسكى است.)Wباشد، كدام گزينه است؟ (

١ .
  
y = 1

2
x +2       ٢ .

  
y = − 1

2
+2               ٣ .

  
y = 1

2
x −2٤ .

  
y = − 1

2
x −2

هاشار
)، كسى١٨٥٣ آگوست ٨ تا ١٧٧٨آگوست ٢٣ فيلسوف مسيحى�دان اهل لهستان (١جوزف ماريا هوئن رونسكى

كه روى رشته�هاى زيادى از دانش، نه فقط مانند فيلسوف، بلكه مانند رياضى�دان، فيزيك�دان، حقوق�دان و اقتصاد�دان
كار كرد، ابداع كننده�ى تابع رونسكى است كه براى حل معادلات ديفرانسيل كاربرد دارد. از  آن�جا كه طى عمليـات
محاسبه�ى تابع رونسكى با مفاهيم و نكاتى پيرامون مشتق�گيرى و تعيين دترمينان�ها مواجه هستيم، لذا مطـالـعـه�ى ايـن

مقاله به دانش�پژوهان دوره�ى پيش�دانشگاهى توصيه مى�شود.

lÐUð
 vJ�½Ë—

lÐUð
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، چون:٤ گزينه*ى پاسخ:

  
W(ex , e−x ) =

ex

ex

e−x

−e−x
= ex × (−e−x ) − e−x × ex = −1−1= −2

  
y −2x − 3 =0⇒ y = 2x + 3 x=−2⎯ →⎯⎯ y = 2(−2) + 3 = −1⇒ A =

−2

−1
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

اكنون بايد معادله*ى خطى را بنويسيم كه از نقطه*ى 
  
A =

−2

−1
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

y   عبور كند و بر خط  −2x − 3  عمود باشد. در ضمن،0=

شيب خط مطلوب برابر 
  
m = − 1

2
 است.

بنابراين:

  
y − y0 = m(x − x0) ⇒ y − (−1) = − 1

2
(x − (−2))

  
⇒ y = − 1

2
−2

,W(x2,−2x2   حاصل  .٣مثـال 3x3  كدام يك از گزينه*هاى زيـر اسـت؟(
١ .x٢ .  x x+١*. ٤. صفـر٣                 1−

. چون:٣ گزينه*ى پاسخ:

  

W(x2,−2x2, 3x3 ) =
x2 −2x2 3x3

2x −4x 9x2

2 −4 18x

= x2 −4x 9x2

−4 18x
− (−2x2)

2x 9x2

2 18x
+ 3x3 2x −4x

2 −4

                                                                                = x2(−36x2) − (−2x2)(18x2) + 3x3 (0) =0

 حاصل هريك از موارد زير را بـه*دسـت آوريـد.تمريـن:

١. W(ex , xex e  ، پاسخ: (
2x٢.   W(1, sin(2x), cos(2x)) :٨، پاسخ-

٣.   W(sin(x), cos(x),2sin(x) − cos(x))٤، پاسخ: صفـر.  W(x2, x3 , x4 2x6  ، پاسخ: (

٥.   W(x−2, x2,2− 3x) :36  ، پاسخx−2 − 32x−3٦.   W(x3 , x3 + x,2x3 − 7x) :42  ، پاسخx

٧.   W(x, x − 3,2x + W(7e−3x   .٨، پاسخ: صفـر(5 ,4e−3x ، پاسخ: صفـر(

شت  .................................پى�نو
1. Jozef Maria Hoene-Wronski

2. Differentiable

منابع .............................................................................................
اتالقاسم ميامئى. انتشارجمه*ى على*اكبر بابايى و ابونز، ترج ف سيمود آن*ها. جرانسيل و كاربر. معادلات ديفر١

ش.١٣٧٧كز نشر دانشگاهى. مر
ى ممقانى.دارجمه*ى سعيد فاريابى و محمد جلوت.ترابينشتاين، آلبرلى. رانسيل معموشى بر معادلات ديفر.  نگر٢

ش.١٣٧٢ات علمى و فنى. انتشار
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٩
سوىضا هاشمى مو سيد محمدر●

دهاى آنهم�نهشتى و كاربر

هاشار
در بخش پيشين، به روش حل  متداول معادله�هاى سياله پرداختيم. در ايـن بـخـش سـعـى بـر ايـن اسـت كـه حـل
معادله�هاى سياله�ى پارامترى را بررسى كنيم و هم�چنين روش حل معادله�هاى سياله چندمـتـغـيـره��ى خـطـى را ارائـه

دهيم. در آخر، به حل و بحث اين�گونه معادله�هاى سياله به كمك هم�نهشتى مى�پردازيم.

معادله�هاى
امترىسياله پار

.....امترى حل و بحث معادله�هاى سياله�ى پار ......
) داراىZ اگر معادله*ى زير، در مجموعه*ى اعداد صحيح ( مثال:

 را تعيين كنيد.mجواب باشد، مقدارهاى مورد قبول براى 
  18x + my =12

18)  با توجه به  حل:  ,12) = ٦ مضربى از m، اگر مقدار 6
باشد، معادله به صورت زير ساده مى*شود:

  3x + ky =2 ;   18x +6ky =12 :  m = 6k

,3)  معادله*ى فوق وقتى داراى جواب است كـه  k)  و يا1=
  (3, k) = d d  . بديهى است كه 2  و در نتيجه* همه*ى مقادير1=

k 3)   كه در شرط, k)  صدق مى*كنند، جواب مسئله خواهند1=
18)  بود. در حالت كلى، اگر  , m)12.معادله جو اب دارد ،

 چنان تعيين كنيدm را برحسب n در معادله*ى زير، مقدار مثال:
كه معادله همواره داراى جواب باشد.

  mx + ny =1

مى*دانيم، معادله*ى فوق وقتى داراى جواب است كه حل:
  (m,n)  دو عدد متوالى باشند،n و m. واضح است كه اگر 1=

n  شرط اخير برقرار است. بنابراين، اگر  = m n   يا 1− = m +1

در نظر گرفته شود، معادله هميشه داراى جواب است:
  mx + (m −1)y =1

(يا)
  mx + (m +1)y =1

.... ديتاى محدوسى معادله�هاى سياله�ى داربرر.... 
 و٢ تومان را توسط سكه*هاى ∞∞١به چند طريق مى*توان  مثال:

رد كرد، به نحوى كه از هر دو نوع سكه اسـتـفـادهُ تومانـى خ٥
شود.

در واقع بايد تعداد جواب*هاى طبيعى معادله*ى زير را حل:
تعيين كنيم:

  5x +2y =100

ابتدا جواب عمومى معادله را در مجموعه اعداد صـحـيـح
به*دست مى*آوريـم.

  يا                              
y =0,x =20;(5,2) =1,

x =20+2k

y =0−5k

  (20−2k >0, k <10)

  

x =20−2k

y = 5k
 ;k ∈ 1,2,3,4,5,6,7,8,9{ }

 طريق مى*توان٩ جواب است. بنابراين، به ٩مسئله داراى 
رد كردن را انجام داد.ُعمل خ

 را چنان بيابيد كه معـادلـه*ىmكوچك*ترين عدد مثـبـت  مثال:
زير جواب داشته باشد:

  1001x +91y = 6370+ (m2 −1)1387

(1001,91)  چون  حل: = ، پس معادله* وقتى جواب دارد91
m2)   عبارت ٩١كه اگر و تنها اگر  −1)1387  را بشمارد.6370+
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:∞٦٣٧با توجه به تجزيه*ى عدد 
  6370=2×5× 72 ×13 = 70×91

m  واضح است كه  ، كوچك*ترين عدد مثبتى است كـه1=
به ازاى آن، معادله داراى جواب است.

(a,b)  با فرض اين*كه  مثال: c و 1= ≤ abآيا اين گفته درست ،
axاست كه معادله*ى  + by = cجواب مثبت ندارد؟ 

8x   خـيـر، زيـرا در مـعــادلــه*ى حـل: +9y =  شـرايــط60
  (8,9) >60  و   1= 8 ×9 =    برقـرار اسـت، ولـى مـعـادلـه72

x  داراى جواب مثبت  = y   و 3 =  است.4

 داراى جوابmمعادله*ى زير به ازاى چه مـقـاديـرى از  مثـال:
است؟

  (10m + 4)x + (18m + 7)y = 4

حل:

     ;   
  

d|(10m + 4)

d|(18m + 7)
⎧
⎨
⎩

  ;    (10m + 4,18m + 7) = d ∈ |N

  d|(90m + 36)− (90m + 35) =1  ;  
  

d|9(10m + 4)

d|5(18m + 7)
⎧
⎨
⎩

  d =1;

 داريم:mچون به ازاى هر مقدار 
  (10m + 4,18m + 7) =1،

 صحيح داراى جواب است.mپس، معادله* به ازاى هر 

وقتى يكى از ضريب*هاى دو مـجـهـول بـرابـر تبصـره:
واحد باشد، به سادگى مى*توان معادله*ى سياله را حل

 برابر واحد باشد:xكرد. براى مثال، اگر ضريب 
  a =1 :    x + by = c

y را برحـسـب xكافى اسـت بـراى حـل مـعـادلـه، 

محاسبه كنيم:
x = c − by

yبه ازاى هر  = kصحيح، مقدارى صحيح براى 
x :به*دست مى*آيد x = c − bk

m2)  معـادلـه*ى مـثـال: +1)x + (m4 −1)y = m3 + mرا حـل 
كنيد.

 تقسيم مى*كنيم:xدو طرف معادله را بر ضريب  حل:

  

(m2 +1)x + (m2 −1)(m2 +1)y

= m(m2 +1);x + (m2 −1)y = m;

  x = m − (m2 −1)y  ,  y = k   :   x = m − (m2 −1)k

,mبـه ازاى هـر  k ∈Z بــراى ،y و xمـقـدارى صـحـيــح 
 به دست مى*آيد.

براى تعيـيـن جـواب*هـاى مـثـبـت مـعـادلـه*ى تبـصـره:
ax + by = c كافى است x = α + bt و y = β − atرا 

مثبت در نظر بگيريم و در واقع جواب 
  

α + bt >0

β − at >0

⎧
⎨
⎩

 را
بيابيم.

6x  جواب*هاى مثبت معادله*ى  مثال: −10y  را بيابيد.22=
3x   ساده مى*كنيم:٢ابتدا معادله* را به  حل: −5y =11

  

x = 5y +11
3

= 6y − y +12−1
3

=2y + 4− y +1
3

 ;  
y +1

3
= t

  y = 3t −1 ;  x =2(3t −1)+ 4− t = 5t +2

x  براى تعيين جواب*هاى مثبت بايد  y   و 0< . پس كافى0<
3t  است  5t   و 0<1−  يـا 0<2+

  
t > 1

3
 و 

  
t > −2

5
 كه به دسـت

مى*آيد 
  
t > 1

3
 را مقادير صحيح بزرگ*تر از t. در واقع، اگر 

  

1
3

اختيار كنيم، به بى*نهايت زوج جواب مثبت مى*رسيم.

.....لىجه اول چند مجهومعادله�هاى سياله�ى در.....
مى*دانيم معادله*هـاى سـيـالـه*ى درجـه*ى اول، بـه*صـورت

عمومى زير ظاهر مى*شوند:
)١(ax + by + cz+...= d

  جايگزين عـددهـاىd،… وa،b ،cپارامترهاى مفـروض 
 و… مجهول*هاى معادله محسوب مى*شوند.x ،y ،zگويا و 

d  در صورتى كـه   و ديگر پارامترها صفـر بـاشـنـد،a و 0≠
 به معادله*اى يك*مجهولى تحويل مى*شود كه در واقع١معادله*ى 

ax = dاز نوع معادله*ى سياله نيست و به سادگى حل و بحث 
 را در حالتى در نظر مى*گيريـم١مى*شود. بنابراين، معادلـه*ى 

 نيز اعدادى گويـاdكه حداقل دو پارامتر دل*خواه غيـر صـفـر و 
باشند.

 و آشـنـايـى بــا١بـراى نـشـان دادن روش حـل مـعـادلــه*ى 
مسئله*هايى كه به اين*گونه معادله*ها تحويل مى*شوند، چند مثال
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متنوع مى*آوريم.

 و در مبـنـاى12(abc)   به صـورت ١٢عددى در مبـنـاى  مثـال:
 وa ،b ،c نوشته شـده اسـت. x(abc0)  مجهولـى بـه*صـورت 

مبناى مجهولى را بيابيد.
اگر برابرى مفروض را  بسط دهيم، بـه بـرابـرى زيـر حل:

خواهيم رسيد:
  ax3 + bx2 + cx1 + (0)x0 =122a +12b + c

معادله* را به*صورت زير مى*نويسيم:
)١(                     (x2 −144)a + (x2 −12)b + (x −1)c =0

 اعدادى طبيعى هستند، بنابراين، از برابرىc و a ،bچون 
 بزرگ*تر باشـد؛٥ نمى*تـوانـد از x مى*توان نتيجه گرفـت كـه ١

 مثبت مى*شود كه مجموع سه مـقـدار١زيرا طرف اول برابـرى 
٥ نمى*تواند كوچك*تـر از xمثبت صفر نمى*شود. هم*چنـيـن، 

x  باشد. زيرا براى  =  به*دست مى*آيد:4
)٢(   −80a + 4b + 3c =0

x  چون مبنـا  =  كوچك*ترنـد. در٤ از c و b است، پـس 4
 كوچك*ترينa بزرگ*ترين رقم ممكن و c و bاين صورت، اگر 

a)  رقم ممكن  a   باشد (1= ،)، زيرا رقم سمت چپ است(0≠
 منفى و غير صفر خـواهـد٢باز هم مقدار سمت چپ بـرابـرى 

x  شد. پس:  = 5.
)٣(   x = 5  :     −19a +13b + 4c =0

در ايـن*جـا، بـا يـك مـعـادلــه*ى ســيــالــه*ى درجــه*ى اول
سه*مجهولى روبه*رو هستيم؛ با شرايط:

)٤) (a ،b و c(اعداد مثبت   a ≠0   ,    a,b,c < 5

 كوچك*تر است، آن را برحسب دو مجهولcچون ضريب 
ديگر به*دست مى*آوريم:

  
c = 19a −13b

4
= 5a − 3b − a + b

4

چون 
  

a + b
4

a عددى صحيح است، پـس  + bمضربـى از 
، پنج حالت پيش خـواهـد٤ خواهد بود. با توجه به شرايـط ٤

آمد:

با توجه به شرايط مسئله، واضح است كه فقط جواب*هاى
  a =2 ،  b c   و 2= =  صدق مى*كنند.3

جواب*هاى صحيح و مثبت معـادلـه*ى زيـر را بـه*دسـت مثـال:
آوريد:

  7x +22y + 52z =246

x  با فرض حل: =2tم است:ّ كه يك فرض مسل

  

x =2t   ;   7(2t)+22y + 52z =246

7t +11y +26z =123

 مقادير حداقـلy و t است و اگر به ٢٦بزرگ*ترين ضريـب 
  t = y  را اختصاص دهيم:1=

  
7 +11+26z ≤123   ;    z ≤ 4

1
26

 امتحانz را بـراى ٤* و ٣*، ٢*، ١بنابراين، مقادير طبيـعـى 
مى*كنيم:

  z =1  :    7t +11y +26 =123   ;   7t +11y = 97

t  براى اين معادله، جواب صحيح و مثبت  = y   و 6 =  به5
دست مى*آيد.

  z =2  :     7t +11y + 52 =123   ;   7t +11y = 71

t  براى اين معادله، جواب صحيح و مثـبـت  = y   و 7 =2

به*دست مى*آيد.
z  براى حالت*هـاى = z   و 3 = ، جواب* صحيح و مثبـت4

وجود ندارد.
بنابراين، معادله*ى اصلى داراى دو جواب خـصـوصـى بـا

شرايط  صحيح و مثبت بودن است:
  (x1, y1,z1) = (12,5,1)

  (x2,y2,z2) = (14,2,2)

...........يك معادله با سه مجهول .......... 
,α,β اگر :١تبصره�ى  γ ∈Zيك جواب خصوصى معادلـه*اى 

,aعمومى با ضرايب  b, c, d ∈Z:باشد 
ax + by + cz = d

جواب*هـاى ديـگـر مـعـادلـه بـه*صـورت زيـر خـواهـنـدبـود
(k,s, t ∈Z):

x = α + bk − cs  ,  y = β + ct − ak  ,  z = γ + as − bt

١٢٣٤٤a

٣٢١٤∞b

-٥٣١١٦١٩c
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..........يك معادله با چهار مجهول...........
,α,βاگـر  :٢تـبـصــره�ى  γ ,δ ∈Zيـك جـواب خـصــوصــى 

معادله*اى با ضرايب صحيح باشد:
ax + by + cz + dt = e

جواب*هاى ديـگـر مـعـادلـه* بـه*صـورت زيـر خـواهـنـد بـود
(m, n, p, q, k,s ∈Z): 

x = α + bk − cp − dn

y = β + cm − dq − ak

z = γ + ds + ap − bm

t = γ + an + bq − cs

...........دو معادله با دو مجهول ............ 
ax  اگـر :٣تـبــصــره�ى  + by + c 'a   و 0= x + b' y + c' x و 0=

 نيز عددى صحـيـحyعددى صحيح باشد، ثابت مى*شـود كـه  
'ab) هر دو بر 'b و  bاست، به جز وقتى كه   −a' b) بخش*پذير

باشند؛ زيرا:
a(bc' )+ b(ca' )+ c(ab' ) =0

و هم*چنين:
  a' (bc' )+ b' (ca' )+ c' (ab' ) =0

axاگـــرتـــوجــــه: + by + cz = d و a' x + b' y + c' z = d'

باشند، همواره از حذف يكى از مجهول*ها بين اين دو معادله،به
يك معادله*ى دومجهولى مى*رسيم.

همه*ى جواب*هاى صحيح و مثبت دستگاه معادله*هـاى مثال:
زير را بيابيد:

  6x −6y +9z −21=0 ;  8x −14y −6z + 38 =0

 ساده مى*كنيم:٢ و معادله*ى دوم را به ٣معادله*ى اول را به 
  2x −2y + 3z = 7  ;  4x − 7y − 3z = −19

،خواهيم داشت:zباحذف يكى از مجهول*ها مثل  
  6x −9y = −12

 ساده مى*كنيم:٣معادله را به 
2x − 3y = −4

x  يـك جـواب خـصـوصـى مـعـادلـه  y   و  1=  اسـت.2=
بنابراين، جواب عمومى معادله چنين است:

  x = 3k −2  ,  y = 2k   (k ∈Z)

 در يكى از معادله*هاىy و xبا جايگزين كردن مقدارهـاى  
دستگاه، خواهيم داشت:

  2(3k −2)−2(2k)+ 3z = 7  ;  2k + 3z =11

k  با توجه به يك جواب خصوصى اين معادله، يعنى   و1=
  z = ، جواب*هاى عمومى و صحيح آن چنين است:3

  k = 4− 3n  ;  z =1+2n

  

x = 3k −2 = 3(4− 3n)−2 =10−9n  ,

y =2k =2(4− 3n) = 8 −6n

n1  تنها به ازاى  n2   و 0=  جواب*هاى صحيح و مثبـت1=
 حاصل مى*شوند. بنابراين، دستـگـاه بـالا(10,8,1)   و(1,2,3)  

فقط دو جواب صحيح و مثبت دارد.

...........دو معادله با سه مجهول ........... 

,α,βاگـر  :٤تـبـصـره�ى  γ ,δ ∈Zيـك جـواب خـصـوصــى 
معادله*هاى دستگاه زير باشد:

a' x + b' y + c' z = d'  و  ax + by + cz = d

جواب*هاى ديگر معادله*هاى دستگاه (جواب*هاى عمومى
صحيح) به ترتيب زير به*دست مى*آيند:

ax + by + cz = d

aα + bβ + cγ = d

⎧
⎨
⎩

 ,  
a' x + b' y + c' z = d'

a' α + b' β + c' γ = d'

⎧
⎨
⎩

از تفاضل معادله*هاى دستگاه، به دستگاه زير مى*رسيم:

  

a(x −α)+ b(y −β)+ c(z − γ ) =0

a' (x −α)+ b' (y −β)+ c' (z − γ ) =0

⎧
⎨
⎩

z)اگر از دستگاه بالا، يك*بار  − γ y) و بار ديگـر ( −β)و 
x)در آخريـن*بـار  −α)را حذف كنـيـم، بـه بـرابـرى*هـاى زيـر 

مى*رسيم:
(x −α)
bc' −b' c

= (y −β)
ca' −ac'

= (z − γ )
ab' −ba'

mدر صورتى كه مقدار مشتـرك بـرابـرى*هـاى بـالا را بـه 
n

,mنمايش دهيم (كـه در آن n ∈Zاعداد صحيحى هستند كـه 
انتخاب خواهند شد)، خواهيم داشت:

x −α = m
n

(bc' −b' c)  ,y −β = m
n

(ca' −ac' )  ,  

z − γ = m
n

(ab' −ba' )  ,
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، فقط وقتـىm به ازاى جميع مقادير  z و  x ،yبنابرايـن،  
 يك فاكتور مشتـرك عـبـارت*هـاىnعدد صحيح هسـتـنـد كـه  

(bc' −b' c) ،(ca' −ac' 'ab)و ( −ba'  باشد.(
چون هر فاكتـور مـشـتـرك از ايـن اعـداد، يـك فـاكـتـور از
بزرگ*ترين مـقـسـوم*عـلـيـه* مـشـتـرك اسـت، از آن*جـا، تـمـام

جواب*هاى صحيح از برابرى*هاى زير به*دست مى*آيد:
x −α

bc' −b' c
= y −β

ca' −ac'
= z − γ

ab' −ba'
= m

k

 بزرگ*ترين مقسوم*عليـه مـشـتـركkدر برابر*ى*هاى بـالا،  
مخرج كسرهاست. اگر داشته باشيم:

  
bc' −b' c =0 :  x = α  ,

y −β
ca' −ac'

= z − γ
ab' −ba'

به سادگى جواب*هاى عمومى صحـيـح مـعـادلـه بـه دسـت
مى*آيند:

x = α  ,
y −β

ca' −ac'
= z − γ

ab' −ba'
= m

s

 بزرگ*ترين مقسوم*عليـه مـشـتـركsدر برابرى*هاى بـالا،  
ca' −ac' و ab' −ba'.است 

............ مجهول kيك معادله با  ...........
احد استكه يكى از ضريب�هاى مجهول آن و

 مجهول:k در معادله*اى با  :٥تبصره�ى 
  a1x1 + a2x2 + a3x3+...+akxk = ak+1

در صورتى كه يكى از ضريب*هاى مجهول*ها بـرابـر واحـد
باشد، معادله به سادگى قـابـل حـل اسـت. بـراى مـثـال، اگـر

  a1  پارامتر دل*خواه در مجموعه* اعداد صحيحk، معادله با  1=
قابل حل است:

  a1 =1 :  x1 + +a2x2 + a3x3+...+akxk = ak+1

،xk،…و x2،  x3  براى حل معادله، كـافـى اسـت بـراى 
 را برحسب مقادير جـديـدx1  مقادير صحيح دل*خواه اختيـار و 

,m1)  محاسبه كنيم  m2, ..., mk−1 ∈Z):
  x2 = m1,x3 = m2,x4 = m3 ,...,xk = mk−1;

  x1 = ak+1 − a2m1 − a3m2 − a4m3−...−akmk−1

در برخى معادله*ها، از تفاضل يا جمع آن*ها مى*توانتوجه: 
مضرب يكى از مجهول*ها را واحد كرد و معادله را به سـادگـى

حل نمود.

.......ه� حل معادله�هاى سياله�ى چند متغير.......
به كمك هم�نهشتى

براى حل معادله*هاى سياله*ى خطى چندمجهولى به*صورت
عمومى زير:

ax + by + cz+...+λz = d

 و…  را تعيينx ،y ،zابتدا شرايط جواب و محدوديت*هاى  
مى*كنيم. سپـس بـا مـقـاديـر مـتـفـاوت مـتـغـيـرهـا و تـوجـه بـه
محدوديت*ها، به معادله*هاى جديد تقليل يـافـتـه مـى*رسـيـم و
معادله*هاى جديد دومتغيره*ى نهايى را به كمك هم*نهشتى حل

مى*كنيم.

جواب*هاى صحيح و مثبت معادله*ى سياله*ى زيـر را بـه مثال:
كمك هم*نهشتى حل كنيد.

  14x +22y + 52z =260

 ساده مى*كنيم:٢ابتدا معادله*را به  حل:

  7x +11y +26z =130

 است.zمى*بينيم، بزرگ*ترين ضريب مجهول*ها، ضريب  
 كم*ترين مقدار را داشته باشند، محدوديتy و xبنابراين، اگر  

z:معين مى*شود 

  x =1, y =1 :  7 +11+26z ≤130 ;  z ≤ 4

پس مى*توان نوشت:

  

z1 =1 :  7x1 +11y1 =104  ;

7x1 ≡104  ;  7x1 ≡ 5  ;

  x1 = 7, y1 = 5

به همين*ترتيب:

  

z2 = 2  :  7x2 +11y2 = 78  ;

7x2 ≡ 78  ;  7x2 ≡ 5  ;

z3  (معادله به ازاى  = z4   و 3 = .)، جواب صحيح ندارد4
z1  معـادلـه بـه ازاى  z2   و 1=  داراى دو دسـتـه جـواب2=

 است كه مى*توان با استفـاده از(8,2,2)   و (7,5,1)  خصوصـى 
اين جواب*هاى اختـصـاصـى و بـا تـوجـه بـه آن*چـه ارائـه شـد،

جواب*هاى عمومى معادله را نوشت.

  11   11

  x2 = 8,y2 =2

  11
  11
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اهيانبا ر
المپيادهاى رياضى

..............................دن تناوبى بو
تناوبى*بودن در رياضيات نقش مهمى ايفا مى*كند. به همين
علت، در اين بخش بعضى مسائل شامل آن را آورده*ايم. مثال
نخست نشان مى*دهد، چگونه تناوبى يا دوره*اى بودن مى*تواند

) در موردHermiteاثبات كوتـاهـى بـراى اتـحـاد «هـرمـيـت» (
بزرگ*ترين تابع صحيح

  
x⎣ ⎦ + x + 1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+...+ x + n −1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
= nx⎣ ⎦

xبه ازاى جميع  ∈R و n ∈Z.به دست دهد ،
f:Rاثبات مورد نـظـر چـنـيـن اسـت: تـابـع  → Nرا بـه 

صورت زير تعريu مى*كنيم:

  
f (x) = x⎣ ⎦ + x + 1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+...+ x + n −1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
− nx⎣ ⎦

بـه سـادگـى بـررسـى مـى*شــود كــه بــه ازاى 
  
x ∈[0,

1
n

)،

  f (x)  و نيز:0=

  
f (x + 1

n
) = x + 1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+...+ x + n −1

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥
+ x + n

n
⎢
⎣⎢

⎥
⎦⎥

  − nx +1⎣ ⎦ = f (x)

 با دوره*ى تـنـاوب fدر نتـيـجـه، 
  

1
n

، تنـاوبـى اسـت. ايـن

 با صفر متحد است و اتحاد به اثباتfموضوع نشان مى*دهد كه 
مى*رسد.

در مثال دوم، به محاسبه*ى مجموع ضرايب دو جـمـلـه*اى
مى*پردازيم.

مجموع زير را محاسبه كنيد:

  

n

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n −1

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

n −2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n − 3

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+...

Sمجموع مورد نظر را با 
n

 نمايش مى*دهيم. در اين صورت:

  
Sn − Sn−1 + Sn−2 =

n

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n −1

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

n −2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n − 3

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+...

  
−

n −1

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

n −2

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n − 3

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

n − 4

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−...

  
+

n −2

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n − 3

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

n − 4

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n − 5

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+...

از آن*جا كـه 
  

n

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

n −1

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

S، جمـلـه*هـاى اول 
n

Sn−1   و 

Sام kحذف مى*شوند. اگر جمله*ى 
n

 وSn−1  ام k را با جمله*ى 
k)  جمله*ى   دسته*بندى كنيم، عبارتSk−2  ام (1−

  
(−1)k−1 n

k
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n −1

k
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

n −1

k −1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

را به دست مى*آوريم كه با توجه به فرمول بازگشتى ضرايب
دو جمله*اى، برابر صفر است. از آن*جا كه جميع جمله*ها حذف

مى*شوند، نتيجه مى*گيريم:
  Sn − Sn−1 + Sn−2 =0

Sn−1  عبـارت  − Sn−2 + Sn−3  را به اين تساوى اضافـه0=
Sn  مى*كنيم و  = −Sn−3را به دست مى*آوريم كه نشان مى*دهد

١٦
ضا ياسى�پور غلامر●
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حل مسائل

S
n

، تناوبى است.٦، با دوره*ى تناوب 
Sبـنـابـرايـن، كـافـى اسـت 

n
n   را بـه ازاى  =1,2, 3,4,5,6

 تكرار مى*شوند.٦محاسبه كنيم، چرا كه ساير مقادير با دوره*ى 
در اين صورت به دست مى*آوريم:

  S6n+1 = S1 =1,  S6n+2 = S2 =0,  S6n+3 = S3 = −1,

  S6n+4 = S4 = −1,  S6n+5 = S5 =0,  S6n = S6 =1

در ادامه، مسائل بيشترى در رابطه با تناوبى بودن به دست
مى*دهيم.

f:R   فرض مى*كنيم .١ → R − 3{  تابعى با اين ويژگى باشد{
ω  كه  xى چنان وجود داشته باشد كه به ازاى هر 0< ∈R،

داشته باشيم: 
  
f (x + ω) = f (x) − 5

f (x) − 3
 دوره*اىf ثابت كنيـد 

است.
f:R فرض مى*كنيـم .٢ → Rو uتابعى باشد كه در موارد الـ 

 دوره*اى است.fب صدق مى*كند. ثابت كنيد 

,xالu) به ازاى هر  y ∈R.

  f (x + y) + f (x − y) = 2f (x)f(y)

f  ى با x0  ب)  (x0) =  موجود است.1−
f:R اگر .٣ → R يك به يك نباشد و تابع g:R × R → Rى

,xچنان موجود باشد كه به ازاى هر  y ∈R:داشته باشيم ،
f (x + y) = g(f(x), y)  نشان دهيد f.دوره*اى است 

f:R فرض مى*كنيم .٤ → R به ازاى هر ،x ∈R و ثابت a،اى
در زير صدق مى*كند:

  
f (x + a) = 1

2
+ f (x) − f (x)2

 دوره*اى است.fالu) ثابت كنيد 
a  ب) در حالت  ، مثالى از چنين تابعى به دست دهيد.1=

}an  دنباله*ى.٥ }n 0  ، با< a0 < a0 + a1 n   و به ازاى 1> ≥1،

  
an+1 +

an −1
an−1

 مفروض است. ثابت كنيد اعداد حقيقى0=
b اى چنان موجودند كه به ازاى هرn ،an ≤ b.

 مرتبطω. انتظار مى*رود دوره*ى تناوب مورد نظر، با ١
باشد. بنابراين، ايده*ى مناسب، تكرار رابطـه*ى مـفـروض

f  اسـت. ابـتـدا تـوجـه مـى*كـنــيــم كــه  (x) =  مـسـتــلــزم2
  f (x + ω) = ٢ نيست. بنابـرايـن، f در برد ٣ است. امـا 3

نيز در اين برد واقع نيست. به همين ترتيب، نشان مى*دهيم
 حاصلً را  اختيار نمى*كند. متـوالـيـا١ هيچ*گاه مـقـدار fكه 

مى*كنيم:

  
f (x +2ω) = f (x + ω) − 5

f (x + ω) − 3
= 2f (x) − 5

f (x) −2

  
f (x + 3ω) = 2f (x + ω) − 5

f (x + ω) −2
= 3f (x) − 5

f (x) −1

  
f (x + 4ω) = f (x + ω) − 5

f (x + ω) −1
= f (x)

 است.4ω  در نتيجه، دوره*ى تناوب تابع، 
(Gazeta Matematic ǎ (Mathematics Gazette,

Bucharest), proposed by T.Andreescu)

x  . با قرار دادن ٢ = y ، به دست مى*آوريم:0=
   f (0)2 = f (0)

f  بنابرايـن،  f   است. اگـر ١ يا ° برابـر (0) (0) ، آن*گاه با0=
x  قـــــــــــرار  دادن    = x0 و   y ،   رابـــــــــــطـــــــــــه*ى0=

−1= f (x0) =0. f (x0)  را بــه دســت مـــى*آوريـــم كـــه0=

نمى*تواند رخ دهد. بـه ايـن تـرتـيـب،
  f (0) =1.

x  بــــه ازاى  = y = x0رابـــطــــه*ى ،
  f (2x0)  را بـه دسـت مـى*آوريـم. ايــن1=

 دوره*ى تناوبى برابر2x0  رابطه مطرح مى*كند كه ممكن است 
f.باشد و نشان مى*دهيم كه در واقع چنين است 

x ،  xبـه جــاى  +2x0 و بــه جــاى y ،  x −2x0را قـرار 
مى*دهيم و حاصل مى*كنيم:

  f (2x) + f (4x0) = 2f (x +2x0)f (x −2x0)

از آن*جا كه داريم:
  f (2x) = 2f2(x) −1

و

  f (4x0) = 2f2(x0) −1=1

رابطه*ى فوق به صورت
  f (x +2x0)f (x −2x0) = f (x)2

 دل*خـواه وxدر مـى*آيـد. بـه هـمـيـن تـرتـيـب، بـه ازاى 
  y = 2x0:به دست مى*آوريم ،

  f (x +2x0) + f (x −2x0) = 2f (x)

از آن*جا كه مجموع و حاصل*ضرب دو عدد، آن دو را به*طور
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كامل معين مى*كند، داريم:
  f (x −2x0) = f (x +2x0) = f (x)

 است.2x0   داراى دوره*ى تناوب fبنابراين، 
(M.Martin)

 وα يك به يك نيست، دو عدد متمايز f. از آن*جا كه ٣
β با f (α) = f (β)موجود است. طبيعى اسـت كـه انـتـظـار 

βداشته باشيم  − α دوره*ى تناوب f باشد. با قرار دادن αو 
، رابطه*ى زير را حاصل مى*كنيم:x به جاى βسپس 

f (α + y) = g(f(α), y) = g(f(β), y) = f (β + y)

yاين رابطه، به ازاى  = z − αمستلزم ،
 f (z) = f (z + β − α)

zبه ازاى جميع مقادير  ∈  |R.است 
(Gazeta Matematicǎ (Mathematics Gazette,

Bucharest), proposed by D.M. Bǎtinetu)

، انتظار داريم دوره*ى تناوب،١. الu) مانند مسئله*ى* ٤
 مرتبط باشد. با تكرار رابطه، از صورت مسئله داريم:aبا 

  
f (x +2a) = 1

2
+ f (x + a) − f (x + a)2

  
= 1

2
+ 1

2
+ f (x) − f (x)2 − 1

4
− f (x) − f (x)2 − (f (x) − f (x)2)

  
= 1

2
+ (

1
2
− f (x))2 = 1

2
+ f (x)− 1

2

،xف نشان مى*دهد، بـه ازاى هـر مـقـدار ّرابطه*ى مـعـر

  
f (x) ≥ 1

2
. در نتيجه، محاسبه*ى فوق به ازاى جميع مقادير

x مستـلـزم ،  f (x +2a) = f (x) است، كه اثبات مـى*كـنـد f

دوره*اى يا متناوب است.
ب) مثالى از چنين تابعى عبارت است از:

  

f (x) =
1
2

, 2n ≤ x < 2n +1

1,    2n +1≤ x < 2n +2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

nكه در آن  ∈Z.
)١٩٦٨(دهمين المپياد بين*المللى رياضى، 

. موارد زير را محاسبه مى*كنيم:٥

  
a2 = 1− a1

a0

,  a3 = a0 + a1 −1
a0a1

,  a4 = 1− a0

a1

,  a5 = a0,

  a6 = a1

دنباله، دوره*اى و در نتيجه كران*دار است.
(T.Andreescu)

محمدىاحسان يار● 
ÊUNł v{U¹— ÈU¼ÅX¹UÝ v�dF�

Cut-the-Knot  ........................:تياس ناونع

http://www.Cut-the-Knot.org ....:تياس ىناشن

ايـن سـايـت دربـر گـيـرنـده مـجـمـوعـه�اى از مـطـالـب گـونـاگـون و
معما�هاى رياضى براى دانش�آموزان، معلمان و والدينى است كه
مـوضـوعـات سـرگـرم كـنـنـده و جـالـب تـوجــه ريــاضــيــات را دنــبــال

مى�كنند.
عنوان�هاى اصلى اين سايت در زير آمده است كه هر يك از اين
عنوان�ها، خود شامل زير عنوان�هاى متنوع و متعددى مى�باشد.

)Arithmetic  حـسـاب                                                               (●
(Algebra) جـبـر                                                                            ●

(Geometry) هندسـه                                                                    ●

(Math Games & Puzzles) بازى*ها و معماهاى رياضى       ●

(Visual Illusions) خطاهاى ادراكـى ديـدارى                        ●

(Eye Opener Series) سرى*هاى شگفت*آور                           ●

(Social Sciences) علوم اجتـمـاعـى                                         ●

(Logic) منطـق                                                                               ●

(Probability) احتمال                                                                  ●

(Computer Math Magic) جادوى رياضى كامپيوتـرى        ●

(Analog Devices) دستگاه قياسى (دستگـاه آنـالـوگ)         ●

(Calculus) حساب ديفرانـسـيـل و انـتـگـرال                            ●

(Combinatorics) تركيبات                                                         ●

(Combinatorical Games) بازى*هاى تركيباتى                      ●

(Miscellaneous) گوناگون                                                        ●
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اقىكتر محمدعلى فريبرزى عر د●
عضو هيئت  علمى دانشگاه آزاد اسلامى واحد تهران مركزى

ىزاف�هاى�عهمجمو ى�يهرآشنايى با نظ

نمونه�اى از يك رابطه�ى قطعى١شكل 

نمونه�اى از يك رابطه�ى فازى٢شكل 

y

x  0

  0

x

μ x , y( )

  به مـعـنـاى يـكRمـى*دانـيـم يـك رابـطـه*ى قـطـعـى روى 
Rزيرمجموعه از 

)x,y است كه شامل زوج*هاى مرتبى چون (٢
اسـت. در حـالـت فـازى، هـر رابـطـه، زيـر مـجـمـوعـه*اى از

]  0,1 [× R
  است كه شامل سه*تايى*هاى مرتـبـى بـه صـورت٢

))x,y(μ و x,y))) مـى*شـود كـه مـؤلـفـه*ى(( x,y(μدرجـه*ى 
) را به رابـطـه*ى فـازى مـشـخـصx,yعضـويـت زوج مـرتـب (

، توصيفى از رابطه*ى قطعى و رابطـه*ى٢و ١مى*كند. اشكال  
فازى را مشخص مى*كنند. نمودار هر رابطه در حالت قطعى،

Rروى صفحه**ى 
  قابل نمايش است و نقاط روى اين نمودار،٢

بيانگر اعضاى رابطه هستند. در حالى كه نمودار تابع عضويت
Rهر رابطه فازى، روى فضاى 

  قابل نمايش است و به منزله*ى٣
يك كوه فرضى است كه نقاط روى قله همان نقاطى هستند كه

مقدمه
در درس جبر و احتمال سال سوم رياضى، دانش�آموزان با مفهوم رابطه و انواع آن آشنا مى�شوند. رابطه به عنوان  زير مجموعه�اى
از حاصل�ضرب دكارتى دو مجموعه تعريo مى�شود و به دنبال آن، خواص رابطه�ها براى خواننده توضيح داده مى�شود. اهـمـيـت
رابطه�ها پس از معرفى مفهوم تابع بيشتر مى�شود. كاربردهايى كه رابـطـه�هـا در مـبـاحـثـى چـون نـظـريـه�ى گـراف دارنـد، ايـن مـبـحـث
رياضى را قابل توجه و مهم نموده است. در رياضيات فازى نيز مفهوم رابطه�ى فازى بـه طـور دقـيـق تـعـريـo و روى آن بـحـث شـده
است. ممكن است به ويژه براى خوانندگانى كه مفهوم رابطه را در حالت قـطـعـى مـى�دانـنـد، ايـن سـؤال مـطـرح شـود كـه در حـالـت

فازى، مفهوم رابطه و انواع آن چگونه تعريo و توصيo مى�شود. اكنون به اين موضوع خواهيم پرداخت.

∑

y
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در حالت قطعى در رابطه تـعـلـق دارنـد و بـه عـبـارتـى، داراى
 هستند و همان*طورى كه از قله*ى اين كوه،١درجه*ى عضويت 

از دو طرف به سمت دامنه حركت كنيـم، سـايـر اعـضـاى ايـن
رابطه*ى فازى با درجه*هاى عضويت كـمـتـر از يـك مـشـخـص
شوند. مى*توانى چنين توصيu كرد كه اگر اين كوه فرضى كـه
بيانگر نمودار تابع عضويت رابطـه*ى فـازى اسـت، بـرش داده

ـ برش اين رابطه*ى فازى و١شود، برش مربوط به قله، همان 
≥0) برش*هاى α−ساير برش*ها همان  α  اين رابطه*ى فازى(1>

)٣را مشخص مى*كنند.(شكل 
 روىRتوجه مى*كنيم كه در حالت قطعى، رابطـه*ى چـون 

X ×Yمى*شـود، طـورى كـهً به صورت كـامـلا uواضح تعري 
 داراى ويژگى موردنظـرً ، دقيقاRزوج*هاى مرتب موجـود در 

}1,2,5   اگر ًهستند. مثلا }  =X2  =    و, 3,5,7{ } Yو رابطه*ى 
R»  به صـورت x كوچك*تـر از y اسـت» روى X ×Yuتعريـ  

شود، آن*گاه:
  R = (1,2), (1, 3), (1,5), (1,7), (2, 3), (2,5), (2,7), (5,7){ }

  است»y  كوچك*تر از x به صورت « Rحال اگر رابطه*ى 
Xروى  ×Yشـود، ديـگـر نـمـى*تـوان بـه طـور واضـح uتعري 

) در اين رابطه قرار دارد يا خير. در٥و٧ (ًمشخص كرد كه مثلا
 يك رابطه*ى فازى است و بايد اين ابـهـام را بـهRاين حالـت، 

صورت معرفى درجه*ى عضويـت بـراى هـر يـك از زوج*هـاى
 بيان كرد.Y× Xمرتب موجود در 

 و به دنبـال آن١رابطه*هاى فازى ابتدا توسط پروفـسـور زاده
 مطرح شدند و مورد مطـالـعـه قـرار٣ و روزنفلد٢توسط كفـمـن

گرفتند. در اين قسمت، به معرفى مفـهـوم رابـطـه*ى فـازى در
حالت دو تايى و انواع مهم آن مى*پردازيم.

oفرض كنيـم تعريـ :Xو  Yدو زير مجموعه*ى قطـعـى از 
اعداد حقيقى باشند كه آن*ها را به عنوان مجموعه*هاى مرجع در
نظر مى*گيريم. در اين صورت، مجموعه*ى زير، رابطه*ى فازى

Xروى  × Y:ناميده مى*شود 
R = ((x, y),μ

R
~ (x, y)) (x, y) ∈X × Y{ }

 را همان مجموعه*هاى مرجع مثـالY و Xبراى مثال، اگر 
y خيلى كـوچـك*تـر از xبالا در نظر بگيريم، رابـطـه*ى فـازى «

است» را مى*توان به*صورت زير معرفى كرد:

  

R
~
= ((1,2),0/1), ((1, 3),0/ 3), ((1.5),0/ 6)),{

        ((1,7),1), ((2, 3),0/1),

        ((2,5),0/ 4), ((2,7),0/ 8), ((5,7),0/ 3)}

همان*طور كه ملاحظه مى*شود، درجه*ى عضويت را براى
) مقدار كمتر و براى زوج مرتـبـى٢٬١زوج*هاى مرتبى نظيـر (

) كه نسبت به بقيه*ى زوج*هـاى مـرتـب بـيـشـتـريـن٧٬١چون (
 در نظر گرفته*ايم.١عضويت را دارند، مقدار 

 است»y كوچك*تر از x است»،«yبرابر x وقتى مى*گوييم «
R2   است»، روابطى قطـعـى روى ٣ كمتر از yوx يا «مجمـوع 

است»،y  در حـدود x مطرح كرده*ايم ولى وقتى مى*گـويـيـم «
» x كمى از  y كوچك*تر است» يا «مجموع x و yاست.»٣ً تقريبا 

 مطرح كرده*ايم كه تابع عضويت اينR2  روابطى فازى را روى  
نوع روابط فازى، نموداريدر فضاى سه بعدى را خواهند داشت
كه بعد سوم آن بيانگر مقادير درجه*هاى عضويت است. اشكال

درy  است» و رابطه*ى فازى «xبرابرy   «رابطه*ى قطعـى ٥ و ٤
 است» را مقايسه مى*كنند.xحدود 

 اسـت»٤ برابر y وxحال رابطه*ى قطعى «مجموع مربعـات

 است.x برابر yنمايشى از رابطه�ى قطعى ٤شكل 

 است.x در حدودyنمايشى از رابطه�ى فازى ٥شكل 

 ـ برش آنαنمونه�اى از يك رابطه�ى فازى با چند ٣شكل 

y

x  0

y =
x

y

x  0

μ

  1

y = x

μ
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Rرا روى 
 در نظر مى*گيريم. مى*دانيم كه نـمـودار ايـن رابـطـه٢

r  دايره*اى به مركز مبدأ مختصات و شعـاع  =  است. در ايـن2
 در(0,2)   زوج مرتب ًحالت، به*طور قطع مى*توان گفت كه مثلا

اين رابطه قرار دارد. حال اگر رابطـه را بـه*صـورت «مـجـمـوع
 است» بيان كنيم، رابطه*ى فازى را٤ برابر ً تقريباy وxمربعات 

) به١٬١/٥عنوان كرده*ايم. در حالت قطـعـى، زوج مـرتـب (
رابطه تعلق نداشت، ولى در حالت فازى مى*توان گفت، زوج

 به رابطه تعلق دارد،٤/∞ً ) با درجه عضويت مثلا١٬١/٥مرتب (
 زوجً مى*شود، يا مثلا٣/٢٥چرا كه مجموع مربعات مؤلفه*هـا 

 به اين رابطه تعلق دارد،٧/∞) با درجه عضويت ١٬١/٧مرتب (
 نزديك*تر٤ است و به ٣/٨٩چرا كه مجموع مربعات مولفه*هـا 

است. در واقع، در حالت فازى، يك مرز مبهم براى معرفـى
رابطه مطرح مى*شود كه به دليل همين ابهام، بايد با نظير كردن
درجه*ى عضويت ، ميزان تعلق يـك زوج مـرتـب بـه رابـطـه را

مشخص كرد. به شكل*هاى زير توجه كنيد:
 وX=Y=Rحال به مثال ديگرى توجه كنيد. فـرض كـنـيـم 

Rرابطه*ى فازى 
به*طور قابل ملاحظه*اى بزرگ*ترx به*صورت «~

 را به شكل زير درR است»،، تعريu شود. تابع عضويت yاز 
نظر مى*گيريم:

  

μ
R
~ (x, y) =

0                     x ≤ y
1

1+ 1

(y − x)2

           x > y

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 دورترy ازxملاحظه مى*كنيم، در ضابطـه*ى بـالا، هـرچـه
شود، مخرج كـسـر 

  

1

(y − x)2
 بزرگ*تر و لذا كسر كوچـك*تـر

 بزرگ*تر باشد،y بسيار بسيار از xمى*شود؛ به*طورى كه وقتى 
كـســر 

  

1

1+ (y − x)2
  يـك مـى*شـود. در هـر حــال،ً تـقـريـبــا

μ
R
~ (x, y) است و براى ١ و ∞ مقدارى بين x≤yuنيز صفر تعري 

) با درجـه١٬١١شده است. بـا ايـن تـعـريـu، زوج مـرتـب (
عـضـويــت 

  

1
1/01

≈0/ R بــه 99
تـعـلـق دارد و زوج مــرتــب ~

) با درجه عضويـت ١∞١٬١(
  

1
1/0001

≈0/ R به 9999
 تعلـق~

Rدارد. هم*چنين، مى*توان ضابطه*ى تابع عضويـت 
 را به اين~

صورت نيز تعريu كرد:

  

μ
R
~ (x, y) =

0                  x ≤ y
x − y
10y

              y < x ≤11y

1                   x >11y

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

اين رابطه به*گونه*اى تعريـu شـده كـه اگـر در زوج مـرتـب
)x,y مقـدار ،(x از يازده برابـر yبزرگ*تر شود و مقـدار درجـه 

 باشد، در واقع ميزان قابل ملاحظه*اى بـزرگ*تـر،١عضويـت 
 برابر مولفه دوم باشد، منظور١١روى اين*كه مؤلفه اول بيش از 

) با درجه٢٬٢٣  زوج مرتب (ًشده است. به اين ترتيب، مثلا
) با٣٬٢٤ به اين مجموعه تعلق دارد و زوج مرتب (١عضويت 

درجه عضويت 
  

24− 3
10× 3

=0/ R به 7
 تعلق دارد. فكر و سعى~

uكنيد ضابطه*هاى ديگرى مشابه با اين ضابطه*ها براى توصـيـ
اين رابطه*ى فازى پيشنهاد دهيد.

به*منظور نمايش يك رابطه*ى فازى، مى*توان از يك جدول
يا ماتريس نيز استفاده كرد. اين نوع نمايش براى حالتى استفاده

X   متناهى باشند. فرض كنيد Y و Xمى*شود كه   = 1,2, 3{  و{
  Y = 1, 3,5,10{ R و {

 نزديك است»،x خيلى به y به صورت «~

 يك مرز مبهم در يك رابطه�ى فازى٧شكل 

Y×Xنمونه�اى از يك رابطه�ى فازى در

 يك مرز معين در يك رابطه�ى قطعى٦شكل 

y

x  0

μ

  1

y

x  0

y

x  0

٨شكل 
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در نظر گرفته شود. در اين صورت، هر يك از نمايش*هاى زير
Rبراى معرفى 

 مطرح مى*شود:~

  

1 3 5 10

1

2

3

1 0/ 8 0/ 4 0

0/ 9 0/ 9 0/ 7 0

0/ 8 1 0/ 8 0/1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

           
  

1 3 5 10

1

2

3

1 0/ 8 0/ 4 0

0/ 9 0/ 9 0/ 7 0

0/ 8 1 0/ 8 0/1

Rنمايش ماتريسى  
R                       نمايش جدولى ~

~

مقادير داخل جدول، همان درجه*هاى عضويت زوج مرتب
)x,y) ٣٬٣) هستند. در اين حالت، براى زوج مرتبى نـظـيـر(

) كه مؤلفه*ها١٬١° و براى زوج مرتبى چون (١درجه عضويت 
 منظور شده است.°خيلى دور از يكديگرند، درجه عضويت 

Rبه اين ترتيب، رابطه*ى 
در اين مثال، به صورت زير بيان~

مى*شود:

  

R
~

= ((1,1),1),((1,3),(0 / 8)),((1,5),0 / 4),((2,1),{
        (0 / 9)),((2,3),0 / 9),((2,5),0 / 7),((3,1),0 / 8),

        ((3,3),1),((3,5),0 / 8),((3,10),0 /1)}
oفرض كنيم تعري :  R1

R2   و ~

X دو رابطه*ى فازى در ~ × Y

uباشند. اجتماع و اشتراك اين دو رابطه به*صورت زير تعـريـ
مى*شود:

  
R1

~
∪ R2

~
= ((x, y),μ

R1

~
∪R2

~ (x, y)) (x, y) ∈X × Y
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

  
R1

~
∩ R2

~
= ((x, y),μ

R1

~
∩R2

~ (x, y)) (x, y) ∈X × Y
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭ كه

  
μ

R1

~
∪R2

~ (x, y) = max μ
R1

~ (x, y),μ
R2

~ (x, y)
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

  
μ

R1

~
∩R2

~ (x, y) = min μ
R1

~ (x, y),μ
R2

~ (x, y)
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

R1   دو رابـطــه*ى فــازى مــثــال:

R2   و ~

X روى ~ × Yكــه 

  X = x1, x2, x3{ Y   و { = y1, y2, y3 , y4{  ،  به صورت زير{
تعريu شده*اند:

  

  y1   y2  y3 y4

x1

x2

x3

1 0/ 6 0/ 7 0

1 0 0/ 2 0/ 8

0/ 3 1 0/ 5 0/ 3

        
  

 y1  y2  y3 y4

x1

x2

x3

0/ 3 0/1 0/ 5 0

0/ 7 1 0/ 2 1

0/ 5 0 0/ 2 0/1

        R2

~                                                     R1

~

در اين صورت، مطابق تعـاريـu  اجـتـمـاع و اشـتـراك دو
رابطه*ى  فازى، با در نظر گرفتن ماكزيمم و مى*نيمـم درجـات

عضويت متناظر يكديگر خواهيم داشت:

  

     y1     y2     y3     y4

x1

x2

x3

0/ 3 0/1 0/ 5 0

0/ 7 0 0/ 2 0/ 8

0/ 3 0 0/ 2 0/1

                R
~

1∩R
~

2

        

  

 y1     y2     y3     y4

x1

x2

x3

1 0/ 6 0/ 7 0

1 1 0/ 2 1

0/ 5 0 0/ 5 0/ 3

                R
~

1∪R
~

2

:oگيريم تعري   R
~

X رابطه*ى فازى در 1 × Y و   R
~

 رابطه*اى2
Yفازى در  × Z باشد، تركـيـب max− minاين دو رابـطـه*ى 

فازى، به*صورت زير تعريu مى*شود:

  
R
~

1 O R
~

2 = (x, z),μ
R
~

1Ο R
~

2

(x, z)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

(x, z) ∈X × Z
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

با درجه*ى عضويت

  
μ

R
~

1Ο R
~

2

(x, z) = maxy min μ
R
~

1

(x, y),μ
R
~

2

(y, z)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

xكه  ∈X ،y ∈Yو z ∈Z.

دو رابـــطـــه*ى فـــازى زيـــر بـــه تـــرتــــيــــب روى مـــثـــال:
X × Y و Y × Z شـده*انـد   كـه   uتعري   X = x1, x2, x3{  و{

  Y = y1, y2, y3 , y4 , y5{ Z   و { = z1, z2, z3 , z4{ }.

  

 y1   y2 y3 y4 y5

x1

x2

x3

0/1 0/ 2 0 1 0/ 7

0/ 3 0/ 5 0 0/ 2 1

0/ 8 0 1 0/ 4 03

                      R
~

1

  

         z1     z2     z3     z4

y1

y2

y3

y4

y5

0/ 9 0 0/ 3 0/ 4

0/ 2 1 0/ 8 0

0/ 8 0 0/ 7 1

0/ 4 0/ 2 0/ 3 0

0 1 0 0/ 8

                    R
~

2

R  بنابراين، 
~

1 O R
~

 به*صورت زير به*دست مى*آيد:2

  

        z1     z2     z3     z4

x1

x2

x3

0/ 4 0/ 7 0/ 3 0/ 7

0/ 3 1 0/ 5 0/ 8

0/ 8 0/ 3 0/ 7 1

                R
~

1 O R
~

2
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,x1)   عضـو ًمثـلا z1)را در نظر مى*گـيـريـم و مـى*خـواهـيـم 
R  درجه*ى عضويـت آن را در 

~
1 O R

~
2،uبيابيم. مطابق تعـريـ 

ابـتـدا بـيـن درجـات عـضــويــت 
  
μ

R
~

1

(x, y) و 
  
μ

R
~

2

(y, z)كـه 

  y ∈ y1,L, y5{  مى*نيمم مى*كنيم. بنابراين:{

  
min μ

R
~

1

(x1, y1),μ
R
~

2

(y1, z1)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭
= min 0/1,0/ 9{ } =0/1

  
min μ

R
~

1

(x1, y2),μ
R
~

2

(y2, z1)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭
= min 0/ 2,0/ 2{ } =0/ 2

  
min μ

R
~

1

(x1, y3 ),μ
R
~

2

(y3 , z1)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭
= min 0,0/ 8{ } =0

  
min μ

R
~

1

(x1, y4 ),μ
R
~

2

(y4 , z1)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭
= min 1,0/ 4{ } =0/1

  
min μ

R
~

1

(x1, y5 ),μ
R
~

2

(y5 , z1)⎧⎨⎩
⎫⎬⎭
= min 0/ 7,0{ } =0

حال بين مقادير حاصل، ماكـزيـمـم را بـه*عـنـوان درجـه*ى
عضويت در نظر مى*گيريم. لذا:

  
μ

R
~

1Ο R
~

2

(x1, z1) =0/ 4

به همـيـن تـرتـيـب، سـايـر درجـات عـضـويـت مـشـخـص
مى*شوند.

−maxتــركــيـــب  نــكــتـــه: minداراى خــاصــيــت 
شركت*پذيرى است، يعنى:

  (R
~

1 O R
~

2)O R
~

3 = R
~

1 O(R
~

2 O R
~

3 )

−maxولى در حالت كلى، تركيب  minخاصيت 
R)  جابه*جايى ندارد 

~

1 O R
~

2 ≠ R
~

2 O R
~

1).

R گيريـم تعـريـ=:
X رابطـه*ى فـازى در ~ × Xباشـد. در 

اين*صورت:
(oال R

بازتابى) است، در صورتى كه:( انعكاسى ~

  
∀x ∈X,μ

R
~ (x, x) =1

R ب)
 متقارن است، در صورتى كه:~

∀x, y ∈X, R
~

(x, y) = R
~

(y, x)

و به عبارت ديگر:
μ

R
~ (x, y) = μ

R
~ (y, x)

R ج)
,x پادمتقارن است، در صورتى كـه: بـراى ~ y ∈X

x كــــــــه  ≠ y     يـــــــــا     ،μ
R
~ (x, y) ≠ μ

R
~ (y, x)   يــــــــا 

  
μ

R
~ (x, y) = μ

R
~ (y, x) =0.

R د)
y را كاملا پادمتقارن گوييم، هرگـاه بـراى ~ ∈X و x

xكــــه  ≠ y در صــــورتــــى كـــــه ،
  
μ

R
~ (x, y) ، آن*گــــاه0<

  
μ

R
~ (y, x) =0.

 پادمتقارن باشد،ًمى*توان گفت كه اگر رابطه*ى فازى كاملا
 پادمتقارن نيز هست. ولى يك رابطه*ى فازى پادمتقارن،ًحتما
 پادمتقارن نيست.ً كاملاًلزوما

Rد) 
تــرايــايــى) اســـت، در صـــورتـــى كـــه( تــعـــدى ~

  R
~

1 O R
~

2 ⊆ R:و به عبارت ديگر 
μ

R
~
Ο R

~ (x, y) ≤ μ
R
~ (x, y)

,x)كه  y) ∈X × X.

Xرابطه*ى فازى مـقـابـل را در مـجـمـوعـه*ى  مـثـال: × Xكـه 

  X = x1, x2, x3 , x4{ R است، در نظر بگـيـريـد. رابـطـه*ى {
~

بازتابى نيست، زيرا 
  
μ

R
~ (x1, x1) ≠1.

در واقع، رابطه* زمانى بازتابى است كه اعضاى موجود روى
قطر اصلى ماتريس، همگى يك باشند.

  

                 x1 x2 x3 x4

R
~
=

x1

x2

x3

x4

0/ 4 0 0/ 7 0

0 1 0/ 9 0/ 6

0/ 8 0/ 4 0/ 7 0/ 4

0 0/1 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Rرابطه*ى 
ً  تقارنى نيست، زيرا مثلا~

  
μ

R
~ (x1, x3 ) =0/ 7،

ولى
  
μ

R
~ (x3 , x1) =0/ R. در واقع رابطـه*ى 8

 زمانى تقـارنـى~
است كه ماتريسس متناظر آن متقارن باشـد، يـعـنـى درايـه*هـاى
متناظر در بالا و پايين قطر اصلى دوبه*دو برابر باشند. رابطـه*ى

R
 پادمتـقـارن نـيـسـت، زيـراً پادمـتـقـارن اسـت، ولـى كـامـلا~
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  μ(x1, x2) ,μ(x2   و 0= x1) R. در واقع، رابطه*ى 0=
 زمانى~

a و aijپادمتقارن است كه درايه*هاى عمومى  jiاز ماتريس متناظر 
R
ً يا مختلu يا هر دو صـفـر بـاشـنـد، ولـى در حـالـت كـامـلا~

پادمتقارن يكى از اين دو درايه بايد مثبت و ديگـرى بـايـد صـفـر
باشد.

مثال ديگرى براى بررسى تعدى*بودن يك رابطه*ى فازى در
Rنظر مى*گيريم. فرض كنيم 

X در ~ × Xuبه*صورت زير تعري 
شود:

                

  

                 x1 x2  x3 x4

R
~
=

x1

x2

x3

x4

0/ 2 1 0/ 4 0/ 4

0 0/ 6 0/ 3 0

0 1 0/ 3 0

0/1 1 1 0/1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Rدر اين*صورت، 
~
ΟR

~ uمطابق تعري max− minتركيب 
رابطه*ى فازى، به*صورت زير به*دست مى*آيد:

                        

  

                        x1 x2 x3  x4

R
~
ΟR

~
=

x1

x2

x3

x4

0/ 2 0/ 6 0/ 4 0/ 2

0 0/ 6 0/ 3 0

0 0/ 6 0/ 3 0

0/1 1 0/ 3 0/1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

ملاحظه مى*كنيم، چون هر يـك از درايـه*هـاى مـوجـود در
Rماتريـس 

~
ΟR

R يا بيشتر از درايه*ى متناظر آن در مـاتـريـس ~
~

Rاست. لذا 
 يك رابطه*ى تعدى است.~

Rاگـر  .١نـكـتـه�ى 
 بازتـابـى و تـعـدى بـاشـد، آن*گـاه~

R
~
ΟR

~
= R

~.

R  اگـر  .٢نكـتـه�ى 
~

R   و 1
~

 دو رابطه*ى تـعـدى بـاشـنـد2

  R
~

1 O R
~

2 = R
~

2 O R
~

R  ، آن*گـاه 1
~

1 O R
~

 نـيـز تـعــدى2
است.

Rرابطه*ى فازى  تعري=:
X را در ~ × X،هم*ارزى گوييم 

هرگاه بازتابى، تقارنى و تعدى باشد. مثال زير، نمـونـه*اى از

X  يك رابطه*ى فازى هم*ارزى است كـه  = x1, x2, ..., x6{ }.
خواص مذكور را در اين رابطه مى*توانيد بررسى كنيد.

  

              x1     x2     x3    x4    x5     x6

R
~
=

x1

x2

x3

x4

x5

x6

1 0/ 2 1 0/ 6 0/ 2 0/ 6

0/ 2 1 0/ 2 0/ 2 0/ 8 0/ 2

1 0/ 2 1 0/ 6 0/ 2 0/ 6

0/ 6 0/ 2 0/ 6 1 0/ 2 0/ 8

0/ 2 0/ 8 0/ 2 0/ 2 1 0/ 2

0/ 6 0/ 2 0/ 6 0/ 8 0/ 2 1

Rرابـطـه*ى فـازى  تـعـريـ=:
X در ~ × Yرا ترتـيـب فـازى 

گوييم، هرگاه بازتابى، پادتقارنى و تعدى باشد  آن را رابطه*ى
ًترتيب فازى كامل گوييم، هرگاه اين رابطه انعكاسـى، كـامـلا

پادمتقارنى و تعدى باشد.
حال بررسى كنيد، آيا رابطه*ى فازى مقـابـل يـك رابـطـه*ى

ترتيب فازى است يا ترتيب فازى كامل يا هيچ*كدام؟

  

R
~
=

1 0/ 4 0/ 8 0/ 7

0 1 0 0/ 2

0 0/ 6 1 0

0 0 0/ 3 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

Rمنظور از وارون رابطه*ى فازى  تعري=:
R   كه آن را با ~

~ −1

نمايش مى*دهيم، رابطه*اى است فازى كه تابع عضويـت آن بـه
صورت زير تـعـريـu مـى*شـود:

  
μ

R
~ −1(x, y) = μ

R
~ (y, x)بـه .

R  عبارت ديگر، ماتريس متناظر 
~ −1

 ترانهاده*ى ماتريس متناظـر
R
 است.~

Rدر جداول زير، روابط  مثال:
R   و ~

~ −1

 را ملاحظه مى*كنيد.

  

R
~
=

1 0/ 7 0/ 3

0/ 8 0/ 4 0/ 6

0 0/1 0/ 5

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⇒ R

~ −1

=
1 0/ 8 0

0/ 7 0/ 4 0/1

0/ 3 0/ 6 0/ 5

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

رابطه*هاى همانى، مرجع و صفر به صورت*هـاى تعري=:
زير تعريu مى*شوند:

(رابطه*ى همانى)                       
  
μ I (x, y) =

1        x = y

0        x ≠ y
⎧
⎨
⎩

μz  (رابـطــه*ى صــفــر)  (x, y) رابـطــه*ى مــرجــع)( و 0=
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  μU (x, y) x كـه در آن*هـا 1= ∈X و y ∈Yمـاتـريـس*هـاى .
زير، نمونه*هايى از ماتريس*هاى معرف اين روابط هستند:

  

I =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
,  U =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
,  Z =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

توجه مى*كنيم، اين روابط همگى قطعى هستند و حالت*هاى
خاص يك رابطه*ى فازى محسوب مى*شوند كه در آن، مقاديـر

 است.١ يا °درجه*هاى عضويت فقط 

 :oمتمم رابـطـه*ى فـازى تعريـR
R كه آن را بـا ~

~ cنمايـش 
مى*دهيم، رابطه*اى فازى است كه تابع عضويت آن به صورت

زير تعريu مى*شود:

  
μ

R
~ c (x, y) =1− μ

R
~ (x, y)

جداول زير يك رابطه*ى فازى و متمم آرا نمايش مى*دهد. مثال:

  

R
~
=

0/ 2 0/ 5 0/ 8

0/ 4 1 0

0/ 8 0/ 2 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⇒ R

~ c

=
0/ 8 0/ 5 0/ 2

0/ 6 0 1

0/ 2 0/ 8 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

برخى از خواص وارون و متمم رابطه*ى فازى در زير مطرح
شده*اند:

١.   (R
~

1∪ R
~

2)−1 = R
~

1
−1∪ R

~
2
−1

R)         و 
~

1∩ R
~

2)−1 = R
~

1
−1∩ R

~
2
−1

٢. 
  (R

~ −1

)−1 = R
R) و ~

~ c

)c = R
~

٣.   (R
~

1∩ R
~

2)c = R
~

1
c∪ R

~
2

cو 

        
  (R

~
1∪ R

~
2)c = R

~
1
c∩ R

~
2

c )(قوانين دمورگان

٤. 
  (R

~ −1

)c = (R
~ c

)−1

٥. 
  R
~

1 ⊆ R
~

2 ⇒ R
~

1
−1 ⊆ R

~
2
−1

يك مثال راحت براى توجيه مفهوم يك رابطه*ى فازى را در
زير مطرح مى*كنيم:

 وXفرض كنيد: {انبه، انگور، پرتقال، هندوانه، خيار}=
R، رابطه*ى فازى Y{سنگين، گرد، دراز}=

x را به صورت «~

X  اسـت» درy ًتقريـبـا × Y،در نظر مى*گيـريـم. جـدول زيـر 
نمونه*اى از اين رابطه*ى فازى را بيان مى*كند. براى هر كدام از

 راY، هر چه قدر خاصيت موجـود در Xميوه*هاى موجـود در 
 و هر مقدار١بيشتر دارا باشند، در جدول عددى نزديك*تر بـه 

كمتر اين خاصيت*ها را دارا باشند، عددى نزديك به صفر را به
عنوان درجه*ى عضويت آن زوج مرتب در نظر مى*گيريم.

                    
 انبه       انگور    پرتقال   هندوانه   خيار

  

R
~
=

1 0 0 0 0/1

0 0/ 9 1 0/ 9 0/ 3

0/1 1 0/ 2 0 0/ 4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

                                                                                               

دراز

                                                                                               

گرد

                                                                                               
سنگين

R و Y و {كرج، اراك، بندرانزلى}=X فرض كنيد {رشت، قم، تهران}= .١تمرين 
X رابطه*اى فازى در ~ × Yبه صورت 

»xبه ً تقريبا y.كنيد uنزديك است» باشد. (از نظر مسافت)، با استفاده از رسم يك جدول، اين رابطه*ى فازى را توصي 

فـرض كـنـيـد  .٢تـمـريـن 
  

R
~
=

1 0/ 7 0/ 5

0/ 8 0/ 2 0/ 4

0/1 0/ 5 0/ 9

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 و 
  

S =
0/ 3 0/1 0/ 8

0/ 9 0/ 7 0/ 5

1 0/ 2 0/ 3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

R  ، مطـلـوب اسـت 
~ −1

 ،  S
~ −1

 ،R
~ c،

R
~
∪ S

~ ،  (R
~
∪ S

~
R   و 1−(

~ −1

∪ S
~ −1

R). هم*چنين صحت قانون دمورگان به صورت 
~
∩ S

~
)c = R

~ c

∪ S
~ c

 را تحقيق كنيد.

  ..........................................................................................................شتپى�نو
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v{U¹—v{U¹—
‰Ë« ‰UÝ‰Ë« ‰UÝ

ميرشهرام صدر ●

اى حلمسائل بر

 و 2   بين .١
  

4
3

 دو عدد گويا به*دست آوريد.
 مقدار عبارت زير را محاسبه كنيد:.٢

  
A = 3 5 −1 + 3 5 −9

 كمانى بزنيم تا محـور را درAB و شعـاع A در شكل زير، اگر به مركـز .٣
 نمايش چه عددى است؟D قطع كند، Dنقطه*ى 

 درستى رابطه*ى زير را با رسم يك شكل هندسى نشان دهيد:.٤
  (a +2+ b)(x + 3) = 3a + 3b + ax + bx +2x + 6

 هر يك از مجموعه*هاى زير را با نوشتن عضوهايش مشخص كنيد:.٥
 (oال

  
A = 4n −1 n ∈Z,−2 ≤ n ≤ 2{ }

 ب)
  
B = x x ∈|N,

2− x
x − 4

> −1
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

x)   اگــر .٦ − y), (3x + 3y){ } = 6{ ، در ايـن*صــورت حــاصــل{

  

xy +1
x + yx

 را بيابيد.

حاصل عبارت*هاى زير را محاسبه كنيد.. ٧
(oال   A = (1+23 )−1 + (1+2−3 )−1

 ب)
  
B = 250 +249 +248

247

a    اگر .٨
50 = 2a25 در اين صورت مقدار،  a

a)   را بيابيد 100 ≠0).
n)  عضوى و n مجموع تعداد زير مجموعه*هـاى دو مـجـمـوعـه*ى .٩ +2)

 را محاسبه كنيد.n است، مقدار ∞١٦عضوى برابر با 
 ابتدا مخرج كسر زير را ساده و سپس گويا كنيد..∞١

  
A = 1

2 18 − 50−2 8

>) محيط و مساحت شكل زير را بيابيد.  .١١ D =< C)

 حاصل عبارت*هاى زير را به كمك اتحادها بيابيد:.١٢
 (oال

  
A = 2a(2a + x2) + x4[ ](4a2 + x4 −2ax2)

B   ب) = (9a2 − 6ab + b2)(9a2 + 3ab + b2)2

a   اگر .١٣ + b = ab   و 5 = a  ، مقدار عددى 3
3 + b3.را محاسبه كنيد 

 چند جمله*اى*هاى زير را تجزيه كنيد..١٤
 (oال  A = x2 − y2 − 4+ 4y

B  ب)  = x3 − 3x +2

A(2a   را طورى تعيين كنيد كه فاصله*ى نقطه*ى a مقدار .١٥ +1 ,  a −2)

 باشد.10  از مبدأ مختصات برابر با 
 معادله*ى خطى را بنويسيد كه از محل تلاقى دو خط به معادله*هاى زير.١٦

,B(2   و A(2,1)  بگذرد و بر خطى كه از دو نقطه*ى   مى*گذرد، عمود(3
باشد.

  d1:y = x +2

  d2 = y = 2x −1

 را به*دست آوريد.d و a ،b ،c در شكل زير، مقدار اجزاى مجهول .١٧

كسر . ١٨
  

I =
(x + 1

y
)m (x − 1

y
)n

(y + 1
x

)m (y − 1
x

)n
 را ساده كنيد.

 متر، مى*خواهيم قاليچه*اى به٧ در ٦ در اتاقى مستطيل شكل به ابعاد .١٩
 را پهن كنيم، به*طورى كه فاصله*ى لبه*ى قالى تا ديوار از٤ در ٣ابعاد 

هر طرف برابر باشد. فاصله*ى قالى تا ديوار در هر طرف چه*قدر است؟

، دانشمندان زمين*شناس روسيه١٩٨٤در جريان حفارى زمين در سال . ∞٢
  كيلومترى زير سـطـحxبه اين نتيجه رسيدند كه درجـه*ى حـرارت در 

زمين، از رابطه*ى زير به*دست مى*آيد:

  T = 25(x − 3) + 30 ;  3 ≤ x ≤15

 درجه*ى حرارت برحسب سانتى*گراد است. مشخصTدر اين رابطه، 
 تـا2000C  كنيد، در چه محدوده*اى از عمق زمين، درجه*ى حرارت بيـن 

  3000C.تغيير مى*كند 

c
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 UO{U¹— UO{U¹—
ÂËœ ‰UÝÂËœ ‰UÝ

اى حلمسـائـل بـر هوشنگ شرقى ●

اى حلمسائل بر
 ÈÅtÝbM¼ ÈÅtÝbM¼±±

محمد�هاشم رستمى ●

 جمله*ى عمومى دنباله*ى حسابى را مشخص كنيد كه مجموع جـمـلات.١
و جمله*ى ششم آن دوبرابر جمله*ى چهارم آن١٦سوم و پنجم آن مساوى 

باشد.
٢. t 3   را طورى به*دست آوريد كه سه جـمـلـه*ىt ،  t t   و 2+  جمـلات1−

متوالى يك دنباله*ى هندسى باشند.
 دنبالـه*ى .٣

  
an = 2n +1

4n −1
 پنج جمله*ى نخسـت ايـنً مفروض اسـت. اولا

 نشان دهيد جملات اين دنباله به عدد ًدنباله را بنويسيد، ثانيـا
  

1
2

 نزديـك
مى*شوند.

 مقدارهاى زير را به*دست آوريد:.٤

  
 ( 5 )3− 2[ ]3+ 2 )oال

  ( 5 −2) 3 + 2 .( 5 +2)
1

3 − ب( 2
٥.a و b را طورى به*دست آوريد كه رابطه*ى fدر زير، يك تابع وارون*پذير 

f  باشد. سپس  f   و f را مشخص و نمودار 1−  را در يك دستگاه مختصات1−
رسم كنيد.

  f = (1, a + b), (1, 3), (2, a − b), (−3,−1), (a − b,−1){ }

f   را تعيين كنيد كه f معادله*ى تابع خطى .٦ (2) f   و 1= (3) =  باشد.1−
 در زير را مشخص كنيـد. سـپـس مـقـاديـرg و fدامنه*ى تعريـu تـوابـع . ٧

  f (g(−1)) و 
  
g(f(

1
2

 را به*دست آوريد.((

  
g(x) = 2

−x +  و 3
  
f (x) = 2x +1

4x −1

f ابتدا نمودار تابع با ضابطه .٨ (x) = xرا و سپس از روى آن، نمودارهاى 
y  توابع  =1− x و   y = x  را رسم كنيد.1−1+

 دامـنـه*ى تـعـريـu تــابــع بــا ضــابــطــه*ى .٩
  
f (x) = (x −2)(3 − x)

(x +2)
 را

 به*دست آوريد.
y   نمودار تابع با ضابطه*ى .∞١ = 2−x  را رسم كنيد.1−
 نفر است. اگر اين جمعيت∞∞∞∞∞١ جمعيت شهرى كوچك، اكنون .١١

ًدرصد افزايش يابد، چهار سال بعد، جمعيت شهر تقريبا٢با نرخ رشد 
چند نفر است؟

c   و c و a ، b ثابت كنيد براى هر سه عدد حقيقى و مثبت .١٢  داريم:1≠
logc

a

b = logc
a − logc

b

  معادله*ى زير را حل كنيد:.١٣
  logx

x+1+ logx
x+2− logx

6 =1

f   با ضابطه*ى f نمودار تابع .١٤ (x) = 2sin2x  را در يك دوره*ى تناوب1−
آن رسم كنيد.

متر∞∞٢متر و ∞∞١ زمينى مثلثى شكل داريم كه طول*هاى دو ضلع آن .١٥
 طول سوميـنً اسـت. اولا∞٦است و زاويه*ى بين اين دو ضلـع نـيـز °

مساحت زمين را محاسبه كنيد.ًضلع اين مثلث را به*دست آوريد. ثانيا
 ماتريس .١٦

  
A =

1 2

1 3
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 را طورىB مفروض است. ماتريس دو دردوى 
بيابيد كه داشته باشيم:

  A2 + B = A−1

 با حروف كلمه*ى «پيوند» چند كلمه*ى بدون نقطه* مى*تـوان نـوشـت؟.١٧
(كلمه از حداقل دو حرف درست شده است.)

 پدر دانش*آموزان يك مدرسه، شش نفر٨ مادر و ٦ مى*خواهيم از بين .١٨
را به عضويت انجمن اوليا و مربيان مدرسه در آوريم. اين كار به چند

طريق ممكن است، اگر در انجمن:
(oتعداد زن*ها و مردها برابر باشد.ال 

 مردها اكثريت داشته باشند.ب)

2m  *، ١٧ را چنان تعيين كنيد كه m حدود .١   اندازه*هاى ضلع*هاى٢٥ و 1−
يك مثلث باشند.

 را در شـكـلy و x اندازه*هـاى .٢
داده شده تعيين كنيد (پيكان*هاى
هم*جهـت خـط*هـاى مـوازى را

نشان مى*دهند).
 ضلعى از تعداد ضلع*هاى آن چه*قدر بيشتر است؟٢٧ تعداد قطرهاى يك.٣

ABCD مـتــوازى*الاضــلاع .٤

 وABوسط ضلع  Eراداريم. 
F  وسط ضلـع   CD است. از E

 را بر قطرFN عمود F و از EMعمود 
AC  رسم مى*كنيم. ازM به B و از Nبه 

D:وصل مى*كنيم. ثابت كنيد 
(oدو  مثلث ال AME و CNF          .ب) هم*نهشت*اند MB=ND



سطهمتو


نوز٤٩
دهمدوره
ى

٣  شمـــاره
ى

١٣٨٩بهار 

اى حلمسائل بر مجتبى رفيعى ●

ÊUÐU�ŠÊUÐU�Š

 ارتفاع مثلثى سه برابر قاعده*ى نظير آن است. اگر مساحت اين مـثـلـث.٥
 واحد سطح باشد، اندازه*ى اين ارتفاع و قاعده*ى نظيرش  را بيابيد.٢٩٤

ABC)   ̂A از مثلث قائم*الزاويه*ى AH ارتفاع .٦ = 90o(را 
AH  رســم كــرده*ايــم. اگــر  BH   و 12= = 5

AB ، ضلع*هاى BCباشد، طول وتـر 

 و مساحت مثلث را تعييـنACو 
كنيد.

، يــك١٦. در دايــره*اى بــه شــعـــاع ٧
شش*ضلعى منتظم محاط شـده اسـت

(شكل رو*به*رو).
(oاندازه*ى ضلع اين شش*ضلعىال 

منتظم را بيابيد.
 انـــدازه*ى مـــســـاحـــت ايــــنب)

شش*ضلعى منتظم را تعيين كنيد.
 را با توجه بـه شـكـل دادهxانـدازه*ى . ٨

شده تعيين كنيد. پيكان*هاى هم*جهت
خط*هاى موازى را نشان مى*دهند.

 است.١١٤ و محيط مثلث متشابه با آن ∞٢و ١٢*، ٦ ضلع*هاى يك مثلث .٩
(oاندازه*ى ضلع*هاى مثلث اخير را تعيين كنيد.ال 

 نسبت مساحت*هاى اين دو مثلث را تعيين كنيد.ب)

 را با تـوجـه بـهy و x اندازه*هـاى .∞١
شكل داده شده تعيين كنيد.

٢٤ است. حجم اين مكعب مستطيـل، 5k   و 2k،  3k   ابعاد مكعبى .١١
6  برابر حجم مكعبى بـه قـطـر   است. طول قطر مكعب مستطـيـل را3

بيابيد.
 داده شده است. هـرم٤٢ و ارتفـاع ١٢ استوانه*اى به شعاع قـاعـده*ى .١٢

 در اين استوانه چنان محاط اسـت كـه١٨منتظم شش پهلويى به ارتـفـاع 
) روى مــركــز قــاعــده*ىsرأســش (

استوانه و قاعده*اش موازى قـاعـده*ى
 نيـزoاستوانه است. كره*اى به مـركـز 

در اين استوانه چنان محاط اسـت كـه
 با مركز قاعده*ى هـرم و'Tدر نقطه*ى 
 با مركز قاعـده*ى ديـگـرTدر نقطـه*ى 

هرم و بر استوانه در طول يك دايره*ى
عـظـيـمـه مــمــاس اســت. (شــكــل

روبه*رو). مطلوب است:
(oمحاسبه*ى حجم هرم؛ال 

 محاسبه*ى حجم كره؛ب)
 حـجـم فـضــاى خــالــى درونپ)

استوانه؛
 باشد، چـه٤٢ در اين مسأله، اگر ارتفاع استـوانـه عـددى غـيـر از ت)

وضعى پيش مى*آيد؟

f   با ضابطه*هاى g و f توابع .١ (x) = x2 و 
  
g(x) = 1

x
 وfog مفروض*اند. 

gof را محاسبه و سپس درست يا نادرست بودن  gof=fogرا نتيجه*گيرى 
كنيد.

f   اگر .٢ (x) = log(x + x2 f   باشد، نشان دهيد: (1− (2x2 −1) = 2f (x)

f   تابعى يك به يك وf اگر .٣  معكوس آن باشد، ضابطه*ى معكوس تابع1−
  g(x) = 2− 3f (4+ 5x).را به*دست آوريد  

f   با ضابطه*ىf زوج و يا فرد بودن تابع .٤ (x) = log( x2 +1− x)را بررسى 
كنيد.

 حاصل حدهاى زير را به*دست آوريد..٥

  
lim

x→−1

3x2 +2x −1

x3 + x +2
 )uال

  
lim

x→1−

x2 −1

1− x
ب( 

  
lim

x→+∞

x + 3

x2 + x
ج( 

 معادله*هاى مجانب*هاى قائم و افقى .٦
  
f (x) = x

x2 −1
 را به*دست آوريد.

 را طـــورى تـــعـــيـــيـــن كـــنــــيــــد كــــه تــــابــــعb و a مـــقــــاديــــر .٧

  

f (x) =
[x −1]+2a     x < 3

x + b −1             x = 3

x2 −2x +1   x > 3

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x0   در  =  پيوسته باشد.3

٨. (oمشتق توابع زير را حساب كنيد (ساده كردن مشتق الزامى نيست).ال 

  f (x) = x2 − 5x
3

 sin(3x)
  
g(x) = Arcsin(5x) − tan(

1
x

)

f′   اگر ب)        (x) = x2 y   باشد، مشتق تابع 1+ = f (5x2 − x)را نسبت 
 تعيين كنيد.xبه 

 اگر منحنى تابع به معـادلـه*ى .٩
  
y = ax + b + 2x2

x − 4
 به تابع هموگرافـيـك

y  تبديل شود و مركز تقارن منحنى روى خط بـه مـعـادلـه*ى = 2x،باشد 
 را بيابيد.b و aمقادير 

y   تابع .∞١ = ax3 + bx2 + cx + d مفروض است. ضرايب a ،b،c و dرا 

H

α
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 ÈÅtÝbM¼ ÈÅtÝbM¼≤≤

اى حلمسائل بر محمدهاشم رستمى ●

 نقطه*ى ماكزيمم تابع باشد و نقـطـه*ى عـطـM(1,2)u  چنان بيابيـد كـه 
منحنى بر مبدأ مختصات منطبق باشد.

f   ضابطـه*ى f مشتق*پذيرى تابع .١١ (x) = x2(x x   را در (1+  بررسى0=
كنيد.

 مفروض است. مطابق شكل زير، مستطيلى5   نيم*دايره*اى به شعاع .١٢
در آن محاط مى*كنيم. ابعاد مستطيل را چنان بيابيد كه محيط مستطيـل

ماكزيمم باشد.

 ابتدا نمودار تابع .١٣
  
f (x) =

2x       x ≥0

1− 3x    x ≤0
⎧
⎨
⎩

 را رسم كنيد با استفاده از آن،
حاصل 

  
f (x)dx
−1

1

 را بيابيد.∫

اى حلمسائل بر
فرخ فرشيان ●

‰UL²Š« Ë  d³ł‰UL²Š« Ë  d³ł

nبا استفاده از اصل استقراى رياضى ثابت كنيد، براى هر عدد طبيعـى . ١

داريم:
  (2n)! = 2n × n!× (1× 3 × 5×...×(2n −1))

. كدام يك از عبارات زير درست و كدام يك نادرست است. در صورت٢
نادرست بودن، يك مثال نقض پيدا كنيد.

    (oاگر ال α و β ،اعدادى گنگ باشد αβ.نيز عددى گنگ است 
a   نباشـنـد، ٣  مضـرب c و a ،b اگـر ب)      

2 + b2 + c2 بخـش*پـذيـر٣ بـر 
نيست.

 عـددى گــنــگx  عـددهــايــى گــويــا و'a ،a' ، b' ،b. فـرض كــنــيــم  ٣
axبـاشـد،درصـورتـى كـه  + b

a' x + b'
 عـددى گـويـا بـاشـد، بـا اسـتـفــاده از

aاسـتدلال استنتاجى ثابـت كـنيد 
a'

= b
b'

.
 عددى گنگ بـاشـد،2  . با استدلال برهان خلu ثابـت كـنـيـد كـه اگـر ٤

  2  نيز گنگ است.1+
A  . فرض كنـيـم ٥ = a1,a2,...,an{ }.n ∈N  A ⊂ N عضـو٥ و حـداقـل 

 داراى رقم يكان برابر باشند. در اين صورت، كمـتـريـنAمجموعـه*ى 
 را به*دست آوريد.nمقدار 

. اگـــر ٦
  
An = m ∈Z m ≥ −n,2m ≤ n{ }    n ∈Nبـــاشـــد، اعـــضــــاى 

×(A2ΔA1)  مجموعه*ى  A3.را به*دست آوريد 
. با استفاده از جبر مجموعه*ها ثابت كنيد:٧

A − (B∪C)[ ]∪ A − (A∩B)[ ] = A − B

i  . اگــر٨ ∈ 1,2{ Ai   و { = −i,4− i[ A2   بــاشــد، نــمــودار [ × A1را روى 

محورهاى مختصات نمايش دهيد.
 به*صورت  زير تعريu شده است:R2  روى  R. رابطه*ى ٩

(a,b)R(c,d) ⇔ a + b = c + d

     (oنشان دهيد     ال R.يك رابطه*ى هم*ارزى است 
](1,3)   كلاس هم*ارزى    ب)       را رسم كنيد.[
. يك سكه پرتاب مى*كنيم. اگر سكه رو بيايد، سكه*ى ديگرى پـرتـاب∞١

مى*كنيم و اگر سكه پشت بيايد، يك تاس پرتاب مى*كنيم. اگر عدد رو
شده در تاس زوج باشد، باز يك سكه پرتاب مى*كنيـم و اگـر عـدد رو
شده در تاس فرد باشد، از كيسه*ى محتوى يك مهـره*ى سـفـيـد، يـك

مهره*ى سبز و دو مهره*ى آبى، يك مهره* بيرون مى*آوريم:
        (oفضاى نمونه*اى اين تجربه*ى تصادفى را بيابيد.ال 

 آن*كه مهره*ى سبز بيايد؟Aبيشامد ب)          
 بيايد؟٣ آن*كه در پرتاب تاس عدد B بيشامد ج)         
 ؟A-B بيشامد د)         

. يك تاس به گونه*اى ساخته شده است كه احتمال آمـدن هـر عـدد، بـا١١
مربع آن عدد، متناسب است.اين تاس را پرتاب مى*كنـيـم. احـتـمـال

اين*كه عدد فرد بيايد، چند است؟
 انتخاب مى*كنـيـم،١. وترى را به تصادف از درون دايره*اى بـه شـعـاع ١٢

 بيشتر باشد.3  احتمال آن را بيابيد كه طول اين وتر از
 باشند، ثابت كنيد:S دو بيشامد از فضاى نمونه*اى B و A. اگر ١٣

P((A∩B)' )+ P((A∪B)' ) = P(A' )+ P(B' )

 داده شده است. نيم*سازهاى زاويه*هاى درونى٨ و ٦ مستطيلى به ابعاد .١
مستطيل را رسم مى*كنيم. ثابت كنيد چهارضلعى حاصل از برخورد اين
نيم*سازها يك مربع است. اندازه*ى مساحت اين مربع را به دست آوريد.

آيا رابطه*اى بين مساحت اين مربع و ضلع*هاى مستطيل وجود دارد؟

 نــيــم*ســازBDدر شــكــل، . ٢
 از مـثـلــثBزاويـه*ى درونـى 

ABC است. اندازه*هاى x و y

تعيين كنيد.

⎧ ⎨⎪ ⎪ ⎩⎪ ⎪
5
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  هر كدام يك*بار نوشته شده و جـالـب٩كليه اعداد از صفر تـا 
 قابل قسمت١٨ تا ٢آن*كه اين عددهاى ده*رقمى به كليه اعـداد از 

هستند.
٤٨٧٦٣٩١٥٢∞

٣٧٨٥٩٤٢١٦∞

  رقمى را خوب نگاه كنيد عدد جالبى است.٩اين عدد   
و دنا*هدمآ هبترم*كي ماـدك ره  ٩ ات كي زا دادعا هـيلك ددع نيا رد

هس ،٢ ددع هب نآ لوا ددع ود تسا نآ ددع نيا رگيد بلاج تيصاخ
نآ لوا ددع جنپ ،٤ ددع هب نآ لوا ددع راهچ ،٣ ددع هب نآ لوا ددع
.تسا تمسق لباق ٩ ددع هب نآ   لك ددع هن  هرخلااب و ٥ ددع هب

٣٨١٦٥٤٧٢٩

 باشد،AB < AC را رسم كرده*ايم. اگر AM، ميانـه*ى ABCدر مثلث . ٣
AM̂Bثابت كنيد  < AM̂C.

 در يك صفحه داده شده*اند. نقطه*اى از يك صفحهd و خط xoyزاويه*ى . ٤
 و از دو ضلع زاويه به يك فاصله باشد.l به فاصله*ى dرا بيابيد كه خط 

 عمود بـرOH هستنـد. C(O,5)   دو وتر از دايره*ى CD و ABدر شكـل . ٥
AB و OK عمود بر CD.است 

(oاگــــر الـــ   OH =  بـــاشـــد،3
 را تعيين كنيد.ABاندازه*ى وتر 

CK  اگر ب)  =  باشد، اندازه*ى3
OK و CD.را تعيين كنيد 

 را با هم مقايسه كنيد. كدام بزرگ*تر است؟ كدامCD و AB دو وتر پ)
به مركز دايره نزديك*تر است؟ چه نتيجه*اى مى*گيريد؟

 قرار دارد،C(O,10)   از مركز دايـره*ى ٢٦ كه به فاصلـه*ى Mاز نقطه*ى . ٦
M و MTدو ممـاس  ′T را بر دايره رسم مى*كنـيـم. سـپـس T ′T ،OT،

O ′T و OM را رسم مى*كنيم. اگر H نقطه*ى برخورد OM و T ′T،باشد 
حساب كنيد:

(oاندازه*ى مماس*هاى ال MT و M ′T؟
T اندازه*ى وتر ب) ′T؟
؟OH اندازه*ى پاره*خط پ)

٨ و به طول AB درجه، مقابل به پاره*خـط ∞١٢كمانى درخور زاويه*ى . ٧
رسم كرده*ايم.

(oاندازه*ى شعاع دايره*اى را كه اين كمان در خور بخشى از آن است،ال 
تعيين كنيد.

 را به دست آوريد.AB فاصله*ى مركز دايره از وتر ب)
 را با توجه به شكلy و xاندازه*ى . ٨

MTداده شـده بـه دسـت آوريـد. 

 وTمماس بـر دايـره در نـقـطـه*ى 
 مركز دايره است.Oنقطه*ى 

C′   و C(O,6)  دو دايـره*ى . ٩ ( ′O O   با خـط  الـمـركـزيـن (8, ′O =  داده20
شده*اند.

 (oوضع اين دو دايره را نسبت به هم تعيين كنيد.ال
اندازه*ى مماس مشترك برونى و درونى اين دو دايره را در صورتب) 

وجود تعيين كنيد.

A  نـقـطـه*هــاى . ١° = (2,−4) ،  B = (−3,2) ،  C = (1, D   و (3 = (6,−3)

رأس*هاى يك متوازى*الاضلاع*اند.
 (oضابطه*ى انتقـالـى را كـه رأس الA را بـر رأس C،تصوير مى*كـنـد 

بنويسيد.
اين متوازى*الاضلاع و تصويرش را تحت انتقال بالا رسم كنيد.ب) 

Δ:2x  تــبــديــل يـــافـــتـــه*ى خـــط . ١١ + 7y − 5  تــحــت تــبـــديـــل0=
  T(x, y) = (x +2,2y Δ را تعيين كنيد. آيا اين تبديل يـافـتـه بـا خـط (1−

موازى است؟
(E)دو صفحه*ى موازى . ١٢

 روىS، نــقــطــه*ى (F)و 
ABC و مثلث Eصفحه*ى 

 دادهFروى صــفــحـــه*ى 
شده*اند. اگـر نـقـطـه*هـاى

′A ،′B و ′Cرا به ترتيب 
 چنانSC و SA ،SBروى 

بگيريم كه اين پـاره*خـط را
به نسبت 

  

1
3

 قطعS از رأس 
كنند، ثابت كنيد صفحه*ى

A′مـــثــــلــــث  ′B ′Cبـــا 
 مــوازى(F)صــفــحـــه*ى 

است.
 داده شده*اند. مكان هندسى نقطـه*اى ازD و A ،B ،Cچهار نقطـه*ى . ١٣

 به يك فاصله باشد.D وA ،B ،Cفضا را بيابيد كه از چهار نقطه*ى 

اعداد جالب رياضى

تفريح انديشه

T
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حل تشريحى مسائل

/1~2     مى*دانيم كه:. ١ 4 = 14
10

= 7
5

بنابراين، بين 
  

4
3

 و 
  

7
5

 دو عدد گويا به دست مى*آوريم:

  

4
3
= 4× 5

3 × 5
= 20× 3

15 × 3
= 60

45

  

7
5
= 7 × 3

5 × 3
= 21× 3

15 × 3
= 63

45

  

60
45

< 61
45

< 62
45

< 63
45

٢.                                                                          A = 3( 5 −1) + (9− 3 5 )

                                                                              = 3 5 − 3 +9− 3 5 = 6

٣.    AHC
Δ

:AC2 = CH2 + AH2

                                                                                      =12 +12 = 2

                                                                                     ⇒ AC = 2

  AHB
Δ

:AB2 = AH2 + HB2

                                                                                      =12 +22 = 5

                                                                          
  

⇒ AB = 5

⇒ DA = AB = 5

OD = OA − DA

                                                                                    = (OC + CA) − DA

                                                                                                =1+ 2 − 5

٤.

٥(oغيرقابل قبول                                         . ال  n = −2⇒ 4n −1 = −9

n  غيرقابل قبول  = −1⇒ 4n −1 = −5

n  غيرقابل قبول  =0⇒ 4n −1 = −1

n  قابل قبول  =1⇒ 4n −1 = 3

n   قابل قبول = 2⇒ 4n −1 = 7

  
A = 3 , 7{ }

                                                       ب)
  

2− x
x − 4

+1>0⇒ 2− x + x − 4
x − 4

>0

  
⇒ −2

x − 4
>0⇒ x − 4

2
>0⇒ x > 4

  B = 5,6,7, ...{ }

٦ .                                   
  

x − y = 6

3x + 3y = 6
⎧
⎨
⎩

⇒ x = 4, y = −2

  

xy +1
x + yx

= (4)(−2) +1
4+ (−2)(4)

= −8 +1
4− 8

= 7
4

٧  (oال.                                        
  
A = (1+ 8)−1 + (1+ 1

8
)−1 = 9−1 + (

9
8

)−1

                                                   
  
= 1

9
+ 8

9
=1

                                                                          ب)        
  
B = 248 (22 +2+1)

247 =14

٨      .
  
a50 = 2a25 ⇒ a50

a25 = 2⇒ a25 = 2

  a
100 = (a25 )4 = 24 =16

٩       .  2
n +2n+2 =160⇒ 2n (1+22) =160

                                         
  
⇒ 2n = 160

5
= 32 = 25 ⇒ n = 5

١∞                         .
  
A = 1

2 32 ×2 − 52 ×2 −2 23

                                    
  
= 1

6 2 − 5 2 − 4 2
= 1

−3 2
× 2

2
= 2

−6

١١   .  BHC:
Δ

BC2 = BH2 + HC2

                                                  ⇒ (5xy)2 = (3xy)2 + HC2

                         ⇒ 25x2y2 = 9x2y2 + HC2 ⇒ HC = 4xy

  

< D =< C ⇒
AD = BC = 5xy

D ′H = HC = 4xy

′H H = AB = 4xy

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

= AB + BC + CD + DAمحيط 
                                              = 4xy + 5xy +12xy + 5xy = 26xy

  
= (AB + CD) × BH

2
 مساحت

                                            
  
= (4xy +12xy) × 3xy

2
= 24x2y2

١٢(oال.                                A = [(4a2 + x4 ) +2ax2][(4a2 + x4 ) −2ax2]

                                                                         = (4a2 + x4 )2 − (2ax2)2

 *                              =16a4 + 8a2x4 + x8 − 4a2x4 =16a4 + 4a2x4 + x8

B  ب)   = (3a − b)2(9a2 + 3ab + b2)2

                                                               = [(3a − b)(9a2 + 3ab + b2)]2

            ***                                                                             = (27a3 − b3 )2

                                                                          = 729a6 − 54a3b3 − b6

١٣             .  (a + b)3 = a3 + b3 + 3a2b + 3ab2

  ⇒ a3 + b3 = (a + b)3 − 3ab(a + b)

                                                           = (5)3 − 3(3)(5) = 80

x{
3

ax 2x bx

3a 6 3b
⎧
⎨
⎩

⎧⎨⎩ ⎧⎨⎩ ⎧⎨⎩a b2
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١٤.  (oال                                                                     A = x2 − (y2 − 4y + 4)

                                                                                           = x2 − (y −2)2

                                                                    = (x − (y −2))(x + (y −2))

                                                                           = (x − y +2)(x + y −2)

B                                            ب)          = x3 − x −2x +2 = (x3 − x) −2(x −1)

                                                                               = x(x2 −1) −2(x −1)

       *                                                              = x(x −1)(x +1) −2(x −1)

                                                                                = (x −1)(x2 + x −2)

١٥.    OA = (2a +1)2 + (a −2)2

                               ⇒ 10 = 4a2 + 4a +1+ a2 − 4a + 4

                                    ⇒10= 5a2 + 5 ⇒ a2 =1⇒ a = ±1

١٦ .
  

y = x +2

y = 2x −1
⎧
⎨
⎩

⇒ x = 3,  y = 5

⇒           d2   و d1   محل تلاقى M(3,5)

 تعريo نشده
  
mAB = yB − yA

xB − xA

= 3 −1
2−2

mچون 
AB

هاست.y موازى محور AB تعريu نشده است، پس خـط 
ها مى*شود كه شيبx عمود است، موازى محور ABدر نتيجه، خطى كه بر 

  m  دارد. بنابراين داريم:0=

  (y − 5) =0(x − 3) ⇒ y = 5

١٧ .
  
ABH

Δ
:sin 60°= b

24
⇒ 3

2
= b

24

                                                                 ⇒ b =12 3

  
ABH

Δ
:cos60°= a

24
⇒ 1

2
= a

24
⇒ a =12

  
AHC

Δ
: tan 45°= d

AH
⇒1= d

12 3

                                                                  ⇒ d =12 3

  
AHC

Δ
:sin 45°= d

c
⇒ 2

2
= 12 3

c

                                                                   ⇒ c =12 6

١٨ .
  

I =

(xy +1)m

ym × (xy −1)n

yn

(xy +1)m

xm × (xy −1)n

xn

= xn+m

yn+m

١٩ .  SABCD = S ′A ′B ′C ′D + 4SMB ′M ′B +2S ′B ′M ′′M ′D +2SNM ′B ′A

  42 =12+ 4x2 + 8x + 6x
                                                                                     ⇒ 4x2 +14x − 30=0

  

⇒ 2x2 + 7x −15 =0⇒
x = −5

x = 3
2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪                

          غير قابل قبول          

                    

                          قابل قبول

٢∞                          .  200< T < 300⇒ 200< 25(x − 3) + 30< 300

                                               ⇒ 200< 25x − 45 < 300

                                                       ⇒ 245 < 25x < 345

                                                        
  
⇒ 245

25
< x < 345

25

                                                        ⇒ 9 / 8 < x <13 / 8

١ .  a3 = a1 +2d  ,  a5 = a1 + 4d  ,  a6 = a1 + 5d  ,  a4 = a1 + 3d

  
⇒

a3 + a5 =16

a6 = 2a4

⎧
⎨
⎩

⇒
2a1 + 6d =16

a1 + 5d = 2(a1 + 3d)
⎧
⎨
⎩

****************

  
⇒

a1 + 3d = 8

a1 + d =0
⎧
⎨
⎩

⇒ a1 = −4  ,  d = 4  ,  an = a1 + (n −1)d****************

  ⇒ an = −4+ (n −1)4⇒ an = 4n − 8****************

٢            .  (t +2)2 = (t −1)(3t) ⇒ t2 + 4t + 4 = 3t2 − 3t

  
⇒ 2t2 − 7t − 4 =0⇒ t = 7 ± 49+ 32

4
= 7 ±9

4
⇒ t = 4,− 1

2
************************************

٣.                     
  
a1 =1 ,  a2 = 5

7
 ,  a3 = 7

11
 ,  a4 = 9

15
= 3

5
 ,  a5 = 11

19

  
1,

5
7

 ,  
7
11

 ,  
3
5

 ,  
11
19

 , ...

      حال جملات اين دنباله را از 
  

1
2

 كم مى*كنيم و دنباله*ى زير را مى*سازيم:

  

1
2
−1 ,  

1
2
− 5

7
 ,  

1
2
− 7

11
 ,  

1
2
− 3

5
 ,  

1
2
− 11

19
 , ...

  

−1
2

 ,  
−3
14

 ,  
−3
22

 ,  
−1
10

 ,  
−3
38

, ...

      چنان*كه مى*بينيم، جملات اين دنباله (دنباله*ى تفاضل*ها) به تدريج زياد
و به صفر نزديك مى*شوند. بنابراين، دنباله*ى اصلى به 

  

1
2

 نزديك مى*شود.

٤.                       
  
( 5 )3− 2[ ]3+ 2

= ( 5 )(3− 2)(3+ 2) = ( 5 )9−2 )oال
          

  
= ( 5 )7 = ( 5 )2[ ]3 . 5 = 53 . 5 =125 5

  6
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1

3 − 2
= 3 + 2

( 3 − 2)( 3 + 2)
= 3 + 2

3 −2
= 3 + ب( 2

  ⇒ ( 5 −2) 3 + 2 .( 5 +2)
1

3 − 2********************

  
= ( 5 −2) 3 + 2 .( 5 +2) 3 + 2 = ( 5 −2)( 5 +2)[ ] 3 + 2*******************

  = (5 − 4) 3 + 2 = (1) 3 + 2 =1******************

٥. 
  

(1, a + b) ∈f

(1, 3) ∈f
⎫
⎬
⎭
⇒ a + b = 3

  

(−3,−1) ∈f

(a − b,−1) ∈f
⎫
⎬
⎭
⇒ a − b = −3

  

a + b = 3

a − b = −3
⎧
⎨
⎩

⇒ a =0 ,  b = 3

  ⇒ f = (1, 3)  ,  (2,−3)  ,  (−3,−1){ }*******************

  f
−1 = (3,1)  ,  (−3,2)  ,  (−1,−3){ }

٦.  f (x) = ax + b

  
⇒

f (2) = 2a + b =1

f (3) = 3a + b = −1
⇒

2a + b =1

3a + b = −1
⎧
⎨
⎩

********************

  ⇒ a = −2  ,  b = 5   f (x) = −2x + 5*******************
                                                                  

  
Df = R − 1

4
⎧⎨
⎩

⎫⎬
⎭
, Dg = (−∞, 3)

٧.

                              
  
g(−1) = 2

1+ 3
=1⇒ f (g(−1)) = f (1) = 3

3
=1

  
f (

1
2

) = 2
2−1

= 2⇒ g(f(
1
2

)) = g(2) = 2

1
= 2

٨.    
  

x 0 1 4 ...

y 0 1 2 ...
 f (x) = x

٩ .
  

(x −2)(3 − x)
(x +2)

≥0

  x −2 =0⇒ x = 2

  x +2 =0⇒ x = −2

  3 − x =0⇒ x = 3

  Df = (−∞,−2)U[2, 3]

y  . ابتدا نمودار ∞١ = 2−x.را رسم كنيد 

  

x L −2 −1 0 1 2 L

y 4 2 1
1
2

1
4

y          از روى نمودار  = 2−xمى*توان نمودار تابع اصلى را با يك واحد انتقال 
به پايين رسم كرد.

١١.
  

y = c(1+ r)t  r =0/02, c =100000, t = 4

⇒ y =100000× (1/02)4 ≈100000×1/08243 ≈108243

١٢ .logc
a = x ⇒ a = cx , logc

b = y ⇒ b = cy

⇒ a
b
= cx

cy = cx−y ⇒ x − y = logc

a

b ⇒

logc

a

b = logc
a − logc

b

١٣.     logx
x+1+ logx

x+2− logx
6 =1⇒

  
logx

(x+1)(x+2)

6 =1⇒ (x +1)(x +2)
6

= x ⇒

  x
2 + 3x +2 = 6x ⇒ x2 − 3x +2 =0⇒ (x −1)(x −2) =0⇒

  x = x         يا      2 =1

x  پايه*ى لگاريتم است، بنابرايـن x          وچون *  و پاسخ قابل قبول تنهـا1≠
  x =  است.2

 ١٤.
  
T = 2π

2
= π ⇒ x ∈[0,π]

  

x 0
π
4

π
2

3π
4

π
y −1 1 −1 −3 −1

١٥.

     
  

BC2 = AB2 + AC2 −2AB.AC.cos Â

= 40000+10000−2×200×100× 1
2

= 30000⇒ BC = 30000 =100 3

     
  
SABC = 1

2
AB.AC.SinA = 1

2
×200×100× 3

2
= 5000 3

f(x) = x y = x

y = − x

  y = x +1

y = x

  y = x +1−1

  y =1− x

y = − x
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١٦. 
  
A−1 = 1

1× 3 −2×1

3 −2

−1 1
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
=

3 −2

−1 1
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

  
A2 =

1 2

1 3
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1 2

1 3
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
=

3 8

4 11
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

  
B = A−1 − A2 =

3 −2

−1 1
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
−

3 8

4 11
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
=

0 −10

−5 −10
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 توجه مى*كنيم كه اگر ى به آخر برود، بدون نقطه است. پس مى*توانيم.١٧
كلمه*هاى سه حرفى بدون نقطه هم داشته باشيم. تعداد آن*ها بـه كـمـك

اصل ضرب به*دست مى*آيد:
٢)(١)(١=(٢(

            تعداد كلمات دو حرفى بدون نقطه هم طبق اصل ضرب برابر است با
٢+٢=٤. بنابراين، تعداد كل كلمات بدون نقطه برابر است با:١×٢=٢

 سه زن و سه مرد مى*خواهيم:.١٨

  

6

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

8

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 20× 56 =1120 )oال

     چهار مرد و دو زن يا پنج مرد و يك زن و يا شش مرد مى*خواهيم:

                        
  

6

2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

6

1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

5
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

8

6
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=15 × 70+ 6× ب( 56+28

  =1050+ 336+28 =1414

 بايد داشته باشيم:.١

  

25−17 <2m −1<25+17

⇒ 8 <2m −1< 42⇒ 9<2m < 43

⇒ 9
2
< m < 43

2

x   داريم:               .٢ = 35o ,  y =180o − (60o + 35o ) =180o −95o = 85o

 داريم:.٣

  
= 27(27 − 3)

2
n  ،تعداد قطرها   و27=

  
= n(n − 3)

2
 ضلعىnتعداد قطرهاى  

ضلعى.٢٧=تعداد قطرهاى ٣٤٢ و ٣٢٤-٢٧=٢٩٧جواب مسئله 
٤. (oاين دو مثلث قائم*الزاويه به حالت برابرى وتر و يك زاويه*ى حادهال 

هم*نهشت*اند، زيرا:

  

AB = CD ⇒ AB
2

= CD
2

⇒ CF = AE,EM̂A = CN̂F = 90o

AC ⇒ EÂM = NĈFقاطع و AD||CD

 به حالت (ض*زض) هم*نهشت*اند، زيرا بناCND و AMB دو مثلث      ب)
 نتيجه مى*شود كهCFN و AMEبه قسمت الu، از هم*نهشتى دو مثلـث 

CN=AM ،است. از طرف ديگر AB=CD است و دو زاويه*ى NĈD

AC و مـورب CD و AB هـم بـه دلـيـل مـوازى بـودن دو خـط BÂCو 

 است.MB=NDمساوى*اند. در نتيجه، 
 مى*گيريم. قاعده*ى نظير آن h ارتفاع مثلث را .٥

  

h
3

 خواهد بود. با توجه به
دستور محاسبه*ى مساحت مثلث داريم:

  

S = 1
2
× a × ha ⇒294 = 1

2
× h

3
× h

⇒1764 = h2

ضلع نظير 
  
a = h

3
= 42

3
⇒   و ارتفاع مثلث 14= h = 42

 داريم:BAC وABH. در مثلث*هاى قائم*الزاويه*ى ٦
ΔABH:AB2 = AH2 + BH2

  = 25 +144 =169⇒ AB =13

  

AB2 = BH.BC

⇒132 = 5 × BC ⇒ BC = 169
5

  

AC2 + AB2 = BC2

⇒ AC2 +169 = (
169

5
)2 ⇒ AC = 156

5

واحد سطح 
  
S = 1

2
AB× AC = 1

2
×13 ×156

5
= 1014

5
 مثلث

مى*دانيم كه اندازه*ى ضلع شش*ضلعى. ٧
منتظم محـاط در يـك دايـره، مـسـاوى

 مركزoشعاع دايره است. زيـرا اگـر از 
دايره، به رأس*هاى شش*ضلعى منتظم

 مثلث متساوى*الاضلاع٦وصل كنيم، 
تشكيل مى*شود.

 داريم:AOB مثلث ً     براى هر يك از مثلث*ها، مثلا

 متساوى*الاضلاع استOABمثلث 
  

OA = OB = R,

AÔB = 360o

6
= 60o ⇒

⇒ OA = OB = AB = R

         بنابراين:
          (o١٦ اندازه*ى ضلع شش*ضلعى منتظم محاط در دايره*ى به شعاع ال،

 است.١٦مساوى 
 برابر است با:a مساحت شش*ضلعى منظم به ضلع ب)          

  
S = 6× SOAB = 6× 1

2
× a2 3

4
= 3a2 3

4
 شش*ضلعى

  
S = 3 ×162 × 3

4
=192 ⇒ شش*ضلعى3

مساحت مثلث متساوى*الاضلاع بـهنكته: 
 برابر aضلع 

  

a2 3
4

 است، زيرا اگر ارتفاع
AH را رسم كنيم، چون AHuعمود منص 

 است، پـسBCضلـع 
  
BH = a

2
 و از آن*جا
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 داريم:ABHدر مثلث قائم*الزاويه*ى 

  
AH2 = AB2 − BH2 = a2 − a2

4
= 3a2

4
= a 3

2

   از آن*جا:                            
  
SABC = 1

2
× a × ha = 1

2
× a × a 2

2
= a2 3

4

 بنا به قضيه*ى تالس در مثلث داريم:.٨

  

AD
DB

= AE
EC

⇒ x
x +2

= x + 4
2x −1

⇒2x2 − x = x2 +6x + 8

  ⇒ x2 − 7x − 8 =0⇒ x = 8,x = −1<0

 الu) مى*دانيم كه نسبت محيط*هاى دو مثلث با نسـبـت ضـلـع*هـاى دو.٩
مثلث با همان نسبت تشابه دو مثلث برابر است. پس اگر ضلع*هاى مثلث

 بناميم،c و a ،b ضلع*هاى مثلث* داده شده را 'c و 'a' ،bخواسته شده را 
داريم:

  

a
a'

= b
b'

= c
c'

= a + b + c
a' +b' +c'

= 2p
2p'

,2p = a + b + c = 6+12+20= 38

  

,2p' =114,
6
a'

= 12
b'

= 20
c'

= 38
114

= 1
3

⇒ a' =18, b' = 36,c' = 60

   ب) مى*دانيم كه نسبت مساحت*هاى دو مثلث متشابه مساوى مجذور نسبت
تشابه دو مثلث است. پس داريم:

  

S
S'

= (
1
3

)2 = 1
9

Â متشابه*اند، زيرا ABC و CDE. دو مثلث ∞١ = ED̂C = α و Ĉ = Ĉاست 
پس داريم:

  

CE
BC

= DE
AB

= DC
AC

,AC =16+ 4 =20,

  

⇒ 16
x +12

= 6
y
= 12

20
⇒ y = 20× 6

12
=10

, x +12 = 16×20
12

⇒ x = 44
3

 بگيريـم،a. حجم مكعب را محاسبه مى*كنيم. اگـر ضـلـع مـكـعـب را١١
a  مى*دانيم كه اندازه*ى قطر آن    است. پس داريم:3

a  ضلع مكعب  3 = 6 3 ⇒ a = 6

  = V = a3 = 63 ⇒ حجم مكعب216=
 از طرف ديگر، حجم مكعب*مستطيل برابر است*با:
  V =2k × 3k ×5k = 30k3مكعب* مستطيل 

        از آن*جا، بنا به فرض مسئله داريم:

حجم مكعب مستطيل ×240=    حجم مكعب 

  

⇒ 30k3 = 240×216

⇒ k3 =1728 ⇒ k = 17283 =12

2k⇒  ابعاد مكعب مستطيل  =24,3k = 36,5k = 60

        از آن*جا داريم:

  = 242 + 362 +602 =12  قطر مكعب مستطيل38

الu) مى*دانيم كه ضلع شش*ضلعى منتظم محاط در يك دايره، برابر. ١٢
شعاع آن دايره است. پس اندازه*ى ضلع شش*ضلعى منتظم قاعـده*ى

 است و مساحت شش*ضلعى١٢هرم برابر شعاع قاعده*ى استوانه* يعنى 
 برابر است با:١٢منتظم به ضلع 

  

S = 6a2 3
4

= 3 3a2

2

= 3 3 ×122

2
=216 3

 قاعده*ى هرم

         از آن*جا حجم هرم برابر است با:
 ×مساحت قاعده ×ارتفاع هرم

  

1
3

 حجم هرم

  
= 1

3
×216 3 ×18 =1296 ⇒ حجم هرم 3

R   شعاع اين كره مساوى شعاع قاعـده*ى اسـتـوانـه، يـعـنـى    ب)        =12

است. پس داريم:

واحد حجم 
  
= 4

3
πR3 = 4

3
× π ×123  حجم كره2304=

 ابتدا بايد حجم استوانه و سپس:      پ)      
 [(حجم كره + حجم  هرم) - حجم استوانه] را به*دست آوريم:

  = π ×122 ×42 = 3048πاستوانه=حجمسطح قاعده ×ارتفاع ⇒حجم استوانه

  = 3048π − (1296 3 +2304π)حجم فضاى خالى موردنظر ⇒

  = 744π −1296 ⇒حجم فضاى موردنظر 3
12×2   و قطر مكعب برابر ١٨ ارتفاع هرم مساوى ت)             است. از24=

18  آن*جا مجموع اين دو مقدار  +24 =  است كه درست مساوى ارتفاع42
استوانه است. پس شرط محاط بودن و مماس بودن در استوانه بـرقـرار

 باشد، كره نمى*تواند بر قاعـده*ى٤٢است. اگر ارتفاع استوانه بيشتر از 
ديگر استوانه* مماس شود، بلكه فضايـى خـالـى در ايـن قـسـمـت ايـجـاد

مى*شود.
 باشد، بخشى از كره بيرون از استوانـه٤٢          اگر شعاع استوانه كمتـر از 

مى*ماند كه محاسبه*ى حجم باقى*مانده*ى استوانه به بررسى بيشترى نيـاز
دارد. از جمله بايد دايره*ى فصل مشترك كره با استوانه مشخص شود.

در دو حالت اخير، در به*كار بردن واژه*هاى محاطى بودن، محيطـىنكته:
بودن درون و برون يك جسم، بايد دقت لازم را به*كار ببريم.
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حل تشريحى مسائل

١.

                             
  
fog(x) = f (g(x)) = f (

1

x
)2 = 1

x

  
gof(x) = g(f(x)) = g(x2) = 1

x2
= 1

x

gof(x)با توجه به ضابطه مشخص مى*شود،  ≠ fog(x)و از طرف 
ديگر، با توجه به دامنه*ى تعريu دو تابع، چون:

Dfog = x x ∈Dg ,g(x) ∈Df{ }
                                                  

  
= x x ∈(0,+∞),

1

x
∈R

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= (0,+∞)

Dgof = x x ∈Df , f(x) ∈Dg{ }
                                                     

  
= x x ∈R, x2 ∈(0,+∞){ } = R − 0{ }

gof(x) ≠ fog(x).است 
٢.

                        f (x) = log(x + x2 −1)

  f (2x2 −1) = log(2x2 −1+ (2x2 −1)2 −1)

  f (2x2 −1) = log(x2 + x2 −1+ (4x4 − 4x2 +1−1)

  f (2x2 −1) = log(x2 + x2 −1+ 4x2(x2 −1)

  = log(x + x2 −1)2 = 2 log(x + x2 −1) = 2f (x)

٣.
  g(x) = 2− 3f (4+ 5x),  g(x) = y ⇒ x = g−1(y)

  
y = 2− 3f (4+ 5x) ⇒ f (4+ 5x) = 2− y

3

  
⇒ f −1(

2− y
3

) = 4+ 5x ⇒ x =
f −1(

2− y
3

) − 4

5

  
g−1(y) =

f −1(
2− y

3
) − 4

5
⇒ g−1(x) =

f −1(
2− y

3
) − 4

5
 دامنه نسبت به مبدأ مختصات متقارن است، زيرا:.٤

  x2 +1− x ≥0⇒ x2 +1 ≥ x ⇒ Df = R

  f (−x) = log( (−x)2 +1− (−x)

  

= log( x2 +1+ x) × x2 +1− x

x2 +1− x

= log
x2 +1− x2

x2 +1− x
= log

1

x2 +1− x

  = log( x2 +1− x)−1 = − log( x2 +1− x) = −f (x)

 فرد است.f(x)پس تابع 
٥.

  
lim

x→−1

(3x −1)(x +1)

(x +1)(x2 − x +2)
= lim

x→−1

3x −1

x2 − x +2
= −4

2
= −2)uال

  
lim

x→1−

x2 −1

1− x
× 1+ x

1+ x
= lim

x→1−

(x2 −1)(1+ x )
1− x

ب( 

  
= lim

x→1−

(x −1)(x +1)(1+ x )
−(x −1)

= lim
x→1−

(x +1)(1+ x )
−1

= −4

  

lim
x→+∞

x + 3

x2(1+ 1
x

)

= lim
x→+∞

x(1+ 3
x

)

x 1+ 1
x

= lim
x→+∞

x(1+ 3
x

)

x 1+ 1
x

ج(1=

٦.

 
  
f (x) = x

x2 −1
  Df :x2 −1>0→ x2 >1→

x >1

x < −1
⎧
⎨
⎩

مجانب*هاى قائم:

 
  
y → ±∞  :  x2 −1 =0→ x2 −1=0→ x2 =1→

D1:x =1

D2:x = −1
⎧
⎨
⎩

  
x → ±∞:  y = lim

x→±∞

x

x2 −1

مجانب*هاى افقى:

  

lim
x→±∞

x
x

y = lim
x→+∞

x
x

= lim
x→+∞

x
x
=1→ D3 :y =1

y = lim
x→−∞

x
x

= lim
x→−∞

x
−x

= −1→ D4 :y = −1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

٧.

  

lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

x2 −2x +1 = 2

lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

([x −1]+2a) =1+2a

f(3) = 3 + b −1= b +2

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

  

⇒
1+2a = 2⇒ a = 1

2
b +2 = 2⇒ b =0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

٨.

  

′f (x) = 2x − 5

3 (x2 − 5x)23
.sin(3x) + 3 cos(3x). x2 − 5x3)uال

  

′g (x) = 5

1− (5x)2
− (− 1

x2 )(1+ tan2(
1
x

))

  ′y = (10x −1) ′f (5x2 − x) = (10x −1) (5x2 − x)2 ب( 1+
٩.

  
y = (a +2)x2 + x(−4a + b) − 4b

x − 4
→ a +2 =0→ a = −2
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حل تشريحى مسائل
‰UL²Š« Ë  d³ł‰UL²Š« Ë  d³ł

  

x → ±∞⇒ y = −4a + b
1

= 8 + b

y → ±∞⇒ x − 4 =0→ x = 4

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ ω

4

8 + b

  ⇒ 8 + b = 2× 4→ b =0

١∞.                                                                          
مختصات در تابع

  M(1,2) ⎯ →⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 2 = a + b + c + d   (I)

  ′y = 3ax2 +2bx + c → 3a +2b + c =0  (II)

  ′′y = 6ax +2b → 6a(0) +2b =0→ b =0

مختصات در تابع                                                                           
  O(0,0) ⎯ →⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0=0+0+0+ d → d =0

  

  ( I)    ,     ( II)     ⎯ →⎯⎯⎯⎯⎯
a +0+ c +0= 2

3a +2(0) + c =0
⎧
⎨
⎩

⇒ a = −1,  c = 3

b  و به ازاى                  = d =0

١١.
                       

  
lim
x→°

f (x) − f (0)
x −1

= lim
x→°

x2(x +1) −0

x
= lim

x→°

x x +1

x

  
′f (0+ ) = lim

x→°+
x2(x +1) −0

x
= lim

x→°+
x x +1

x

                                                                                     
  
= lim

x→°+
x +1 =1

  
′f (0− ) = lim

x→°−
x2(x +1) −0

x
= lim

x→°−
x x +1

x

                                                                                 
  
= lim

x→°−
− x +1 = −1

x0   در نقطه*ى fبنابراين   مشتق*پذير نيست.1=
١٢.

  x
2 + y2 = 5 ⇒ y = 5 − x2

  = 2(2x + y) = 2(2x + 5 − x2 f محيط ( (x) =

  
⇒ ′f (x) = 2(2− 2x

2 5 − x2
) =0

x   هستند ٢ و ١ابعاد مستطيل  = 2,  y =1

١٣.

  
f (x).dx =
−1

1

∫ f (x).dx
−1

0

∫ + f (x).dx
0

1

∫
                                                                                    

   
              
  همثلث          ذوزنق 

S         + S        = (1+ 4) ×1
2

+ 1×2
2

= 5
2
+ 2

2
= 7

2

٢

١.
  (2n!) = 2n × n!× (1× 3 × 5×...×(2n −1))

✓   n =1→ 2! = 21 ×1!×1

  n = k → (2k)! = 2k × k!× (1× 3 × 5×...×(2k −1))

  n = k +1→ (2k +1)! = 2k+1 × (k +1)!(1× 3 × 5×...

                                                      ×(2k −1)(2k +1))

k)2       طرفين فرض را در  +1)(2k  ضرب مى*كنيم. داريم:(1+
  2(k +1)(2k +1)(2k)!

  = 2(k +1)(2k +1) ×2k × k!× (1× 3 × 5×...×(2k −1))

  (2k +2)(2k +1)(2k)!

  = 2k+1 × (k +1) × k!× (1× 3 × 5×...×(2k −1)(2k +1))

✓   (2k +2)! = 2k+1 × (k +1)!× (1× 3 × 5×...×(2k +1))

٢(oنادرست. مثال نقض:. ال 

  

α = 2π

β = 1
π

→ αβ = (2π )
1

π = 2∈Q

 نادرست. مثال نقض:  ب)     

  

a =1

b = 2

c = 4

  a2 + b2 + c2 =12 +22 + 42 = 21= 3 × 7 = 3q

٣.
ax + b

′a x + ′b
= p ⇒ ax + b = p ′a x + p ′b , p ∈Q

                                                                               

  

⇒ (a − p ′a
123

) x  { + b − ′p b
123

=0

                                                                             
         

گويا           اصم     گويا

  

⇒
a − p ′a =0

b − p ′b =0

⎧
⎨
⎩

⇒
p ′a = a

p ′b = b
⇒

p = a

′a

p = b

′b

⇒ a

′a
= b

′b

2   فرض كنـيـم .٤ فرض خلu)، پـس گـويـاسـت.( گنگ نبـاشـد 1+
بنابراين داريم:

  
2 +1 = a

b
⇒ 2 +1= a2

b2 ⇒ 2 = a2

b2 −1
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          به تناقض رسيديم، زيرا 
  

a2

b2  گوياست. پس فرض خلu باطـل و1−

2  در نتيجه   گنگ است.1+
,0,1,2   رقم يكان هر عدد طبيعى يكـى از اعـضـاى مـجـمـوعـه*ى .٥ ...,9{ }

 را به عنوان يـكAخواهد بود. پس ده لانه داريم و هر يـك از اعـضـاى 
 تقسيم مى*كنيم و باقى*مانده*ها١°كبوتر در نظر مى*گيريم كه آن*ها را بر عدد 

، داراىA عضو ٥را در لانه*ى متناظر قرار مى*دهيم. مى*دانيم كه حداقل 
رقم يكان برابر هستند. بنابراين:

  4×10+1= n كمترين مقدار 41

٦.

  
A1 = m ∈Z m ≥ −1, 2m ≤1{ } = −1,0{ }

  
A2 = m ∈Z m ≥ −2, 2m ≤ 2{ } = −2,−1,0,1{ }

  
A3 = m ∈Z m ≥ −3, 2m ≤ 3{ } = −3,−2,−1,0,1{ }

  A2ΔA1 = (A2 − A1)∪ (A1 − A2) = −2,1{ }∪{ } = −2,1{ }

  (A2ΔA1) × A3 = −2,1{ } × −3,−2,−1,0,1{ }
  = {(−2,−3), (−2,−2), (−2,−1), (−2,0), (−2,1),

  (1,−3), (1,−2), (1,−1), (1,0), (1,1)}

٧.
A − (B∪C)[ ]∪ A − (A ∩ B)[ ]
= A ∩ (B∪C ′)[ ]∪ A ∩ (A ∩ B ′)[ ]
= A ∩ (B∪C ′) ∪ (A ∩ B ′)[ ] = A ∩ ( ′B ∩ ′C )∪ ( ′A ∪ ′B )[ ]
= A ∩ (( ′B ∩ ′C )∪ ′B )∪ ′A[ ] = A ∩ ( ′B )∪ ′A[ ]
= (A ∩ ′B )∪ (A ∩ ′A ) = (A ∩ ′B )∪φ = A − B

٨.

  

A1 = −1, 3[ ]
A2 = −2,2[ ]  A2 × A1 = (x, y) −2 ≤ x ≤ 2, −1≤ y ≤ 3{ }

٩.
✓   (1)  (a, b)R(a, b) ⇒ a + b = a + b

 بازتابى است.R      پس 
  (2)  (a, b)R(c,d)

✓ ⇒ a + b = c + d ⇒ c + d = a + b ⇒ (c,d)R(a,b)

 تقارنى است.R      پس 

  
(3)

(a, b)R(c,d) ⇒ a + b = c + d

(c, d)R(e, f ) ⇒ c + d = e + f

⎧
⎨
⎩

✓ ⇒ a + b = e + f ⇒ (a, b)R(e, f ) ⇒ (c, d)R(a, b)

 تعدى است.R      پس 
  
(1, 3)[ ] = (x, y) (x, y)R(1, 3){ } = x + y = 1 + 3

  ⇒ x + y = 4⇒ y = − x + 4

  y ≥0→ y = − x + 4

  y <0→ y = x − 4

١∞.
*}=S و پ)و (پ و ر) و (ر و ر)١ و w و پ) و (١ و gو (
 و پ)١ و b١ و پ) و (١ و b٢ و پ) و (٢ و پ) و (ر و ٢و (پ و 

 و پ)٣ و w و پ) و (٣ و g و پ) و (٣ و b١ و پ) و (٣ و b٢و (
 و پ)٤ و پ) و (ر و ٤ و پ) و (پ و ٥ و w و پ) و (٥ و gو (

 و پ)٥ و b١ و پ) و (٥ و b٢ و پ) و (٦ و پ) و (ر و ٦(پ و {
})g و(٥ و (و پ g ٣ و) و پ) و g و پ)١ و A={*

})g و (٣ و (و پ b٣ و ٢) و (و پ b٣ و ١) و پ) و w و پ)٣ و B={*
})g و پ) و (٥ و g و پ)١ و A-B={*

١١.
  P(1) = x          P(2) = 22x      P(3) = 9x

  P(4) =16x     P(5) = 25x     P(6) = 36x

  
x + 4x +9x +16x +25x + 36x =1→ x = 1

91

  
P(1) + P(3) + P(5) = 1

91
+ 9

91
+ 25

91
= 35

91
= 5

13

 رسم مى*كنيم. مجموعه نـقـاط١ و به شعـاع o ابتدا دايره*اى به مركـز .١٢
a(S)  داخل اين دايره، فضاى نمونه*اى اسـت. پـس  = π(1)2 = π.

 رسم مى*كنـيـم وAB مانند 3  اكنون در اين دايره، وترى بـه انـدازه*ى 
 داريم:ODA مى*ناميم. در مثلث Dوسط آن را 

  OD2 = OA2 − AD2

  
OD2 =1− 3

4
= 1

4
→ OD = 1

2

     مكان هندسى وسط وترهايى كه فاصله*ى آن*هـا بـا مـركـز دايـره از       
  

1
2
كوچك*تر باشد، پيشامد موردنظر است كه پيشامد نقاط داخل دايـره*اى

 و شعاع  oبه مركز 
  

1
2

 است. بنابراين:

  
P(A) = aA

aS

=
π(

1
2

)2

π(1)
= 1

4

١٣.
P( ′A ∪ ′B ) + P( ′A ∩ ′B ) = P( ′A ) + P( ′B ) − P( ′A ∩ ′B )

+P( ′A ∩ ′B ) = P( ′A ) + P( ′B )

y

x

  3

  −2   2

  −1

y

x  −4

  −4

  4

  4
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حل تشريحى مسائل

 را در نظر مى*گيريم. نيم*سازهاى٨ و ٦ به ضلع*هـاى ABCDمستطيل . ١
زاويه*هاى درونى اين مستطيل را رسم مى*كنيم تا يكـديـگـر را در چـهـار

 قطع كنند. اين چهارضلعى، به دليل قائمه*بـودنN و P ،Q ،Mنقطه*ى 
ً زاويه*اش، مستطيل است. زيرا در مورد هر يك از اين زاويه*ها، مثلا٤

 داريم:CM̂Dبراى زاويه*ى 
  MĈD = MD̂C = 45°⇒ CM̂D =180°−(MĈD + MD̂C)

               =180°−(45 + 45° ) ⇒ CM̂P =180°−90°= 90°

N̂           به همين دليل ثابت مى*شود كه  = P̂ = Q̂ =  است. اكنون براى90°
مربع*بودن بايد ثابت كنيم كه دو ضلع
ًمجاور اين مستطيل برابرند، يعنى مثلا

MN = NQاست. با توجه به اين*كـه 
  AB = CD = AD   و 8 = BC = 6

،APB ،BNCاسـت و مـثـلـث*هــاى 
CMD و AQD:قائم*الزاويه*ى متساوى*الساقين*اند، داريم  

  
AP = BP = CM = MD = AB× 2

2
= CD × 2

2

                                                                                          
  
= 8 × 2

2
= 4 2

  
BN = NC = AQ = QD = BC × 2

2
= AD × 2

2

                                                                                         
  
= 6× 2

2
= 3 2

  ⇒ MN = NP = PQ = QM = 4 2 − 3 2 = 2

 است. مساحت اين مربع برابر است با:2   مربعى به ضلع MNPQ   پس 
SMNPQ                               واحد سطح    = ( 2)2 = 2

      ضلع اين مربع برابر است بـا 
  

2 = (8 − 6) × 2
2

. پس مساحت آن در

واقع 
  
(8 − 6)2 × (

2
2

 است.2(
به طور كلى ثابت مى*شود كه مربع حاصل از برخورد نـيـم*سـازهـاىنكتـه: 

 برابر b و aزاويه*هاى درونى مستطيلى به ضلع*هاى 
  
(b − a) × 2

2
). بنابراين مساحت مربع حاصل برابر اسـتb > aاست (با فرض 

با:
  

1
2

(b − a)2.
بنا به ويژگى نيم*ساز زاويه*ى درونى مثلث داريم:. ٢

  

DA
DC

= AB
BC

⇒ x
16

= 20
32

⇒ x = 16×20
32

=10

y          از طــــرف ديــــگــــر،  = x  اســـت. پــــس16+

  y =10+16 = 26.
 را در نظر مى*گيريم.AMC و AMBدو مثلث . ٣

داريم:
AB < AC و MB = MC و AM = AM

AM̂Bپس بنا به قضيه*ى لولا  < AM̂C.

مى*دانيم مـكـان هـنـدسـى. ٤
نقطه*اى از صفحه كه از خط

d به فاصله*ى معلـوم lقـرار 
d2   و d1  دارد، دو خـــط 

 ازl و به فاصلـه*ى dموازى 
dآن است كـه در دو طـرف 

قرار دارند. اين دو خط را رسم مى*كنيم.
xoy           از طرف ديگر، مكان هندسى نقطـه*اى كـه از دو ضـلـع زاويـه*ى 

به يك فاصله است، نيم*ساز اين زاويه است. اين نيم*سـاز را نـيـز رسـم
ot  با نيم*ساز d2   و d1   مى*ناميم. نقطه يا نقطه*هاى برخورد otمى*كنيم و 

جواب مسئله است و به تعداد نقطه*هاى برخورد مسئله جواب دارد. اين
 موازىd  و يا در واقع با d2   يا d1   يا otبدان معنى است كه اگر نيم*ساز  

باشد، مسئله جواب ندارد.
 وصل مى*كنيم. با توجه به اين كه قطر عمود برC و Aمركز دايره به O از . ٥

هر وتر عمودمنصu آن وتر است، داريم:
  OA = R = 5,  OH = 3 ⇒ OA2 = OH2 + AH2

  ⇒ 25 = 9+ AH2

         (oال       ⇒ AH2 =16⇒ AH = 4⇒ AB = 2AH = 8

CK        ب)                              = KD = 3 ⇒ CD = 2CK = 6

  OC2 = OK2 + KC2 ⇒ 52 = OK2 + 32 ⇒ OK2 =16

  ⇒ OK = 4

AB       پ)  = 8 > CD = 6 .ABبـه مـركـز دايـره نـزديـك*تـر اسـت، زيــرا 
  OH = 3 < OK = . نـتـيـجـه ايـن اسـت كـه در يـك دايـره ،از دو وتــر4

نامساوى، آن كه بزرگ*تر است، به مركز دايره نزديك*تر است.
با توجه به اين*كه شعـاع. ٦

 اسـت،١°دايـره بـرابــر 
OT  پس  = O ′T =10.

     از آن*جا:
(oدر مثلث قائم*الزاويه*ى      ال OMT   (T̂ = 90°  داريم:(

  OT2 + MT2 = OM2 ⇒100+ MT2 = 676⇒ MT2 = 576

  ⇒ MT = 24⇒ M ′T = MT = 24

T عمودمنصـOM u     ب)  ′T است. پس   T ′T = 2THاست. در مثلـث 
 ارتـفـاع وارد بـر وتـر اسـت. پـس داريــم:OTM ،THقـائـم*الـزاويـه*ى 

OT = TM = OM.TH:از آن*جا .

  
10×24 = 26× TH ⇒ TH = 120

13
⇒ T ′T = 2TH = 240

13

O

y

l

l

t
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 داريم:OH براى محاسبه*ى      پ)

  
OT2 = OH.OM ⇒100= OH.26⇒ OH = 50

13

 درجه*ى روبه*رو∞١٢ كمان در خور زاويه*ى .٧
 را رسم مى*كـنـيـم٨ به طـول ABبه پاره*خـط 

BÔH  (شـــــــكـــــــل) زاويـــــــه*ى  =  و60°

  
BH = AB

2
=  است.4

 پس داريم:

    (oال  

  

sin BÔH = BH
OB

⇒ sin 60°= 4
R

⇒ R = 4

2
2

= 8 3
3

 داريم:OBH در همان مثلث   ب)

  
OB2 = OH2 + BH2 ⇒ 64

3
= OH2 +16⇒ OH2 = 16

3

  
⇒ OH = 4

3
= 4 3

3

BOH   (Ĥدر مثلث قائم*الزاويه*ى . ١نكته�ى  = 90° B̂   زاويه*ى ( = 30°

است. پس ضلع مقابل به اين زاويه نصu وتر است. يعنى داريم:

  
OH = OA

2
=

8 3
3
2

= 4 3
3 براى حل اين مسئله مى*توانيم از دستورهاى مربوط به كمان. ٢نكته�ى 

در خور يك زاويه، طول پاره*خط نظير كـمـان درخـور زاويـه، شـعـاع
دايره*اى كه كمان درخور بخشى از آن است و فاصله*ى مركـز دايـره از

وتر داده شده، به طور مستقيم استفاده كنيم.

مى*دانيم كه قطر عمود بر وتر در هر دايره عمودمنصـu آن وتـر اسـت.. ٨
AHپس  = BH است. از طرف ديگر، در مثلث قائـم*الـزاويـه*ى  OBH

OB2          داريم:  = OH2 + BH2 ⇒ 25 = 9+ x2 ⇒ x2 =16⇒ x = 4

AB       از آن*جا:      = 2BH = 2× 4 = 8 ⇒ MB = MA + AB = 6+ 8 =14

    از طرف ديگر داريم:

  MT2 = MA.MB⇒ y2 = 6×14 = 84⇒ y = 2 21

٩ (oدو دايره برون هم هستند. زيرا داريم:. ال

  R + ′R = 6+ 8 =14 < O ′O = d = 20

             پس هم*مماس مشترك برونى دارند و هم مماس مشترك درونى.
Tمماس مشترك بـرونـى دو دايـره را      ب)  ′Tو مماس مشتـرك درونـى 

T1  آن*ها را  ′T1:مى*ناميم. داريم 

  T ′T = d2 − (R − ′R )2 = 202 − (6− 8)2 = 396 = 6 11

  T1 ′T1 = d2 − (R + ′R )2 = 202 − (6+ 8)2 = 400−196

                                                                                          = 204 = 2 51

١∞ . (oبردار انتقال الAC
 است. پس داريم:→

  A = (2,−4),  C = (1, 3) ⇒ AC
→

= (1−2, 3 + 4) = (−1,7) = (h, k)

  ⇒ T(x, y) = (x + h, y + k) ⇒ T(x, y) = (x −1, y + 7)

 را تحت انتـقـال بـالا بـه*دسـتD و A ،B ،Cتصويـر رأس*هـاى           ب) 
 مـى*نـامــيــم. ســپــسD′ و A ،′B ،′C′مـى*آوريـم و بــه تــرتــيــب 

A′ و تصويرش مـتـوازى*الاضـلاع ABCDمتوازى*الاضـلاع  ′B ′C ′Dرا 

رسم مى*كنيم. داريم:
  A = (2,4) ⇒ ′A = T(2,−4) = (2−1,−4+ 7) = (1, 3)

  B = (−3,2) ⇒ ′B = T(−3,2) = (−4,9)

  C = (1, 3) ⇒ ′C = T(1, 3) = (0,10)

  D = (6,−3) ⇒ ′D = T(6,−3) = (5,4)

Aتبديل يافته*ى دو نقطه*ى دل*خـواه . ١١

 را به دست مى*آوريـم وΔ از خط Bو 
′A و ′B مى*ناميم، آن*گاه معادله*ى خط ′A ′B:را مى*نويسيم. داريم 

  Δ:2x + 7y −14 =0  A = (0,2) ∈Δ,  B = (7,0) ∈Δ

  T(x, y) = (x +2,2y −1)

  ⇒ ′A = T(A) = T(0,2) = (0+2,4−1) = (2, 3)

  ⇒ ′A = (2, 3),  

  ′B = T(B) = T(7,0) = (7 +2,0−1) = (9,−1) ⇒ ′A = (9,−1)

  
⇒ ′A ′B :y − 3 = −1− 3

9−2
(x −2) ⇒ 7y −21= −4x + 8

  ⇒ 4x + 7y −29 =0

⇒         Δمعادله*ى تبديل يافته*ى خط  ′Δ :4x + 7y −29 =0

 با اين خط موازى نـيـسـت. زيـرا Δ      تبديل يافـتـه*ى خـط    
  

m
Δ

= −2
7

 و

  

m

′Δ
= −4

7
 است كه اين دو مساوى نيستند. در ضمن، اين دو خـط عـمـود

برهم نيز نيستند.
 را به هم وصل مى*كنيم. بنا به فرض مسئلهC′ و A ،′B′سه نقطه*ى . ١٢

داريم:                                                                
  

S ′A
SA

= S ′B
SB

= S ′C
SC

= 1
3

⇒ AB|| ′A ′B ,  BC|| ′B ′C ,  AC|| ′A ′C

A′             پس دو صفـحـه*ى  ′B ′C و ABC يا همـان صـفـحـه*ى) Fبا هـم (
موازى هستند.

مى*دانيم مكان هندسى نقطه*اى از فضا كه از دو نقطه*ى مفروض مانند. ١٣
A و Bبـه يـك فــاصــلــه اســت، صــفــحــه*ى 

عمودمنصu پاره*خط و اصل بيـن آن دو نـقـطـه
است. با توجه به اين*كه مكان هندسى نقطـه*اى

 كه در يـكC و A ،Bكه از فضا از سه نقـطـه*ى 
صفحه قرار دارند، خطى است كه در نـقـطـه*ى
برخورد عمودمنصu*هاى ضلع*هاى اين مثلـث

 عمودABC، بر صفحه*ى مثلث Oيعنى نقطه*ى 
 مى*ناميم.Δاست. اين خط را
A ،B و يكى از سه نقطه*ى D             اكنون نقطه*ى 

 را اختيارA نقطه*ى ً را در نظر مى*گيريم. مثلاCيا 
مى*كنيم و مكان هندسى نقطه*اى از فضا را كه از

 به يك فاصلـه اسـت، رسـمD و Aدو نقـطـه*ى 
 مى*ناميم. اكـنـونPمى*كنيم و آن را صـفـحـه*ى 

 را بررسى مى*كنيم.Δ و خط Pوضع صفحه*ى 
 را در يك نقطـه قـطـعΔ خط Pاگر صفـحـه*ى 

كنند، تنها اين نقطه جواب مسئله خواهد بـود.
 باشد،Δ موازى خط Pدر صورتى كه صفحه*ى 

 روى صفحه*ىΔمسئله جواب ندارد و اگر خط 
P،قرار بگيرد، مكان هنـدسـى خـواسـتـه شـده 

  است.Δهمان خط 
مى*توان با توجه به هم صفحه بودن يا هم*صفحه نـبـودن چـهـارنكتـه: 

 را بررسى كرد.P و صفحه*ى Δ وضع خط D و A ،B ،Cنقطه*ى 
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ه�ى اعداد اولچند نكته دربار

لىسيد حسين اصو ●

، ساختار، رموز و پـراكـنـدگـى آن�هـا در١جايگـاه اعـداد اول
ميان اعداد طبيعى، از زمان اقليدس تا كنون، اذهان بسيارى را

ساله، نظرات∞∞٢٥به خود مشغول داشته است. در اين دوره�ى 
متفاوتى نيز ارائه شده�اند و روش�هاى جست�وجو براى به�دست
آوردن اعداد اول، ابداع و تكامل يافته�اند؛ از غربال�گيرى اعداد
در فـاصـلـه�هـاى دل�خـواه از مـيـان اعـداد (بـا حـذف اعـداد زوج و

) گرفته تا جدول�هاى پيشرفته.٣مضرب�هاى 
،س.پ.سونـداريكى از اين غربال*ها، جدولى است كه 

 بـه*دسـت آورده١٩٤٤دانشـجـوى ريـاضـى هـنـدى، در سـال 
:٢است

  

4 7 10 13 16 L

7 12 17 22 27 L

10 17 24 31 38 L

13 22 31 40 49 L

16 27 38 49 60 L

L L L L L L

غربال بالا از بى*شمار تصاعد حسابى نامحدود تشكيل شده
است كه جمله*ى اول آن*ها، به*ترتيب جمله*هاى تصاعد اوليـه

است:
٤ و ٧ و ∞١ و ١٣ و ١٦… و 

...   Ë  ١١  Ë  ٥   Ë   ٣    Ë  ٢
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قدر نسبت اين تصاعدها به ترتيب عددهاى فرد متوالـى*انـد
 شروع شده باشند:٣كه از 

  d1 = 3  ,  d2 = 5  ,  d3 = 7  ,  d4 = 9  ,  L

 در اين جدول وجود داشته باشد، عـددNاگر عددى مثـل 
  2N  در اين جدول وجود نداشتهN غير*اول است و اگر عدد 1+
2N  باشد،   عددى اول است.1+

2N   چگـونـه مـى*تـوان اول بـودن يـا نـبـودن سـؤال:  را1+
بر*اساس جدول فوق ثابت كرد؟

با عنايت به اين*كه اعـداد فـرد مـثـبـت بـه*صـورت جواب:
  2a a)   نوشته مـى*شـونـد 1+ ، در واقع هر كـدام از اعـداد(0≤

2a)  جدول به*صورت  +1)n[ ] + a:هستند و داريم 
   a, n ≥1  ;   a, n ∈N

2a)  حال اگر  +1)n[ ] + a به*جاى N 2   درN  قرار گيرد،1+
حاصل غيراول است و داريم:

  2 [(2a +1)n]+ a[ ] +1= 2 2an + n + a[ ] +1

  = 4an +2n +2a +1= (2a +1)(2n +1)

اقعى اعداد اول از چيست؟ساختار و
 به*صـورت٣در ميان اعداد طبيعى، مضرب*هاى فرد عـدد 

  6n +  هستند و٣ نوشته مى*شوند كه حاصل جمع دو مضرب 3
داريم:

  6n + 3 = 3n + (3n + 3)   ;   n ∈N  ,  n ≥0

6n  اگر +  را به*صورت جمع دو عدد متوالى بنويـسـيـم،3
خواهيم داشت:

  6n + 3 = 3n + (3n + 3) = (3n +1) + (3n +2)

ملاحظه مى*شود، هيچ*يك از دو عدد بالا، به تنهايى مضرب

)،٣ نيستند. اين واقعيت نشان مى*دهد كه اعداد اول (به*جـز ٣
 نـيـســتــنــد، نــمــى*تــوانــنــد بــه*صــورت٣چــون مــضــرب 

  (3n +1) + (3n  نوشته شوند. بلكه به*صورت مجموع دو(2+
 است.٣ در يكى از آن*ها مضـرب ًعدد متوالى هستند كه حتمـا

پس خواهيم داشت:

  

P = 3n + (3n ±1) = 6n ±1

p ≥ 5  ,  n ≥1 ,  n ∈N

) از مجموع يك٢و٣به*عبارت ديگر،هر عدد اولى (به*جز 
 با اولين عدد كوچك*تر يـا بـزرگ*تـر از آن بـه*دسـت٣مضـرب 
6n  گونه باشد تا حاصل  بايد چnمى*آيد.   اول شود؟ جايگاه±1

؟واقعى اعداد اول كجاست
P  *كه با توجه به اين = 6n  فاصلهn، اگر دو عددى كه در ±1

6n   و در دو طـرف آن قـرار دارنــد، در pاز   قـرار گـيـرنــد،±1
 مى*شود.pضربى از حاصل، غيراول و م

6n  چگونه تعيين مى*شود كه حـاصـل   غير اول است يا1−
6n  حاصل  ؟1+

P  الu) اگـر  = 6n  آن*گاه، حاصـل عـبـارت*هـاى زيـر1−
 خواهد بود:pغيراول و مضربى از 

  1) 6(P + n)[ ] −1= 6(6n −1+ n)[ ] −1= 6(7n −1)[ ] −1= 42n − 7

  2) 6(P − n)[ ] +1= 6(6n −1− n)[ ] +1= 6(5n −1)[ ] +1= 30n − 5

P  ب) اگـر  = 6n  آن*گـاه، حـاصـل عـبـارت*هـاى زيــر1+
 خواهد بود:pغيراول و مضربى از 

  3) 6(P + n)[ ] +1= 6(6n +1+ n)[ ] +1= 6(7n +1)[ ] +1= 42n + 7

  4) 6(P − n)[ ] −1= 6(6n +1− n)[ ] −1= 6(5n +1)[ ] −1= 30n + 5

 برابر است با nن*كه با توجه به اي
  

P ±1
6

، چهار عبارت بـالا
د:را مى*توان در قالب عبارت زير بيان كر

گى آن�ها در ميان اعداد طبيعى،اكندموز و پر، ر، ساختار١جايگاه اعداد اول
د مشغول داشتـه اسـتا به خومان اقليدس تا كنون، اذهان بـسـيـارى راز ز



سطهمتو

٦٤ 
نوز
دهمدوره
ى
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ى
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6(Px ± Py ±1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
±1  ;    x,y ≥1  ;    x,y ∈N    2,3 xy

6n  به*طور كـلـى، حـاصـل  6n   يـا 1−  زمانـى غـيـراول1+
مى*شود كه عبارت مذكور به چهار حالت زير باشد:

  

1) 6(Px + Py +1
6

)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
−1 2) 6(Px − Py +1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1

3) 6(Px − Py −1
6

)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
−1 4) 6(Px + Py −1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1

6n  عبـارت .١مـثـال +1= 55 ،nچه خـصـوصـيـتـى دارد كـه 
6n  حاصل   غيراول است؟1+

 حاصـل ٩ عـدد حل:
  
(11− 11+1

6
 است و طبق رابطـه*ى(

 داريـم:٣

  
6(Px − Py +1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1= 6(11− 11+1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1

                      = (6×9) +1= 5 ×11

6n   چرا حاصل .٢مثال 6n   و 1+ n   به ازاى 1− = ، هر دو20
غير اول*اند؟

حل:
 (o6  الn  داريم:١. طبق رابطه*ى 119=1−

  
6(Px + Py +1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
−1= 6(17 + 17 +1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
−1

  = (6×20) −1= 7 ×17

6n  ب)   داريم:٢. طبق رابطه*ى 121=1+

  
6(Px − Py +1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1= 6(11×2− 11+1

6
)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+1

  = 6(22−2)[ ] +1= (6×20) +1=11×11

ـ در طول چندين قرن، رياضى*دانان تصـور مـى*كـردنـد كـه
اعداد اول بايد رابطه*ى عجيب و دشـوارى داشـتـه بـاشـنـد. در

6n  حالى*كـه آن*چـه ذكـر شـد، نـشـان مـى*دهـد حـاصـل   يـا1−

  6n  بــه*صـــورتn در اصــل اول اســت، مــگــر ايــن*كـــه 1+

  
(Px ± Py ±1

6
، يك عدد اول مشتركx و y باشد كه ضرايب (

باشد. اعداد اول، با جايگاه مشخص و ثابت و بر*اساس نظم و
منطق، در ميان اعداد طبيعى واقع*اند. اين جايگاه ناملمـوس و
نامرئى است و تنها با بيان روابط اشاره شده قابـل درك و فـهـم

هايى كه فقط به توليدnاست. سؤال اساسى اين است كه يافتن 
اعداد اول منجر شوند، چه*قدر اهميت دارد؟

مطالب ارائه شده، مى*توان رابطه*هايى را براىبا عنايت به 
يافتن اعداد بيان كرد:

رابطه�ى اول:
  P = 2n +1:n ≠ 2an + n + aa, n ≥1  a, n ∈N

رابطه�ى دوم:
         

يا

  

P = 6n +1:n ≠ Px + Py −1
6

      Px − Py +1
6

P = 6n −1:n ≠ Px + Py +1
6

      Px − Py −1
6

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

        

يا

  x,y ≥1 ,  x,y ∈N  ,  2,3 y

...............................................پى�نويس 
د:ت نيز تنظيم كران به اين*صورا مى*تول ر جدو.١

  

(3 ×1) +1 (3 ×2) +1 (3 × 3) +1 (3 × 4) +1 (3 × 5) +1 L (3 × n) +1

(5×1) + 2 (5×2) + 2 (5× 3) + 2 (5× 4) + 2 (5× 5) + 2 L (5× n) + 2

(7 ×1) + 3 (7 ×2) + 3 (7 × 3) + 3 (7 × 4) + 3 (7 × 5) + 3 L (7 × n) + 3

(9×1) + 4 (9×2) + 4 (9× 3) + 4 (9× 4) + 4 (9× 5) + 4 L (9× n) + 4

(11×1) + 5 (11×2) + 5 (11× 3) + 5 (11× 4) + 5 (11× 5) + 5 L (11× n) + 5

L L L L L L L

...................................................منبع 
ى.جمه*ى پرويز شهريارل،ترل»،اميل بور. «عددهاى او١


