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مقاله 
«هذا من فضل ربّى»

وقتى براى چاپ اولين شماره ى مجله ى رياضى رشد برهان و تولد اين مجله، اولين جلسه ى هيئت تحريريه تشكيل شد و براى نام 
مجله، هريك از اعضا پيشنهادى دادند، استاد پرويز شهريارى نام برهان را به زبان آورد و اين كلمه را خيلى با معنى و براى مجله ى 
رياضى مناسب دانستند همه ى اعضاى هيئت تحريريه نيز به اتفاق با اين نام موافقت كردند و سرانجام اين نام كه هم يك اصطلاح رياضى 

و هم يك واژه ى قرآنى است، براى مجله انتخاب شد.
از آن روزها حدود 20 سال مى گذرد و در آستانه ى ورود به بيستمين سال انتشار اين مجله هستيم؛ مجله اى كه در طول اين 20 سال 
فراز و نشيب هاى بسيارى را پشت سر گذاشته است و چه بسيار دانش آموزانى كه از خوانندگان اين مجله بوده اند و الآن در مشاغل 
گوناگون مشغول خدمت هستند. حتى تعدادى از اين عزيزان، هنوز با مجله ارتباط دارند و آن را مطالعه مى كنند. شما هم از هر كجا كه در 
زمره ى علاقه مندان و خوانندگان اين مجله قرار گرفته ايد، مى توانيد با حفظ و نگه دارى شماره هاى اين مجله، جزو كسانى باشيد كه پس از 
حداكثر چهار سال ديگر كه انِ شاء االله وارد دانشگاه شديد، هم چنان با ما ارتباط داشته باشيد (البته دفتر انتشارات كمك آموزشى در نظر 

دارد، تمام شماره هاى 1 تا آخرين شماره ى امسال را در يك لوح فشرده در اختيار علاقه مندان قرار دهد).
به هر صورت ادامه ى كار مجله و رسيدن آن به 20 سالگى در درجه ى اول مرهون لطف و فضلِ الهى بوده و در درجه ى دوم مديون 
زحمات اعضاى محترم هيئت تحريريه و مديران مسئول و پشتيبانى شما خوانندگان عزيز كه همواره پيشنهادات و انتقادات سازنده و 

راه گشايتان توشه ى راه ما بوده و خواهد بود.
از شما دانش آموزان كه مخاطبان اصلىِ اين مجله هستيد، درخواست دارم كه با مجله ارتباط بگيريم (از طريق ارسال نامه يا سايت) 
و هيئت تحريريه را با نظرات، پيشنهادات و انتقادات خود آشنا كنيد. شايد سؤالات زير بتواند سمت و سوى مناسب ترى براى ايجاد اين 

ارتباط فراهم سازد:
1. چند درصد از مقالات و مطالب مجله براى شما قابل استفاده است؟

2. از چه مقاله يا مطلبى بيشتر استفاده كرديد؟
3. آيا مطالب عمومى مانند تاريخ رياضيات، مسئله، سرگرمى و… براى شما قابل استفاده بوده است؟

4. كدام يك از مقالات از نثر روان ترى برخوردار بوده است؟
5. كدام مقاله كمك درسى، خودآموزتر از بقيه بيان شده است؟

6. آيا جاى مقاله يا مطلبى را در مجله خالى مى بينيد؟
7. گرافيك مجله (صفحه آرايى، تيترها، طرح ها و…) را چگونه ارزيابى مى كنيد؟

8. دست يابى شما به مجله از چه طريقى است و براى تهيه ى آسانِ آن چه پيشنهادى داريد؟
9. آيا «سرمقاله ي» هر شماره را مطالعه كرده ايد؟ چقدر براى شما سودمند بوده است؟

10. آيا معلمين شما از اين مجله استفاده مى كنند و آن را مى شناسند؟
11. چرا براى ما مقاله يا مسئله ارسال نمى كنيد؟

12. اگر قبلاً هم اين مجله را مطالعه كرده ايد و خاطره يا نكته ى مهمى در ارتباط با مجله داريد، براى ما بفرستيد.
در خاتمه، سال تحصيلى بسيار خوب و پر از موفقيتى براى همه ى شما عزيزان دانش آموز آرزو دارم و از درگاه حضرت حق، توفيق 

روزافزون براى شما خواستارم.
 ـ سردبير  والسلام 

سر

2
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بوعلى حسين، فرزند عبداله فرزند سينا كه غالباً او را فرزند سينابوعلى مى نامند، نزد اروپاييان به آوسين شهرت دارد. او در سال 980 
ميلادى، در نزديكى هاى «بخارا» متولد شد و در سال 1037 ميلادى در همدان درگذشت. اكنون مقبره اش در همدان است. 

پورسينا هم فيلسوف و پزشك بود و هم رياضى دان و اخترشناس؛ دانشمند مشهورى كه براى شرح زندگى او، بايد به نوشته ى خودش كه 
سرگذشت 30 سال نخست زندگى اش را نوشته و نوشته ى شاگردش، از روزى كه به نزد او آمد و تا آخر عمر كه با او بود، مراجعه كرد. 

«پدرم مردى بود از اهل بلخ و از آن جا به بخارا رفت. در زمان نوح بن منصور، او كارهاى ديوانى را انجام مى داد. پدرم دخترى از اهل قريه 
بخواست و در آن جا بماند. من و برادرم همان جا به دنيا آمديم… پدرم مرا نزد مردى فرستاد كه سبزى فروختى و در ضمن حساب هندى هم 
مى دانست تا از وى تعليم يابم … پدرم، ابوعبداله ناتلي را كه دعوى فلسفه مى كرد، به خانه ى ما آورد به اين اميد كه از او فلسفه بياموزم… تا 
آن كه منطق را خواندم … بعد از آن خودم كتاب ها را مطالعه مى كردم تا دانش منطق را محكم ساختم … در اين حال، ناتلى از ما مفارقت 

كرد… در اين وقت شانزده سال داشتم … پس از اين پدرم فوت شد.» 
ابوعلى سينا در سال 404 به رى و سپس از رى در سال 405 به قزوين و سپس همدان نزد شمس الدوله ديلمى رفت و در آن جا قرار يافت. 

او به رياضيات و اخترشناسى كمتر پرداخته است، با وجود اين كتاب هاى رياضيات و اخترشناسى او را معرفى مى كنم. 
پورسينا به رياضيات بيشتر از جنبه ى فلسفى مى نگريست. او «اصل هاى اقليدسى» را به عربى ترجمه كرده است. هم چنين، طرح نه نه را 

براى عددها و استفاده از آن را براى جذر و كعب بيان كرده است (در همدان). 

رياضيات در ايران(8)
كليدواژه ها: پورسينا

پورسينا، ابوعلى سينا، ابوعبداله جوزانى، رساله هاى رياضى پورسينا.

پرويز شهريارى
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مفهوم هاى عمده ى فيزيكى مثل حركت، نيرو، اصطكاك، نور و حرارت را نيز بررسى كرده است. كراوره مى گويد: رساله اى نوشته است و 
«احكام نجوم» را در آن ابطال كرده  است كه چند نسخه ى خطى از آن وجود دارد. 

ابوعبداله جوزانى كه شاگرد پدر سينا بود، سرگذشتى براى پورسينا نوشته است. 
«… در مجسطى ده شكل در اختلاف منظر ايراد كرد و در آخر مجسطى در دانش اخترشناسى چيزهايي آورد كه سابق بروى كسى اثبات 

به آن ها ننموده بود. و در اقليدس شبهه اى چند ايراد كرد … و در موسيقى مسئله ها افزود كه از آن غافل بودند. 
مهم ترين نوشته هاى پورسينا، يعنى نوشته هاى رياضى و اخترشناسى همان است كه خود پورسينا در كتابى از آن ها ياد كرده است. اين 

كتاب به زبان آلمانى هم برگردان شده است. در حال حاضر اين رساله ها از پورسينا در دست هستند. 
1. رساله اى درباره ى زاويه ها كه از آن يك نسخه ى خطى موجود است. 

2. رساله اي تحقيقي و هندسه و از آن دو نسخه موجود است. 
و  «اياصوفيه»  در  ديگرى  نسخه هاى خطى  و  است  در مشهد  آن  از  نسخه ى خطى  كه يك  ديدن ستارگان  براى  3. رساله اى 

«بريتيش ميوزيوم» موجود است. در كتاب خانه ى مركزى دانشگاه تهران نيز فيلمى از آن وجود دارد. 
4. قانون عمل خورشيد و ماه و زمان هاى شب و روز كه تنها يك نسخه از آن در «اسكوريال» موجود است. 

5. رساله اى كه پورسينا در جرجانيه براى احمدبن محمد سهلى نوشته است و چند نسخه خطى از آن موجود است. 
6. رساله اى درباره ى دانش اخترشناسى و از آن چند نسخه ى خطى وجود دارد. 

7. كوتاه شده اى از مجسطى كه از آن يك نسخه در پاريس و يك نسخه هم در «آكسفورد» موجود است. 

پي نوشت
1. اين مقاله را قبل از مطالب ديگري كه در نظر داشتم، نوشتم و شامل همان چيزهايي است كه پورسينا 

درباره ي رياضيات و اخترشناسي نوشته است.
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گراف منتظم
اگر در يك گراف از مرتبه ىp 1، درجه ى2 همه ى رأس ها با هم 
برابر باشند، چنين گرافى منتظم است و اگر درجه ي رأس ها برابر با 
عدد حسابىِ r باشند، آن را گراف r- منتظم مى ناميم. به بيان ديگر، 
اگر بزرگ ترين درجه ى رئوس يك گراف را ماكزيمم درجه ى گراف 
و كوچك ترين درجه ى رئوس يك گراف را مينى مم درجه ى گراف 

بناميم، و آن ها را به ترتيب با Δ و δ نمايش دهيم، داريم:
⇔ G گرافى r- منتظم است.  Δ = δ = r

از طرف ديگر، با توجه به قضيه ى كتاب درسى كه بيان مى كند: 
 q اندازه ى3  و   p مرتبه ى  از  گراف  يك  رئوس  درجات  «مجموع 
همواره دو برابر تعداد يال هاى آن گراف است»، مى توان نتيجه گرفت 
كه «در هر گراف r- منتظم از مرتبه ى p و اندازه ى q  ، همواره داريم: 
pr = 2q». بنابراين در هر  گراف r- منتظم با مفروض بودنِ r، همواره 

رابطه اى بين q و p برقرار است و اگر يك معادله ى ديگر برحسب 
 q و p مفروض باشد، با حل دستگاه دو معادله، دو مجهول q و p

محاسبه مى شوند.
مثال: در يك گراف 4- منتظم از مرتبه ى p و اندازه ى q، داريم: 

. مجموع درجات رئوسِ اين گراف را بيابيد. p q− = −5 3 9

حل:
q pp q

p p p
p q

==⎧
⇒ − = − ⇒ =⎨ − = −⎩

24 2
5 6 9 9

5 3 9  
  q p= = × =2 2 9 18   

 ⇒ 2q = 36 مجموع درجات رئوس  

گراف هاى منتظم و كامل
 حميدرضا اميرى

گراف كامل
گراف هاى كامل، دسته ى خاصى از گراف هاى منتظم محسوب 
مى شوند و همان طور كه از اسم آن ها مى توان دريافت، گراف هايى 
هستند كه اندازه ى آن ها كامل است. گراف كامل از مرتبه ى  p كه با 
 (p-1) نمايش داده مى شود، گرافى است كه درجه ى هر رأسِ آن Kp

باشد. به عبارت ديگر، «هر گراف (p-1) - منتظم از مرتبه ى p را 
كامل مى گوييم». بنابراين در هر گراف كامل از مرتبه ى P داريم:

r p
rp q p(p ) q

= −
= ⇒ − =

1

2 1 2  
p(p )q −

⇒ =
1

2
همان طور كه ملاحظه مى كنيد، q حداكثر مقدار خود را دارد. زيرا 
q تعداد يال هاى يك گراف از مرتبه ى p است كه چون مجموعه ى 
مجموعه ى  دو عضوىِ  زيرمجموعه هاى  شامل  گراف  يك  يال هاى 
يك  عضوىِ  دو  زيرمجموعه هاى  كل  تعداد  و  است  آن  رأس هاى 

در   q پس   ، p p(p )⎛ ⎞ −⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
22

با:  است  برابر  عضوى   p مجموعه ى 

گراف كامل، حداكثر است.
يك نكته ى مهم: گراف هاى r- منتظم از مرتبه ى p كهr < p-1 ، در 
بسيارى از موارد منحصر به فرد نيستند، ولى گراف هاى كامل از هر 
مرتبه، منحصر به فردند. براى مثال، گراف هاى 2- منتظم از مرتبه ى 
9 را رسم كرده ايم كه تعداد آن ها 4 عدد است، اما تعداد گراف هاي 

كامل از مرتبه ى 9 فقط يكى است.

كليد واژه ها:  
گراف منتظم، گراف كامل، تعداد يال هاى گراف كامل، مسائل گراف هاى كامل و منتظم
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G4  : سه تا 3 ضلعى

(G2 و G3 گراف هاى دو بخشى و G4 گراف سه بخشى هستند.)
و  بيابيد  را   12 مرتبه ى  از  منتظم   -3 گراف هاى  تعداد  تمرين: 

آن ها را رسم كنيد. (جواب: 4 گراف)
تعداد  بسيار،  استفاده ى  موارد  و  اهميت  به دليل  زير،  در جدول 

يال هاى گراف هاى كامل از K1 تا K11 آمده است:

KP گراف pp(p )q
⎛ ⎞− ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2 2 (تعداد يال ها) 

K1 0

K2
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1

2

K3
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
3

2

K4
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

4
6

2

K5
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5
10

2

K6
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
15

2

K7
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

7
21

2

K8
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

8
28

2

K9
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

9
36

2

K10
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10
45

2

K11
⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

11
55

2

رسم كنيد.
p(p )q p(p )p

q p

−⎧ = −⎪ ⇒ = ⇒⎨
⎪ =⎩

1
1

2
2  

p p(p ) (p ) p= − ⇒ − = ⇒ =2 1 1 2 3  

مثال: اگر گراف G داراى 38 يال باشد، اين گراف حداقل چند 
رأس دارد؟

حل: براى پاسخ گويى به اين نوع سؤال ها كافى است مشخص كنيم 
كامل  كدام دو گرافِ  يال هاى  تعداد  بين  يال هاى گراف موردنظر  تعداد 
⎛ . به عبارت ديگر،  ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟< <
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

9 10
38

2 2
قرار دارد! در اين مثال داريم: 

با 9 رأس حداكثر 36 يال مى توان تعريف كرد. لذا براى تعريف دو 
يال ديگر، به حداقل يك رأسِ ديگر نياز داريم. پس جواب اين سؤال 
از نظر  با نزديك ترين گراف كامل   G 10 است. در واقع گراف  عدد 

تعداد يال مقايسه شد.
تذكر مهم: مقايسه كردنِ يك گراف با گراف كاملِ نزديك به آن، 
كرد.  نيز مى توان توسط آن حل  را  كه مسائل ديگرى  روشى است 
به فردى هستند،  چون گراف هاى كامل گراف هاى خاص و منحصر 
راه گشا  كامل مى تواند  از يك گراف  يال  يا چند  گاهى حذفِ يك 

باشد. به مثال هاى زير توجه كنيد:
مثال: گراف G از مرتبه ى 9 داراى 35 يال است، اين گراف چند 
از درجه ي  ماكزيمم) و چند رأس  (از درجه ى  از درجه ى 8  رأس 

مينى مم دارد؟
 K9 از  يال  اگر يك  لذا  است،  يال  داراى 36   K9 حل: مى دانيم 
 K9 از  اگر  كه  است  واضح  مى شود.  حاصل   G گراف  كنيم،  حذف 
يك يال حذف شود، دو رأسِ آن آسيب مى بينند و از درجه ى 8 به 
درجه ى 7 تنزّل پيدا مى كنند ! بنابراين، گراف G داراى 7 = 2 - 9 

رأس از درجه ى ماكزيمم و دو رأس از درجه ى مينى مم دارد.
گراف  اين  است.  يال   26 داراى   8 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 

حداقل و حداكثر چند رأس از درجه ى ماكزيمم است؟
حل: در اين مثال بايد 2 يال از گراف K8 حذف كنيم تا گراف 
G حاصل شود. حذف اين دو يال به دو صورت امكان پذير است: يا 
هر دو يال را از يك رأس حذف كنيم (3 رأس آسيب مى بيند)، و يا 
دو يال را طورى حذف كنيم كه رأس مشترك نداشته باشند (4 رأس 

آسيب مى بيند).
در حالت اول از يك رأس دو درجه و از دو رأس ديگر هركدام 
1 درجه كم مى شود و گرافى داراى 5 رأسِ ماكزيمم (از درجه ى 7) 

و 1 رأس مينى مم (از درجه ى 5) خواهيم داشت.

 G1  : 9 ضلعى بدون قطر

...
. ... . .
.. . .. ...

. . ... . .. .

G2   : 3 و 6 ضلعى فاقد قطرG3   : 4 و 5 ضلعى فاقد قطر

.. .. . .. . .. . ..

مثال: در گراف كامل Kp، اگر داشته باشيم: p = q  ، اين گراف را 

 p ≠ 0
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در حالت دوم نيز تعداد رأس هاى ماكزيمم (از درجه ى 7) برابر 
است با: 4 = 4-8  . 4 رأس نيز از درجه ى مينى مم (از درجه ى 6) 

در گراف موجود است.
مثال: گراف G از مرتبه ى 10 داراى 42 يال است. اگر در اين 
گراف داشته باشيم: 1 = (Δ - δ)، در اين صورت گراف G چند رأس 

ماكزى مم و چند رأس مينى مم دارد؟
يال حذف  دارد، 3  يال  K10 كه 45  از  اگر  كه  بديهى است  حل: 
اما چون  به دست مى آيد.   G با برابر  تعداد يال هاي  با  كنيم، گرافي 
طبق فرض Δ - δ = 1  ، حذف اين سه يال بايد به گونه اى باشد كه از 
هيچ رأسى دو يال حذف نشود. زيرا در اين صورت خواهيم داشت: 2 
= Δ - δ كه خلاف فرض است. پس سه يال حذف شده نبايد رأس 
مشترك داشته باشند كه در اين صورت، درجه ى 6 يال هركدام 1 درجه 
كاهش مى يابد و 4 = 6-10 رأس از درجه ى ماكزيمم (از درجه ى 9) و 
6 رأس از درجه ى مينى مم (از درجه ى 8) در گراف G موجود است.

تمرين: مثال قبل را با فرض Δ - δ = 2 حل كنيد.
در  تعيين  كامل  كاربردهاى گراف هاى  از  ديگر  يكى  تذكر مهم: 
ماكزيمم تعداد يال هاى يك گراف چندبخشى است كه در مثال هاى 

زير به آن مى پردازيم.
مثال: گراف G از مرتبه ى 7 گرافى دو بخشى است. اين گراف 

حداكثر چند يال مى تواند داشته باشد؟
محسوب  بخش  يك  تنها،  يا  ايزوله  رأس  كه  داريم  توجه  حل: 
مى شود. براى مثال، گراف هاى      و       هر يك دو بخشى هستند. 
در اين مثال اگر بخواهيم گرافى دوبخشى با 7 رأس و حداكثر يال 
داشته باشيم، كافى است يك رأس از 7 رأس را ايزوله كنيم و با 6 
 ⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
15

2
رأس ديگر يك گراف كامل (K6) بسازيم. در اين حالت 

ماكزيمم خواهد  يال  تعداد  اين  كه  مى شود  گراف حاصل  براى  يال 
بود.

تمرين: گراف G از مرتبه ى 10 از سه بخش تشكيل يافته است. 
( ⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

8
28

2
اين گراف حداكثر چند يال دارد؟ (جواب: 

مثال: گراف G از مرتبه ى 12 فقط داراى دو رأس ايزوله است 
يال  چند  حداكثر  گراف  اين  است.  يافته  تشكيل  بخش  چهار  از  و 

مى تواند داشته باشد؟
كنار  ايزوله  به صورت  را  رأس  دو   ،G گراف  رأسِ   12 از  حل: 
مى گذاريم و بين دو رأس ديگر يك يال رسم مى كنيم و با 8 رأس 
 G باقى مانده، يك گراف كامل تشكيل مى دهيم. در اين حالت، گراف

⎛ يال است. ⎞
⎜ ⎟ + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

8
1 29

2
داراى ماكزيمم تعداد يال، يعنى 

K8           ← G گراف  

مثال: گراف G از مرتبه ى 14 داراى چهار بخش است و داريم: 
δ = 1. اين گراف حداكثر چند يال دارد؟

زير  به صورت  و  ندارد  ايزوله  رأس  فرض  طبق   G گراف  حل: 
است.

G گراف → K8  

G تعداد يال هاى : ⎛ ⎞
⎜ ⎟ + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

8
3 31

2
 

در  اگر  است.  بخش  سه  داراى   18 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 
يال  Gحداكثر چند  اين صورت  δ، در  باشيم: 2 =  داشته  اين گراف 

مى تواند باشد؟
حل: طبق فرض، گراف G رأس ايزوله و رأس از درجه ى يك 

ندارد و بايد به شكل زير باشد:
      K12  ← G گراف  

G تعداد يال هاى : ⎛ ⎞
⎜ ⎟ + = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

12
6 66 6 72

2
 

در  اگر  است.  بخش   K داراى   P1 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 
اين گراف داشته باشيم: δ = P2، در اين صورت G حداكثر چند يال 

مى تواند داشته باشد؟
 δ = P2 بخش با حداكثر يال و (K-1) بايد داراى G حل: گراف
باشد كه (K-1) گراف كامل از مرتبه ى(P2 + 1) است و يك بخشِ 
كامل از مرتبه ى رأس هاي باقى مانده كه تعداد رأس هاى باقى مانده 

برابر است با:
[ ]P P (K ) (P )= − − × +1 21 1  

حداكثر تعداد يال هاى چنين گرافِ K بخشى برابر است با:

G تعداد يال هاى P P
: (K )

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − ×
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1
1

2 2
 

تمرين: از گراف هاى كامل براى به دست آوردن شرط هم بندى و 
ناهم بندى چگونه مى توان استفاده كرد؟

1. مرتبه ى گراف: تعداد رأس هاى يك گراف را مرتبه ى آن گراف مى گوييم.
آن  درجه ى  مى كنند،  عبور  رأس  يك  از  كه  يال هايى  تعداد  رأس:  درجه ى يك   .2

رأس ناميده مى شود.
3. اندازه ى گراف: تعداد يال هاى يك گراف را اندازه ى آن گراف مى گوييم.

. .. ..

.. ..
. . . . . .

... . ..

پي نوشت
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يكى ديگر از مجلات رياضى، مجله ى «كوانتوم» است مجله اى 
كه خوش درخشيد، ولى دولت مستعجل بود. از اين مجله تنها يك 
شماره در پاييز 1372 به چاپ رسيد و عدم انتشار آن به علت فوت 

صاحب امتياز آن بود. 
صاحب امتياز و مدير مسئول: دكتر محمد رجبى طرخورانى، استاد 

دانشكده ى علوم دانشگاه تهران و سردبير: غلامرضا ياسى پور
شهريارى،  پرويز  رجبى طرخورانى،  محمّد  تحريريه:  هيئت 

سيّدحسين سيّدموسوى، مجيد ملكان و غلامرضاياسى پور
ويراستار رياضى: غلامرضاياسى پور

ويراستار فيزيك: مجيد ملكان 
در سرمقاله ى مجله چنين آمده است: 

برجسته ى  اعضاى  از  تن  شش   ،1960 دهه ى  اواخر  «در 
فرهنگستان علوم شوروى، از جمله كاپيتسا و كولموگوروف، طى 
ماهنامه ى  نشر  پيشنهاد  كشور،  اداره ى  مرجع  عالى ترين  به  نامه اى 
رياضى ـ فيزيك كوانت را مطرح كردند. پيشنهاد از جانب بزرگان 
فن بود و مورد تأييد قرار گرفت. بدين ترتيب نخستين شماره ى مجله ى 

كوانت در آغاز سال 1970 منتشر شد. 
سردبيرى نخستين شماره هاى مجله را دوتن از مهم ترين اعضاى 
اين فرهنگستان: آندره نيكلايه ويچ كولموگوروف و ايساك كنستانتى 
نوويچ كى كواين، به عهده داشتند، و هردو تا آخرين روزهاى زندگى 

خود به اين كار ادامه دادند. 

يافتن  كوانت  فيزيك  ـ  رياضى  ماه نامه ى  انتشار  از  هدف 
استعدادها  اين  دادن  پرورش  و  كردن  شكوفا  و  جوان  استعدادهاى 

بود. 
مجله ى كوانت به سرعت جاى خود را در ميان مجلات رياضى ـ 
فيزيك آن چنان باز كرد كه از طرف يونسكو مورد تأييد قرار گرفت 
و مقاله هاى آن به زبان هاى فرانسوى، ژاپنى، آلمانى، يونانى، بلغارى 

و نيز زبان هاى ديگر ترجمه شد. 
نام  تحت  و   1990 سال  به  مجله  اين  انگليسى  نسخه ى  چاپ 
كوانتوم، مجله ى دانش آموزى رياضى و علوم و به عنوان نشريه اى 
علوم  فرهنگستان  كوانتوم  دايره ى  و  علوم  معلمان  ملى  انجمن  از 
شوروى و در رابطه با انجمن معلمان فيزيك آمريكا و شوراى ملى 

معلمان رياضى، در آمريكا آغاز شد. 
در مورد نسخه ى فارسى مجله در سرمقاله چنين مى خوانيم: 

«و اما نسخه ى فارسى اين مجله، يعنى همين نسخه اى كه پيش 
به يارى خداوند به صورت فصل نامه منتشر  رو داريد و قرار است 
شامل  آن،  اول  بخش  است.  تشكيل شده  اصلى  بخش  دو  از  شود، 
مقالات جالب و مفيد مجله ى كوانتوم آمريكايى است كه عيناً به زبان 
فارسى درآمده و گهگاه مقاله اى از كوانت روسى نيز به همراه دارد. 
بخش دوم آن، شامل مطالب و مواردى است خاص دانش آموزان و 
مسائل  به  پرداختن  دوم  بخش  ويژگى هاى  از  خودمان.  دانشجويان 
متناسب با برنامه ى دبيرستان هاى ايران و تهيه ى شرح احوال و آثار 

اشاره: 
از شماره ى 2 الى 27 برهان متوسطه، سلسله مقاله هايى با عنوان «تاريخچه ى مجلات رياضى در ايران» به قلم استاد ياسى پور در مجله 
به چاپ مى رسيد كه بنا به استقبال خوانندگان محترم و تأييد هيأت تحريريه از شماره ى 66 مجله، دنباله ى اين مقالات در برهان از سرگرفته 

شد. در اين شماره استاد به معرفى مجله ى كوانتوم پرداخته و يك مقاله خواندنى و جذاب از آن را انتخاب كرده اند. 

تاريخچه ى مجلات 
رياضى  ايران(2) 

كليد واژه ها: مسائل هندسه، اصل تسهيل، اصل تمثيل، اصل پويايى 
غلامرضا ياسى پور



دوره ي بيستم/ شماره ي 91
    پاييز 1389

متوسطه

رياضى دانان و فيزيك دانان ايرانى و مسلمان و مطالب مربوط به تعليم 
و تربيت رياضى و فيزيك در اين گوشه از جهان است. به خصوص در 
مورد اين بخش، به يارى و مساعدت صاحب نظران نياز مبرم داريم 
از  و  برخيزند  ياريمان  به  كه  مى كنيم  آنان دعوت  از  در همين جا  و 

كمكمان دريغ نورزند.»
عنوان  تحت  مجله،  مقاله هاى  از  يكى  ذكر  به  مرحله  اين  در 

«هندسه ى جزايى يا پيروى از اصول» مى پردازيم. 

هندسه ى جزايى يا پيروى از اصول 
نمايشنامه ى روش شناسى در يك پرده 

نوشته ى د.و.فومين 
مى رسد.  گوش  به  شيرين  و  آرام  آهنگى  است.  تاريك  صحنه 
چراغ ها روشن مى شوند. سالن پذيرايى در  B 221، «بيكراستريت1». 
است.  نشسته  روزنامه ى عصر  به  نگريستن  در حال  هُلمز2  شرلوك 

واتسون3 وارد مى شود. 
دارى  قصد  كه  مى رسد  به نظر  عزيز.  رفيق  به خير،  عصر  هلمز: 

مدتى به جاى طبابت به هندسه بپردازى. 
واتسون: چه طور فهميدى؟ 

از  هندسه اش،  مسابقه ى  با  ديروز،  ديلى جوك  روزنامه ى  هلمز: 
جيبت بيرون زده است. معلوم است كه وقت زيادى براى حل حداقل 

يكى از مسائل آن صرف كرده اى. 
واتسون: اما از كجا فهميدى كه هيچ يك از آن ها را حل نكرده ام؟ 
راستش را بخواهى، صددرصد حق به جانب توست … (مى نشيند) 

تمام  كه  باش  داشته  توجه  نشو.  ناراحت  عزيز،  واتسون  هلمز: 
صحيح  راه  اگر  البته،  مى شوند؛  حل  طريق  يك  از  عملاً  مسئله ها 
رسيدن به آن ها را پيدا كنيم. راستش، هنوز مسائل مسابقه اى مورد 

بحث را نديده ام، اما … خب، اجازه بده نگاهى به آن ها بكنيم. 
زاويه هاى  مفروض است.   ABCD O داخل مربع  مسئله ى 1. نقطه ى 
 OAD مثلث  كه  كنيد  ثابت  درجه اند.   15 هردو   OBC و   OCB

متساوى الاضلاع است.

واتسون: (با وحشت دست هايش را به طرف جلو حركت مى دهد) 
رازآميزى اين مسئله مرا به ياد شاه ربوده شده مى اندازد! راستى آن 

را به خاطر دارى؟ 
الآن  هم  من،  مى كنى؟  به چه صحبت  راجع  عزيز،  رفيق  هلمز: 
پاسخ مسئله را مى دهم. در اين مورد از «اصل آغاز از انتها» استفاده 
مى كنيم. اميدوارم از حل مسئله متوجه بشوى كه اصل مزبور چيست؟ 
نقطه ى X ى را، كه رأس سوم مثلث متساوى الاضلاعى است كه دو 

رأس ديگرش A و D    اند، در نظر مى گيريم. 
واتسون: اما دو نقطه از چنين نقاطى موجودند. 

مى كنيم  اختيار  است  مربع  داخل  كه  را  آن  ما  ولى  البته.  هلمز: 
پيدا مى كنيم. خوب،  را   XCB و   XBC زاويه هاى  (شكل 2). حالا 
واتسون، با توجه به پيوستگى علوم دقيقه، رابطه ها را در اين مورد 

مى دانى. انجام دادى؟ 

A

B C

D

O

1515 °°

(شكل 1)

B

A

C

D

X

30°

60° 60°

30°

(شكل 2)
 XCD و BAX واتسون: يك لحظه … بايد از اين حقيقت كه
مثلث هايى متساوى الساقين اند، استفاده كنيم. اوه! هريك از آن ها 15 

درجه است. هوم! بعد چه؟ 
هلمز: اين بدان معنى است كه نقاط O و X منطبق اند. اما دوست 

عزيز، اين مطلب، مطلبى مقدماتى است. 
واتسون: عاليه! اما … اين اصلِ شما كمكى به حل مسئله ى دوم 

نمى كند. 
هلمز: خب، در اين صورت از اصل ديگرى استفاده مى كنيم. و 

بنابراين … 
(در   ABCD محدب  چهارضلعى  اضلاع  طول هاى   :2 مسئله ى 
جهت حركت عقربه هاى ساعت) برابر c ، b ، a و d   اند. ثابت كنيد كه 

4(c+ d) (a+b)  ––1 نيست.  مساحت ABCD بزرگتر از 

بله، اين مسئله، مسئله اى كاملاً متفاوت است… نابرابرى. واتسون، 
اين مسئله ناگهان مرا به ياد معماى پروفسور موريارتى انداخت. 

واتسون (رؤيايى): بله، كلكى در اين موضوع نهفته بود. او، در 
برجسته  رياضى دانى  كنيم،  ادا  را  مطلب  حق  بخواهيم  كه  صورتى 

بود… اما هلمز، مثل اين كه از موضوع منحرف شدى. 
هلمز: اين تويى كه از مطلب پرت افتاده اى واتسون. در ضمن من 
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مسئله را حل كردم. ابتدا پرانتزها را برمى داريم: 
1––  (a + b) (c + d)4
                          1                    1= ––  (ad + bc) + –– (ac + bd)4                        4            

واتسون «اصل تسهيل» را به خاطر بسپار: ابتدا ساده ترين و طبيعى 
ترين طريق حل مسئله را بررسى كن. 

  ad + bc واتسون: بسيار خب، اثبات اين موضوع را كه مجموع
مى توانم  نيست،  بحث  مورد  چهارضلعى  مساحت  برابر  دو  از  كمتر 
خودم انجام دهم: ad كمتر ازدو برابر مساحت مثلث ABD (شكل3) 
و bc كمتر از دو برابر مساحت مثلث BCD نيست؛ اين كه هيچ. اما با 

عبارت ac + bd چه كار مى توان كرد؟ 

A

B

C

D

a b

cd

(شكل 3)
كارمان مى آيد. دوست عزيز،  به  تمثيل»  اين جا «اصل  هلمز: در 
تمام چيزى كه در اين مورد لازم داريم، تفكر سازگار و منطقى است. 
اين كار در رياضيات، به اندازه ى جرم شناسى، اساسى است. موفقيت در 
محاسبه ى قبلى مرهون چه موردى بود؟ از اين حقيقت كمك گرفتى كه 
 ،   c و b پهلوى يكديگر قرار گرفته اند. همين طور اضلاع d و a اضلاع

درست است؟ بنابراين بايد كارى كنى كه a را پهلوى c بياورى. 
واتسون: در مورد  b و d چى؟ 

هلمز: خوب فكركن واتسون: اگر a پهلوى c باشد، در اين صورت 
b نيز پهلوى d خواهد بود. همواره شرايط نالازم را بررسى كن! اما 
اين كار در درجه ى دوم اهميت است و بنابراين: براى اين كه مساحت 
چهارضلعى مان، هنگامى كه ضلع a پهلوى c قرار مى گيرد، يكسان 
باقى بماند، با آن چه مى كنيم؟ … دوست عزيز، موضوع چيست؟ … 

چاقوى جراحى ات را همراه نياورده اى؟ 
را  سؤال  اين  چرا  نياورده ام.  نه،  نمى شود):  (متوجه  واتسون 
ناگهان متوجه مى شود). عاليه! صرفاً  نگاه مى كند و  (به شكل  …؟ 
ABCD را در امتداد قطر BD قطع مى كنيم و … و يكى از تكه ها را 

برمى گردانيم (شكل 4). و بعد، البته، با استدلالى شبيه قبل، مشخص 
مى كنيم كه ac + bd كمتر از دو برابر مساحت چهارضلعى مورد بحث 
اثباتش  دنبال  به  را  پيشين، آن چه  نامساوى  با  تركيب آن  با  نيست. 

بوديم، برقرار مى كنيم. عاليه! 

A C

D

a b

cd

B

A

C

D

a
c

b
d

B

(شكل4)

هلمز: توجه داشته باش كه در اين جا هنگام حل مسئله، زمانى كه 
مفروضاتمان راتغيير داديم، از «اصل پويايى» نيز استفاده كرديم. اين 
اصل كه اصلى كاملاً چشم گير است، به صورت زير است: در مسئله، 
هر چيزى را كه مايل به تغييردادنش هستيم ـ تنظيمش، مفروضاتش، 
به شرطى كه راه حل مسئله  ى جديد راه حل مسئله ى  احكامش ـ 
قديم را به دستمان دهد، تغيير مى دهيم. اصل مزبور، به خصوص بر اين 
است كه: مفروضات مسئله را به عنوان مطالبى غيرقابل تغيير درنظر 
دنبال دستگير كردن جنايتكارى هستيم،  به  اگر  مثال،  براى  نگيريم. 
با  نبايد فراموش كنيم كه او موجودى زنده است و مى تواند آزادانه 

«عملكرد»مان تغيير موضع دهد. 
آن  متوجه  هنوز خوب  كه  است  مطلبى  مورد  اين  در  واتسون: 

نشده ام…
بيندازيم،  مسابقه  مسئله ى  سومين  به  نگاهى  بده  اجازه  هلمز: 

واتسون. 
واتسون: هلمز، خواهش مى كنم نه تنها راه حل، بلكه جميع مراحل 
حيرت  از  هم  همين جا  تا  بدهى.  توضيح  برايم  بلافاصله  را  استدلال 
فرسوده شده ام. (از جايش برمى خيزد و به طرف هلمز حركت مى كند.) 

هلمز: سعى ام را مى كنم، دوست عزيز، و بنابراين، 
مسئله ى 3: دو دايره ى S 1 و S 2 در نقاط A و B برهم عمودند. 
نقطه ى X واقع بر دايره ى اول، اما داخل دايره ى دوم است. شعاع هاى 
AX و BX دايره ى S 2 را در نقاط P و Q تلاقى مى كنند. ثابت كنيد كه 

قطعه خط PQ قطر دايره ى S 2 است. 
چه  يعنى  نمى فهمم.  را  مسئله  اين  صورت  اصلاً  من  واتسون: 

«دايره ها برهم عمودند»؟ مهمل است. 
كه  است  معنى  اين  به  صرفاً  عبارت  اين  واتسون.  ابداً،  هلمز: 
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خطوط مماس در نقاط تقاطع دواير برهم عمودند. اكنون، دقت كن كه 
اصل پويايى چگونه در اين مورد به كار مى رود. نقطه ى X را در امتداد 
نقطه ′X مى شود و  اين  S 1 حركت مى دهيم ـ  دايره ى  از   AB كمان 
شعاع هاى ′AX و ′BX ، دايره ى S 2 را در نقاط ′P و ′Q قطع مى كنند 

ـ نگاه كن، آن را روى اين تكه كاغذ رسم مى كنم (شكل 5). 

مى رسند، اما بعداً مشخص مى شود كه تصادف محض يا تاكتيك هايى 
انحرافى از جانب مقصر اصلى بوده اند. مورد نيم تاج ياقوت نشان را به خاطر 

دارى؟ … بسيار خب، به هر تقدير، اين هم آخرين مسئله است. 
رأس  زاويه ى   C و  متساوى الساقين،   ABC مثلث   .4 مسئله ى 
آن  BC ى  و   AC بر ساق هاى   N و   M نقاط  است.  20 درجه  آن 
چنان درنظر گرفته شده اند كه زاويه ى NAB برابر 50 درجه و زاويه 

ى MBA برابر 60 درجه است. ثابت كنيد زاويه ى NMB برابر 30 
درجه است (شكل 6). 

Ṕ

X́

A
S2

S1

Q′

Q

P

. .X

(شكل5)
به همين  مساوى اند.   X′BX و   X′AX زواياى  كه  است  روشن 
علت است كه اندازه هاى زاويه اى كمان هاى ′PP و ′QQ برابرند. اما 
اين بدان معنى است كه اندازه ى زاويه اى كمان ′P′Q مساوى اندازه ى 

زاويه اى كمان PQ است. 
واتسون (درحالى كه سخن هلمز را قطع مى كند): ولى هلمز، از 

كجا فكر اثبات آن را به دست آوردى؟ 
هلمز: دوست عزيز، خودت راجع به آن فكر كن: اگر قطعه خط 
PQ به ازاى هر موضع نقطه ى X واقع بر كمان AB، قطرى از دايره 

 X هرچه نقطه ى ،PQ باشد، در اين صورت اندازه ى زاويه اى كمان
را حركت دهيم، تغيير نخواهد كرد. اگر چيزى كه  حكم مسئله است، 
راست  بايد  وضوح  به  نيز  مطلب  اين  اين صورت  در  باشد،  راست 

باشد. و بار ديگر اصل آغاز از انتها. 
B حركت  نقطه ى  به طرف  را  مان   X نقطه ى  واتسون،  و حالا، 
اندازه ى  حالت،  اين  در  مى آوريم؟  دست  به  چيزى  چه  مى دهيم. 

زاويه اى كمان PQ دقيقاً 180 درجه خواهد شد. 
واتسون: آخر چرا اين اصل؟ اوه. بله … از اين حقيقت كه دواير 
مورد بحث در زواياى قائمه تقاطع كرده اند، استفاده مى كنيم. ضمناً، 
نيز در اين مورد موجود است. تمام مفروضات  هلمز، اصل ديگرى 
مسئله را به كار بريد و به خاطر داشته باشيد كه آن ها بايد به طريقى 

مورد استفاده قرار گيرند! اين اصل را چه بناميم؟ 
هلمز (با متانت): آن را «اصل تكميل راه حل» مى نامم. 

واتسون: بايد بگويم بسيار خوب! اما آدم فكر مى كند تو در هر 
جيبت يك اصل دارى! 

هلمز: نه، دوست عزيزم، من آن ها را در سرم دارم. اما بايد تذكر بدهم كه 
گاهى، اصلى كه هم اكنون برايت مطرح شد، در زندگى واقعى كاربردناپذير 
است. بعضى از حقايق در نگاه اول مشكوك يا صريحاً متهم كننده به نظر 
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(شكل6)
واتسون: من سعى داشتم اين زاويه را با استفاده از مثلثات حساب 

كنم … 
كن!  ذخيره  را  نيروهايت  مى كنم  خواهش  عزيز،  دوست  هلمز: 
شايد بتوانى، هنگامى كه من چند دقيقه اى را صرف اين مسئله مى كنم، 

روزنامه ات را بخوانى. 
(طى پنج يا شش دقيقه ى بعد، واتسون هنگامى كه هلمز شكل 
موسيقى  مى خواند.  را  روزنامه اش  مى كند،  مطالعه  دقت  به  را  زير 

آرامى نواخته مى شود.) 
هلمز: خب واتسون، اين مسئله در واقع كمى پوست كلفت است. 
برابر   PAB كه زاويه ى  BC، چنان  بر ضلع  واقع   P نقطه ى  به  بگذار 
موازى   PM كه خط  است  روشن  بيندازيم.  نگاهى  باشد،  درجه   60
AB است، و مثلث PDM متساوى الاضلاع مى شود (D نقطه اى است 

كه قطعات PA و BM در آن تقاطع مى كنند ـ شكل 7. چون مثلث 
و   BA ،BN قطعه خط هاى  متساوى الساقين است، طول هاى   BNA

اين  از  درجه اند.   80 هردو   BDN و   BND زواياى  و  برابرند   BD

درجه   40 برابر   NDP زاويه ى  كه  مى شود  نتيجه  سادگى  به  مطلب 
است. لذا، مثلث NDP متساوى الساقين است و در نتيجه، MN نيمساز 
زاويه ى BMP. بنابراين، زاويه ى NMB نصف زاويه ى DMP و برابر 
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(شكل7)

B



30 درجه است. و به اين ترتيب اثبات مان به اتمام مى رسد. 
به يك  چه طور  چه طور؟   … ولى   … ولى  (مبهوت):  واتسون 

چنين راه حل ماهرانه اى رسيدى؟ 
هلمز: واتسون عزيز، فكر مى كنم بتوانم داستان مهيجى در مورد 
چگونگى پيدا كردن راه حل مورد بحث، به كمك يك دوجين اصل با 
مهارت انتخاب شده، برايت تعريف كنم… چرا مى خندى،  واتسون؟! 
قابل  هدف»  «اصل  فى المثل،  سهل الوصول اند.  اصل ها  البته،  بعضى 
توجه است: همواره به خاطر داشته باشيد كه براى رسيدن به هدفتان 
معدودى  محققاً،  و  است.  مانده  باقى  دادن  انجام  براى  كارهايى  چه 
مطالب كوچك در گوشه و كنار … به هر تقدير، دوست من، براى 
حل يك مسئله، به مطالبى بيش از تنها يك مجموعه قواعد استاندارد 
تفكر نياز داريم. به چيزهايى چون تجربه و شهود احتياج است. تصور 
مى كنى كارها اين قدر ساده اند كه براى انجام دادنشان، تنها چيزى كه 
لازم داريم به خاطر سپردن تعدادى اصل و آموختن طرز به كار بردن 

آن ها به ترتيبى خاص است؟ 
وسيع تر  اندازه ناپذيرى  گونه ى  به  بشرى  برهان  خوش بختانه، 
از  بيش  اساس چيزى  در  كه  نيز  اصول  اين  البته   … اين هاست  از 
كليشه هاى فكرى نيستند، مى توانند كاربردهايى داشته باشند. واتسون، 

آدمى نبايد از چيزى كه عقلايى است تغافل كند! 
روزنامه اش  و  مى نشيند،  صندليش  روى  خستگى  (با  واتسون 
تبهكاران  گذشته،  «شب  هلمز:  كن  گوش  اين  به  هى!  برمى دارد):  را 
ناشناسى، پس از داخل شدن به دفتر روزنامه ى ديلى جوك، صندوق 
هندسه  سالانه ى  مسابقه ى  جايزه ى  و  شكستند  را  روزنامه  سردبير 
را دزديدند. اين جايزه نوار موبيوس طلايى4 به اندازه ى واقعى و به 
قيمت …» مطلب جالب ديگرى ندارد … اوه، گوش كن! «كارآگاه 
رابينسون اعلام كرد كه پليس سرنخى در اين مورد به دست نياورده 

است. سردبير ديلى جوك به خبرنگاران گفت، روزنامه براى افزايش 
تعداد مشتركين و اصلاح وضع مادى اش، در يكى از شماره هاى آينده 

مسابقه ى حل مسئله ى مخصوصى را مطرح خواهد كرد…»
دوست عزيز، پس از تمام چيزهايى كه امروز شنيده ام، بايد اين 
تبهكاران را دستگير كنى، چه بالاخره، اين مورد نيز از موارد پيروى 

از اصول است! 
هنگامى كه اين آخرين كلمات گفته مى شود، صحنه تاريك مى شود 

و آخرين ضربه هاى آهنگ همراه صحنه، در تاريكى شنيده مى شود. 
***

موارد زير مسائلى از مسابقه ى مخصوص اعلام شده در روزنامه 
مخصوص  آن ها شگردى  از  هريك  كه  باشيد  داشته  به خاطر  است. 
با استفاده از اصول مطرح شده توسط  خود دارد كه آن را مى توان 

كارآگاه بزرگ، آسان تر يافت. 
1. چهارضلعى ABCD در دايره اى محاط است و طول قطعه خط 
AD برابر مجموع طول هاى قطعات AB و CD است. ثابت كنيد كه 

نيم سازهاى زواياى B و C بر ضلع AD تقاطع مى كنند. 
2. دزد بى دستى مى خواهد سكه اى را از ميز پول خردكنى با هول 
دادن سكه با استفاده از بينى اش بر ميز، بدون برخورد    دادن آن با هيچ 
به  گردند،  سكه ها  مى شود؟  موفق  آيا  بدزدد.  ميز  سكه هاى  از  يك 

اندازه هاى متفاوت اند، و با يكديگر تماس ندارند. 
3. مربعى به چند مستطيل تقسيم شده است. نسبت ضلع كوچك تر 
به ضلع بزرگ تر هريك از اين مستطيل ها را مى توان محاسبه كرد. 

ثابت كنيد كه مجموع اين نسبت ها كمتر از 1 نيست. 

پيدا  تغيير مى يابد و تكامل  باز هم  تغيير يافته است و  نظر ما 
و  بدهيد  من  به  را  حركت  و  «فضا  دكارت:  كلام  به  مى كند. 
من دنيايى به شما خواهم داد.» اينشتاين امروز چنين جواب 
و  است  زياد  واقع  به  است،  شده  خواسته  «آن چه  مى دهد: 
حقيقت آن است كه اصولاً تقاضاى دكارت فاقد مفهوم است: 
بدون وجود «دنيا» (يعنى بدون وجود ماده)، نه فضايى وجود 

دارد و نه حركتى موجود است.» 
 رياضى دانان نامى
اريك تمپل بل، حسن صفارى
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پي نوشت

ضى
ريا

ب 
اد

1. خيابانى كه منزل شرلوك هلمز در آن بوده است.
2. كارآگاه معروف داستان هاى شرلوك هلمز

3. دكتر واتسون، دوست شرلوك هلمز
4. نواري كه از پيچ دادن يك نوار معمولي و وصل كردن دو سر آن به هم حاصل مي شود 

و يك رويه دارد.
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داد؛  نشان   f(x) به صورت مى توان  را   x برحسب  عبارتى  هر 
مانند:

 f (x) sin x cos x= + 4  ، f (x) x x= − +2 4 1

f (x) x x= + −2 1 و  
نشان   f(x,y) به صورت  مى توان  را   y و   x برحسب  عبارتى  هر 

داد، مانند:

f (x, y) sin x cos y= + xf و  (x, y) x xy
y

= + +2 4

 f (x, y, z) هر عبارتى برحسب x و y و z را مى توان به صورت 
نشان داد، مانند:

f (x,y,z) = x2 + y2 + z2- 5xyz 
و 

f (x, y, z) sin(x y) cos(y z)= + + +  

f(x) 1. مسئله ى اصلى
محاسبه  را   ( )f h(x) مى خواهيم  و  است  معلوم   f(x) يعنى 
محاسبه ى  براى  باشد.   x برحسب  عبارتى  هر  مى تواند   h(x) كنيم. 
قرار  را   h(x) عبارت   ،x به جاى   f(x) عبارت  در  بايد   ، ( )f h(x)

اين عمل، يك عمل جاى گذارى  كه  باشيم  داشته  توجه  بايد  دهيم. 
است و به معنى برابرى h(x) با x نيست.

مسائل f(x)ها
  احمد قندهارى

كليد واژه ها: تابع، تابع مركب، مسائل f(x)ها.



 x +4 2 ب)   x +4 الف) 1
x +4 4 د)   x +4 3 ج) 

حل: روش اول:
x a+ =5 x فرض مى كنيم  a⇒ = −5  
f (x ) x+ = +5 4 23  
f (a) (a ) f (a) a f (x) x= − + ⇒ = + ⇒ = +4 5 23 4 3 4 3

روش دوم: در اين روش كه به «روش تبديل» معروف است، در 
x) را مى سازيم. سپس در سراسر مسئله  )+5 سمت راست عبارت 

x) را به x تبديل مى كنيم. )+5
f (x ) x+ = +5 4 23  
f (x ) (x )+ = + +5 4 5 3                                                            تبديل 

 (x ) x ; f (x) x+ ⎯⎯→ + +5 4 3  
آن گاه   . x =1 مثلاً  مى دهيم؛  نسبت  عددى   x به  سوم:  روش 

f بدين صورت خواهد شد: (x )+5 عبارت 
f ( ) f ( )= + ⇒ =6 4 23 6 27  

مى گوييم گزينه اى درست است كه اگر به جاى x، عدد 6 را قرار 
دهيم، حاصل برابر 27 شود. پس گزينه ى ج صحيح است. (اين روش 

براي مسائل چند گزينه اي به كار مي رود)
f را بيابيد. ( )

x
1 ، آن گاه  f (x ) x

x x
+ = +3

3
1 1 مثال 2. اگر 

حل:
f (x ) x

x x
+ = +3

3
1 1

 
 

f (x ) (x ) x( )(x )
x x x x

+ = + − +31 1 1 13  
f (x ) (x ) (x )

x x x
+ = + − +31 1 13  

 
x(x ) ; f ( ) ( )

x x x xx x
−+ ⎯⎯⎯⎯→ = − =

2

3 3
1 1 1 1 1 1 33

 
تبديل

                                                        
f را بيابيد. ( )

x
1
4

، آن گاه  f (x ) x
x x

+ = +4
4

1 1 مثال 3. اگر 
fحل:   (x ) x
x x

+ = +4
4

1 1

f (x ) (x ) x ( ) (x )
x x x x

+ = + − = + −2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 12 2  

f (x ) (x )
x x

⎛ ⎞+ = + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
21 1 2 2                                                                      

x)                                                          تبديل )
x x

+ ⎯⎯⎯→1 1
4  

 
f ( ) ( )

x x
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
21 1 2 2

4 4  
كدام   f (x, y) آن گاه   ، f (x y, x y) xy+ − = 2 اگر   .4 مثال 

است؟

محاسبه ى  است  مطلوب   ، f (x) x x= − 33 4 اگر   .1 مثال 
عبارت هاى زير:

( )xf ( x ) , f ( ), f (x x ), f (sin ), f f (x)
x
+− + + α
−

22 12 5 1
2 1  

حل:
f(x) = 3x - 4x3

1) f ( x ) ( x ) ( x )− = − − − 32 5 3 2 5 4 2 5  
2) x x xf ( ) ( ) ( )

x x x
+ + += −
− − −

32 1 2 1 2 13 4
2 1 2 1 2 1

 

3) f (x x ) (x x ) (x x )+ + = + + − + +2 2 2 31 3 1 4 1  
4) f (sin ) sin sin sinα = α − α = α33 4 3  
5) ( )f f (x) f ( x x ) ( x x ) ( x x )= − = − − −3 3 3 33 4 3 3 4 4 3 4  

است  مطلوب   ، f (x, y) x xy= +2 5 باشيم:  داشته  اگر  مثال 2. 
محاسبه ى عبارت هاى زير:

f ( , )− 72 2
11

f و  (x y , x y)+ −  

   f (x, y) x xy= +2 5 حل:                                                
1) f ( , ) ( ) ( )( )− = − + −27 72 2 2 2 5 2 2

11 11
 

2) f (x y , x y) (x y) (x y)(x y)+ − = + + + −2 5  
مطلوب است  باشد،   f (x, y, z) x xyz= −2 3 اگر  مثال 3. 

محاسبه ى:
f (a b,b c,c a)− − −  

حل:
f (x, y, z) x xyz= −2 3  
f (a b,b c,c a) (a b) (a b)(b c)(c a)− − − = − − − − −2 3

f(x) 2. مسئله ى معكوس
) معلوم است و مى خواهيم f(x) را محاسبه كنيم.  )f h(x) يعنى 

به مثال زير دقت كنيد.
، آن گاه f(x) كدام است؟ f (x ) x+ = +5 4 23 مثال 1. اگر 
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(x y )−2 21
4

ب)   (x y )−2 21
8

الف) 

(x y )−2 21
2

د)   (x y )+2 21
2

ج) 
حل: روش اول: در عبارت f قرار مى دهيم:

f (x y, x y) xy+ − = 2  
 x y a a b a bx , y

x y b
+ =⎧ + −⇒ = =⎨ − =⎩ 2 2  

 a b a bf (a, b) ( )( )+ −= ⇒2
2 2  

f (a, b) (a b ) f (x, y) (x y )= − ⇒ = −2 2 2 21 1
2 2  

روش دوم:
f (x y, x y) xy+ − = 2  

( )f (x y, x y) (x y) (x y)+ − = + − −2 21
2                                                            تبديل 

 x y x
f (x, y) (x y )

x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ = −⎨
− ⎯⎯→⎪⎩

2 21
2  

تبديل

                                                           
روش سوم: به x و y دو عدد نسبت مى دهيم:

 x
f ( , ) ( )( ) f ( , )

y
=⎧

⇒ = ⇒ =⎨ =⎩

2
3 1 2 2 1 3 1 4

1  
شود.   4 برابر  آن   f ( , )3 1 كه  است  صحيح  گزينه اى  مى گوييم 

بنابراين گزينه ى (ج) قابل قبول است.
 f (x, y) ، آن گاه  f (x y, x y) sin x cos y+ − = 2 مثال 5. اگر 

را بيابيد.
حل: عبارت سمت راست را به حاصل جمع تبديل مى كنيم:

f (x y, x y) sin x.cos y+ − = 2  
f (x y, x y) sin(x y) sin(x y)+ − = + + −  

                                                            تبديل 
x y x

f (x, y) sin x sin y
x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ = +⎨
− ⎯⎯→⎪⎩  

تبديل

                                                            
 f (x, y) ، آن گاه  f (x y, x y) cos x cos y+ − = + مثال 6. اگر 

را بيابيد.
حل: عبارت سمت راست را به حاصل ضرب تبديل مى كنيم:

f (x y, x y) cos x cos y+ − = +
 

x y x yf (x y, x y) cos .cos+ −
+ − = 2

2 2  

                                                           تبديل
x y x yxf (x, y) cos .cos
x y y

⎧ + ⎯⎯→⎪ ⇒ =⎨
− ⎯⎯→⎪⎩

2
2 2  

تبديل

                                                           
را   f(x) آن گاه   ،  x <  0 و   yf ( ) x y

x x
= +2 21 اگر   .7 مثال 

بيابيد.
چون  و  مى بريم  راديكال  داخل  به  را   x راست  سمت  در  حل: 

x است، بايد در خارج راديكال منفى بگذاريم: <0

 y y yxf ( ) x y ( )
x x xx x

= + = − + = − +
22

2 2 2
2 2

1 1
 

 y x f (x) x
x
⎯⎯→ ⇒ = − + 21 تبديل 

                                                                  
آن گاه   ، x

x
> 1 و   x >0 و   f (x ) x

x x
+ = −2

2
1 1 اگر   .8 مثال 

f(x) را بيابيد.

fحل: (x ) x (x )(x )
x x xx

+ = − = + −2
2

1 1 1 1

 
x a

x
+ =1 فرض مى كنيم 

 
x a x a

x x
⇒ + + = ⇒ + − = −2 2 2 2

2 2
1 12 2 4

 
x

x
> 1 داريم: 

(x ) a (x ) a
x x

⇒ − = − ⇒ − = −2 2 21 14 4  
 

f (x ) (x )(x )
x x x

+ = + −1 1 1

 
f (a) a a f (x) x x= − ⇒ = −2 24 4  

f(x) 3. مسئله ى گسترده ى
در اين گونه مسائل كه به صورت

 ( ) ( )af h(x) bf t(x) k(x)+ =   
هستند، مى خواهيم f(x) را بيابيم. ابتدا بايد تبديلى صورت گيرد تا 
h(x) و t(x) به يكديگر تبديل شوند. سپس دستگاه حاصل را حل 

مى كنيم و آن گاه f(x) محاسبه مى شود.
، آن گاه f(x) را بيابيد. f (x) f ( x) x+ − =3 2 15 مثال 1. اگر 

x x f ( x) f (x) x⎯⎯⎯→− ⇒ − + = −3 2 15 حل: 
 
تبديل

                                                                  
 f (x) f ( x) x f (x) f ( x) x

f ( x) f (x) x f ( x) f (x) x−

+ − = + − =⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨− + = − − − − =⎩ ⎩

3

2

3 2 15 9 6 45

3 2 15 6 4 30  
f (x) x f (x) x= ⇒ =5 75 15  
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را   f(x) آن گاه   ، f ( x ) f ( x) x− + − =2 2 3 3 2 4 اگر   .2 مثال 
بيابيد.

x a
x a

x a
− = −⎧

− = ⇒ ⎨ = +⎩

3 2
2 3

2 3  
 f (a) f ( a) (a )

a a
f ( a) f (a) ( a )

− + − = +⎧
⎯⎯→−⎨ − + = − +⎩

2 2 2 3

2 2 3  
تبديل

                
 f (a) f ( a) (a )

f ( a) f (a) ( a )
− − − = − +⎧

⎨ − + = − +⎩

4 2 4 3

2 2 3  
f (a) a a f (a) a− = − − − + ⇒ − = − −3 4 12 2 6 3 6 6   
f (a) a f (x) x⇒ = + ⇒ = +2 2 2 2  

را   f(x) آن گاه   ، f (sin x) f (cos x) sin x+ = 22 2 اگر   .3 مثال 
بيابيد.

حل:   
f              تبديل         (sin x) f (cos x) sin x x ( x)π+ = ⎯⎯→ −22 2

2

  f sin( x) f cos( x) sin ( x)π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22 2
2 2 2  

   
f (sin x) f (cos x) sin x

f (cos x) f (sin x) cos x−

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

2

22

2 2

2 2  
f (sin x) f (cos x) sin x

f (cos x) f (sin x) cos x

⎧ + =⎪
⎨
− − = −⎪⎩

2

2

2 2

2 4 4  
f (sin x) cos x sin x⇒ − = − +2 23 4 2  

f (sin x) ( sin x) sin x− = − − +2 23 4 1 2  
f (sin x) sin x⇒ − = −23 6 4  

            تبديل 
f (sin x) sin x sin x x⇒ = − + ⎯⎯→2 42

3  
f (x) x= − +2 42

3  

4. مسئله ى تركيبى (نوع اول)
در اين حالت f(x) و f(g(x)) معلوم است و مى خواهيم g(x) را 
، g(x)  به راحتى محاسبه  ( )f g(x) محاسبه كنيم. با توجه به ساختن 

مى شود.
آن گاه   ، ( )f g(x) x x= + −6 24 2 f و 1 (x) x= −2 5 مثال. اگر 

g(x) را بيابيد.

( )f g(x) g(x) x x= − = + − ⇒6 22 5 4 2 1 حل:                  
 

g(x) x x g(x) x x= + + ⇒ = + +6 2 6 22 4 2 4 2 2  

5. مسئله ى تركيبى (نوع دوم)
 g(x) معلوم است و مى خواهيم ( )g f (x) در اين مسئله f(x) و 

را محاسبه كنيم.
 f(x) آن گاه ، ( )g f (x) x= +8 11 f و  (x) x= +2 3 مثال: اگر 

را بيابيد.
( )g f (x) g( x ) x= + = +2 3 8 حل:                              11

g( x ) ( x) ( x )+ = + = + − +2 3 4 2 11 4 2 3 12 11  
g( x ) ( x ) ( x ) x+ = + − + ⎯⎯→2 3 4 2 3 1 2 3   
g(x) x= −4 1  

تبديل

           
x را بيابيد. xf ( ).f ( )

x x
− +
+ −
1 1
1 1

، آن گاه  xxf ( )
x
− =
+
1 2
1

مثال. اگر 

xxf ( )
x
− =
+
1 2
1

حل:                                                   

صورت و مخرج كسر را در (1-) ضرب مى كنيم:
xxx                                                                   تبديل x f ( )

x
−− −⎯⎯→− ⇒ =

− +
1 2
1  xxf ( )

x
−+⇒ =

−
1 2
1                         

x xx xf ( ) , f ( )
x x

−− += =
+ −
1 12 2
1 1  

x xx xf ( ).f ( )
x x

−− +⇒ = × = =
+ −

01 1 2 2 2 1
1 1    (x ≠ ±1)  

آن گاه   ، g(x) x x= +2 5 و   f (x) x x= − +2 5 4 اگر  مثال: 
) چند ريشه ى حقيقى دارد؟ )f g(x) معادله ى 0=

حل: 
( )f (x) x x , f g(x) f (x x)= − + = +2 25 4 5  

f (x) (x )(x ) x (x x)= − − ⎯⎯→ +21 4 5  
تبديل

                                     f (x x) (x x )(x x )+ = + − + −2 2 25 5 1 5 4

 f (x x) (x x )(x x )+ = ⇒ + − + − =2 2 25 0 5 1 5 4 0

 
x x ,+ − = Δ >2 5 1 0 0  

معادله دو ريشه ى حقيقى متمايز دارد. 
x x ,+ − = Δ >2 5 4 0 0  

معادله دو ريشه ى حقيقى متمايز دارد. 
) چهار ريشه ى حقيقى متمايز دارد. )f g(x) پس معادله ى 0=

و   x x+ − =2 5 1 0 معادله ى  دو  نيست  ممكن  آيا  سؤال: 
، يك ريشه ى مشترك داشته باشند؟ چرا؟ x x+ − =2 5 4 0
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 دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى
عضو هيئت علمى گروه رياضى دانشگاه 
آزاد اسلامى، واحد تهران مركزى

آشنايى با بسته ى نرم افزارى

كليد واژه ها:
Methematica بسته هاي نرم افزاري
. Evaluate Cells ،Cells ،Basic mathInput ،Palettes

Mathematica مقدمه
Mathematica حدود 22 سال پيش توسط  نرم افزارى  بسته ى 
استفن ولفرم1 به عنوان يك نوآورى علمى كارا براى امور تحقيقاتى 
ارائه شد. وى مؤسس شركت معتبر نرم افزارى ولفرم است كه درسال 
1987  پايه گذارى شد. اولين نسخه ى Mathematica در سال 1988 
معرفى شد و طى دو دهه، نسخه هاى كامل تر اين بسته ى نرم افزارى 
وارد بازار شد؛ به طورى كه هم اكنون نسخه ى 7 آن در بازار موجود 

ول
ت ا

سم
ق
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است.
اين بسته ى نرم افزارى نه تنها به منظور انجام محاسبات رياضى، 
بلكه با هدف مدل سازى، شبيه سازى، تجسم، مستندسازى و پيشرفت 
و توسعه در زمينه هاى گوناگون علوم فنى و كاربردى طراحى شد. 
Mathematica سرآغازى براى محاسبات فنى مدرن بود. تا قبل از 

به  قادر  تنها  كه  داشتند  متفاوتى وجود  بسته هاى  بسته،  اين  پيدايش 
گرافيكى  اعمال  انجام  و  مشخص  عددى  و  جبرى  محاسبات  انجام 
محدودى بودند. در حالى كه با ابداع اين نرم افزار جديد، كاربران قادر  

به انجام محاسبات پيشرفته و جامعى شدند. 
زمانى كه نسخه ى اول Mathematica به بازار آمد، به عنوان يكى 
از مهم ترين ده محصول اول آن سال معرفى شد. چرا كه از اهميت 
عملكرد آن نمى شد چشم پوشيد. نخستين نسخه ى آن براى استفاده 
در علوم رياضى و فيزيك و مهندسى طراحى شده بود، ولى در ادامه 
و طى سال هاى بعد، در ساير علوم نظير پزشكى، زيست شناسى، علوم 
اجتماعى و بازرگانى نيز مورد استفاده قرار گرفت. در مهندسى نيز به 
عنوان ابزارى استاندارد براى طراحى، توليد و توسعه ى محصولات 

موردنظر به كار مى رود. 
Mathematica به شكل اساسى در طول تحصيلات مقدماتى و 

دانشگاهى و در سطوح متفاوت آموزش از دبيرستان به بعد، به عنوان 
ابزار آموزشى مناسب در سطح جهان مورد استفاده قرار گرفته  يك 
است. به ويژه به دليل طراحى ساده، جذاب و قابل فهم آن و امكان 
دست رسى ساده به اين نرم افزار، دانش آموزان دبيرستانى در سراسر 
جهان به شكل عمومى از آن استفاده مى كنند. تنوع موجود در اين 
بالا مى توانند  به  به گونه اى است كه كاربران از سن 10 سال  بسته 

حتى براى سرگرمى از آن استفاده كنند. 
سازمان ها،  از  بسيارى  در  نرم افزارى  بسته  اين  حاضر  حال  در 
شركت ها و ارگان هاى دولتى كشور آمريكا و بزرگ ترين دانشگاه هاى 
اين  طراحى  اخير،  سال هاى  دارد. طى  قرار  بهره بردارى  مورد  جهان 
بسته نرم افزارى به شكل قابل توجهى توسعه يافت، به طورى كه پس 

گسترده اى  طيف  براى  شده  تعريف  سيستم  يك  به عنوان  دهه،  دو  از 
اين راستا  قرار مى گيرد. در  بهره بردارى  از محاسبات هم چنان مورد 
تصميم گرفته شد، مجموعه اى از مقالات براى آشنايى دانش آموزان و 
خوانندگان گرامى با اين بسته ى نرم افزارى نوشته شود. در اين مقالات 
چگونگى  دبيرستان،  دوره ى  رياضيات  در  موجود  مطالب  براساس 
نرم افزارى مطرح خواهد شد.  اين بسته ى  انجام محاسبات در محيط 
ابتدا با توجه به محتواى كتاب هاى رياضى 1 و 2 دبيرستان، به معرفى 
توابع مقدماتى و نحوه ى اجرا و به كارگيرى آن ها در محيط اين بسته 
حسابان،  دروس  چارچوب  در  مقالات،  اين  ادامه ى  در  مى پردازيم. 
مشتق،  حد،  توابع،  محاسبه  چگونگى  انتگرال،  و  ديفرانسيل  حساب 
انتگرال، رسم منحنى  و … در اين بسته آموزش داده مى شود. به اين 
تمامى  نظر گرفته شده است و  Mathematica در   6 منظور نسخه ى 
معرفى  نرم افزار  از  نسخه  اين  محيط  در  ودستورالعمل ها  محاسبات 
عامل  سيستم  تحت   Mathematica نرم افزارى  بسته ى  مى شوند. 

ويندوز قابل اجرا است.

نصب نرم افزار
به منظور نصب Mathematica روى رايانه ى شخصى خود، ابتدا 
سى دى حاوى اين بسته نرم افزارى را در سى دى خوان قرار دهيد و 
فايل Setup.exe را اجرا كنيد تا اجراى مراحل نصب به طور خودكار 
ابتدا اطلاعات شما و كلمه ى عبور خواسته مى شود.  آغاز شود. در 
قرار دادن شماره ى  از  Keygen.exe، مى توانيد پس  فايل  اجراى  با 
و  شناسايى»2  «شماره ى   ،Generate دكمه ى  فشار  و   MathID

«كلمه ى عبور»3 را اخذ و در قسمت مربوط كپى كنيد تا مراحل نصب 
دنبال شود. پس از اتمام نصب، رايانه ى خود را restart كنيد.

مشخصات نرم افزار
 ،Edit  ،File گزينه هاى  شامل   Mathematica اصلى  صفحه ى 
 ،Palettes  ،Evaluation  ،Graphics  ،Cell  ،Format  ،Insert

Windows و Help است. توصيه مى شود هم زمان با مطالعه ى اين 

توضيحات، براى يادگيرى بهتر، هر كدام از توابع و دستورالعمل هاى 
معرفى شده را روى رايانه ى شخصى خود اجرا كنيد. به منظور ايجاد 
يك فايل جديد، گزينه ى «New» را در پنجره ى «File» انتخاب و 
اطلاعات موردنظر خود را روى صفحه تايپ و اجرا مى كنيم. براى 
ذخيره ى اطلاعات، گزينه ى «Save» از پنجره File را انتخاب و با 
يك نام نظير «Sample» فايل را ذخيره مى كنيم. تمام يادداشت هاى 
صورت  به  مى گردند،  درج  اصلى  صفحه ى  در  كه   Mathematica

براى  هم چنين،  مى شوند.  ذخيره  ماشين  در   «.nb» پسوند  با  فايلى 
 «Open» باز كردن فايل هاى قبلى در محيط اين نرم افزار، گزينه ى
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از پنجره ى File را انتخاب مى كنيم و فايل موردنظر را مى يابيم و باز 
مى كنيم.

 «Palettes» ،Mathematica در  توجه  قابل  پنجره هاى  از جمله 
است. در اين پنجره، گزينه اى به نام «BasicMathInput» وجود دارد 
رياضى، چون  در  اصلى  نمادهاى  آن، صفحه اى شامل  انتخاب  با  كه 
مجموع،  انتگرال گيرى،  مشتق گيرى،  ريشه گيرى،  كسر،  توان رسانى، 
حاصل ضرب، ماتريس و … به همراه اعمال اصلى رياضى و حروف 
الفباى يونانى ظاهر مى شوند. با انتخاب هر يك از اين نمادها، عيناً آن 
نماد در صفحه ى اصلى ظاهر مى شود كه بايد با پر كردن جاهاى خالى، 

عبارت موردنظر براى محاسبه را آماده كنيم.

چند مثال
با  مى كنيم.  انتخاب  را  گزينه     ،57 محاسبه ى  به منظور  مثلاً 
اين عمل يك سلول روى صفحه پديد مى آيد، كه با يك كروشه ى 
پر  توان  و  پايه  در  را  دو مربع  داخل  حال  مى شود.  مشخص  بسته 
مى كنيم. با دكمه ى «Tab» روى صفحه ى كليد، به سادگى مى توان 
از مربع پايينى به بالايى منتقل شد. پس از تايپ 57 با فشار هم زمان 
دكمه هاى «Enter» و«Shift»، نتيجه روى صفحه به صورت 78125 
مشخص مى شود. در اين حالت ورودى با «In» و نتيجه با «Out» در 
 Mathematica يك سلول نمايش داده مى شود. لازم به ذكر است، در
مى گيرد  قرار  «سلول»4  يك  در  محاسبه  عبارت ورودى جهت  هر 
هر  درمى آيد.  نمايش  به  همان سلول  در  نيز  نتيجه  اجرا،  از  و پس 
سلول داخل يك علامت به شكل كروشه ى بسته قرار دارد. به جز 
دكمه هاى Enter و Shift، براى محاسبه مى توان از گزينه ى «محاسبه ى 

سلول ها»5 در پنجره ى Evaluation نيز استفاده كرد.
 +
2 3

7 4
حال سلول ديگرى را ايجاد مى كنيم تا در آن عبارت 

 «BasicMathId» محاسبه شود. ابتدا گزينه ى   ــــ   را در پنجره ى
انتخاب و در مربع هاى خالى به ترتيب 2 و 7 را تايپ مى كنيم. سپس 
2 نماد + را تايپ و پس از آن مجدداً روى گزينه ى 

7
جلوى كسر 

  ــــ   كليك مى كنيم و درمربع هاى خالى به ترتيب 3 و 4 را تايپ 
مى كنيم. از كليد Tab براى انتقال از صورت به مخرج كسر مى توان 
 Enter  استفاده كرد. حال سلول حاصل را با فشار هم زمان دكمه هاى
29 به عنوان خروجى 

28
و Shift محاسبه مى كنيم. در اين لحظه كسر 

درصفحه ى نمايش ظاهر مى شود.
ممكن است تمايل داشته باشيم مقدار اين كسر را به شكل اعشارى 
ببينيم. به اين منظور كافى است يك سلول جديد زيرهمين كسر با تايپ 
حرف N و قرار دادن علامت ٪ داخل يك كروشه جلوى آن، ايجاد 
كنيم. با اجراى دستور [٪]N، نتيجه ى كسر فوق به صورت 1/03571 
قرار  عبارت   ،N[ ] دستور  كلى  درحالت  مى شود.  ظاهر  در صفحه 

گرفته داخل كروشه را به صورت عددى و با نمايش اعشارى مشخص 
مى كند. در اين حالت، 5 رقم از ارقام قسمت اعشارى نمايش داده 
مى شود كه مى توان با قراردادن عددى در كنار عبارت مربوط، تعداد 

ارقام اعشار موردنظر را مشخص كرد.
به طور كلي دستور [n و عبار ت]N، مقدار عبارت داخل كروشه 
را به صورت تقريبى و تاn-1 رقم اعشار نمايش مى دهد. هم چنين 
اگر عبارت در سلول يا سلول هاى قبلى وجود داشته باشد، نيازى به 

تايپ مجدد عبارت نيست و كافى است از علامت ٪ استفاده كرد. 
دستور N[٪,n] مقدار عبارت موجود در آخرين سلول را به صورت 
عددى تا (n-1) رقم اعشار مشخص مى كند. براى مثال، اگربخواهيم 
اعشار  رقم   20 تا  تقريبى  صورت  به  را   ( )49

7
عبارت  نتيجه ى 

ملاحظه كنيم، ابتدا گزينه ى توان رسانى را انتخاب و داخل مربع اول، 
) كليك مى كنيم. حال ابتدا 9، سپس 7 و در  روى گزينه كسر (  ــــ  
نهايت 4 را در مربع ها تايپ مى كنيم. با دكمه ى Tab سريع تر مى توان 
، حاصل اين  ( )49

7
به مربع بعدى رفت. پس از اجراى سلول حاوى 

6561 نمايش داده مى شود. حال زير اين نتيجه 
2401

عبارت به صورت 
تايپ مى كنيم: N[٪,20]. با محاسبه ى اين سلول نتيجه ى عبارت به 

صورت 2/7326114119117034569 مشخص مى شود.
57

78125

4
3

7
2
+

82
92

N [%]

1.03571
4

4
9
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1042
1656

N [%, 20]

2.7326114119117034569

پنجره ى  در  كه  است  ديگرى  اعمال  جمله  از  جذرگيرى 
2 را با  BasicMathInput وجود دارد. فرض كنيد كه مى خواهيم 

10 رقم اعشار محاسبه كنيم. به اين منظور، ابتدا روى علامت      در 
اين پنجره كليك مى كنيم تا عين همين علامت روى صفحه ظاهر شود. 
سپس درون مربع عدد 2 را تايپ مى كنيم. حال براى محاسبه ى تقريبى 
 N ,⎡ ⎤

⎣ ⎦2 10 به صورت   N تابع محاسبه عددى  را درون  2 آن 

2
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قرار مى دهيم. با اجراى اين سلول، پاسخ 1/414213562 را دريافت 
مى كنيم.

محاسباتى  دستورالعمل  درون  را   2 اگر  باشيد،  داشته  توجه 
ظاهر  اجراى سلول  نتيجه ى  در   2 خود  قرار  ندهيم،   N[۰,n]

صفحه،  اين  در  نماد      از  استفاده  با  مى توان  هم چنين  مى شود. 
5 روى  3 ريشه گيرى يك عدد را انجام داد. مثلاً براى محاسبه ى 
اين نماد كليك مى كنيم و ابتدا 3 را در مربع زير راديكال و سپس 5 را 
در مربع داخل فرجه ى راديكال تايپ مى كنيم. به منظور انتقال به مربع 
5 را درون تابع N قرار  3 دوم از دكمه ى Tab استفاده مى كنيم. حال 
N با فشار دكمه هاى  ⎡ ⎤

⎣ ⎦
5 3 مى دهيم و سلول حاصل را به صورت 

Enter و Shift محاسبه مى كنيم. در اين لحظه، مقدار 1/24573 به 

عنوان نتيجه مشخص مى شود. البته مى توان با مشخص كردن تعداد 
ارقام اعشار موردنظر، تقريب اين عدد را با رقم هاى بيشترى ملاحظه 

كرد.
N [ 2 , 10]

1.414213562

N [ 5 3 ]

1.24573

با استفاده از دستور محاسبه ى عددى N مى توان مقدار عدد پى 
را تا هر تعداد رقم اعشارى محاسبه كرد. به منظور مشاهده ى عدد 
پى با يك دقت معلوم، از نماد Pi استفاده مى كنيم. به اين منظور در 
صفحه ى نمايش تايپ مى كنيم. N[Pi,50]، و با محاسبه ى اين سلول 
سلول  فقط  اگر  مى شود.  مشخص  اعشار  رقم   49 تا   π عدد  مقدار 
حاوى Pi را اجرا كنيم، نتيجه به صورت π در صفحه ى نمايش ظاهر 

مى شود.
N [Pi, 50]

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

Pi

π

توابع حسابى
 Plus[x۱,x۲,...,xn] شكل  به  تابع  اين  كلى  فرمول  جمع6:  تابع 
است. نتيجه ى اين تابع برابر است با: x1 + x2 + x3 + ... + xn ؛ يعنى 
مجموع اعداد مندرج در داخل كروشه. اگر بخواهيم يك دسته عدد 
را با يك عدد ثابت جمع كنيم، ابتدا اين اعداد را داخل آكلاد تايپ 
بين هر كدام يك كاما قرار مى دهيم. سپس علامت + و  مى كنيم و 
بعد از آن عددى را كه بايد با مقادير داخل آكلاد جمع شود، تايپ 
مى كنيم. با محاسبه ى سلول، حاصل مجموعه اعداد موردنظر حاصل 

مى شود.

Plus [2.5, 0.97, 31.29, 0.405]

35.165

{3, 8, -4, -10, 23} +6

{9, 14, 2, -4, 29}

به عنوان  را   a-b حاصل   Sabtract[a,b] دستور  تفريق7 :  تابع 
نتيجه مشخص مى كند.

مثال:
Subtract [67, 31] 
36

تابع ضرب8 : دستور Times [x,y,z] حاصل ضرب z ، y ، x را به 
صورت xyz مشخص مى كند.

مثال: 
Times [54, 3.1, 7.64, 1.77] 
2263.72

را   y بر   x تقسيم نتيجه ى   Divide [x,y] 9 : دستور  تقسيم  تابع 
مشخص مى كند.

لازم به ذكراست، هنگام استفاده از اين تابع اگر  x بر y بخش پذير 
از  مى توان  حالت  اين  در  نمى شود.  مشخص  تقسيم  نتيجه ى  نباشد، 
دستورمحاسبه ى عددى N استفاده كرد و حاصل تقسيم را به شكل 

اعشارى يافت.
مثال: 

Divide [825, 75]

11

N [Divide[19, 7]]

2.71429

تابع توان10 : دستور Power [x,n] حاصل xn را مشخص مى كند. 
اين دستور به صورت x^ n نيز مى تواند بيان شود.

يكسان  به توان  هم زمان  را  عدد  چند  بخواهيم  اگر  هم چنين 
برسانيم، فهرست اين اعداد را در يك مجموعه قرار مى دهيم و بعد 
تايپ  را  توان موردنظر  دنبال آن  به  و  توان)  (نماد   ^ از آن علامت 

مى كنيم.
مثال: 

Power [3, 10]

59049

3^10

59049

{4.5, 7, 1.2, 10}^3

{91.125, 343, 1.728, 1000}

مشخص  را   x جذرعدد   Sqrt [x] دستور  جذرگيرى11:  تابع 

5 3
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1. Stephen Wolfram

2. License Number

3. Password

4. Cell 

5. Evaluate Cells

6. Plus

مى كند. اگر x عددى مربع كامل نباشد، نتيجه ى اجراى اين دستور به 
x مشخص مى شود. به منظور محاسبه ى عددى اين مقدار  شكل 
باشد،  منفى  عددى   x اگر  هم چنين  كرد.  استفاده   N دستور  از  بايد 
 i اجراى اين دستور به صورت يك عدد موهومى برحسب مضربى از

) نمايش داده مى شود. i = −2 (كه 1
مثال: 

Sqrt [81]

9

Sqrt [35]

53

N [Sqrt [35]]

5.91608

Sqrt [-4]

2 i

 Mathematica نكته: حرف اول هر يك از توابع به كار رفته در محيط
بايد به صورت بزرگ تايپ شود.

محاسبه ى عبارت هاى جبرى
تابع Expand: دستور،[      ] Expand عبارت داخل كروشه را 

به صورت بسط داده شده مشخص مى كند.

 ( x y ) ( x y )− + +2 2 2 23 5 4 7 x) و   y)+ در مثال زير، دو عبارت 3
محاسبه شده اند.

Expand [{x+y}^3]

{x3 + 3xy2 + y3}

Expand [(3x-5y^2)^2 + (4x + 7y^2)^2]

25x2 + 26xy2 + 74y4

داخل  جبرى  عبارت   ،Factor [     ] دستور   :Factor تابع 
در  مى كند.  تجزيه  اول  عوامل  از  حاصل ضربى  شكل  به  را  كروشه 
و   a b−3 3  ، x y−4 8  ، x x+ + 21 4 4 عبارت هاى  زير،  مثال 

x تجزيه شده اند. x+ −26 13 5

Factor [1 + 4x + 4x^2]
(1 + 2x)2

Factor [x^4-y^8]

(x - y2)(x + y2)(x2 + y4)

Factor [a^3-b^3]

(a - b)(a2 + ab + b2)

Factor [6x^2+13x-5]

(5 + 2x)(-1 + 3x)
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7. Subtract

8. Times

9. Divide

10. Power

11. Sqrt

پي نوشت

كشف يك عدد با بازى رياضى

با يك بازى رياضى براى كشف يك عدد آشنا شويد. در 
اين بازى شما مى توانيد از دوست خود بخواهيد كه عددى 
را در ذهن خود در نظر بگيرد، سپس با انجام يك الگوريتم 
مى توانيد آن عدد را كشف كنيد. براى مثال، عددى كه دوست 
شما در نظر مى گيرد مى تواند مقدار پول توجيبى يا شماره ى 
شناسنامه يا تاريخ تولد يا هر عدد ديگرى باشد. در اين جا با 
انجام يك بازى رياضى مى خواهيم تاريخ تولد دوست خود 

را كشف كنيد.
براى اين كار ابتدا از دوست خود بخواهيد كه تاريخ تولدش 
را به صورت يك عدد شش رقمى در ذهنش تصور كند. براى 
مثال، عدد شش رقمى متناظر با تاريخ پانزدهم مردادماه سال 

73 به صورت زير است:
73   05   15 
روز   ماه   سال

سپس از دوست خود بخواهيد كه الگوريتم زير را انجام 
دهد.

مرحله ى 1) عدد شش رقمى را دو برابر كند.
واحد  سه   ،1 مرحله ى  از  حاصل  عدد  به   (2 مرحله ى 

بيافزايد.
مرحله ى 3) عدد حاصل از مرحله ى 2 را 5 برابر كند.

مرحله ى 4) از عدد حاصل از مرحله ى 3، شش واحد 
كم كند.

مرحله ى 5) عدد حاصل از مرحله ى 4 را به شما اعلام 
كند.

تولد  تاريخ  شده،  اعلام  عددِ  يكان  رقم  با حذف  اكنون 
دوست خود را مى يابيد.

مير شهرام صدر

شه
ندي

ح ا
فري

ت

بقيه در صفحه ي 60
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روشى ديگر براى محاسبه ى 
وارون ماتريس(با قابليت كنترل خطا)  

مقاله را با ارائه ى روش محاسبه و اثبات وارون ماتريس: 
a b c

A a b c
a b c

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1

2 2 2

3 3 3

با  را   A ماتريس  وارون  كه مى دانيم،  آغاز مى كنيم. همان طور   
نماد A-1 نمايش مى دهيم و شرط لازم و كافى براى اين كه ماتريس 
باشد  صفر  مخالف   A دترمينان  كه  است  اين  باشد،  وارون پذير   A
خودش،  در   A وارون  حاصل ضرب  مى دانيم،  هم چنين   . ( A )≠0

ماتريس مربع واحد مرتبه ى سوم مى شود:
A A I− × =1

3  
به عبارت ديگر داريم:

x y z a b c
x y z . a b c
x y z a b c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1  
از ضرب وارون A در A-1 و متحد قرار دادن ماتريس حاصل و 
ماتريس مربع واحد مرتبه ى سوم، سه دستگاه سه معادله ى سه مجهولى 

a x a y a z b x b y b z c x c y c z
a x a y a z b x b y b z c x c y c z
a x a y a z b x b y b z c x c y c z

+ + + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + + ⎣ ⎦⎣ ⎦

1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1

1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

برحسب درايه هاى مجهول A-1 به ترتيب زير به دست مى آيد:
از تساوى دو ماتريس اخير سه دستگاه سه معادله ى سه مجهولى 

به شكل زير حاصل مى شود، يعنى:

 دستگاه (1)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

1 1 2 1 3 1

1 1 2 1 3 1

1 1 2 1 3 1

1

0

0

 

 دستگاه (2)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

1 2 2 2 3 2

1 2 2 2 3 2

1 2 2 2 3 2

0

1

0

 

 دستگاه (3)
a x a y a z
b x b y b z
c x c y c z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

1 3 2 3 3 3

1 3 2 3 3 3

1 3 2 3 3 3

0

0

1

 

سيدمحمدرضا هاشمى موسوى
hashemi-moosavi@yahoo.com

كليد واژه ها: وارون ماتريس، دستگاه سه معادله ي سه مجهولى، دترمينان، ترانهاده ماتريس.
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در يك سيستم حل  را  دستگاه  اكنون سه  مى آيند.  به دست   A-1 ماتريس  درايه هاى  فوق،  دستگاه  از حل سه  اين جا  در  است،  بديهى 
مى كنيم

i i i

A A

B B

S

x y z k k k c

a a a a a a

b b b b b b

c c c c c c

a b a b a b a b b a a b

b c b c b c b c c b b c

D A B A B b B

∑

+ + + = δ

+ + + = δ

+ + + = δ

− − − δ − δ = δ

− − − δ − δ = δ

= −

1 2

1 1

2

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 2

1 2 3 1 2 3 3

1 2 2 1 1 3 3 1 1 1 1 2 1 1 4

1 2 2 1 1 3 3 1 1 1 1 3 1 2 5

1 2 2 1 1 1

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0

0

����� �����

����� �����

���
S S

(A c a B ) A b A B− + δ − δ = δ

2 3

1 1 1 1 1 1 1 5 1 4 6������� ���
D≠0 شرط لازم و كافى براى وجود وارون

تذكر 1. ستون Ʃc براى كنترل هر سطر است و مقدار آن هميشه 
مجموع  برابر   δ 

6 و   δ 
5  ،δ 

4 اگر  است.  مربوطه  سطر  مجموع  برابر 
عناصر سطر مربوطه ى خود نشوند، در محاسبه خطا وجود دارد كه 
اين اشتباه بايد رفع شود. درواقع، ستون Ʃc در   هر لحظه هر سطر 
امكان  ما  به  و  مى كند  كنترل  را  مرحله  هر  شده ى  انجام  عمليات 
مى دهد كه بلافاصله به خطاى موجود در هر سطر پى ببريم و آن 

را اصلاح كنيم.
تبصره: در مرحله ى آخر عمليات (در اين جا براى ماتريس مربع 
در  كرد.  محاسبه  نيز  را   A دترمينان  مقدار  مى توان  سوم)  مرتبه ى 

اين جا مقدار دترمينان A چنين است: 
DA
b

= ≠
1

0
 

تذكر 2. همان طور كه گفته شد، مقدار دترمينال A از مرحله ى نهايى 
عمليات به دست مى آيد و شرط لازم و كافى براى آن كه A وارون پذير 
D ≠0 باشد، آن است كه داشته باشيم:                                    

 z به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 z و 3

2 ،z 
از مرحله ى 3، مقادير 1

از مرحله ى 3 داريم:
i iDz k (D )= ≠0  

i
i

k b B Sk
z ; i : z ,

D D D D
= = = = =1 1 1 1

11  

S A b S
i : z , i : z

D D D
= = = = =2 1 1 3

2 32 3
 

 y به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 y و 3

2 ،y 
از مرحله ى 2، مقادير 1

از مرحله ى 2 داريم:

i i iA y A z k′+ =1 2  

i i
i

k k
y A ;

A DA
′

= − 2
1 1

k A k b A S
i :y

A A D A A D
′ −

= = − = −1 2 1 1 2 1
1

1 1 1 1
1

(b D A S ) t
A D D

k A k a A S
i :y

A A D A A D

− +
= =

′
= = − = −

1 2 1 1

1

2 2 2 1 2 2
2

1 1 1 1
2

a D A S t
A D D
−

= =1 2 2 2

1

k A k A S t
i :y

A A D A D D
′ −

= = − = =3 2 3 2 3 3
3

1 1 1
3

 x به شكل زير محاسبه مى شوند. 
 x و 3

2 ،x 
از مرحله ى 1، مقادير 1

بايد توجه داشت، از هر مرحله ساده ترين معادله را انتخاب مى كنيم. 
از مرحله ى 1 داريم:

i i i ia x a y a z k′′+ + =1 2 3  
و به طور مشابه داريم:

U U U
i :x , i :x , i :x

D D D
= = = = = =1 2 3

1 2 31 2 3  
بنابراين، ماتريس وارون A چنين مى شود:

(مرحله ي 1)

(مرحله ي 2)

(مرحله ي 3)
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x y z
A x y z

x y z

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1
1

2 2 2

3 3 3

 
روش محاسبه

روش محاسبه ى ماتريس وارون A چنين است كه ابتدا ترانهاده ى 
A را به دست مى آوريم و سپس ماتريس واحد هم مرتبه ى A را كنار 

آن مى نويسيم.
پس از آن، عمليات روى سطر و ستون را انجام مى دهيم و از 
به دست مى آوريم.  هر مرحله، سه درايه ى مجهول ماتريس A-1 را 
در آخر، به همان صورتى كه درايه هاى مجهول را نوشته ايم، مقدار هر 

درايه ى مجهول را جاى گزين آن مى كنيم.
U t S
D D D
U t S

A
D D D

U t S
D D D

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1

1 2 2 2

3 3 3

 

A را حساب كنيد.
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 4

0 1 6

1 3 2
مثال 1. وارون ماتريس 

حل: وارون ماتريس A را چنين فرض مى كنيم:
x y z

A x y z
x y z

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1
1

2 2 2

3 3 3  
اكنون ترانهاده ى A را به دست مى آوريم و ماتريس واحد مرتبه ى 
سوم را كنار ماتريس حاصل مى نويسيم. سپس عمليات روى سطرها 

i i ix y z k k k c∑

−

− − −

− − −

1 2 3

1 0 1 1 0 0 3

2 1 3 0 1 0 7

4 6 2 0 0 1 13

1 1 2 1 0 1

8 8 0 4 2 2

16 16 12 2 10

A −= = −16 8
2 z z z−= = =

− − −1 2 3
16 12 2
16 16 16

z = −1 1

z =2
3
4

z = −3
1
8

را انجام مى دهيم:
آن  عناصر  مجموع  برابر  بايد   Ʃc مقدار  سطر،  هر  در   .1 توجه 
سطر باشد. در غير اين صورت، در سطر فوق، يعنى سطرى كه مجموع 
عناصرش برابر مقدار Ʃc نيست، اشتباهى وجود دارد كه بايد اصلاح 

شود.
 A توجه 2. از مرحله ى 3 درايه هاى ستون آخر ماتريس وارون

به دست مى آيد.
 z و مرحله هاى 2 و 1 درايه هاى A-1 را 

 z و 3
2 ، z 

با توجه به 1
حساب مى كنيم.

حال از مرحله ى 2 معادله ى اول آن را كه ساده تر است، انتخاب 
و درايه هاى ستون ميانى A-1 را حساب مى كنيم. يعنى از مرحله ى 
 y را محاسبه مى كنيم. با توجه به معادله ى اول 

 y و 3
2 ،y 

2، مقادير 1
مرحله ى 2 داريم:

i i iy z k+ =  
i :y z k ; y ; y= + = − = − = −1 1 1 1 11 1 2 1

i :y z k ; y ; y= + = + = = −2 2 2 2 2
3 32 1 1
4 4

; y =2
1
4

i :y z k y y= + = ⇒ − = ⇒ =3 3 3 3 3
1 13 0
8 8

 x 
2 ، x 

در اين جا از مرحله ى 1، ساده ترين معادله را انتخاب و 1
اول مرحله ى 1  معادله ى  به  توجه  با  نيز محاسبه مى كنيم.  را   x 

3 و 
داريم:

i i ix z k+ =  
i :x z k ; x ; x= + = − = =1 1 1 1 11 1 1 2

i :x z k ; x ; x= + = + = = −2 2 2 2 2
3 32 0
4 4

i :x z k ; x ; x= + = − = =3 3 3 3 3
1 13 0
8 8

A−

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥−= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2 1 1

3 1 3
4 4 4
1 1 1
8 8 8

(مرحله ي 1)

(مرحله ي 2)

(مرحله ي 3)

(A دترمينال)
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در اين جا ماتريس وارون A يعنى A-1 به دست مى آيد.
مثال 2. وارون ماتريس زير را حساب كنيد:

A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

1 1 2 3

0 1 1 1

3 2 0 1

1 1 3 2
 

′A را به دست مى آوريم. كنار آن  حل: ابتدا ترانهاده ى A يعنى 
را  را مى نويسيم و عمليات روى سطرها  مرتبه ى 4  ماتريس واحد 

انجام مى دهيم:
از مرحله ى 4 نتيجه مى شود:

A A
( )( )( )

−′ = = = −
− −

140 70
1 2 1

 

i
i i i

k
t k ; t− = =

−
140

140

i :t ;−= = =
−1
22 111
140 70

k
i :t ;−= = = =

− −
2

2
32 82

140 140 35

k
i : t ;−= = = =

− −
3

3
30 33

140 140 14

k
i :t= = = = −

− −
4

4
2 14

140 140 70

ΣcK1  K2  K3  K4xi  yi  zi  ti

-2
0
5
8

1  0  0  0
0  1  0  0
0  0  1  0
0  0  0  1

1  0  -3  -1
-1  1  -2  1

2  -1  0  3
3  1  1  2

-2
-5

1

1  1  0  0
0  -2  -1  0
0  0  -3  2

1  -5  0
-1  4  -5

5  2  -5

-7
24

1  -1  -1  0
0  10  8  -2

 -1  -5
-22  30

-17822  -32  -30  2-140

توجه: بدون اين كه به عموميت مسئله خللى وارد شود هميشه مى توان عناصر ميانى ستون اول مرحله 1 و مرحله 2 
را غير صفر درنظر گرفت؛ زيرا با جابه جايى سطرها يا جمع سطرها اين فرض مسلم است.

(مرحله ي1)

(مرحله ي2)

(مرحله ي3)

(مرحله ي4)

از مرحله ى 3 داريم:
i i i i i iz t k z t k− − = ⇒ + = −5 5  

i :z t k ; z t= + = − + = −1 1 1 1 11 5 5 1

z ( ) ; z , i :z t k+ − = − = − = + = −1 1 2 2 2
11 35 1 2 5
70 14

z ( ) ( ) ; z ; z+ = − − = − = −2 2 2
8 8 15 1 1
35 7 7

i :z t k ; z ( ) ( ) ; z= + = − + = − − = −3 3 3 3
3 13 5 5 1
14 14

i :z t k ; z ( ) ; z= + = − + − = =4 4 4 4 4
1 14 5 5 0
70 از معادله ى اول مرحله ى 2 داريم:14

i i iy z k− =5  

i :y z k ; y ( ) ;= − = − − =1 1 1 1
31 5 5 1
14
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y ; y= − = −1 1
15 11
14 14

i :y z k ; y ( ) ; y= − = − − = =2 2 2 2 2
1 22 5 5 1
7 7

i :y z k ; y ( ) ; y= − = − − = = −3 3 3 3 3
1 53 5 5 0
14 14

i : y ( ) ; y= − = =4 4
5 54 5 0
70 14

از معادله ى اول مرحله ى 1 داريم:
i i i ix z t k− − =3  

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − − = =

1 1 1 1

1 1

1 3

3 11 13 1
14 70 5

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − = = −

2 2 2 2

2 2

2 3

1 8 13 0
7 35 5

i : x z t k ;

x ( ) ; x

= − − =

− − − = =

3 3 3 3

3 3

3 3

1 33 0 0
14 14

i : x z t k ;

x ( ) ( ) ; x

= − − =

− − − = =

4 4 4 4

4 4

4 3

5 1 13 0
70 70 5

قابل  مربع  ماتريس  هر  وارون  تعيين  براى  روش  اين  توجه:   *
تعميم است كه در اين مختصر به همين دو مثال اكتفا مى كنيم.

بنابراين، در اين جا تمام درايه هاى A-1 به دست مى آيد و كافى 
است مقادير درايه هاى مجهول را جانشين كنيم؛ يعنى:

x y z t
x y z t

A
x y z t
x y z t

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1 1 1

2 2 2 21

3 3 3 3

4 4 4 4

;

A−

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥−
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

1 1 3 11
5 14 14 70
1 2 1 8
5 7 7 35

5 1 30
14 14 14

1 5 1 1
5 14 14 70  

مثال 3. نسبت دو ماتريس زير را به دست آوريد.

 

B ?
A

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦= =
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 2 3

2 1 3

1 2 1

1 0 3

3 1 2

1 2 3

حل: حاصل نسبت را X درنظر مى گيريم. بنابراين داريم:
B X ; B AX
A

= =  
براى محاسبه ى X كافى است طرفين رابطه ى اخير را در  وارون 

A (از طرف چپ) ضرب كنيم، يعنى:

A B A AX ; A B I X ; X A B− − − −= = =1 1 1 1
3  

در  مخرج  وارون  حاصل ضرب  با  برابر  فوق  نسبت  بنابراين، 
صورت (از طرف چپ) است. همان طور كه ديده مى شود، مسئله ى 
منتهى  مخرج  ماتريس  وارون  محاسبه ى  به  نيز  ماتريس  دو  نسبت 
مى شود. در اين جا براى حل مسئله كافى است ابتدا وارون ماتريس 

A را محاسبه و سپس در ماتريس B ضرب كنيم.

* توجه: اين روش براي هر ماتريس مربع n×n نيز قابل تعميم 
است.

ضى
ريا

ب 
اد

بهترين  از  يكي  بايد  اعداد  مقدماتي  تئوري 
موضوع ها براي تعليم اوليه ي رياضيات باشد. چندان 
اطلاع قبلي نمي خواهد، موضوعش ملموس و مأنوس 
است، طريقه هاي استدلال كه به كار مي گيرد، ساده و 
كنجكاوي  تحريك  لحاظ  از  و  است  كم  تعدادشان 

طبيعي آدمي در علوم رياضي مانند ندارد.
بار  دو  اعداد  تئوري  فهيمانه  تعليم  ماه  يك 
بار سرگرم كننده تر  ده  حداقل  و  مفيدتر  و  آموزنده تر 
از همان مدت تعليم حسابان براي مهندسين مي باشد.                
(هاردي)

منبع:
تئوري مقدماتي اعداد/ دكتر غلام حسين مصاحب



دوره ي بيستم/ شماره ي 1
    پاييز 1389

متوسطه

از  پس  كه  بود  تزارى  روسيه ى  پايتخت  نام  پترزبورگ»  «سن 
قبل  تا  يافت.  نام  تغيير  «لنينگراد»  به  رژيم،  تغيير  و  انقلاب 1917 
كشورهاى  به  آن  تجزيه ى  و  (شوروى)  اتحاديه  اين  فروپاشى  از 
گوناگون، المپيادهاى رياضى به طور مستقل در  هريك از جمهورى ها 
المپياد سراسرى  در  تيم هايى  قالب  در  برگزيدگان  و  مى شد  برگزار 
اتحاد شوروى شركت مى كردند. تيم نهايى المپياد رياضى اين كشور 
مى توان  توضيحات  اين  با  مى شد.  انتخاب  رقابت ها  اين  دل  از  نيز 
حدس زد كه سطح سؤالات اين آزمون ها بسيار قوى بوده است و 

همين طور هم بود.
درباره ى تاريخچه ى المپياد رياضى در شوروى سابق و روسيه و 
جمهورى هاى استقلال يافته ى بعدى بسيار مى توان نوشت و اميدوارم 
در فرصتى ديگر بتوانم به طور مستقل به اين موضوع بپردازم. ولى 
همين قدر بايد گفت كه كشور شوروى از بنيان گذاران المپياد بين المللى 
فروپاشى،  زمان  تا  دوره  نخستين  از  و  بود  در سال 1959  رياضى 
اين  برتر  تيم   10 داشت. همواره هم جزو  المپيادها شركت  تمام  در 
رقابت ها بود. تنها در فاصله ى سال هاى 1963 تا 1967 اين كشور 

در پنج دوره ى متوالى مقام نخست اين رقابت ها را از آن خود كرد و 
در مجموع چهارده بار (تا سال 1993 كه با نام اتحاد شوروى شركت 

كرده است) مقام نخست و شش بار مقام دوم را كسب كرد!
ساير  و  روسيه  كشور  نيز،  سابق  شوروى  فروپاشى  از  پس 
بسيارى  موفقيت هاى  توانسته اند  سابق  شوروى  جمهورى هاى 
در  جريان  كه  مسائلى  آورند.  به دست  رياضى  بين المللى  المپياد  در 
شده اند،  مطرح  متمادى  سال هاى  طى  جمهورى ها  اين  رقابت هاى 
متأسفانه دست رسى  كه  ناب رياضى هستند  از مسائل  منبع عظيمى 
كاملى به آن ها وجود ندارد. اى كاش مى شد مجموعه ى همه ى آن ها 
داد.  قرار  علاقه مندان  اختيار  در  و  كرد  طبقه بندى  و  جمع آورى  را 
كتاب «المپيادهاى رياضى لنينگراد» كه مجموعه ى مسائل مسابقات 
برمى گيرد،  در  را   1993 سال  تا   1961 سال  از  شهر  اين  رياضى 
به راستى  كه  است  رياضى  كم نظير  مسائل  از  عالى  مجموعه ى  يك 
منابع  معدود  جزو  واقع  در  و  شمرد  غنيمت  را  آن  بايد  بى اغراق  و 
منتشر شده ى مسائل رياضى شوروى سابق است. اين كتاب كه توسط 
ديميترى ولادميرويچ فومين و آلكسى كرچنكو نگارش يافته، تاكنون 

گزيده اى از مسائل المپيادهاى رياضى لنينگراد
كليد واژه ها: المپياد لنينگراد، صورت مسائل المپيادهاى لنينگراد، حل مسائل المپيادهاى لنينگراد.
 هوشنگ شرقى
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 n n nx x x x− −= + + + +�1 2 1  

(n ) x
n

> − < <
1

1 2 2 ثابت كنيد:  

 b ab+ +2 a بر1 ab+ +2 4. براى عددهاى طبيعى a وb مى دانيم 1
. a b= بخش پذير است. ثابت كنيد: 

5. نقطه ى دل خواه P را روى ضلع BC از مربع ABCD انتخاب 
كرده ايم. دايره اى كه از سه نقطه ى  B، A و P مى گذرد، قطر BD را 
 Q و P، C قطع مى كند. دايره اى كه از سه نقطه ى Q در نقطه ى ديگر
مى گذرد، BD را در نقطه ى ديگر R قطع مى كند. ثابت كنيد R، A و 

P بر يك امتدادند.

حل مسائل
1. اين نخستين و آسان ترين مسائل است!

مجموع اين رقم ها را در نظر بگيريد:
 ×
+ + + + + = =

6 7
1 2 3 4 5 6 21

2
 

امّا مى دانيم كه باقى مانده ى تقسيم هر عدد بر 11، برابر است با 
باقى مانده ى تقسيم عددى كه از جمع و تفريق يك درميان ارقام اين 

عدد بر 11 (از سمت راست) به دست مى آيد؛ يعنى:
abcdef f e d c b a≡ − + − + −

11  
داشته  بايد  باشد،  بخش پذير   11 بر  عدد  اين  بخواهيم  اگر  و 

باشيم:
f e d c b a m abcdef− + − + − = ⇔ ≡

11
11 0  

اگرm =0 باشد، نتيجه مى شود: f + d + b  =  a  +  c  +  e. يعنى مجموع 
سه تا از رقم ها مساوى مجموع سه تاى ديگر باشد و با توجه به اين 
كه مجموع هر شش رقم مساوى 21 است، چنين چيزى ممكن نيست. 

(چرا؟)
به  ازاىm =1 نيز، با توجه به مجموع رقم ها، نتيجه مى شود:

f d b (e c a)
f d b

f d b (e c a)
+ + − + + =⎧

⇒ + + =⎨ + + + + + =⎩

11
16

21   

e c a+ + = 5  
كه اين هم ممكن نيست. (چرا؟) براى m  >1 نيز به سادگى مشخص 

مى شود كه امكان پذير نيست. لذا پاسخ منفى است.
2. ابتدا لم زير را اثبات مى كنيم.

باشد،  مفروض  صحيح  ضرايب  با   f(x) چند  جمله اى  اگر 
f بر b  –  a بخش پذير است. (b) f (a)−

اثبات لم آسان است.

به ده ها زبان زنده ى دنيا ترجمه شده و مورد استفاده ى ميليون ها نفر 
از علاقه مندان رشته ى رياضى قرار گرفته است. در كشور ما نيز اين 
كتاب به زبان فارسى ترجمه شده است و مترجم آن كسى نيست جز 
كتاب هاى  از  بسيارى  ترجمه ى  زحمت  كه  شهريارى  پرويز  استاد 
به ياد دارد،  نيز متحمل شده اند. نگارنده به خوبى  المپياد رياضى را 
از هنگامى كه نخستين چاپ اين كتاب در سال 1374 منتشر شد، 
تاكنون بارها و بارها آن را به دانش آموزان داوطلب شركت در المپياد 
رياضى معرفى كرده است و يقين دارد كه يكى از بهترين منابع سؤال 
مجموعه  اين  امتيازات  جمله  از  باشد.  آن ها  برترين  شايد  و  است 
مسائل آن است كه چون مسابقات المپياد رياضى در لنينگراد (و در 
برگزار  دبيرستانى  در همه ى سطوح  ديگر شهرهاى شوروى سابق) 
مى شده است، بنابراين مسائلى مناسب همه ى سنين دارد و مى تواند 
هر دانش آموز علاقه مند را با مسائل خود ساعت ها به چالش بكشاند. 
براى  كه  كتاب  مسائل  از  بعضى  كه  است  آن  توجه  جالب  نكته ى 
دانش آموزان سال ششم و هفتم اين شهر (معادل اول و دوم راهنمايى 
كه  هستند  دشوارى  بسيار  مسائل  شده اند،  مطرح  خودمان)  كشور 
حل آن ها براى بسيارى از دانش آموزان دبيرستان ها مى تواند كاملاً 
چالش برانگيز باشد! وقتى تصميم گرفتم بعضى از مسائل اين المپيادها 
را براى اين شماره انتخاب كنم، حيفم آمد كه آن را به يك شماره 
و چند مسئله محدود كنم و تصميم گرفتم طى چند شماره ى پياپى 
ويژه ى  مسائل  از  مسئله  پنج  اين شماره  در  بپردازم.  مسائل  اين  به 
در  و  مى كنم  مطرح  و  انتخاب  را   1990 سال  در  دهم  كلاس هاى 
شماره هاى بعد به مسائل ديگرى مى پردازم. سعى كرده ام مسائلى را 
انتخاب كنم كه حل يا راهنمايى آن ها در كتاب مزبور وجود نداشته 
ببرند  اين مسائل لذت كافى  از  اميدوارم كه خوانندگان مجله  باشد. 
و قبل از ملاحظه ى راه حل آن ها، خود نيز سعى كنند با آن ها، ولو 
اندك زمانى به چالش بپردازند. من خود طى سال هاى متمادى از اين 
مسائل به راستى لذت برده ام و اميدوارم براى شما نيز چنين باشد. در 
انتها ذكر اين نكته هم بد نيست كه پس از فروپاشى شوروى سابق، 
نام شهر لنينگراد دوباره به    سن پترزبورگ تغيير يافته است و المپياد 

رياضى آن با اين نام هم چنان برگزار مى شود. 

صورت مسائل
1. آيا مى توان با استفاده از رقم هاى 1، 2، 3، 4، 5 و 6 (و از 

هركدام يك بار) عددى شش رقمى و بخش پذير بر  11 درست كرد؟
2. چند جمله اى f با ضريب هاى درست داده شده است. مى دانيم 
 10 بر    f(7) كنيد  ثابت  است.  بخش پذير  بر2    f(5) و    5  f(2)بر 

بخش پذير است.
3. براى عدد حقيقى و مثبت x مى دانيم: 
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nn ( )
n

n

− −
<

1
2

0  
n( )( )

n n
− − + <
1 1

2 1 و درنتيجه:                                    0

f ( )
n

− <
1

2 بنابراين:                                                   0

x
n

− < <
1

2 2 و طبق قضيه ى بولتزانو:                              

استفاده  (عادكردن)  بخش پذيرى  رابطه ى  ويژگى هاى  از   .4
مى كنيم:

b ab | a ab

b ab | b ab

⎫+ + + + ⎪⇒⎬
+ + + + ⎪⎭

2 2

2 2

1 1

1 1
 

b ab | b(a ab ) a(b ab ) b a+ + + + − + + = −2 2 21 1 1  
b ab | b a⇒ + + −2 1  

ولى روشن است كه اگر a,b∈|N باشند، داريم:
b ab b a⇒ + + > −2 1  

.a = b :باشد و از آن جا b - a  =0 پس بايد .(b2≥ b زيرا)
5. بدون آن كه دايره ى محيطى مثلث CPQ را رسم كنيم، ثابت 
 C و سه نقطه ى ( R′ مى كنيم كه نقطه ى برخورد BD و AP (نقطه ى
P، وQ رئوس يك چهارضلعى محاطى اند. بنابراين دايره ى محيطى 
′R همان R است. درنتيجه R ،  A و  ′R مى گذرد و مثلث CPQ از 

P بر يك استقامت اند.
(ض زض) حالت  به   ABQ و   CBQ مثلث  دو  شكل،  مطابق 

بنابراين:   .(BQ  =BQ و   AB=BC   ، B B
∧ ∧

= = �
1 2 45 ) همنهشت اند 
C و نيز داريم: A A

∧ ∧ ∧
= +1 21

PQA B A C A
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= = ⇒ = ⇒ = +� �
2 2 2 1145 45

2
  (1)

R′1 برابر است با: AR نيز زاويه ى خارجى B′ در مثلث 
R B A A
∧ ∧ ∧ ∧
′ = + = +�1 1 1 145   (2)  

C (2) و (1) R
∧ ∧

′⇒ = 11   و  
R R C R
∧ ∧ ∧ ∧
′ ′ ′+ = ⇒ + =� �
1 2 21180 180  

آن چه  طبق  و  است  محاطى   CQR P′ چهارضلعى  بنابراين، 
نقطه ى  لذا  مى گذرد.  R′ از  CPQ مثلث  محيطى  دايره ى  گفتيم،  كه 
′R بر R منطبق است. يعنى حكم  ′R و برخورد آن با BD همان 

اثبات شده است. 

n n
n nf (x) C x C x ... C x C−

−= + + + +1
1 1 0

f (b) f (a)− =

 
n n n n

n nC (b a ) C (b a ) C (b a)− −
−− + − + + −�1 1
1 1

و با توجه به اتحاد
 m m m m mb a (b a)(b ab a )− − −− = − + + +�1 2 1  

درنتيجه:  و  دارند  را   b a− عامل  پرانتزها  همه ى  كه  است  بديهى 
. b a | f (b) f (a)− −

اكنون با توجه به لم فوق داريم:
| f ( ) f ( ) | f ( ) f ( ), | f ( )− − ⇒ −7 2 7 2 5 7 2 5 2  
| f ( )⇒ 5 7  (*)  
| f ( ) f ( ) | f ( ) f ( ), | f ( )− − ⇒ −7 5 7 5 2 7 5 2 5  

| f (v)⇒ 2   (* *)     
| f ( )= ×10 2 5 7 و با توجه به دو رابطه ى * و * * بديهى است كه: 

؛ يعنى f (7) بر10 بخش پذير است.
3. معادله را به صورت زير تغيير مى دهيم:

n n nf (x) x (x x x )− −= − + + + + =�1 2 1 0  
حال از قضيه ى موسوم به قضيه ى بولتزانو استفاده مى كنيم:

] باشد و داشته باشيم:  ]a,b قضيه : اگرf  تابعى پيوسته در بازه ى 
معادله ى  آن گاه   ، f (b) >0 و   f (a) <0 يا   f (b) <0 و   f (a) >0

] لااقل يك ريشه ى حقيقى دارد. ]a,b f در بازه ى  (x) =0

اكنون مى نويسيم:
n

n xf (x) x
x
−

= −
−
1

1
 

  

n n n n nx x x x x
x x

+ +− − + − +
= =

− −

1 11 2 1

1 1

  

nx (x )
x
− +

=
−
2 1

1

f ( ) = >2 1 0
n( ) ( )

n nf ( )
n

n

− − +
− =

−

1 1
2 11

2
1

1

 

قضيه ى  كمك  به  و   
n

− >
1

1 0 پس،   ،n >  1 چون  و 
گذر  (براى   n( ) n

n
− >
1

2 كرد:  ثابت  مى توان  رياضى  استقراى 
بنابراين: كنيد).  استفاده  نيوتون  دو جمله اى  بسط  از  استقرايى 

nn ( )
n

− − <
1

2 0
و از آن جا:
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R 1 1 1 1B A AB AAA   (2)
(2) و (1) C RC RC R

∧ ∧
′⇒⇒⇒ CC 1111 و

R
∧ ∧ ∧∧∧ ∧∧∧
′ ′RRRRRRR � �′′′C R1 2 222R 1 18880′C RR ===C RRR′C RRR′C RRR 2+C RRR

آن چه  طبق  و  است  محاطى   CQR PR PR P′ چهارضلعى  اين، 
نقطه ى  لذا  مى گذرد.  RRR′′′ از CPQ مثلث محيطى  دايره ى  م، 
بر R منطبق است. يعنى حكم  R′ ′RRR و همان BD آن با 

ده است.

(
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اين  از  دانش آموزان  از  بيشترى  عده ى  استفاده ى  منظور  به 
در  دو رويكرد  اين  ارتباط  به  هندسه،  مسئله هاى  در حل  رويكرد 
حل مسئله هاى هندسه در صفحه مى پردازيم. به اين ترتيب با دستگاه 

مختصات دكارتى در صفحه سروكار خواهيم داشت.

ويژگى هاى عمود منصف يك پاره خط در يك صفحه 
قضيه: ثابت كنيد عمود منصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، 
مكان هندسى نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به 

يك فاصله قرار دارد.
يعنى:

AH BH
PH PH

P H A P H B
∧ ∧

⎧ =⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ = =⎩ 90�

(شكل2)

A BH

P

d

A BH

P

1 2

 PA=PB :بنابراين ضلع هاى سوم اين دو مثلث با هم برابرند؛ يعنى
و حكم ثابت مى شود.

(شكل1)

1. هر نقطه اى كه روى عمود منصف اين پاره خط باشد، از دو سر 
اين پاره خط به يك فاصله است.

2. هر نقطه اى كه از دو سر اين پاره خط به يك فاصله باشد، روى 
عمود منصف اين پاره خط قرار دارد.

ثابت  مختصاتى  ـ  جبرى  و  هندسى  روش  دو  با  را  قضيه  اين 
مى كنيم.

الف) اثبات به روش هندسى
با  آن  برخورد  نقطه ى  و   d را   AB پاره خط  منصف  عمود   .1
 H است،   AB پاره خط  وسط  همان  واقع  در  كه  را   AB پاره خط 
مى ناميم. از نقطه ى دل خواه P واقع بر خط d (عمود منصف پاره خط 
AB)، به دو نقطه ى A و B وصل مى كنيم. مى خواهيم ثابت كنيم كه: 

PA= PB. دو مثلث PAH و PBH همنهشت اند، زيرا داريم:

كه  واقع اند  چنان  يك صفحه  در   AB پاره خط  و   P نقطه ى   .2
داريم: PA=PB. مى خواهيم ثابت كنيم كه نقطه ى P روى عمودمنصف 
 PAB است. براى اثبات نيم ساز زاويه ى درونى از مثلث  AB پاره خط
را رسم مى كنيم و پاى اين نيم ساز را H مى ناميم. دو مثلث PHA و 

PHB به حالت (ض ز ض) همنشهت هستند، زيرا داريم:

PA PB

A P H BP H P P
PH PH

∧ ∧ ∧ ∧

=⎧
⎪⎪ = =⎨
⎪ =⎪⎩

1 2

(شكل3)

HA B

P

 ـرويكرد جبرى  رويكرد هندسى 
در آموزش هندسه (12)

كليد واژه  ها: عمود منصف پاره خط، نيم ساز، مكان هندسى.
محمد هاشم رستمى
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در نتيجه AH=BH . يعنى H وسط پاره خط AB است. از طرف 
A است، پس:  H P BH P

∧ ∧
+ =180� A كه چون  H P BH P

∧ ∧
= ديگر: 

 PH عمود است. در نتيجه AB بر PH يعنى . A H P BH P
∧ ∧

= = 90�

عمودمنصف پاره خط AB و حكم مسئله درست است.
ب) راه حل جبرى ـ مختصاتى

صورت مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
قضيه: ثابت كنيد عمود منصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، 
مكان هندسى نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به 

يك فاصله است.
اثبات:  اندازه ى  پاره خط  AB را 2a فرض مى كنيم. مهم ترين كار در 
روش حل جبرى ـ مختصاتى انتخاب دستگاه مختصات مناسبى است 

كه راه حل مسئله را به ساده ترين صورت، ممكن سازد. 

اكنون ثابت مى كنيم هر نقطه اى كه از دو سر پاره خط AB به يك 
فاصله باشد، روى عمودمنصف اين پاره خط واقع است. بدين ترتيب 
كه اگر P =(x , y) نقطه اى واقع در  صفحه ى مختصات قائم ذكر شده 
 (B (a , )= 0 A( و  ( a , ) AB= − 0 در بالا باشد و از دو سر پاره خط 

به يك فاصله باشد، خواهيم داشت:
P (x, y) , A ( a, ) , B (a, ) , PA PB

(x a) (y ) (x a) (y )

(x a) y (x a) y

(x a) (x a)
ax , a x p ( , y)

= = − = =

⇒ + + − = − + −

⇒ + + = − +

⇒ + − − =
⇒ = ≠ ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

0 0

0 0

0

4 0 0 0 0

يعنى نقطه ى P روى محور yها واقع است كه همان عمود منصف 
پاره خط AB محسوب مى شود. بنابراين، به روش تحليلى نيز ثابت 
كرديم كه عمودمنصف هر پاره خط واقع در يك صفحه، مكان هندسى 
نقطه اى از آن صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به يك فاصله 

است؛ زيرا:
الف) هر نقطه مانند P  كه روى عمودمنصف پاره خط AB باشد، 

.PA=PB به يك فاصله است؛ يعنى B و A از دو نقطه ى
ب) هر نقطه اى كه از دو سر پاره خط AB به يك فاصله باشد (يعنى 

PA=PB )، روى عمودمنصف پاره خط AB است.

نكته: به طورى كه ديده مى شود، اثبات اين قضيه به روش جبرى 
ـ مختصاتى، ساده تر از اثبات آن به روش هندسى است. اينك به چند 

مثال توجه كنيد.
مثال 1. ثابت كنيد هر نقطه مانند P روى عمودمنصف پاره خط 
AB  ، از نقاط A و B به يك فاصه است (مسئله ى 19 صفحه ى 27 

كتاب هندسه ى 1).

A BO

y

x..

(شكل4)

در اين مسئله، محور xها را روى خط AB و محور y ها را روى 
دو  اين  برخورد  نقطه ى  مى كنيم.  اختيار   AB پاره خط  عمودمنصف 
محور نقطه ى o (كه همان نقطه ى H در راه حل هندسى است)، مبدأ 
 AB را روى عمودمنصف پاره خط P مختصات است. نقطه ى دل خواه
كه در اين جا همان محور yهاست، اختيار مى كنيم و مختصات اين 
در نظر مى گيريم. از P به A و B وصل مى كنيم.  P ( , y)= 0 نقطه را 
پاره خط  عمودمنصف  از   P نقطه ى  هر  براى  كنيم،  ثابت  مى خواهيم 
AB داريم: PA=PB. با توجه به اين كه در اين دستگاه مختصات قائم 

است، داريم: B (a , )= 0 و A ( a , )= − 0

PA PB ( a ) ( y)

(a ) ( y) a y

a y a y a y

= ⇒ − − + −

= − + − ⇒ +

= + ⇒ + = +

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

0 0

اين تساوى همواره برقرار است. بنابراين همواره PA=PB است. 
اين  دو  سر  از   AB پاره خط  عمودمنصف  بر  واقع  نقطه  هر  پس 

پاره خط، يعنى از دو نقطه ى A و B ، به يك فاصله است.

A BC

P

(شكل5)

با دو  ابتداى مقاله است كه  اين مثال قسمت اول مسئله ى  حل: 
روش هندسى و جبرى ـ مختصاتى حل شده است.

مثال 2. دو نقطه ى A و B و خط Δ در يك صفحه داده شده اند، 
نقطه اى روى خط Δ بيابيد كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله 

باشد.
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روشى ديگر براى حل هندسى مثال 2
مى گيريم،  فرض  شده  حل  را  مسئله 
نقطه ى   ،M نقطه ى  مى كنيم  فرض  يعنى 
كه  باشد  نقطه اى  يعنى  باشد؛  جواب مسئله 
است  فاصله  به يك   B و   A نقطه ى  دو  از 
نقاطى  هندسى  مكان  چون   .(MA=MB)
به  يك   B و   A نقطه ى  دو  از  كه  از صفحه 
پاره خط  عمودمنصف  خط  هستند،  فاصله 
از  يكى    M نقطه ى  پس  است،   AB

است.   AB پاره خط  عمودمنصف  نقطه هاى 
يعنى عمودمنصف پاره خط AB از اين نقطه مى گذرد. به عبارت ديگر، 

نقطه ى M محل برخورد عمودمنصف پاره خط AB و خط Δ است.

حل: الف) رويكرد هندسى
از  نقطه اى  هندسى  مكان  مى دانيم، 
يك صفحه كه از دو سر يك پاره خط به 
يك فاصله است، عمودمنصف آن پاره خط 
است. بنابراين نقطه ى جواب مسئله، هم 
 AB پاره خط  عمودمنصف  روى  بايد 
باشد و هم بايد روى خط Δ باشد. پس 
اين نقطه محل برخورد اين دو خط است، 
نتيجه، براى حل مسئله عمودمنصف  در 

پاره خط  AB را رسم مى كنيم 
نقطه ى  مى ناميم.   d را  آن  و 
 Δ خط  با   d خط  برخورد 
كه آن را Mمى ناميم، جواب 
 M مسئله است. يعنى اگر از
به A و B وصل كنيم، داريم: 

.MA=MB

جواب  تعداد  در  بحث 
مسئله

1. اگر خط d عمودمنصف 
پاره خط AB، با خط Δ متقاطع 

باشد، مسئله تنها يك جواب دارد كه همان نقطه ى M است. اين در 
صورتى است كه راستاى خط AB عمود بر  راستاى Δ نباشد (شكل 
8). به بيان ديگر، اگر خط AB خط Δ را قطع كند و بر آن عمود 

هم نباشد.

Δ عمود باشد (شكل 9).

A

B

Δ

d

.
.

M
d

A

B

H

2. اگر خط d عمودمنصف پاره خط AB، موازى خط Δ باشد، 
مسئله جواب ندارد. اين در صورتى است كه راستاى خط AB بر خط 

BA H

d

3. اگر خط d عمودمنصف پاره خط AB منطبق بر خط Δ باشد، 
مسئله بى شمار جواب دارد. زيرا هر نقطه از خط Δ كه همان خط 
در  اين  البته   .(10 (شكل  مى شود  محسوب  مسئله  جواب  است،   d

صورتى است كه خود خط Δ عمودمنصف پاره خط AB باشد.

اين  حالت  در  نكته: 
 Δ راستاى   AB راستاى 
دو  اما  مى كند،  قطع  را 

راستا بر هم عمودند.

BA H

d

B

A

H

M

.
.

از اين جا روش حل مسئله مشخص مى شود. بدين ترتيب كه براى 
تعيين نقطه  ى M، عمودمنصف پاره خط AB را رسم مى كنيم و آن را 

(شكل11)

Δ

Δ

Δ

Δ

Δ
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d مى ناميم. نقطه ى برخورد اين خط و خط Δ را نقطه ى M مى ناميم 
كه اين نقطه جواب مسئله است. زيرا اگر از اين نقطه به A و B وصل 
مسئله  براى  تعداد جواب  به  مربوط  بحث   .MA=MB داريم:  كنيم، 

همانند بحث روش قبلى است.

خواهد بود. در اين صورت، مختصات نقطه ى M  كه محل برخورد 
عمودمنصف پاره خط AB و خط Δ است، از دستگاه دو معادله ى دو 

مجهولى زير به دست مى آيد.

A

M

B

H

d

نكته: روش مسأله را حل شده فرض كردن: يكى از راهبردهاى 
در  به ويژه  و  هندسه  مسئله هاى  به ويژه حل  مسئله ها،  در حل  مهم 
مواردى است كه حل كردن مسئله با داده هاى موجود آسان نباشد و 
به داده هاى بيشترى نياز داشته باشيم. تا به كمك آن ها بتوانيم مسئله 

را حل كنيم؛ براى مثال:
«مثلثى رسم كنيد كه اندازه ى سه ميانه ى آن داده شده است.» 

روش  اين  با  كه  ديگرى  مشابه  مسئله هاى  و  مسئله  اين  حل 
حل مى شوند، در جلدهاى 11، 12 و 13 دايرة المعارف كه به رسم 

شكل هاى هندسى با روش هندسى اختصاص دارند، وجود دارد.
ب) حل با رويكرد جبرى ـ مختصاتى

مسئله را بار ديگر بيان مى كنيم:
دو نقطه ى A و B و خط Δ در يك صفحه داده شده اند، نقطه اى 

روى خط Δ بيابيد كه از دو نقطه ى A و B به يك فاصله باشد.
براى اثبات، دستگاه مختصات قائم xoy را در صفحه اى كه A و B و 
 AB ها روى خطx قرار دارد، به گونه اى انتخاب مى كنيم كه محور Δ خط
و مبدأ مختصات وسط پاره خط AB باشد، در اين دستگاه مختصات، اگر 
A =(x1 , 0) و B =(-x1 , 0) اختيار شود، معادله ى عمودمنصف پاره خط 

AB ـ كه در واقع محور yهاست ـ عبارت است از: x =0 معادله ى 

 ax by c+ + =0 كلى  به صورت  مختصات  دستگاه  اين  در   Δ خط 

A B

M

O

y

x

(شكل12)

(شكل13)

x
by c

ax by c
c cy M ( , )
b b

=⎧
⇒ + =⎨ + + =⎩

⇒ = − ⇒ = −

0
0

0

0

اين نقطه كه نقطه اى از خط Δ است،از دو نقطه ى A و B به يك 
cMفاصله است؛ زيرا داريم: ( , ) , A (x , ) , B ( x , )

b

c cMA x , MB x
b b

MA MB

= − = = −

⇒ = + = +

⇒ =

1 1

2 2
2 2
1 12 2

0 0 0

نكته: اگر دستگاه مختصات قائم xoy در صفحه ى گذرنده بر A و 
با رويكرد  Δ را به صورت دل خواه در نظر بگيريم، حل مسئله  B و 
صورت  اين  در  زيرا  شد.  خواهد  مشكل تر  مختصاتى  ـ  جبرى 

Δ

Δ
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مختصات  به   B و   A نقطه هاى 
A =(x۱ , y۱) و B =(x۲ , y۲) و خط 

 ax by c+ + =0 كلى   معادله ى  به   Δ
 ،M نقطه ى  تعيين  براى  بود.  خواهد 
پاره خط  عمودمنصف  برخورد  محل 
معادله ى  بايد  نخست   ،  Δ با خط   AB

خط d، عمودمنصف پاره خط AB را 
بنويسيم.

داريم:
 

AB

y y
m AB m d

x x m
x x
y y

−
= ⇒ = −

−

−
= −

−

2 1

2 1

2 1

2 1

1

AB وسط پاره خط x x y y
H ( , ) , y y m(x x )

+ +
= − = −1 2 1 2

1 12 2
y y x _ x x x

d : y (x )
y y

+ +
⇒ − = − −

−
1 2 2 1 1 2

2 12 2

 AB معادله ى عمودمنصف پاره خط
اكنون بايد پاسخ دستگاه دومعادله ى دو مجهولى زير را كه همان 

نقطه ى M جواب مسئله است، به دست آوريم.
ax by c:

y y x x x x
y (x )d : y y

M ( , )

+ + =⎧Δ ⎪ − − +⎨ − = − −⎪ −⎩
⇒ =

1 2 2 1 1 2

2 1

0

2 2

� �

اين مطلب را با يك مثال نشان مى دهيم:
: به دست آوريد كه از دو  x yΔ + + =2 1 مثال: نقطه اى روى خط 0

نقطه ى A =(3,-1) و B =(1 , 5) به يك فاصله باشند. 
حل: عمودمنصف پاره خط AB را d مى ناميم و معادله ى آن را 
را   Δ خط  و   d خط  برخورد  نقطه ى  مختصات  آن گاه  مى نويسيم. 

به دست مى آوريم. داريم: 

AB

d
AB

y y
A ( , ) , B ( , ) , m

x x

m ,
m

−
= − = =

−

+ −
= = − ⇒ = =

−

2 1

2 1

3 1 1 5

5 1 1 1
3

1 3 3

AB وسط پاره خط
H ( , ) ( , ) y y

m(x x ) y (x ) y x

+ − +
= = ⇒ −

= − ⇒ − = − ⇒ = +

1

1

3 1 1 5
2 2

2 2
1 1 4

2 2
3 3 3

AB معادله ى عمودمنصف پاره خط
d : y x

x x
: x y

x x y M ( , )

⎧ = +⎪ ⇒ + + + =⎨Δ ⎪ + + =⎩

⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = −

1 4
1 4

2 1 03 3
3 3

2 1 0

7 7
1 1 1 1

3 3
جواب مسئله

درستى جواب مسئله را مى توان با محاسبه ى اندازه ى پاره خط هاى 
MA و MB و مساوى بودن آن ها مشخص كرد.

A ( , ) , B ( , ) , M ( , )

MA ( ) ( )

MB ( ) ( )

MA MB

= − = = −

⇒ = + + − − = =

= + + − = =

⇒ = =

2 2

2 2

3 1 1 5 1 1

3 1 1 1 20 2 5

1 1 5 1 20 2 5

2 5

پس نقطه ى M از دو نقطه ى A و B به يك فاصله است.

ضى
ريا

ب 
اد

نقطه................................................
داراي  اما  نيست،  تقسيم  قابل  جهتي  هيچ  در  آن چه   .1

موقعيتي است.
(ارسطو، قرن چهارم قبل از ميلاد)
2. نقطه چيزي است كه داراي هيچ جزئي نيست. حد خط 

نقطه است.
(اقليدوس، قرن سوم قبل از ميلاد)
3. وجود يك اتم براي تحقق يافتن يك نقطه ي رياضي 

كفايت مي كند.
(كوشي 1832)

4. نقطه: مفهوم است و تعريف نشدني است.
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درباره ى يكى از نظرهاى هوشمندانه ى
 ابوالوفاى بوزجانى در هندسه

در اين نوشتار، ابتدا مختصرى از مقام علمى بوزجانى مى نويسيم 
و سپس درباره ى نظرى كه اين دانشمند در مورد تعيين دقيق جاى 

مركز يك كمان دايره عرضه كرده است، شرح مى دهيم.
و  رياضى دانان  بزرگ ترين  از  يحيى،  محمدبن  محمدبن  ابوالوفا 
منجمان ايرانى است. او در سال 328 هجرى قمرى در «بوزجان» از 
نواحى تربت جام به دنيا آمد. بوزجان از شهرهاى عالم پرور خراسان 
بوده است. بوزجانى تا 20 سالگى در زادگاه خود، علم عدد و هندسه 
را نزد عمو و دايى اش آموخت. سپس براى ادامه ى تحصيلات به بغداد 
رفت. در آن روزگار، بغداد از مراكز بسيار مهم علم بود. بوزجانى تا 
پايان عمر خود، يعنى سال 388 ه.ق، در بغداد به مطالعه و تحقيق در 

رياضيات و نجوم پرداخت.
بوزجانى سهم ارزشمندى در بسط مثلثات دارد. وى قضيه هاى 
مهمى در مثلثات كروى كشف كرده است. البته با كمال تأسف، بعضى 

آثار ارزنده ى او، هم چون حاشيه اى بر هندسه ى اقليدس و حساب 
نيز زيج او به نام «زيج واضح» مفقود شده اند و تنها  ديوفانتوس، و 

رساله هايى در هندسه، حساب و نجوم از او باقى مانده است.

درباره ى كتاب «اعمال هندسى» بوزجانى
از جمله آثار علمى با ارزش بوزجانى، كتابى است در هندسه. نام 

اين كتاب چنين است:
يعنى  الهندسه»؛  اعمال  من  الصّانع  اليه  يحتاج  ما  فى  «كتاب 
صنعتگران  احتياج  مورد  هندسى  اعمال  از  آن چه  درباره ى  «كتاب 
ياد  زنده  استادان،  توسط  بوزجانى،  هندسى»  «اعمال  كتاب  است». 
ابوالقاسم قربانى و آقاى محمدعلى شيخان به فارسى با عنوان  دكتر 
«بوزجانى نامه» تحرير شده است. اين تحرير با كوشش و دقت انجام 

گرفته است و خدمت ارزنده اى محسوب مى شود.

كليد واژه ها: محمدبن محمدبن يحيى، مركز يك كمان از دايره.
اشاره

استاد احمد شرف الدين، چه در سال هايى كه در دبيرستان تدريس مى كرد و چه هنگامى كه استاد دانشگاه بود، همواره در كنار دبيران 
رياضى حضور داشت؛ چرا كه همواره براى آن ها مقاله هاى آموزنده و جذاب مى نوشت. 

در اين شماره ى «مجله ى برهان»، مقاله ى تازه اى از ايشان به چاپ رسانده ايم. در مقاله ى حاضر، آقاى شرف الدين با استدلال دقيق هندسى، 
نظر ابوالوفاى بوزجانى را در ترسيم يك ساختمان هندسى تأييد مى كند. به علاوه، در انتهاى اين مقاله عناوين اختراعات ثبت شده آقاى دكتر 

شرف الدين را خواهيم آورد.

دكتر احمد شرف الدين
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از  كمان  يك  مركز  دقيق  جاى  تعيين 
دايره

«بوزجانى نامه»  كتاب  اول  باب  در 
مسئله ى زير عرضه شده است:

 تعيين مركز يك قوس از دايره
از   AC قوس  راه حل:   
دايره اى را درنظر مى گيريم وسط 
مى ناميم. سپس   B نقطه ى  را  آن 
از  و   AB به  A عمودى  نقطه ى  از 
نقطه ى C عمودى بر CB اخراج مى كنيم. اين 
دو عمود در نقطه اى مانند D يكديگر را قطع مى كنند. وسط پاره خط 

DB مركز دايره ى مطلوب است.

بهتر است نقطه ى B را به طور  تبصره: مؤلف چنين نوشته، ولى 
دل خواه اختيار كرد.

درست  بوزجانى  نظر  كه  مى كنيم  ثابت  توضيحاتى  با  ادامه  در 
است. يعنى ثابت مى كنيم، وسط كمان AC مناسب ترين نقطه است كه 

سبب مى شود، جاى مركز كمان AC با دقت بيشترى مشخص شود.
 CM و AM مقدار خطاى مطلق در اندازه گيرى طول هاى دو وتر

B

A C

D

E .A

B

C

E F

O

.
.

.

M

شكل 1

شكل 2

 CM و AM مقدار خطاى مطلق در اندازه گيرى طول هاى دو وتر
را e مى ناميم. خطاى نسبى در اندازه گيرى دو وتر ياد شده به ترتيب 

eعبارت اند از: e,
AM eM

 
 ACB بنابراين، خطاى نسبى در اندازه گيرى طول خط شكسته ى

eچنين است: e
R sin a R sin b

+
2 2  

اگر نقطه ى B، وسط كمان AC باشد، خطاى نسبى اندازه گيرى 
طول خط شكسته ى ACB چنين است:

جاى مركز كمان AB هنگامى با دقت تعيين مى شود كه خطاى 
نسبى در اندازه گيرى خط شكسته AMC كمترين مقدار باشد. براى 

تأمين اين منظور بايد نامساوى زير مسلم باشد:
e e e

R sin a R sin b a bR sin
+ >

+
2

2 2 2
2  

يعنى بايد نامساوى زير برقرار باشد:

sin a sin b a bsin
+ >

+
1 1 2

2
 

چنين داريم:

AM R sin a= 2  
 CM R sin b= 2  

 CM و AM مقدار خطاى مطلق در اندازه گيرى طول هاى دو وتر
را e مى ناميم. خطاى نسبى در اندازه گيرى طول هاى دو وتر ياد  شده 

e
a bR sin +

2

2
2

 R و   O به ترتيب  را  آن  طول  و   AC كمان  مركز   ،2 شكل  در 
مى گيريم.  درنظر  را   AC كمان  از   M دل خواه  نقطه ى  مى ناميم. 
 2b و   2a با  به ترتيب  را   COM و   AOM زاويه ى  دو  اندازه هاى 
 F و E را به ترتيب CM و AM نشان مى دهيم. وسط هاى دو وتر
مى ناميم. طول هاى دو وتر AM و CM را برحسب a ،R و b حساب 

مى كنيم.
AM R sin a= 2  
CM R sin b= 2  



x
. .

..

y

R´
P ´

Q´

P R QO
2

´

T

.

.

π

γ

γ

.

شكل 3

در  نسبى  خطاى  بنابراين،   . e
CM

و   e
AM

از:  به ترتيب  عبارت اند 
اندازه گيرى طول خط شكسته ACM چنين است:

e e
R sin a R sin b

+
2 2  

اگر نقطه ى B وسط كمان AC باشد، خطاى نسبى در اندازه گيرى 
خط شكسته ACB چنين است:

e
a bR sin +2
2

 
 

جاى مركز كمان AB  هنگامى با دقت تعيين مى شود كه خطاى 
نسبى در اندازه گيرى خط شكسته AMC كمترين مقدار باشد. براى 

تأمين اين منظور بايد نامساوى زير مسلم باشد:
e e e

R sin a R sin b a bR sin
+ >

+
2

2 2 2
2

 
 

يعنى بايد نامساوى زير برقرار باشد:
 

sin a sin b a bsin
+ >

+
1 1 2

2
 
 

اكنون درستى نامساوى زير را، وقتى a و b در فاصله ى (π و 0) 
باشند، ثابت مى كنيم:

  γ′ است و منحنى y = sinx نمايشگر تابع γ در شكل 3، منحنى
 [0 , π] در فاصله ى y = sinx نمودار تابع) . y

sin x
= 1 نمايشگر تابع 

.((0 , π) در فاصله ى ، y
sin x

= 1 رسم شده است و نمودار تابع 

. سه خط  a bOR +=
2

OQ و  b=  ، OP a= در شكل 3 داريم: 

 ، PP
sin a

′ = 1 ′QQ عمود بر خط Ox هستند؛ پس:  ′RR و   ، PP′

. RT sin
a b

=
+
1

2

RR و  (sin sin )
a b

′ = +1 1 1
2

 ، QQ
sin b

′ = 1

از   . RP RT′ > پس:  بالاست،  سوى  به   γ′ منحنى  گودى  چون 
رابطه ى اخير نتيجه مى شود:

( ) sin
sin a sin b a b

+ >
+

1 1 1 1
2

2  
اختيار   (0 و   π) فاصله ى  در  دل خواه  به  را   Q و   P نقطه ى  دو 
مى كنيم. از دو نقطه ى ياد شده، عمودهايى بر خط Ox اخراج مى كنيم 
′P و ′Q مى ناميم.  و نقطه هاى برخورد آن ها را با منحنى ′γ، به ترتيب 
از نقطه ى R وسط پاره خط PQ، عمودى بر خط Ox اخراج مى كنيم 
 R′ ، به ترتيب  P Q′ ′ و نقطه هاى برخورد آن را با منحنى ′γ و خط 

و T مى ناميم. چون گودى (تقحّر) منحنى ′γ به سوى بالاست، نتيجه 
RR RT′ > مى شود:   

PQQ چنين داريم: P′ از سوى ديگر در ذوزنقه ى′
 PP QQ RR′ ′ ′+ = 2  

از دو رابطه ى اخير نامساوى زير به دست مى آيد:
 

 sin(OP) sin(OQ) sin(OR)
+ >1 1 2

 
اين رابطه همان رابطه ى مطلوب زير است:

sin a sin b a bsin
+ >

+
1 1 2

2  
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1.طراحي و ساخت خط كش حساب براي حل تقريبي و سريع معادلات 
درجه سوم.

2.ماشين الكترونيك كه مي تواند هر آگاهي را در جهت مستقيم يا 
معكوس، هر دو را با شروع آني عرضه كند.

بحث  و  حل  براي  آنالوژيك  حساب  ماشين  ساخت  و  3.طراحي 
معادلات جبري كه ضريب هاي آن ها به پارامترهايي بستگي داشته باشند.

1.طراحي و ساخت خط كش حساب براي حل تقريبي و سريع معادلات
درجه سوم.

2.ماشين الكترونيك كه مي تواند هر آگاهي را در جهت مستقيم يا
معكوس، هر دو را با شروع آني عرضه كند.

بحث و  حل  براي  آنالوژيك  حساب  ماشين  ساخت  و  3.طراحي 
معادلات جبري كه ضريب هاي آن ها به پارامترهايي بستگي داشته باشند.

π

عناوين اختراعات دكتر احمد شرف الدين



38 دوره ي بيستم/ شماره ي 1
    پاييز 1389

متوسطه

برقرار است و تمام روابط فوق برگشت پذير هستند. پس  به وضوح 
حكم برقرار است. در  واقع:

(a ) a a− ≥ ⇒ − + ≥2 21 0 2 1 0  
aa a a

a
÷⇒ + ≥ ⎯⎯→ + ≥2 11 2 2

 ،y و x مثال 2. ثابت كنيد براى هر دو عدد حقيقى و دل خواه
نابرابرى زير همواره برقرار است:

x y x y xy+ + ≥ + +2 2 1  
اثبات: درستى حكم را مى پذيريم و به ترتيب زير عمل مى كنيم:
x y x y xy+ + ≥ + +2 22 2 2 2 2 2  

x x y y x y xy⇒ + + + + + − − − ≥2 2 2 2 1 1 2 2 2 0

(x x ) (y y ) (x xy y )⇒ − + + − + + − + ≥2 2 2 22 1 2 1 2 0

(x ) (y ) (x y)⇒ − + − + − ≥2 2 21 1 0

همواره  نامنفى  مقدار  (زيرا جمع سه  است  بديهى  اخير  رابطه ى 
لذا  هستند.  بازگشت ناپذير  شده  انجام  مراحل  تمام  و  است)  نامنفى 
به  (لزومى  است.  برقرار  مسئله  حكم  بازگشتى  اثبات  روش  طبق 

بازنويسى پاسخ يعنى نوشتن اثبات از آخر به اول نيست.)

اثبات بازگشتى يا اثبات از آخر به اول

اشاره
در مقاله ى حاضر، پس از توضيح روش اثبات بازگشتى، نمونه 
مسائل متنوعى طرح و حل شده اند. مثال ها از مباحث هندسه، جبر 
و مثلثات انتخاب شده اند تا بتوان فراگير بودن استفاده از اين روش را 

در اغلب شاخه هاى رياضى دبيرستانى نشان داد.
در اين روش اثبات كه بيشتر براى بررسى درستى نابرابرى ها به كار 
مى رود، درستى حكم را مى پذيريم و با انجام محاسبات لازم، نابرابرى يا 
گزاره ى حكم را تا آن جا ساده مى كنيم كه به گزاره اى برسيم كه بديهى 
است يا درستى آن را از قبل مى دانيم. در صورتى كه مراحل انجام شده 

برگشت پذير باشند، درستى روش اثبات تأييد شده است.
 ،a مثبت  و  دل خواه  حقيقى  عدد  هر  براى  كنيد  ثابت   .1 مثال 

نابرابرى زير هميشه برقرار است:
a

a
+ ≥1 2  

اثبات: اگر حكم مسئله برقرار باشد، آن گاه با ضرب طرفين نابرابرى 
، داريم: (a )a>0 در 

a a+ ≥2 1 2  
اخير  رابطه ى   . (a )− ≥21 0 . پس: a a− + ≥2 2 1 0 در اين صورت:

 عنايت االله راستى زاده
كليد واژه ها: اثبات بازگشتى، نابرابرى ها، 

ميانگين حسابى و هندسى، روابط برگشت پذير.
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تذكر: گاهى در برگه ى امتحانى دانش آموزان ديده مى شود كه پاسخ 
از آخر به اول مجدداً نوشته شده است. اين كار خطاست (به شرطى كه 
ذكر شود، مراحل انجام شده بازگشت پذير هستند) يا اين كه تنها اثبات 

مستقيم (و نه بازگشتى) را بنويسيم؛ مانند نمونه  ى زير:
 ،y و   x مثبت  و  حقيقى  عدد  دو  هر  براى  كنيد  ثابت   .3 مثال 

نابرابرى زير هميشه برقرار است:
(x y) xy+ ≥1

2  
صفر  مساوى  يا  بزرگ تر  همواره   ( x y)− 2 چون  اثبات: 

. در اين صورت: x y xy+ − ≥2 0 است، لذا: 
خواهيم   2 بر  نامساوى  طرفين  تقسيم  با  و   x y xy+ ≥ 2

داشت:
(x y) xy+ ≥1

2  
بين ميانگين حسابى و  نامساوى  به نام  نامساوى اخير را  تذكر: 

هندسى مى شناسيم.
مثال 4. ثابت كنيد:

sin x cos x ;(x k )
cos x sin x
+ π= ≠ π+

−
1

1 2  
اثبات: درستى تساوى را مى پذيريم و   طرفين وسطين مى كنيم:

( sin x)( sin x) (cos x)(cos x)+ − =1 1  
يعنى  هم  اين  كه   sin x cos x− =2 21 مزدوج: اتحاد  طبق  پس 
است.  برقرار  وضوح  به  نيز  اخير  تساوى  و   sin x cos x+ =2 2 1

مراحل برگشت پذيرند و لذا حكم برقرار است.
مثال 5. ثابت كنيد هرگاه x و y دو عدد حقيقى مثبت و معكوس 

هم باشند، آن گاه:
( x)( y)+ + ≥1 1 4  

اثبات: با پذيرفتن درستى حكم داريم:

x y xy , xy x y x y+ + + ≥ = ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥1 4 1 2 4 2  
x و درستى اين 

x
+ ≥1 2 . بنابراين  y

x
= 1 ، پس:  xy =1 اما: 

تمام  بودن  برگشت پذير  به  توجه  با  مى دانيم.  قبل  از  نيز  را  رابطه 
مراحل انجام شده، حكم برقرار است.

مثال 6. ثابت كنيد:
x y x y xy (x , y )+ ≥ + > >3 3 2 2 0 0  

اثبات: به روش بازگشتى داريم:
(x y) xy(x y) x y xy+ − + ≥ +3 2 23  

(x y) xy(x y) x y xy⇒ + − + − − ≥3 2 23 0

(x y) xy(x y) (x y)xy⇒ + − + − + ≥3 3 0

( )(x y) (x y) xy (x y) xy⇒ + + − ≥ ⇒ + − ≥2 24 0 4 0

x y xy xy x xy y⇒ + + − ≥ ⇒ − + ≥2 2 2 22 4 0 2 0

(x y)⇒ − ≥2 0

رابطه ى اخير بديهى است و تمام روابط (مراحل) برگشت پذيرند، 
لذا حكم اوليه برقرار است.

آن  ضلع  هر  طول  از  مثلث،  محيط  نصف  كنيد  ثابت   .7 مثال 
بزرگ تر است.

اثبات: مى خواهيم ثابت كنيم:
a b c a b c a b ca , b , c+ + + + + +> > >

2 2 2  
(اثبات يكى از اين سه كفايت مى كند.)

(درستى  در  2  طرفين  ضرب  با   . a b c a+ + >
2

مى كنيم:  ثابت 
a b c a+ + > 2 حكم را پذيرفتيم!) داريم:                               
b c a a+ > −2 لذا:                                                     
b c a+ > پس:                                                          

حمار؛  (قضيه ى  كرده ايد!  ثابت  هندسه  در  را  آخرى  اين  و 
مجموع هر دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگ تر است). مراحل اثبات 

بازگشت پذيرند، بنابراين حكم ثابت مى شود.
در مثال بعدى، به اثبات يك تساوى راديكالى به روش بازگشتى 

خواهيم پرداخت.
( )− = −1 30 2 8 15

2
مثال 8. ثابت كنيد:                 

به روش بازگشتى (پذيرش حكم) داريم:

( )− = −21 30 2 8 15
4

 
( )⇒ + − = −1 30 2 2 60 8 15

4

− = − ⇒ =32 2 60 32 4 15 2 60 4 15

⇒ × =2 4 15 4 15

=4 15 4 15 پس:                                                  
مراحل بازگشت پذيرند، لذا تساوى اوليه برقرار است.

روش  به  مثلثاتى  نامساوى  دو  اثبات  به  بعدى،  مثال  دو  در 
بازگشتى مى پردازيم.

مثال 9. ثابت كنيد:
tan tan (sin cos ) , k πθ+ ≥ θ θ+ θ θ ≠ π+22 1 2

2  
اثبات: اگر حكم برقرار باشد، آن گاه:
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اثبات: فرض مى كنيم حكم درست است. در اين صورت:
n nn

n n
n n n

(n ) (n )n n (n )
n−

+ +
≤ ⇒ × ≤ + ⇒ ≤

1

1 1
2 1 2

2 2
 

n nn( ) ( )
n n
+⇒ ≥ ⇒ + ≥1 12 1 2

 n( ) n( )
n n

+ ≥ +1 11 1 كه مى توان آخرين نامساوى را به صورت 
انتخاب  و  مسئله  صورت  راهنمايى  به  توجه  با  رابطه  اين  و  نوشت 

a همواره درست است.
n

= 1

چون همه ى نتايج به دست آمده برگشت پذير هستند، پس حكم 
اوليه براى هر عدد طبيعى درست است.

مسئله ى 2. اگر b، a و c طول اضلاع يك مثلث باشند، نشان دهيد:
(ab bc ca) (a b c) (ab bc ca)+ + ≤ + + ≤ + +23 4  

ab) به سادگى قابل  bc ca) (a b c)+ + ≤ + + 23 اثبات:  نابرابرى 
اثبات و براى هر b، a و c (حتى اگر طول اضلاع مثلث نباشند) برقرار 

است و از آن مى گذريم.
حال نشان مى دهيم:

(a b c) (ab bc ca) ( )+ + ≤ + +2 4 1  
فرض كنيم، حكم درست است:

a b c ab ac bc ab bc ac+ + + + + ≤ + +2 2 2 2 2 2 4 4 4

a b c ab ac bc⇒ + + ≤ + +2 2 2 2 2 2

a b c ab ab ac ac bc bc⇒ + + ≤ + + + + +2 2 2

a b c a(b c) b(a c) c(a b) ( )⇒ + + ≤ + + + + +2 2 2 2

براى اثبات درستى رابطه ى (2) دقت كنيم كه b، a و c سه ضلع 
يك مثلث هستند. در هر مثلث مجموع اندازه هر دو ضلع از اندازه ى 

ضلع سوم بزرگ تر است، لذا:

a b c a a(b c)

b a c b b(a c)

c a b c c(a b)

⎫< + ⇒ < +
⎪⎪< + ⇒ < + ⎬
⎪< + ⇒ < + ⎪⎭

2

2

2

 
a b c a(b c) b(a c) c(a b)⇒ + + < + + + + +2 2 2  

پس رابطه ى (2) درست است.
مى توان نشان داد تمام روابط از (2) به (1) برگشت پذير هستند. 

بنابراين رابطه (1) برقرار است، يعنى:

(a b c) (ab ac bc)+ + ≤ + +2 4  
مسئله ى 3. ثابت كنيد:

n n

n n (n N)
+

+
≥ ∈

+ +

1

2 2 2
5 5

1 5 1 5  

 
tan tan sin cos tan sinθ+ θ+ θ+ θ ≥ θ θ2 2 2 2 2

tan cos+ θ θ2

(tan tan sin sin )⇒ θ− θ θ+ θ2 22

(tan tan cos cos )+ θ− θ θ+ θ ≥2 22 0

(tan sin ) (tan cos )⇒ θ− θ + θ− θ ≥2 2 0

درستى آخرين نابرابرى بديهى است و تمام مراحل بازگشت پذيرند، 
پس نامساوى حكم برقرار است.

مثال 10. ثابت كنيد:
sin cos ( )πθ+ θ ≥ < θ <4 4 1 0

2 2  
اثبات: با پذيرش حكم و توجه به اتحاد زير داريم:

a b (a b ) a b+ = + −4 4 2 2 2 2 22  
بنابراين:

(sin cos ) sin cosθ+ θ − θ θ ≥2 2 2 2 2 12
2  

، پس: sin cosθ+ θ =2 2 1 چون: 

sin cos sin cos×− θ θ ≥ ⎯⎯→ − θ θ ≥2 2 2 2211 2 2 4 1
2

sin cos sin cos− θ θ ≥ − ⇒ θ θ ≤2 2 2 2 14 1
4

( ) sin cosπ< θ < → θ θ ≤ 10
2 2

sin cos , sin cos⇒ θ θ ≤ = θ+ θ2 22 11

sin cos sin cos⇒ θ+ θ− θ θ ≥2 2 2 0

(sin cos )⇒ θ− θ ≥2 0

برقرارند  اول  به  آخر  از  مراحل  و  است  بديهى  اخير  رابطه ى 
مسئله  نامساوى  بازگشتى،  اثبات  روش  طبق  لذا  (برگشت پذيرند). 
برقرار است. اميدواريم اين ده مثال آن قدر متنوع بوده باشند كه فراگير 
بودن اين روش را در اثبات ها نشان دهد. با وجود اين، اگر علاقمند 
به حل چند مسئله ى خاص هستيد پيشنهاد مى شود مسئله هاى زير 

را هم ببينيد.

سه مسئله ى ويژه
آن گاه:  n N∈ و   a+ ≥1 0 اگر  مى دانيم   .1 مسئله ى 

. n( a) na+ ≥ +1 1

با استفاده از مطلب فوق و روش اثبات بازگشتى ثابت كنيد:
n nn nn( ) ( ) (n N)− +≤ ∈1 1

2 2
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اثبات: فرض كنيم حكم درست است. پس:
 n n n n n n( ) ( ) ( )+ + ++ ≥ + ⇒ + ≥ +2 2 1 2 2 2 25 1 5 5 1 5 1 5 5 1 5

n n n n+ + + ++ ≥ + ⇒ − ≥2 2 2 1 2 2 2 11 5 5 5 5 5 4

n n( )+ +⇒ − ≥ ⇒ ≥2 1 2 15 5 1 4 5 1

روابط  تمامى  و  است  درست  طبيعى   n هر  براى  اخير  رابطه ى 
برقرار  حكم  بازگشتى  اثبات  روش  طبق  پس  هستند.  برگشت پذير 

است.
حالا اين نمونه ها را خودتان حل كنيد:

+ > +5 6 3 8 1. ثابت كنيد: 
yx

y x
+ ≤ −2 . آن گاه:  y x و 0> >0 2. ثابت كنيد هرگاه: 

k( )πθ ≠
2

tan) و  cot )θ+ θ ≥2 4 3. ثابت كنيد: 
و  است»  برابر  خودش  ثلث  با  عدد  «هر  كه  كرد  ادعا  شخصى   .4

استدلال كرد كه:
a a a a= → =1 3

3  
 . a a= 3 پس:  دارد،  جابه جايى  خاصيت  تساوى  چون  و   

درنتيجه:
a a

a a a a a a a a
a a

=⎧
⇒ + = + ⇒ = ⇒ =⎨ =⎩

3
3 3 4 4

3   
اشكال  اثبات  كجاى  بگوييد  است.  برقرار  همواره  آخرى  اين  و   

دارد؟!
x y x y+ ≥ +2 2 5. ثابت كنيد: 

6. مثلث ABC در رأس A قائمه است. اگر AH ارتفاع وارد بر وتر 
باشد، ثابت كنيد:

AH AB AC
= +

2 2 2
1 1 1

 
n و n عددى طبيعى باشد، ثابت كنيد: ≥ 3 7. اگر 

n n
(n ) n

+
+

<
2 2

1

1

2 2  
ثابت   ،a < b + c باشند و  c سه عدد حقيقى مثبت  b، a و  اگر   .8

aكنيد:  b c
a b c
< +

+ + +1 1 1  

Mathpro Press  
http://www.mathpropress.com :نشانه ى اينترنتى سايت

و  پيكارجو  فهرست هاى  و  مسائل  به   Mathpro Press سايت 
ارزنده ى رياضى اختصاص دارد. در اين سايت اطلاعات آنلاين در 
عرضه  رياضى  مجلات  و  رياضى  كتاب هاى  رياضى،  مسائل  مورد 
مى شود. صفحه ى اصلى سايت دربردارنده ى پنج عنوان عمده ى زير 
حاوى  و  گوناگون  عنوان هاى  زير  شامل  آن ها  از  هريك  كه  است 

مطالب متنوع است:
(Books) كتاب ها ♦

 كتاب فروشى Mathpro Press (كتب منتشر شده يا توزيع شده 
(Mathpro Press به وسيله ى

Mathpro Press (Books Published or distributed by Mathpro 

Press)

 چگونه كتاب را از ما سفارش بگيريد.
(How to order books from us.)

 خلاصه اى از كتاب هاى مسائل رياضى.
(Compendium of mathematics problems books)

 كتاب هاى مسائل جديد.
(Recent problem books)

 كتاب هايى درباره ى المپيادهاى بين المللى رياضى
(Books about the international mathematical Olympiads)

(Problems) مسائل ♦
آنلاين  جست و جو  قابل  مجموعه  (يك  آنلاين   Mathpro  

دربرگيرنده بيش از 20،000 مسئله ى رياضى)
Mathpro Online (An online searchable collection of over 

20,000 math problems)

 وب سايت هايى درباره ى رقابت هاى رياضى
(Web sites about Mathematics competitions)

تا   1963 روبينوويتز،  استنلى  از  شده  گردآورى  مسائل   
2005

(Collected problems of Stanley Robinowitz 1963-2005)

 رقابت هاى رياضى در ايالات متحده
(Mathematics competitions in the United States)

معرفى سايت هاى
 رياضى جهان
 احسان يارمحمدى

بقيه در صفحه ي 49
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محققاً مى توان اعداد را تصور كرد. گاهى اوقات فكر مى كنم در 
حساب پس اندازم يك ميليون پوند دارم، و بحثى در ميان نيست كه 
اين عدد «عددى موهومى» است. امّا كاربرد رياضى موهومى كارى 

با اين رؤياهاى روزانه ندارد.
دِكارت1ِ  رِنه  ابتدا توسط  تصور مى رود كه برچسب «موهومى» 
فيلسوف و رياضى دان، در شناخت جواب هاى غريب معادلاتى به كار 
رفت كه به طور قطع اعدادى معمولى نبودند. امّا آيا اعداد موهومى 
موجودند يا خير؟ اين پرسشى بود كه بر ذهن فيلسوفان، زمانى كه بر 

كلمه ى موهومى متمركز مى شدند، سنگينى مى كرد.
اهميت  از  موهومى،  اعداد  بودن  موجود  رياضى دانان،  براى 
زندگى  از  جزئى   π يا   5 اندازه ى  به  اعداد  اين  نيست.  برخوردار 
خريد  به  اعداد  اين  است  ممكن  گرچه  هستند.  ما  روزمره ى 
رفتن هايمان كمك نكنند، اما چون از طراح هواپيما يا مهندس برق 
در موردشان سؤال كنيم، در خواهيم يافت كه اهميتى حياتى دارند. 
با جمع يك عدد حقيقى و يك عدد موهومى با يكديگر، چيزى را به 
دست مى آوريم كه «عدد مختلط»2 ناميده مى شود، و به نظر مى رسد 
با  مختلط،  اعداد  نظريهّ ى  باشد.  ساز  مشكل  كمتر  فلسفى  لحاظ  از 
ريشه ى دوم 1- ارتباط دارد. بنابراين، كدام عدد است كه چون مربع 

شود، 1- را به دست مى دهد؟
هنگامى كه عدد ناصفرى  را در نظر بگيريم و آن را در خودش 
ضرب كنيم (يعنى مربع كنيم)، همواره عددى مثبت را به دست مى آوريم. 
اين موضوع وقتى اعداد مثبت را مربع مى كنيم باورپذير است، اما آيا 
در صورتى كه اعداد منفى را مربع كنيم نيز صادق است؟ براى امتحان، 
مى توان 1- يا1+ را به كار برد. در اين صورت، حتى اگر قاعده ى 
برده  ياد  از  را  مى دهد»  تشكيل  مثبت  منفى،  دو  «ضرب  دبيرستانى 
باشيم، ممكن است به خاطر داشته باشيم كه پاسخ (1-)× (1-) برابر 
با 1 است. اما درصورتى كه بينديشيم (1-)× (1-) برابر 1- است، 

اعداداعداد  موهومىموهومى
 غلامرضا ياسى پور

0 1 2 3 4-1-2-3

پيش از اين، در صورتى كه محدود به محور اعداد حقيقى باشيم، 
ملاحظه  كرديم، از آن جا كه مربعّ هيچ عددى نمى تواند منفى باشد، 
بر  هم چنان  را  اعداد  اگر  بنابراين  نيست.  موجود   -1 دوم  ريشه ى 

نتيجه ى  به  و  كنيم،  تقسيم   -1 بر  را  رابطه  اين  طرف  هر  مى توانيم 
1=1- برسيم كه ياوه است. بنابراين، بايد نتيجه بگيريم: 1= (1-)× 

(1-) كه جوابى مثبت است.
همين استدلال را مى توان در مورد هر عدد منفى ديگرى غير از 
1- نيز به كار برد. بنابراين، هر عدد حقيقى، چون مربع شود، نتيجه 

هيچ گاه نمى  تواند منفى باشد.
−1 مهندسى 

حتىّ مهندسان ـ دار و دسته اى بس عملى ـ كاربردهايى براى 
 “Michael Faraday  ˮاعداد مختلط يافته اند. زمانى كه مايكل فارادى
موهومى  اعداد  كرد،  كشف  را  متناوب  جريان  دهه ى1830 ،  در 
واقعيتّى فيزيكى به دست آوردند. در  اين حال، به جاى i حرف j براى 
نمايش1− به كار مى رود، زيرا i به جاى جريان الكتريكى به كار 

مى رود.
اين موضوع، موجب بروز ترديدهايى در سال هاى اوّليه ى اعداد 
مختلط در قرن شانزدهم شد. اما زمانى كه بر آن فائق آمدند، پاسخ به 
دست آمده، رياضيات را از قيد و بند اعداد معمولى آزاد كرد. بدين 
ترتيب افق هاى وسيعى از پژوهش در مقابل محققان باز شد كه پيش 
از اين حتى خوابش را هم نمى ديدند. گسترش اعداد مختلط، «تكميل 

اعداد حقيقى» به دستگاهى به طور طبيعى كامل تر است.
ريشه ى دوم 1-

نمودار  اعداد حقيقى،  مختلط،  اعداد  موهومى،  اعداد  واژه ها:  كليد 
آرگان، مزدوج عدد مختلط،گسترش اعداد مختلط.
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شده  تمام  را  كار  است  ممكن  بگيريم،  نظر  در  حقيقى  اعداد  محور 
1− ادامه دهيم و كار  بدانيم، و به موهومى ناميدن اين اعداد شامل 
با آن ها نداشته باشيم. يا اين گام جسارت آميز را برداريم  ديگرى 
را به عنوان موجود جديدى كه آن را با i نمايش مى دهيم،  −1 كه 

بپذيريم.
اعداد موهومى، با همين عمل ذهنى ساده، پا به حيات مى گذارند. 
اين را كه آن ها چيست اند، نمى دانيم، اما به وجودشان اعتقاد داريم. 
جديدمان،  اعداد  دستگاه  در  بنابراين،   .i۲= -۱ مى دانيم  كم  دست 

جميع ياران قديمى، از قبيل اعداد حقيقى
, , , , ,e, ,π12 3 4 2 3

را، همراه با دوستان تازه اى كه شامل i هستند، از قبيل
i, i, i, i , i,e i+ − + + + + + π1 2 3 2 3 1 2 3 2

و غيره، خواهيم داشت. 
گام حساس  ضرورى مورد بحث، در آغاز قرن نوزدهم و زمانى 
برداشته شد كه از محور اعداد يك بعُدى، به سوى صفحه ى اعداد دو 

بعُدى ناآشنايى حركت كرديم.

جمع و ضرب
 a+bi اكنون كه در ذهنمان اعداد مختلط، يعنى اعدادى به صورت
را داريم، با آن ها چه مى توان كرد؟ اين اعداد نيز درست مانند اعداد 
حقيقى، مى توانند با هم جمع، و درهم ضرب شوند. جمع شان را با 
 2+3i ،جمع اجزاى مربوطه و متناسب آن ها انجام مى دهيم. بنابراين
 10+7i نتيجه ى  با  را   (2+8)+(3+4)i شود  جمع   8+4i با  چون 

به دست مى دهد.
ضرب نيز تقريباً به همين سادگى است. اگر بخواهيم 3i+2 را در 

4i+8 ضرب كنيم، ابتدا هر جفت نماد را در   هم ضرب مى كنيم:

(2+3i)×(8+4i) = (2×8)+ (2×4i) + (3i×8) + (3i×4i)

و عبارات حاصل را يعنى 24i ،8i ،16  و 12i2 (در عبارت اخير 
بنابراين،  با هم جمع مى كنيم.  به جاى i2 عدد 1- را قرار مى دهيم) 

نتيجه ى ضرب مى شود:
(16-12)+(8i+24i)

كه برابر با مختلط 32i+4 است.
و  برقرار  معمولى حساب  قواعد  جميع  مختلط،  اعداد  مورد  در 
تفريق و تقسيم همواره امكان پذير است؛ غير از تقسيم بر عدد مختلط 
0i+0 كه اين كار در مورد صفر در اعداد حقيقى نيز مجاز نيست. در 

يكى،  جز  حقيقى،  اعداد  ويژگى هاى  جميع  از  مختلط،  اعداد  واقع 
برخوردارند؛ اين كه آن ها را نمى توانيم مانند اعداد حقيقى، به مثبت 

و منفى تقسيم بندى كنيم.

نمودار آرگان
با  واضح،  گونه اى  به  مى توان  را  مختلط  اعداد  بودن  بعُدى  دو 
 1+2i 3- و+i نمايش آن ها بر يك نمودار ملاحظه كرد. اعداد مختلط
را مى توانيم روى نمودارى به نام «آرگان» رسم كنيم. روش تصويرى 
كردن اعداد مختلط توسط ژان روبر آرگان3، رياضى دان سوئيسى، 
ارا ئه شد؛ گرچه در حوالى همان سال ها ديگران نيز مفهومى مشابه 

را ارائه دادند.

1
2

1-3

-3+i 
1+2i 

هر عدد مختلط، زوج يا جفت4، موسوم به «مزدوج»5 آن دارد. 
به اين ترتيب، زوج 2i+1 عدد 2i-1 است كه از تغيير دادن علامت 
واقع در جلوى مؤلفه ى دوم به دست مى آيد. جفت 2i-1 نيز به همين 
ترتيب، 2i+1 است. بنابراين زوجيت مورد بحث، رابطه اى صادقانه 

است.
حقيقى  عددى  همواره  جفت ها،  هم  در  و  هم  با  و ضربِ  جمع 
به دست مى دهد. با جمعِ 2i+1 و 2i-1 عدد 2 را حاصل مى كنيم، 
نيز  اين ضرب، جالب تر  به دست مى آوريم.  با ضرب آن ها 5 را  و 
هست. زيرا پاسخ 5  ، مربع «طول» عدد مختلط 2i+1 است كه با طول 
جفتش نيز برابر است. به طريق ديگر، مى توانيم طول عدد مختلط را 

به صورت زير تعريف كنيم:

1

2 1+2i 

1
1

2

-2

5

5

0

1-2i 

جفتِ
                             

W طول (w w )= ×  

(جفت)

(جفتِ
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 (-3+i) 3-، درمى يابيم كه طول+i با بررسى اين مطلب در مورد
طول  بنابراين   ( i) ( i) ( )− + × − − = +3 3 9 1 با  است  برابر 

. 10 (i+3-) برابر است با 
تفكيك اعداد مختلط از راز و رمز، به مقدار زيادى مرهون سِر 
ايرلند در قرن نوزدهم  ويليام روآن هميلتون6، مهم ترين رياضى دان 
است. وى دريافت كه در اين نظريهّ، عملاً به i نيازى نيست. زيرا اين 
به  را  نگه دار عمل مى كند و مى توان آن  به عنوان جا  تنها  موجود، 
گوشه اى افكند. هميلتون عدد مختلط را به صورت «جفت مرتبّ»ى 
از اعداد حقيقى (a,b) در نظر گرفت كه كيفيت دوبعُدى خود را نشان 
مى دهند. و به 1-√ مرموز متوسل نمى شوند. در اين صورت، عارى 

از i، جمع به صورت
(2,3) + (8,4) = (10,7)  

درمى آيد و به گونه اى با وضوح كمتر، ضرب مى شود:
(2,3)×(8,4) = (4,32)

 n» كامل بودن دستگاه اعداد مختلط زمانى آشكارتر مى شود كه به
امين ريشه ى واحد» بينديشيم (از نظر رياضى دانان «واحد» يا «يكه»7 
به معنى «يك» است). اين ريشه ها جواب هاى معادله ى zn  = 1 هستند. در 
اين مورد، z6 = 1 را براى نمونه اختيار مى كنيم. دو ريشه ى z = 1 و 
z = -1 بر محور حقيقى موجودند (زيرا 1 = 16 و 1 = 6(1-))، اما در 
حالى كه مطمئناً بايد شش ريشه داشته باشيم. بقيه كجا هستند؟ همه ى 
اين شش ريشه نيز، مانند دو ريشه ى حقيقى، داراى طولى واحدند و 

بر دايره اى به مركز مبدأ و شعاع واحد يافت مى شوند.
W كه ريشه ى واقع در  i= +1 3

2 2
علاوه بر  اين موارد، اگر به 

گسترش اعداد مختلط
هنگامى كه رياضى دانان اعداد مختلط را به دست آوردند، به طور 
بعُدى  دو  مختلط  اعداد  كردند.  را جست  وجو  آن  تعميمات  غريزى 
اما خاص بودن 2 از كجا آمده است؟ هميلتون، سال ها در  هستند، 
جست وجوى اعداد سه بعُدى بود و به جمع و ضرب آن ها مى پرداخت، 
اما تنها زمانى كه به اعداد چهار بعُدى روى آورد، توفيق يافت. اندكى 
پس از اين، اعداد چهار بعُدى مزبور، خود به هشت بعُدى (موسوم 
به اعداد كِيلى8) تعميم يافتند. بسيارى به انديشه ى تداوم امكان اين 
ماجرا به جست وجوى اعداد شانزده بعُدى رفتند، اما 50 سال بعد از 

شاهكار با اهميت هميلتون، ناممكن بودنشان به اثبات رسيد.

چند تاريخچه
موهومى  اعداد  با  محاسبه  به  بومبلى  رافائل  ميلادى:   1572

پرداخت.
نمايش  براى   i نماد  از  اويلر  بار،  اولين  براى  ميلادى:   1777

ريشه ى دوم عدد 1- استفاده كرد.
«نمودار  نام  به  منجر  آرگان،  نمودارى  نمايش  ميلادى:   1806

آرگان»، شد.
1811 ميلادى: كارل فرِدريش گاوس به كار با توابع متغيرّهاى 

عدد مختلط پرداخت.
عنوان جفت هاى  به  را  مختلط  اعداد  هميلتون،  ميلادى:   1837

مرتب اعداد حقيقى در نظر گرفت.

ربع اول است، نگاهى بيفكنيم، ريشه هاى متوالى (در حركت در جهت 
خلاف حركت عقربه هاى ساعت) چنين به دست مى آيند:

w2,w3,w4,w5,w6 = 1
در حالت  دارند.  قرار  منتظم  ضلعى  شش  يك  رأس هاى  بر  كه 
كلى، هر يك از n ريشه ى واحد بر اين دايره واقع اند و بر گوشه ها يا 

«رأس ها»ى يك n ضلعى منتظم قرار دارند.

مَخلَص كلام
اعداد ناحقيقى با كاربردهاى حقيقى

w2

w3

w4 w5

w6

y

+1-1 x

w

پي نوشت
1. Renè Descartes
2. Complex number
3. Jean Robert Argand
4. Mate
5. Conjugate
6. Sir William Rowan Hamilton
7. Unity
8. Cayley
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براى تعيين دامنه ى1 توابع2 با توجه به نوع توابع و نيز ساختار و 
ساختمان آن ها، راهكارها و روش هايى براى حل هر يك متناسب 
است طى  ممكن  موارد  از  پاره اى  در  اما  دارد.  وجود  توابع  نوع  با 
انجام محاسبات براى تعيين دامنه ى توابع، به معادلات3 و نامعادلات 
دشوارى برخورد كنيم كه شامل عبارات جبرى نامتجانس با يكديگر 
يا تلفيقى از عبارات جبرى4 و متعالى5 باشند و در ادامه قادر نباشيم 
آن ها را با روش هاى متعارف و متداول حل كنيم. اگر هم مايل باشيم 
آن ها را با قواعد و روش هاى جارى به سرانجام برسانيم، راهى بس 
اين  در  علت  همين  به  داده ايم.  قرار  خويش  روى  پيش  را  دشوار 
شايسته  شهودى  درك  به  كه  را  نمودار  رسم  بر  مبتنى  روشى  مقاله 
نياز دارد، ارائه خواهيم داد. در اين روش، هر يك از رياضى پژوهان 
توابع  از  بسنده اى  و  ارزنده  اطلاعات  و  شناخت  بايد  خوانندگان  و 
پايه اى و نمودارهاى متناظر با آن ها، اصول و اسلوب انتقال نمودارها 
و رسم نمودار توابع در حالت كلى داشته باشند تا بتوانند به واسطه ى 

آن، نگرشى پوياتر را در قبال اين مقاله داشته باشند.
عباراتى  با  توابع،  دامنه ى  تعيين  هنگام  كه  است  اين  بر  فرض 
 f  (x) برخورد مى كنيم كه بتوانيم اجزاى سازنده ى آن ها را به دو تابع
و g(x) با ظاهرى كه قادر باشيم نمودار آن ها را تداعى كنيم6، تبديل 
  f (x)  ≠  g (x) , f  (x) = g (x) ,سازيم و در نهايت يكى از حالت هاى
به وجود   f  (x)  < g (x ) و  f (x)  ≤  g (x) , f  (x)  ≥ g (x ) f  (x)  > g (x ),

خواهد آمد. بنابراين براى حل هر يك از معادلات يا نامعادلات ياد 
شده به روش زير عمل مى كنيم:

و  دقيق  به صورت  را   g  (x) و   f  (x) توابع  نمودارهاى  اول:  گام 
مرتب در يك دستگاه مختصات رسم مى كنيم.

 f  (x) گام دوم: با بهره گيرى از درك شهودى، نمودارهاى توابع
و g  (x) را باهم مقايسه مى كنيم تا ببينيم با توجه به نمودارهاچه مقدار 
يا مقاديرى براى x مناسب و صحيح است كه در هر يك از معادلات 
  f (x)  ≤  g (x) و f  (x) ≥ g (x)و f (x)  <  g (x)،f  (x)  > نامعادلات      يا  و 

 f  (x)  ≠ g (x ) , f  (x)  = g (x ) صدق كند.

xf كدام يك از  (x)
x x
−

=
−

24 مثال1ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 
گزينه هاى زير است؟

ب) [2،2-]  الف){   }   
د){2,2-}   IR (ج

جواب: گزينه ى (الف) صحيح است، زيرا:
x x x x− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤2 2 24 0 4 0 4 2 2

x x x x x x

f (x) x & g(x) x

− > ⇒ − > ⇒ > ⇒

= =

0 0

يك  در  را   g(x) x= و   f (x) x= توابع  نمودارهاى  اكنون 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.

0
1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1 2 3 4 5 6 7-7 -6- -55 -4 -3- -2- -1
x

y

g  (x)

احسان يار محمدى

تعيين دامنه ى توابع 
با استفاده از رسم نمودار
كليد واژه  ها: دامنه ى توابع، رسم نمودار تابع، نامعادله.

• احسان يارمحمدي
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g(x) در مى يابيم،  x= f و  (x) x= با توجه به نمودارهاى توابع 

x صدق  x> هيچ مقدارى براى x يافت نمى شود كه در نامعادله ى 

كند.

x كدام يك  x
f (x)

x x

−
=

− ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

مثال 2ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 

از گزينه هاى زير است؟
 { }(IR ) x | x ( , )− − ∈ −2 2Z الف)

ب) {  }
  IR −Z ج) 

  { }(IR ) x | x ( , )− − ∈ −11Z د)

جواب: گزينه ى (د) صحيح است، زيرا:
x x x x x x

f (x) x & g(x) x

− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

⇒ = =

2 2 2

2

0 0

يك  در  را   g(x) x= و   f (x) x= 2 توابع  نمودارهاى  اكنون 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.

0 1 2 3 4 5 6 7-7 -6 -5 -4 -3 -2
0
1
2
3
4

-1
-2
-3
-4

-1

0
1
2
3
4

-1
-2
-3
-4

0 1 2 3 4 5 6 7-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

g(x) در مى يابيم،  x= f و  (x) x= با توجه به نمودارهاى توابع 2
x صدق  x≥2 نامعادله ى  در  كه  مى شوند  يافت   x براى  مقاديرى 

مى كنند. اين مقادير روى محور اعداد زير نمايش داده شده اند.

1
2
3
4

-1
-2
-3
-4

0 1 2 3 4 5 6 7-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
0

g(x)  نيز در  x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ f و (x) x= با توجه به نمودارهاى توابع  
 x x> ⎢ ⎥⎣ ⎦ مى يابيم، مقاديرى براى x يافت مى شوند كه در نامعادله ى 
داده  نمايش  زير  اعداد  محور   روى  مقادير  اين  مى كنند.  صدق 

شده اند.

-7     -6    -5    -4     -3     -2    -1 0      1       2       3      4       5       6      7

x x x x x x

f (x) x & g(x) x

− > ⇒ − > ⇒ > ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= = ⎢ ⎥⎣ ⎦

0 0

يك  در  را   g(x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ و  f (x) x= توابع  نمودارهاى  اكنون 

دستگاه مختصات رسم مى كنيم.

-7    -6    -5     -4     -3     -2     -1 0      1       2       3      4       5       6      7

از  كه  را   x x
f (x)

x x

−
=

− ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

ضابطه ي  با  تابع  دامنه ى  اكنون 
اشتراك دامنه ى صورت كسر با مخرج آن حاصل مى شود، مى توان 

روى محور اعداد زير مشخص كرد.

-7    -6     -5    -4     -3     -2    -1 0      1       2       3      4       5       6      7

x كدام  x
f (x)

x ln(x)

+ +
=

−⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1 مثال 3ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 

يك از گزينه هاى زير است؟
IR-Z (ب الف) {  }  

IR (د   ( , )+∞0 ج) 
جواب: گزينه ى (ج) صحيح است، زيرا:

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

x

y

x

y y = |x|y = x۲

x

y

0
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x ln(x) x ln(x) x ln(x)

f (x) x & g(x) ln(x)

− > ⇒ − > ⇒ >⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⇒ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

0 0

g(x) برابر با بازه ى باز  ln(x)= در ضمن مى دانيم كه دامنه ى تابع 
 g(x) ln(x)= f و  (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ) است. اكنون نمودارهاى توابع  , )+∞0

را در يك دستگاه مختصات رسم مى كنيم.

g(x) در  x= f و  (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ توابع  نمودارهاى  به  با توجه    
 x x≠⎢ ⎥⎣ ⎦ نامساوي در   x (IR Z )+∈ − مقادير  تمام  كه  مى يابيم 

صدق مى كنند.
xf كدام يك  (x)

x x

−
=

−⎢ ⎥⎣ ⎦

3 2

2

1 مثال 5  ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 
از گزينه هاى زير است؟

IR { }− 0 ب)   IR (الف
 IR Z− د)  ج) { }   
جواب: گزينه ى (ج) صحيح است، زيرا:

x x x x x x

f (x) x & g(x) x

− > ⇒ − > ⇒ > ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 2

2

0 0

g(x) را در يك  x= 2 f و  (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ اكنون نمودارهاى توابع 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم. 
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 g(x) ln(x)= و   f (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ توابع  نمودارهاى  به  توجه  با 
نامعادله ى  در   x ( , )∈ +∞0 حقيقى  مقادير  تمام  كه  مى يابيم  در 

x صدق مى كند. ln(x)>⎢ ⎥⎣ ⎦

x كدام يك  x
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مثال 4ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 
از گزينه هاى زير است؟

IR Z+− ب)    IR (الف
IR Z−− د) ج) {   }  

جواب: گزينه ى (ب) صحيح است، زيرا:
x x x x− ≠ ⇒ ≠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦0

بنابراين بايد مقاديرى براى x تعيين كنيم و  آن ها را از مجموعه ى 
اعداد حقيقى خارج سازيم.

xپس: x x x

f (x) x & g(x) x

− = ⇒ = ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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g(x) را در يك  x= f و  (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ اكنون نمودارهاى توابع  
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.
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نامعادله ى  در  كه  نمى شود  يافت   x براى  مقدار  هيچ  مى يابيم،  در 

x صدق كند. x>⎢ ⎥⎣ ⎦
2

x كدام يك  x
f (x)

x x

−
=

−

3

مثال6  ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 
از گزينه هاى زير است؟
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g(x) را در يك  x= f و  (x) x= 3 اكنون نمودارهاى توابع 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.
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روى محور اعداد زير مشخص كرد.

در   g(x) x= و   f (x) x= 3 توابع  نمودارهاى  به  توجه   با 
 x x≥3 مى يابيم، مقاديرى براى x يافت مى شوند كه در نامعادله ى 
داده  نمايش  زير  اعداد  محور  روى  مقادير  اين  مى كنند.  صدق 

شده اند.
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x x x x x x

f (x) x &g(x) x

− > ⇒ − > ⇒ >

⇒ = =

0 0

يك  در  را   g(x) x= و   f (x) x= توابع  نمودارهاى  اكنون 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.
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در   g(x) x= و  f (x) x= توابع  نمودارهاى  به  توجه  با 
 x x> مى يابيم، مقاديرى براى x يافت مى شوند كه در نامعادله ى 
داده  نمايش  زير  اعداد  محور  روى  مقادير  اين  مى كنند.  صدق 

شده اند.
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ضابطه ي  با  تابع  دامنه ى  اكنون 
اشتراك دامنه ى صورت كسر با مخرج آن حاصل مى شود، مى توان 
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مثال 7ـ دامنه ى تابع با ضابطه ي 
يك از گزينه هاى زير است؟

 IR (الف) {1، 0}     ب
IR     د) {   } −Z ج)  

جواب: گزينه ى (د) صحيح است، زيرا:
x x x

x
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xg(x) را در يك  e= f و  (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ اكنون نمودارهاى توابع 
دستگاه مختصات رسم مى كنيم.
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 xg(x) e= و   f (x) x= ⎢ ⎥⎣ ⎦ توابع  نمودارهاى  به  توجه  با 
نامعادله ى  در  كه  نمى شود  يافت   x براى  مقدار  هيچ  مى يابيم،  در 
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ضابطه ي  با  تابع  دامنه ى  مثال8  ـ 
يك از گزينه هاى زير است؟
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 g(x) x= و   f (x) x= −⎢ ⎥⎣ ⎦ توابع  نمودارهاى  به  توجه  با 
نامعادله ى  در  كه  نمى شود  يافت   x براى  مقدار  هيچ  درمى يابيم، 

x صدق كند. x− >⎢ ⎥⎣ ⎦

تمرين: دامنه ى هر يك از توابع زير را مشخص كنيد.

x x
f (x)

x x

−
=

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 (1

x x
f (x)

x

−
=

−

2

21
 (2

f (x)
ln(x) x

=
− ⎢ ⎥⎣ ⎦

1  (3

x x x
f (x)

x x

⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦=
−

3 2 1  (4

x x
f (x)

x x
+ − +

=
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2  (5

x

x x
f (x)

e x

−
=

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (6

x x
f (x)

x x

⎢ ⎥+ ⎣ ⎦=
− 3

2  (7

x x
f (x)

x x

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦=
−

4

3

2  (8
منابع

1ـ حسابان (رشته هاى رياضى و فيزيك). مؤلفان: محمدحسن بيژن زاده، 
غلامعلى فرشادى و يداالله ايلخانى پور. شركت چاپ و نشر كتاب هاى درسى 

ايران. 1388.
2ـ رياضيات (1). مؤلفان: اسماعيل بابليان، ميرزا  جليلى، رضا شهريارى 

و عليرضا مدقالچى. شركت چاپ و نشر كتاب هاى درسى ايران. 1388. 

زيرنويس
1. Domain   2 . Functions  3. Equations  4 . Algebraic    5. Transcendental

6  . البته ممكن است با مواردى روبه رو شويم كه قادر نباشيم به صورت آنى نمودار 
آن ها را تداعى كنيم. در اين حالت با توجه به روش هايى كه براى رسم نمودار فرا گرفته ايم، 

نمودار مربوطه را رسم مى كنيم.

(Journals) مجلات ♦
رياضى  مجلات  فهرست   

مقدماتى
(List of elementary mathemat-

ics journals)

ستون هاى  با  مجلات  ليست   
مسائل رياضى

(List of journals with mathematical 

problem columns)

 مجلات رياضى كه كتاب هاى رياضى را مرور مى كنند.
(Mathematics journals that review mathematics books.)

 مجلات با ستون هاى مسائل آنلاين
(Journals with online problem columns)

(Info) اطلاعات ♦
 لغت نامه ى رياضى آنلاين

(Online mathematics dictionary)

 واژه نامه ى آنلاين نمادگذارى تخصصى
(Online glossary of technical notation)

 راهنماى رياضى ايالتى
(state mathematics guidelines)

براى  تابستانى  رياضى/  اردوگاه هاى  تابستانى  برنامه هاى   
دانش آموزان دبيرستان

(Mathematics summer programs/Summer camps for high 

school students)

(About Us) درباره ى ما ♦
 درباره ى

(About Mathpro Press) Mathpro press

(About our logo)  درباره ى لوگوى ما 
(How to contact us)  چگونه با ما تماس بگيريد 
(Authors wanted)  فراخوان مؤلفان 

y = |x|

6 7
x

0 1 2 3 4 5-7 -6 -5 -4 -3 -2
0
1
2
3
4

-1
-2
-3
-4

-1

y

x
6 7

0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0

y = [-x]

ادامه ي مطلب صفحه ي 41



50 دوره ي بيستم/ شماره ي 1
    پاييز 1389

متوسطه

قيچى ديراك
پى.اِى.اِم ديراك1 يكى از نوابغ بزرگ خلاق در نظريه ى كوانتوم 
جديد بود. در اين مقاله مى خواهيم معماى توپولوژيك دل پذيرى را 
كه با استفاده از يك قيچى و مقدارى نخ ارائه مى شود، معرفى كنيم. 
ديراك، هنگامى كه در دهه ى سال هاى 20 عمر خود بود، اين معما 
خواص  عجيب ترين  از  يكى  به شرح  آن،  كمك  به  تا  كرد  ابداع  را 

الكترون بپردازد. 
همه ى  به  نسبت  بچرخانيم،  درجه   360 را  صندلى  يك  اگر 
الكترون  اما اگر يك  اتاق به وضع نخست برمى گردد.  اشياى درون 
360 درجه چرخانده شود، به همان وضع پيشين برنمى گردد. براى 
نخست  به وضع  پيرامونش  اشياى  همه ى  به  نسبت  الكترون  كه  اين 
بازگردد، لازم است يك دور كامل ديگر ـ يعنى روى هم 720 درجه 

ـ چرخانده شود. 
درك اين مطلب بدون وارد شدن به مبحث رياضيات پيشرفته ى 
مكانيك كوانتوم امكان پذير نيست. ديراك كه دريافته بود، دانشجويان 
مبتدى او در فهم اين چنين ويژگى خارق العاده ى برخى ذرات خاص 
دچار زحمت هستند، شيوه اى ملموس براى نمايش دادن آن انديشيد. 
او  معماى  نام  كه  ديراك،  قيچى  از  در سال 1959  بار  نخستين  من 
بود، آگاهى يافتم و در آن هنگام مطالب ستون «بازى هاى رياضى» 
مجله ى Scientific American را تنظيم مى كردم. در آن سال نامه اى 
براى ديراك نوشتم و پاسخ مختصر و مفيد او به نامه ام كه از دانشگاه 
كمبريج ارسال شده بود را دريافت كردم. اكنون يكى از دارايى هاى 

گران قدر من است: 

آقاى گاردنر عزيز 
متأسفم از اين كه به سبب مشغله ى فراوان نتوانستم پاسخ نامه ى 
شما را زودتر بدهم. نخستين بار در سال 1929 به  تفكر در مسئله ى 
حركت هاى  ويژگى  يك  دادن  نشان  براى  آن  از  و  پرداختم  نخ ها 
چرخشى استفاده كردم؛ و آن اين كه دوبار چرخش يك جسم حول 
يك محور، مى تواند با حركت پيوسته از طريق يك مجموعه حركاتى 
صورت گيرد كه هريك به وضعيت اصلى ـ وضعيتى كه در آن اصلاً 

حركتى وجود نداشته است ـ منجر شود. 
اين يك نتيجه از اين ويژگى چرخش هاست كه گشتاور زاويه اى 
يك جسم چرخان مى تواند نصف يك كوانتوم باشد، ولى نمى تواند 

هيچ كسر ديگرى از يك كوانتوم باشد. 
 ارادتمند پى.اِى. اِم. ديراك

چرخش  كه  دارد  اشاره  حقيقت  اين  به  ديراك  جمله ى  آخرين 
به جهت چرخش  بسته  «فرميون»2،  به  موسوم  ذرات،  سريع همه ى 
مقاله  اين  در  متأسفانه  است.   1/2 منهاى  يا  علاوه  به  برابر  آن ها، 
جاى آن نيست كه درباره ى رمز  و   راز چرخش سريع ذره يا آن گونه 
كه جيمزبليش3 در رمان هاى علمى ـ تخيلى اش، ضمن كار با اسباب 
ضدگرانشى «چرخش سرسام آور» نام مى گذارد، بحث كنيم. به طور 
مبهمى  پديده ى  ـ  فرفره  مانند چرخش يك  ـ  كلى، چرخش سريع 
فيزيك كلاسيك مجسم كرد  با اصطلاحات  را  نمى توان آن  است و 

يا شرح داد. 
براى نشان دادن معماى ديراك، يك قيچى و دو قطعه نخ هريك 
به طول تقريبى 3 متر نياز داريد. هر قطعه نخ را از يكى از دو سوراخ 

سرگرمى براى انديشه پرورى و ذهن ورزى 
نويسنده: مارتين گاردنر/ مترجم: حسن نصيرنيا 

كليدواژه ها: پى. اىِ. امِ ديراك، قيچى ديراك، حركت هاى چرخشى، فرميون.
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دسته ى قيچى بگذرانيد و دو انتهاى آن را گره بزنيد تا دوحلقه تشكيل 
شود. هم چنان كه درشكل مى بينيد، پاهاى خود را درون دو حلقه ى 
درست شده بگذاريد و قيچى را تا مقابل صورت خود بالا بياوريد. 
به اين ترتيب، چهار رشته نخ كشيده و بدون تاب خواهيد داشت كه 

رابط ميان قيچى و كف اتاق خواهند بود. 
حال قيچى را به حالت قائم طورى بگيريد كه نوك آن به طرف 
سقف باشد. سپس در همين حالت قيچى را حول محور قائم، درست 
ساعت،  عقربه هاى  حركت  جهت  در  (خواه  درجه   360 زاويه ى  به 
تابيده  به هم  نخ  تا رشته هاى  بچرخانيد  خواه در جهت عكس آن) 

شوند. 
در  قيچى  چرخاندن  بدون  كه  كنيد  اتخاذ  ترتيبى  مى توانيد  آيا 
هريك از دو جهت مذكور، تاب نخ ها از هم باز شود؟ شما مى توانيد 
براى انجام اين كار هر نقل و انتقالى كه مى خواهيد در هوا به قيچى 
بدهيد، مشروط بر اين كه قيچى همواره در فضا در همان جهت اوليه 
اين  بالا  پرسش  پاسخ  درنيايند.  زيرپاهايتان  از  نخ ها  و  بماند  باقى 
است كه باز كردن تاب نخ ها امكان پذير نيست. ممكن است بتوانيد 
نحوه ى تاب خوردگى نخ ها را عوض كنيد، ولى هرچه با نخ ها و قيچى 

كلنجار رويد، نمى توانيد آن هارا به وضعيت نخست بازگردانيد. 
پس از اين كه متقاعد شديد كه اين كار عملى نيست، مجموعه ى 
هر  در  را  قيچى  حال  درآوريد.  نخست  شكل  به  را  قيچى  و  نخ ها 
جهتى كه مى خواهيد دو دور كامل (720 درجه) بچرخانيد. خواه باور 
كنيد، خواه باور نكنيد، بدون ايجاد چرخش بيشتر، قيچى و نخ ها به 
همان وضعيت نخست بازمى گردند! از ديدگاه يك توپولوژيست، اين 
به معناى آن است كه پس از دو دور كامل چرخاندن قيچى، ساخت 
توپولوژيك قيچى و نخ ها، نسبت به شما و همه چيز موجود در اتاق، 
نيافته است. براى آگاهى از راه حل شگفت انگيز اين معما به  تغيير 

«پاسخ» مراجعه كنيد. 

پاسخ معماى قيچى ديراك 
فرض كنيم نخ و قيچى را به همان ترتيبى كه در صورت معما گفته 
شده است، آماده كرده باشيم و قيچى را به اندازه ى 720 درجه در 
جهت حركت عقربه هاى ساعت، به گونه اى كه از سقف ديده مى شود، 
با دست  باشيم. حال قيچى را در دست راست نگه داريد،  چرخانده 
چپ نخ ها را از نقطه اى كه به هم تابيده شده اند، بگيريد و آن را به 

قدرى بالا ببريد كه محل تابيدگى در بالاى قيچى قرار گيرد. سپس 

حلقه ى تاب را از بالاى قيچى بگذرانيد تا روى بازوى راست شما 
كردن حلقه ى  رها  با  آن گاه  بگيريد.  در دست چپ  را  قيچى  بيفتد. 
نخ، قيچى را با دست راست از گير آزاد كنيد. حال اگر قيچى را بلند 
كنيد، وضعيت قيچى و نخ ها به حالت اول بازمى گردد و تابيدگى از 

ميان مى رود! 
كنيد؛ چه،  استفاده  قيچى  از  نيست حتماً  معما لازم  اثبات  براى 
باشد. و هم  به مقصود  برگزينيد مى تواند وافى  هر شىء ديگرى كه 

چنين هر تعداد رشته نخ را (مشروط بر آن كه دست كم از دو رشته 
سرهاى  و  ببنديد  انتخابى  شىء  به  مى توانيد  بخواهيد،  نباشد)  كم تر 
فرض  مثال،  براى  ببنديد.  از سقف  نقطه اى  هر  به  هم  را  نخ ها  آزاد 
كنيد شىء انتخابى يك قهوه جوش باشد كه دسته ى آن را با دوازده 
رشته نخ كشسان به هرجايى از ديوار، سقف يا كف اتاق بسته ايد. اگر 
قهوه جوش را حول محورى به اندازه ى 360 درجه بچرخانيد، با هيچ 

درآورد.  تاب  از  را  نخ هاى كشسان  رشته  نمى توان  دستكارى  گونه 
امكان  بچرخانيد،  درجه   720 درجه،   360 به جاى  را  آن  اگر  اما 

بازگرداندن آن به وضعيت اول همواره ميسر است. 
بررسى  را  فوق  تجربه ى  از  ديگرى  گونه ى  بعد  پاراگراف  در 
مى كنيم كه براى برخى، روشن مى سازد كه چگونه مى توان شيئى را 
كه توسط يك كابل يا يك لوله ى لاستيكى به ديوار متصل شده است، 
پشت سرهم آن قدر چرخاند ـ بى آن كه كابل تاب بخورد ـ تا اتصال 
باز شود. همين طور تجربه ى زير مى تواند مبين اين مشاهده ى بسيار 
جالب باشد كه چگونه شخص در حال تاب يا واتاب دادن رشته ى 
آن ها  خوردن  تاب  و  پيچ  مشكل  با  لاستيكى،  لوله ى  يا  برق  سيم 

(رشته ى سيم و كابل) دست به گريبان است. 
را  دستمال  آزاد  انتهاى  برداريد.  لوله اى  توالت  دستمال  يك 
كه  حالى  در  دهيد.  قرار  ميز  روى  بر  واقع  سنگين  كتاب  يك  زير 

دستمال لوله اى كاغذ در دست را باز مى كنيد، از ميز دور شويد و 
به  فاصله ى مشخصى از آن قرار بگيريد. حال رو 

به ميز بايستيد و لوله را به حالت افقى طورى 
نوار  طول  در  كه  نگه داريد  دست  در 
نباشد.  پيچيدگى  هيچ  شده،  باز  كاغذى 

راست  انگستان دست  از  دوتا  سپس 
را از سمت راست لوله به درون 

سوراخ آن ببريد و لوله را با 
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آن دور انگشت نگه داريد. آن گاه لوله را شل كنيد (اندكى به طرف ميز 
لوله  از  اندازه ى يك دور كامل  به  با دست چپ، كاغذ را  برويد) و 
بازكنيد، بى آن كه كاغذ پاره شود يا لوله بچرخد. به اين ترتيب در نوار 

كاغذى حد   فاصل لوله و كتاب يك پيچيدگى ايجاد مى شود. 
حال همين عمل را بار ديگر تكراركنيد. با اين تفاوت كه نقش 
انجام شده توسط دست چپ را به دست راست و نقش انجام شده 
توسط دست راست را به دست چپ واگذار كنيد. پس از باز كردن 
با  (معكوس  ديگر  پيچ  يك  راست،  دست  با  كاغذ  كامل  دور  يك 
پيچ قبلى) در طول نوار ايجاد مى شود و سرانجام طول نوار افزايش 
مى يابد و پيچ قبلى از ميان مى رود. تاكنون هيچ چرخشى به حلقه 
نداده ايم. حال اگر بخواهيم به وضعيت نخست برگرديم، كافى است 
اين  تكرار  با  بپيچانيم.  به عقب  را دو دوركامل حول محورش  لوله 
روند، مى توانيم در طول نوار به هر تعداد بار كه بخواهيم پيچيدگى 

ايجاد كنيم، بى آن كه كاغذ را پاره كرده باشيم. 
اين  چگونه  كه  بپردازيم  موضوع  اين  شرح  به  مى خواهيم  حال 
تجربه ها به «خصوصيت چرخش ها مربوط مى شوند؛ به  اين معنى كه 
دوبار چرخش (كامل) يك جسم حول يك محور مى تواند به تدريج 
مجموعه  يك  طريق  از  كار  اين  و  كند  ايجاد  شكل  تغيير  آن  در 
چرخش هايى كه هريك به وضعيت اوليه ـ وضعيتى كه در آن ابداً هيچ 
چرخشى مشهود نيست ـ منجر مى شود، صورت مى گيرد» (نگاه كنيد 

به نامه ى ديراك، در قسمت صورت معما). 
در آزمايش ما، به قطعه هايى از كاغذ توالت كه همواره روى لوله 
قرار مى گيرند، دو چرخش كامل داده مى شود. در ساير قطعه هاى كاغذ 
كه نزديك لوله قرار دارند، حركت هاى ديگرى ايجاد مى شود؛ اما در 
پايان تجربه ، هريك به وضعيت اصلى درمى آيد. هم چنين، اگر قطعه هاى 
متفاوت نوار كاغذى را كوچك فرض كنيم، حركت ايجاد شده در  هريك 
از آن ها، در مقايسه با قطعه هاى مجاور بسيار مشابه خواهد بود. باز اگر 
هم چنان در طول نوار به سوى كتاب پيش برويم، درمى يابيم كه رشته هاى 

حركت هاى موردنظر ديراك به هيچ حركتى منجر نخواهد شد. 
از آن جا كه چرخش در حول يك محور عمود بر راستاى نوار 
ولى  نمى رسد.  به نظر  تعجب آور  اصلاً  تجربه  كاغذ صورت مى گيرد، 
را  كاغذ  نوار  چه  نيست؛  اهميت  حائز  نوار  نخست  راستاى  البته 
مى توان فراتر از ميز امتداد داد و به نقطه اى روى ديوار ـ كه عمود بر 

محور چرخش لوله است ـ چسباند. 
الگوى نخ هاى ديراك با آن چه كه توپولوژيست ها «كلاف هاى تارى» 
مى نامند، هم خوانى دارد. براى دست يابى به اطلاعات بيشتر در اين زمينه 
كه چگونه معماى قيچى ديراك با كلاف هاى تارى و مكانيك كوانتوم 
ارتباط مى يابد، رجوع كنيد به مقاله ى «كلاف تارى و نظريه ى كوانتوم»4 
نوشته ى هربرت برنشتين و آنتونى فيليپ در شماره ى ژوئيه ى 1981 از 

مجله ى Scientific American و هم چنين به نامه هاى ارسالى خوانندگان 
درباره ى اين مطلب كه در شماره هاى اكتبر و نوامبر همان سال مجله درج 
شده است. در شماره ى دسامبر 1975 همان مجله، در ستون «دانشمند 
آماتور»، شرحى در مورد كاربرد عملى قيچى ديراك در ساختن اسباب 
مكانيكى ابتكارى درج شده است كه در آن يك كابل، پيوسته در گردش 

است بى آن كه پيچ و تاب بردارد. 
در مورد ديراك روايت هاى شنيدنى بسيارى نقل كرده اند كه يكى 
فيزيك  برنده ى جايزه ى  يوجين ويگنر5،  به خواهر  آن ها  بهترين  از 
نوبل مربوط مى شود. معروف است كه اندكى پس از ازدواج ديراك با 
خواهر ويگنر، ديراك ميزبان دوستى قديمى بود كه از جريان ازدواج 
او اطلاعى نداشت. خوب است ادامه ى داستان از قول جورج گاموف6 
بشنويم.  داد»  تكان  را  فيزيك  كه  «سى سالى  به  موسوم  دركتابش 
گاموف مى نويسد: «مهمان متوجه حضور زنى در منزل ديراك شد 
كه چاى آورد و بعد روى كاناپه نشست … سپس ديراك با هيجان 
گفت: اوه، من فراموش كردم او را به تو معرفى كنم! او خواهر ويگنر 

است.» 
گاموف در جاى ديگر گزارشى از ديدار ديراك با پيتركاپيتسا7، 
فيزيك دان نامدار روسى مى دهد. ديراك كه محو تماشاى طرح لباس 
دست بافت خانم كاپيتسا شده بود، چند ساعت پس از ترك دوستش، 
با عجله برگشت و خود را به منزل ميزبان رساند تا به خانم كاپيتسا 
بگويد كه در اين مدت درباره ى جنبه هاى توپولوژيك لباس او فكر 
از  پس  است.  يافته  لباس  آن  بافتن طرح  براى  ديگرى  راه  و  كرده 
اين كه ديراك آن شيوه ى بافتن را به او نشان مى دهد، خانم كاپيتسا 
به مهمان مى گويد كه الحق با اين شيوه، او گلابتون دوزى را دوباره 

اختراع كرده است. 
داستان آخر ما باز از گاموف است كه به وقت پرسش و پاسخ بعد 
از يكى از سخنرانى هاى ديراك مربوط مى شود. يكى از حاضران در 
جلسه ى سخن رانى برمى خيزد و مى گويد: «من نمى فهمم كه شما چه 

طور آن فرمول سمت چپ تخته ى سياه را استنتاج كرديد.» 
نه  است،  قضيه  يك  شما  پرسش  «  اين  مى دهد:  پاسخ  ديراك 

سؤال. سؤال بعدى، لطفاً.»

پي نوشت

1. Paul Adrien Maurice Dirac
2. Fermion
3. James Blish
4. Fiber bundles and quantum theory
5. Eugene Wigner
6. George Gamow
7. Peter Kapitza
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در تاريخ، به مواردى برمى خوريم كه رمزگشايى سبب موفقيت هاى 
بسيارى در امور سياسى، نظامى، تاريخى و … هم چنين فعاليت هاى 
ضدجاسوسى بوده است. هدف از تدوين مقاله ى حاضر، آشنا كردن 
خواننده با بعضى از شيوه هاى بنيادى رمزگشايى است. كار از شرح 
با  بتوان  كه  شيوه هايى  به  و  مى شود  شروع  رمزنگارى  فرايند  يك 
آن ها بدون داشتن اطلاعى درباره ى آن فرايند، به بازسازى و گشودن 

مقدمه
پيشرفت  علل  اساسى ترين  از  يكى 
با  ارتباطات  «برقرارى  مى توان  را  بشر 
اصلى  جنبه ى  يك  دانست.  هم نوعان» 
طريق  از  ارتباط  توانايى  قابليت،  اين 
موقعيت ها،  بعضى  در  است.  «نوشتن» 
كسانى مى خواستند اطلاعات خود را فقط 
به عده ى محدودى برسانند. آنان اسرارى 
به  نشود.  فاش  مى خواستند  كه  داشتند 
همين دليل، دنبال طرح هايى بودند كه از 
طريق آن ها بتوانند مكاتبه هاى خود را 
از ديد عمومى نامفهوم سازند. روش هاى 
كلى به انجام رساندن چنين مقصودى، 
يعنى پنهان داشتن مفهوم پيام ها، مبحثى 
با عنوان  را  كه آن  را تشكيل مى دهد 

«رمزنگارى» مى شناسيم.
پيش از پيدايش پست و تلگراف، 
ارسال پيام از طريق قاصد خصوصى 
انجام مى گرفت. در اين شيوه هم باز 
لازم بود كه از روش هاى پنهان سازى 
و رمزنگارى پيام استفاده شود؛ زيرا 

يا خيانت  امكان دستگير شدن قاصد 
وى وجود داشت.

از  پيام  ارسال  كه  نيز  كنونى  روزگار  در 
براى  مى شود،  انجام  بى سيم  يا  الكتريكى  طريق 

پيام  مناسب،  فركانس  انتخاب  با  كه  امكان وجود دارد  اين  هركسى 
ارسالى را دريافت و رونوشتى از آن تهيه كند. در چنين موردى هم، 
اگر فرستنده قصد پنهان كردن محتواى پيام را داشته باشد، بايد از نوعى 

شيوه ى پنهان سازى يا رمزنگارى استفاده كند.
اما همان طور كه فرستنده ى پيام مى كوشد اطلاعات خود را از 
هر كس به جز گيرنده ى موردنظر پنهان دارد، كسانى هم هستند كه 
به كشف محتواى پيام بسيار علاقه مندند و چه بسا اين افراد از همان 
كسانى باشند كه فرستنده تلاش دارد، اطلاعات خود را از ايشان 
البته تلاش چنين كسانى براى آشكار كردن رازى كه  پنهان دارد. 
پيام حاوى آن است، بدون داشتن اطلاعاتى درباره ى جزئيات عمل 
رمزنگارى ممكن است تلاشى بيهوده باشد. در هر صورت تلاشى 
كه از اين راه و باهدف خواندن پيام هاى سرّى انجام مى پذيرد، زير 

عنوان مبحثى به نام «رمزگشايى» قرار مى گيرد.

رمزنگارى و رمزگشايى 
كليد واژه ها: رمزنگارى، رمزگشايى، پلوتارك، رمز ابجدى.

• سيد محمدرضا هاشمي موسوي
hasem_moosavi@yahoo.com

هم نهشتى و كاربردهاى آن(11) 
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رمز پرداخت، ختم مى شود. البته بايد به اين نكته توجه داشت كه با 
بهبود  براى  درك نحوه ى تحليل در رمزگشايى مى توان روش هايى 
رمزنگارى يافت؛ يعنى روش هايى براى رفع آن نواقص رمزنگارى 
كه در رمزگشايى مورد استفاده قرار گرفته اند. چنين بهبودى مسئله ى 
جديدى را براى رمزگشا به دنبال مى آورد. اين بهبود كه به صورت 
پى درپى انجام گرفته است، در حقيقت تاريخ پيشرفت «رمزشناسى» 
بوده است. رمزشناسى عنوانى است كه براى نشان دادن هر دو مفهوم 

رمزنگارى و رمزگشايى به كار مى رود.
با  استفاده  به كار مى روند،  فرايندهاى تحليلى كه در رمزگشايى 
از روش هايى صورت مى گيرند كه بعضى از آن ها رياضى اند، بعضى 
مربوط به زبان اند، بعضى ماهيت مهندسى دارند و بعضى هم به راحتى 

قابل توصيف نيستند؛ مانند شانس، حس ششم و غيره.
اين توضيح لازم است كه سيستم هاى رمزنگارى كه در اين جا 
بررسى مى شوند، هم مقدماتى اند و هم به طور كامل شناخته شده اند. 
است  ممكن  هستند،  قراردادى  رمزنگارى  سيستم هاى  كه  آن جا  از 
خواننده با درك اين سيستم ها و ابتكار عمل لازم، بتواند سيستم هاى 
رمزنگارى پيچيده ترى را طراحى كند. البته مهم ترين نوع پيشرفت هاى 
جديد با متداول  شدن ماشين هاى الكترومكانيكى و الكترونيكى حاصل 
پيچيده ترى بخشيده اند.  ماهيت  به سيستم هاى رمزنگارى  شده اند و 
بايد به همان  نيز  بنابراين، شيوه هاى گشودن رمز چنين سيستم هايى 

نسبت پيچيده تر و پيشرفته تر باشد.
توصيه ى اساسى كه مى تواند براى خواننده مفيد باشد، اين است 
با  و  كند  مطالعه  را  رمزگشايى  و  رمزنگارى  دقت روش هاى  به  كه 
گيرد.  فرا  كامل  به طور  را  از روش ها  مناسب، هر يك  تمرين هاى 
زيرا اگر كار و تمرينى انجام نشود، مطالب فرا گرفته شده به سرعت 
با فراگرفتن يك  فراموش مى شوند. هم چنين، هميشه سعى كنيد كه 
روش به دنبال تعميم و يا روش هاى ساده تر و يا حتى پيچيده تر غير 
از آن روش باشيد، تا همه ى روش ها را در برابر فراموشى و ديگر 

خطرات حفظ آن، ايمن سازيد.

تاريخچه ى مختصر رمزنويسى
از 4000 سال پيش، در هيروگليف هاى مصرى، آثارى از رمز به 
معنى اخص آن پيدا شد. از هندى ها، ايرانى ها، اسپارتى ها، آشورى ها 

و بابلى ها هم نمونه هايى تاريخى از رمزنگارى موجود است.
آن طوركه از نوشته هاى پلوتارك، مورخ يونانى برمى آيد، اولين 
ماشين رمز را مى توان به اسپارت ها منتسب كرد كه عبارت بود از 
نوار چرمى و يك چوب استوانه اى شكل. كاربرد آن به اين صورت 
بود كه مطلبى را روى نوار چرمى مى نوشتند و فقط وقتى اين نوار 
(با عرض مشخصى) روى استوانه ى چوبى (با قطر مشخصى) پيچيده 

مى شد، آن مطلب قابل خواندن بود.
ديده شده است. جاسوسان  يونانى ها  آثار  اولين رمز جدولي در 
يونانى در ايران، پيام هاى خود را روى سرتراشيده ى غلامان و بردگان 

مى نوشتند و پس از بلند شدن مو، آن ها را به يونان روانه مى كردند.
با پيدايش اسلام، حكما و رياضى دانان مسلمان به طور جدى به 
امر رموز اهتمام ورزيدند، زيرا رمز و كاربرد آن حتى در قرآن هم 
مشاهده مى شود. حروف مقطّعه ى قرآن كه ابتداى بعضى از سوره ها 
است.  داشته  قرار  مسلمين  چشم  مقابل  رمز  كليد  يك  مانند  آمده، 
هم چنين، نمونه هاى ديگر شبه رمز هم در قرآن به چشم مى خورند؛ 
فن  مسلمانان  است.  عبارت  همين  مقلوب  كه  فلك»  فى  «كل  مثل 
آزمايى هاى زيادى براى حل آن به خرج داده اند. براى مثال، شيعيان 
را  نسكه»  حق  على  «صراط  جمله ى  مقطعه  حروف  اين  اتصال  از 
بودند  پى برده  واقعيت  اين  به  قديم  همان  از  ساير حكما  ساخته اند. 
كه بعضى از سوره ها كه داراى حروف رمز هستند، درصد تكرار آن 
حروف در كل سوره از ساير حروف بيشتر است. ازاين واقعيت امروزه 

به عنوان يكى از شگردهاى شكستن رمز استفاده مى كنند.
سيستم رمز ديگرى كه به نام «رمز ابجدى» (ابجد صغير و ابجد 
كبير1) مرسوم بوده، به ظاهر پيش از اسلام ميان اعراب رواج داشته 
است و از آن براى به خاطر سپردن اعداد و ارقام استفاده مى كردند. 
يكى از حكماى اسلامى به نام شهاب الدين عبداالله قلقشندى كه به 
موضوع رمزها پرداخته، در كتاب معروف خود «صبح الاعشى» كه 
در واقع يك دايرة المعارف عظيم چند جلدى است، در مورد تاريخ 
رمز فصلى را آورده است. وى از شش نوع سيستم رمزى نام مى برد 

كه از اين قرارند:
1. قراردادن حروف به جاى يكديگر؛

2. پشت و رو نوشتن كلمات؛
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3. تحريف و قلب (به عكس كردن) حروف و كلمات؛
4. تبديل حروف به ارقام از طريق رمز ابجدى؛

5. معادل كردن هر حرف با تعدادى حروف كه به حساب ابجدى 
با يكديگر برابر باشند؛

و  ديگر  يا شىء  پرنده  يا  مرد  نام  يا  كردن هر حرف  معادل   .6
 …

در آثار ثعالبى و هم چنين ابن خلدون نيز مطالبى درباره ى رمز به 
از نويسندگان كه بگذريم، تاريخ اسلام رمزشكنانى  چشم مى خورد. 
نيز در دامان خود پرورانده است؛ از جمله منهاجى كه از او به عنوان 
يكى از حلاّلين رموز نام برده مى شود. فراهيدى (175ـ100 هـ .ق) 
كه چگونه  المعّما»، شرح مى دهد  «كتاب  نام  به  كتاب خود  در  نيز 
با  امپراتور «بيزانس» را،  به  نامه ى رمزى متعلق  توانسته است يك 
حدس اين كه نامه احتمالاً با «بسم االله» يا شبيه به آن آغاز مى شود، 
بشكند (اين طريق، امروزه نيز با عنوان رمزشكنى سخت رواج دارد و 
استفاده از قرائن و اشارات، يكى از روش هاى متداول براى شكستن 

رمزهاست).
هم  (عليهم السلام)  معصومين  ائمه ى  قول  از  تشيع،  تاريخ  در 
مواردى از كاربرد رمز ديده مى شود. براى مثال، گفته شده است كه 
امام جعفر صادق (عليه السلام) هر بار كه مى خواسته است از «بنى 
العباس» با كنايه نام ببرد، از آن به صورت «  اولاد سابع» ياد مى كرده 

كه كلمه ى سابعَ مقلوب عباس است.
و  رياضى دانان  اطبا،  و  متصوفه  ميان  در  غريبه  علوم  كه  بعد 
بماند،  محفوظ  كار  فن  و  فوت  آن كه  براى  گرفت،  رواج  كيمياگران 
به طور وسيعى از رمزنويسى استفاده شد. دامنه ى اين كار به ادبيات 
و شعر نيز كشيده شد و امروزه ما با ذخيره ى پربارى از انواع كنايه، 
مجاز، معما، رمز و … در ادبيات سروكار داريم كه در آن نام معشوقه، 
ماده ى تاريخ و … به رمز كشيده شده است و بيشتر جنبه ى تفننّى و 

تذوق دارد؛ مانند اين شعر:
گــر زنــام يـار مــن خــواهـى نــشـان

رو تو قلب قلب را بر قلب قلب قلب زن
يا مانند اين بيت:

عـاشـق بى پا و سـر در تـپه ى بى پايان عـشـق
چون حديث وصل آمد از سر و جان درگذشت

بر   اثر مراوده ى   مسلمين با مسيحيان به خصوص در جنگ هاى 
صليبى، از ميان فنونى كه به اروپا راه يافت، يكى هم فن رمزنويسى 
بود. در قرون وسطاى اروپا اول بار به نام شارلمانى در فن رمزنويسى 
به فرماندهان خود دستور مى داد، مجموعه ى كامل  برمى خوريم كه 

الفباى رمز را حفظ كنند و در مكاتبات خود از آن بهره بگيرند.
در  احتمال»  «حساب  نظريه پردازان  از  يكى  شانزدهم،  قرن  در 

دفتر انتشارات كمك آموزشي

 با مجله هاي رشد آشنا شويد

مجله هاي دانش آموزي مجله هاي دانش آموزي 
  ( ( به صورت ماهنامه و به صورت ماهنامه و 88 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند  شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند ) ) ::

مجله هاي بزرگسال عمومي 
 (به صورت ماهنامه و 8 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

 (به صورت فصلنامه و 4 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

مجله هاي رشــد عمومــي و اختصاصي بــراي آموزگاران، معلمــان، مديران و 
كاركنــان اجرايــي مــدارس، دانش جويان مراكــز تربيت معلم و رشــته هاي 
دبيري دانشــگاه ها و كارشناســان تعليم و تربيت تهيه و منتشــر مي شوند. 

ــماره ي4  ــاختمان ش ــهر شمالي،س ايرانش ــان  ــران، خياب نشـاني: ته  
                آموزش وپرورش ، پلاك 266، دفتر انتشارات كمك آموزشي. 

 تلفن و نمابر:  88301478 ـ 021

مجله هاي رشـد توسـط دفتر انتشـارات كمك آموزشي 
سـازمان پژوهـش  و برنامه ريزي آموزشـي وابسـته به 
وزارت آمـوزش  و پـرورش تهيـه و منتشـر مي شـوند:

وزش ابتــدايي  رشد آموزش راهنمـايي تحصيلي  رشد تكنولوژي   رشد آمـ
آموزشي  رشد مدرسه فردا  رشد مديريت مدرسه  رشد معلم 

 رشد برهان راهنمايي (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)  
رشد برهان متوسطه (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي متوسطه)  رشد آموزش 
قرآن  رشد آموزش معارف اسلامي  رشد آموزش زبان و ادب فارسي  رشد آموزش 
هنر  رشـد مشـاور مدرسه  رشد آموزش تربيت بدني  رشد آموزش علوم اجتماعي 
 رشـد آموزش تاريخ   رشـد آموزش جغرافيا  رشـد آموزش زبان  رشد آموزش 
رياضي   رشـد آموزش فيزيك  رشد آموزش شيمي   رشد آموزش زيست شناسي  
 رشد آموزش زمين شناسي  رشد آموزش فني و حرفه اي  رشد آموزش پيش دبستاني

مجله هاي دانش آموزي و بزرگسال اختصاصي

(براي دانش آموزان آمادگي و پايه ي اول دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي دوم و سوم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي چهارم و پنجم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)

(براي دانش آموزان دوره ي متوسطه و پيش دانشگاهي)
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اروپا، به نام كاردانو، اولين رمزهاى «خود كليد» را ابداع كرد. در 
سال 1880، اولين دستگاه رمزشكن مكانيكى توسط ماركيز ساخته 
رمزى  سيستم هاى  اروپايى  زيرزمينى  سازمان هاى  بعدها  و  شد 
متفاوتى را وضع كردند؛ مانند نهضت كاربو ناريست ها كه از انقلابيون 
فرانسه بودند، يا فراماسون ها، و جنبش نهيليستى و آنارشيستى روسيه 

(به سركردگى با كونين و كريپتوكين).
اولين ماشين هاى به رمز نوشتن الكترونيكى در سال 1917 توسط 
دپارتمان توسعه و تحقيق شركت «آمريكن تلفن اند تلگراف» طراحى 
گستردگى  ارتباطى،  و  مخابراتى  رمزنويس  به  انواع  امروزه  شد. 
اول  جهانى  جنگ  دو  از  پس  خصوص  به  يافته اند.  فوق العاده اى 
به  معمايى  و  سرگرم كننده  ذوقى،  امرى  از  رمزنويسى  ديگر  دوم،  و 
ضرورتى براى بسيارى از رشته هاى ارتباطى حكومتى مانند ارتش 
و ديپلماسى، و حتى بازرگانى، تنديويسى و … تبديل شده است و 

انواع كدبوك ها، در زمينه هاى گوناگون كاربرد دارند.
به لحاظ علمى، تجزيه و تحليل رمز جزو شاخه اى از رياضيات 
عالى (محاسبات عددى) است و فارغ التحصيلان رياضيات پيشرفته، 

يادآوري:       
 هزينه ي برگشت مجله در صورت خوانا و كامل نبودن نشاني و عدم حضور 

گيرنده، برعهده ي مشترك است.
 مبناي شروع اشتراك مجله از زمان دريافت برگ اشتراك خواهد بود.

  صنـدوق پستي مركز بررسي آثار:                                                  15875/6567
  صنـدوق پستي  امور مشتركين:                                           16595/111
www.roshdmag.ir                                                      :نشاني اينترنتي  
Email:info@roshdmag.ir                                 :پست الكترونيك  
  امور مشتركين:                             77335110 ـ 77336656ـ021
021   پيام گير مجله هاي رشد:                                           88301482 ـ

 نام مجله هاي در خواستي:
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نام خانوادگي:. و  نام   

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تولد:. تاريخ   

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحصيلات:  ميزان   

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  تلفن:.
 نشاني كامل پستي: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهرستان:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استان: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خيابان: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شماره ي پستي: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پلاك: .
   در صورتي  كه قبلاً مشترك مجله بوده ايد، شماره ي اشتراك خود را بنويسيد:

                  
       امضا:

شرايط:
1. پرداخت مبلغ 70/000 ريال به ازاي يك دوره يك ساله مجله ي درخواستي، 
به صورت علي الحساب به حساب شماره ي 39662000 بانك تجارت شعبه ي 

سه راه آزمايش (سرخه حصار) كد 395 در وجه شركت افست.
2. ارسال اصل فيش بانكي به همراه برگ تكميل شده ي اشتراك 

باپست سفارشي. (كپي فيش را نزد خود نگه داريد.)

برگ اشتراك مجله هاي رشد

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . كداشتراك:

همّت مضاعف،كار مضاعف

پي نوشت
غ ظ   …ْْ د  ج  ب  ا  (1) ابجد كبير: 

1000  900   4  3  2  1  

شه
ندي

ح ا
فري

ت گله ي گاوي، شامل گاوهاي نر و ماده، از چهار دسته ي: 
سياه، سفيد، خالخال و قهوه اي تشكيل شده است.

بين گاوهاي نر؛ تعداد گاوهاي سفيد نصف به علاوه ي ثلث 
تعداد گاوهاي سياه و بيشتر از گاوهاي قهوه اي است، تعداد 
گاوهاي سياه ربع به علاوه ي خمس تعداد گاوهاي خالخال و 
بيشتر از گاوهاي قهوه اي است؛ تعداد گاوهاي خالخال سدس 
به علاوه ي سبع تعداد گاوهاي سفيد و بيشتر از گاوهاي قهوه اي 

است.
بين گاوهاي ماده؛ تعداد گاوهاي سفيد ثلث به علاوه ي ربع 
تعداد گاوهاي سياه ربع  تمام گاوهاي سياه گله است؛  تعداد 
به علاوه ي خمس تعداد گاوهاي خالخال تمام گله است؛ تعداد 
گاوهاي خالخال خمس به علاوه ي سُدُس تعداد تمام گاوهاي 
به علاوه ي  سُدُس  قهوه اي  گاوهاي  تعداد  است؛  گله  قهوه اي 

سبع تعداد تمام گاوهاي سفيد گله است.
تعداد هر دسته از گاوهاي سفيد، سياه، قهوه اي و خالخال 

نر و ماده ي گله را تعيين كنيد.

پاسخ در صفحه ي 64
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خواص نابرابرى ها
1. به طرفين نابرابرى مى توان عددى اضافه يا كم كرد:
a b a c b c> ⇒ ± > ±  

2. طرفين هر نابرابرى را مى توان در عدد مثبتى ضرب يا بر عدد 
مثبتى تقسيم كرد:

am bma b
a bm
m m

>⎧>⎧ ⎪⇒⎨ ⎨> >⎩ ⎪⎩
0

 
بر عددى  يا  نابرابرى را در عدد منفى ضرب  اگر طرفين هر   .3

منفى تقسيم كنيم، جهت نابرابرى عوض مى شود.
ak bka b
a bk
k k

<⎧>⎧ ⎪⇒⎨ ⎨< <⎩ ⎪⎩
0

 

4. طرفين هر نابرابرى را مى توان به توان عدد فرد رساند يا از 
طرفين آن ريشه ى فرد گرفت.

n n

n nn N

a b
a b

a b

+ +

+ +∈

⎧ >⎪> ⇒ ⎨
>⎪⎩

2 1 2 1

2 1 2 1

 
5. اگر دو طرف نابرابرى مثبت باشند، مى توان طرفين را به توان 

عددى فرد يا زوج رساند يا از طرفين ريشه ى فرد يا زوج گرفت.
n n

n nn N

a b
a b

a b∈

⎧ >⎪> > ⇒ ⎨
>⎪⎩

2 2

2 2
0

 
n na b a b> ⇒ >2 2   .6

a b
a bb a

> >⎧
⇒ <⎨ < <⎩

0 1 1
0  .7

نابرابرى ها

 احمد قندهارى

همه ى اعداد به كار رفته در اين مقاله حقيقى اند.
كليد واژه ها: خواص نابرابرى ها، نامعادله ها، مسائل نابرابرى ها.
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x x
( x )

x x

− ≥ ≥⎧ ⎧
⎪ ⎪− ≥ ⇒ ⇒⎨ ⎨
⎪ ⎪− ≤ − ≤ −⎩ ⎩

2
2 5 7 2 12

2 5 49
2 5 7 2 2

 

x

x

≥⎧
⎪⇒ ⎨
⎪ ≤ −⎩

6

1

3) 
< <⎧

⎧ ≤ ≤⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
< <⎪⎩ ⎪− < < −⎩

2 2 2

0

a x b
a x b

a b b x a
 

مثال 3.

x
( x )

x

≤ − ≤⎧
⎪≤ − ≤ ⇒ ⎨
⎪− ≤ − ≤ −⎩

2

3 2 3 5

9 2 3 25

5 2 3 3

 

x x

x x

≤ ≤ ≤ ≤⎧ ⎧
⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨
⎪ ⎪− ≤ ≤ − ≤ ≤⎩ ⎩

6 2 8 3 4

2 2 0 1 0

a,b,c داريم: R∈ مسئله ى 1. ثابت كنيد براى هر 
a b c ab ac bc+ + ≥ + +2 2 2  

مي دانيم كه:

 
(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

⎧ ⎧− ≥ + − ≥
⎪ ⎪⎪ ⎪− ≥ ⇒ + − ≥⎨ ⎨
⎪ ⎪− ≥ + − ≥⎪ ⎪⎩ ⎩

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0 2 0

0 2 0

0 2 0

 

 a b ab

b c bc

c a ac

⎧ + ≥
⎪⎪⇒ + ≥⎨
⎪ + ≥⎪⎩

2 2

2 2

2 2

2

2

2  
a b c ab ac bc⇒ + + ≥ + +2 2 22 2 2 2 2 2

a b c ab ac bc⇒ + + ≥ + +2 2 2

، ثابت كنيد: a,b,c >0 مسئله ى 2. اگر 
(a b)(b c)(c a) abc+ + + ≥ 8  

حل:

( a b) a b ab

( b c) b c bc

( c a ) c a ac

⎧ ⎧− ≥ + − ≥
⎪ ⎪⎪ ⎪− ≥ ⇒ + − ≥⎨ ⎨
⎪ ⎪− ≥ + − ≥⎪ ⎪⎩ ⎩

2

2

2

0 2 0

0 2 0

0 2 0

 

a b
a b

> > ⇒ >1 10  .8
جمع  هم  با  نظير  به  نظير  مى توان  را  هم جهت  نابرابرى  دو   .9

aكرد: b
a c b d

c d
>⎧

⇒ + > +⎨ >⎩  
مى توان  باشند،  مثبت  هم جهت  نابرابرى  دو  طرفين  هرگاه   .10

آن ها را نظير به نظير درهم ضرب كرد.
a b

ac bd
c d
> >⎧

⇒ >⎨ > >⎩

0

0  

11) a a a ...
a

a a a...

⎧ > >⎪< < ⇒ ⎨
< <⎪⎩

2 3

3
0 1  

12) a ;a
a

> + ≥10 2  
13) a ;a

a
< + ≤ −10 2  

14) a,b ;(a b )( )
a b

≠ + + ≥2 2
2 2
1 10 4  

15) a,b,c ;(a b c )( )
a b c

≠ + + + + ≥2 2 2
2 2 2
1 1 10 9  

16) a,b,c,d,... na و 0< ,a ,a ,...a >1 2 3 0  
آن گاه داريم:

a (الف b ab+ ≥
2  

a (ب b c abc+ + ≥ 3

3
 

a (ج b c d abcd+ + + ≥ 4

4
 

در حالت كلى داريم:
nn (د

n
a a a ... a

a .a .a ....a
n

+ + + +
≥1 2 3

1 2 3
 

چند نابرابرى در نامعادله ها
1) x a a x a

a
⎧ ≤⎪ ⇔ − ≤ ≤⎨

>⎪⎩

2 2

0
 

(2x - 1)2 ≤ 25 ⇒ -5 ≤ 2x -1 ≤ 5 مثال 1. 
⇒ -4 ≤ 2x ≤ 6 ⇒ -2 ≤ x ≤ 3

مثال 2.
2) 

≥⎧
⎧ ≥⎪ ⎪⇔⎨ ⎨

>⎪⎩ ⎪ ≤ −⎩

2 2

0

x a
x a
a x a

 

( x )
≥⎧ ⎧≥

⎪ ⎪
⎧ ⎧⎧ ⎧

≥ ⇒) ⎨ ⎨
⎪ ⎪⎪ ⎪⇒⎪⎪

⎪ ⎪
⎨ ⎨⎨ ⎨

≤⎩ ⎩
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪⎪

2
2 12≥x⎧x ≥≥ ⎧⎧x

49x )x ≥)
2 2≤ −x⎩xx ⎪⎪

x

x

≥⎧
⎪
⎧⎧

⇒ ⎨
⎪⎪

⎪
⎨⎨

≤ −⎩
⎪⎪

6

1

3)
⎧

⎧⎪ ⎪
⎧⎧

⎧⎧
⎨ ⎨⎨
⎪ ⎪⎪ ⎪⎧⎧⎧⎧

⇒
<<<⎪⎪⎪

⎨⎨
⎩⎩⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎪
⎨⎨
−⎩

⎪⎪000

a x b< <
≤ ≤≤ ≤≤ ≤
a b< b x a< < −<

مثال 3.

( x )
⎧⎧⎧
⎪
⎧⎧

≤ ⇒( ) ⎨
⎪⎪

⎪
⎨⎨
−⎩

⎪⎪

2

3 23 23 2 3 533≤ −≤ −≤ − ≤xxx
9 25( )≤ ≤( x )x 2

5 2 333 3≤ − ≤≤≤ −≤ x

⎧ ⎧
⎪ ⎪
⎧ ⎧⎧ ⎧

⇒ ⎨ ⎨
⎪ ⎪⎪ ⎪⇒
⎪ ⎪
⎨ ⎨⎨ ⎨

⎩ ⎩
⎪ ⎪⎪ ⎪−

3 4≤ ≤x⎧≤ ≤≤x ⎧⎧≤ ≤x

1 0− ≤ ≤x⎩
⎪⎪≤ ≤≤ x ⎪⎪x

داريم: a,b,c R مسئله ى 1. ثابت كنيد براى هر
a b c ab ac bcb c ab acb b a2 2 2bbb cb

مي دانيم كه:

a b ab

b c bc

c a ac

⎧ ⎧(a b)b)
⎪ ⎪

(a b)⎧⎧(a b)b)
⎪⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨(b )⎪⎪(b )c)c))
⎪ ⎪( )
⎨ ⎨⎨ ⎨( )

)⎪(c⎪⎪( a))⎩ ⎩⎪ ⎪⎪ ⎪(c a)a)a)

2 2bb⎧
2 2b⎪

⎪⎪⎪⎪

2 2⎪

0a b ab ≥a b abbba b

0b ≥b c bccbb cc

0c a ac ≥c a acc aa

a b ab

b bc

c a ac

⎧ bb
⎪
⎧⎧
⎪⎪⎪ + ≥b c⇒ ⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪
⎨⎨

≥aa⎪
⎪⎪
⎩⎪⎪

2 2bbb
2 2cc
2 2+ a

2

2

2

a b c ab ac bc⇒ + + ≥2 2 2b2 2 2 2 2 2a b c ab acab a+ + ≥+ + ≥a b c ab acb c ab ab c abbbbb c

a b c ab ac bc⇒ + + ≥a b c ab acb c ab a2 2 2bbb cbb

، ثابت كنيد: a,a,a, b,b,b,ccc >>>0 اگر  مسئله ى 2.
(a b)(b c)(c a) abcb)(b c)(c a)b)(b c)(c a)

حل:

b b

b c bc

c a ac

⎧ ⎧( a b)b)b)
⎪ ⎪

( a b)⎧⎧( a b)b)
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨( b c)⎪ ⎪⎪ ⎪( b )c))
⎪ ⎪( )
⎨ ⎨⎨ ⎨( )

)⎪( c⎪⎪( a ))⎩ ⎩⎪ ⎪⎪ ⎪( c a )a )a )

000a b abb b ≥≥≥a ba ba b ababab

0b b ≥b c bc

000c a ac ≥≥≥c a aca

a b
a b

⇒ >b 1 1 .
جمع  هم  با  نظير  به  نظير  مى توان  را  هم جهت  نابرابرى  دو   .

a b
a c b d

c d
⎧

⇒ + > +a c bc⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨

مى توان  باشند،  مثبت  هم جهت  نابرابرى  دو  طرفين  هرگاه  .1
را نظير به نظير درهم ضرب كرد.

a b
ac bd

c d
>b⎧

⇒ >ac⎨
⎧⎧

>d⎩
⎨⎨

0

0

11) a a a ...

a a a...

⎧ > a⎪⎧⎧⇒ ⎨
⎪⎪

< <aa⎪
⎨⎨
⎩⎪⎪

2 3a>
3

0 1< <a

12) a ;a
a

> 10 2;a + ≥;a 1

13) a ;a
a

< 10 2;a + ≤ −;a 1

14) a,b ;(a b )( )
a b

2 2b
2b

1 1 4; (a b )( ) ≥; (a b )( )b )(bb

15) a,b,c ;(a b c )( )
a b c

2 2 2b
2b cb

1 1 1 9; (a b c )( ) ≥; (a b c )( )b c )(bbb c

16) a,b,c,d,... >0 و na ,a ,a ,...a >1 2 3, a ,a,a ,a 0

ن گاه داريم:

a (الف b ab≥
2

a (ب b c abcbb ≥ 3

3

(ج aaa b c d abcdb c ≥ 4

4 ر حالت كلى داريم:
nn (د

n
aaa ... a

a .a .a ....a
nnn

+++ + + +aaa a ...a ...
≥1 2 31 21 2aaa aaaaa aa

1 2 3.a .a.a .a

نابرابرى در نامعادله ها
1) x a aaa

a
⎧⎪⎧⎧ ⇔ − ≤ ≤≤ ≤≤ ≤a xa xa x⎨
⎪⎪⎧⎧⎧⎧

>⎪
⎨⎨
⎩⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

2 2a≤
0

(2x - 1)2 ≤ 25 ⇒ -5 ≤ 2x -1 ≤ 5 ثال 1. 
⇒ -4 ≤ 2x ≤ 6 ⇒ -2 ≤ x ≤ 3

ثال 2.
2) 

≥≥≥⎧⎧⎧
⎧⎪ ⎪⎪⎪

⎧⎧
⎧⎧
⎨ ⎨⎨
⎪ ⎪⎪⎪ ⎪⎪⎧⎧⎧⎧

⇔
>⎪

⎨⎨
⎩
⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎪
⎨⎨

≤≤⎩
⎪⎪

≥
0

x ax ax a≥≥≥
≥≥≥

a x a≤≤ −≤
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a b ab

b c bc

c a ac

⎧ + ≥
⎪⎪⇒ + ≥⎨
⎪ + ≥⎪⎩

2

2

2

اين سه نامساوى را درهم ضرب مى كنيم (بنا به شماره ى 10):
(a b)(b c)(c a) a b c+ + + ≥ 2 2 28  
(a b)(b c)(c a) abc+ + + ≥ 8

، a وتر و b و  A
∧
= 90�  ،ABC مسئله ى 3. در مثلث قائم الزاويه ى

. a b c> +3 3 3 c اضلاع زاويه ى قائمه اند. ثابت كنيد: 
حل: داريم:

a > b (ضرب مى كنيم b >2 0 ab (در  b⇒ >2 3  
a > c (ضرب مى كنيم c >2 0 ac (در  c⇒ >2 3  

دو رابطه را جمع مى كنيم:
ab ac b c a(b c ) b c+ > + ⇒ + > +2 2 3 3 2 2 3 3 و   
a b c= +2 2 2 داريم:   

a(a) b c a b c⇒ > + ⇒ > +2 3 3 3 3 3  
a,b,c ثابت كنيد: >0 مسئله ى 4. با شرط 

P (a b c)( )
a b c

= + + + + ≥1 1 1 9  
a a b b c cP
b c a c a b

= + + + + + + + +1 1 حل:  1
a b a c b cP ( ) ( ) ( )
b a c a c b

= + + + + + + 3
 

: (بنا به شماره ى 12)

a b( )
b a
a c( )
c a
b c( )
c b

⎧ + ≥⎪
⎪⎪ + ≥⎨
⎪
⎪ + ≥⎪⎩

2

2

2

 
 

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

⇒ + + + + + ≥ 6  
a b a c b c( ) ( ) ( ) P
b a c a c b

⇒ + + + + + + ≥ ⇒ ≥3 9 9

a,b ثابت كنيد: >0 مسئله ى 5. با شرط 
a b a b( )+ +≥
3 3

3

2 2  
پس  باشد.  درست  همواره  مسئله  نامساوى  مى كنيم  فرض  حل: 

aداريم: b a b( )+ +≥
3 3

3

2 2  

(a b)a b (a b ) (a b)++⇒ ≥ ⇒ + ≥ +
33 3

3 3 34
2 8

(a b)(a b ab) (a b)⇒ + + − ≥ +2 2 34

(a b ab) (a b)⇒ + − ≥ +2 2 24

a b ab a b ab⇒ + − ≥ + +2 2 2 24 4 4 2

a b ab⇒ + − ≥2 23 3 6 0

(a b ab) (a b)+ − ≥ ⇒ − ≥2 2 23 2 0 3 0

بالا همگي  مراحل  و چون  است.  همواره درست  نامساوى  اين 
برگشت پذير هستند فرض ما درست است. 

، ثابت كنيد: a,b,c >0 مسئله ى 6. با شرط 
a b c abc+ + ≥3 3 3 3  

حل: به راحتى مى توان ثابت كرد:
a b c abc+ + −3 3 3 3  

(a b c)(a b c ab ac bc)= + + + + − − −2 2 2

راهنمايى: اگر دو پرانتز سمت راست را درهم ضرب كنيد، پس 
از جمع جبرى، عبارت سمت چپ به دست مى آيد.

از طرف ديگر، در مسئله ى 1 ثابت كرديم:
a b c ab ac bc+ + ≥ + +2 2 2  

پس:
a b c ab ac bc+ + − − − ≥2 2 2 0  

a) هم مثبت است. پس: b c)+ + و عبارت 
a b c abc a b c abc+ + − ≥ ⇒ + + ≥3 3 3 3 3 33 0 3  

، ثابت كنيد: a,b >0 مسئله ى 7. با شرط 

a b a b
+ ≥

+
1 1 4

 
باشد؛ پس  درست  همواره  مسئله  نامساوى  مى كنيم  فرض  حل: 

داريم:
a b a b
+ ≥

+
1 1 4

 
دو طرف نامساوى را در مقدار مثبت ab(a+b) ضرب مى كنيم. 

خواهيم داشت:
b(a b) a(a b) ab+ + + ≥ 4  

(a b)(a b) ab⇒ + + ≥ 4

(a b) ab⇒ + ≥2 4

a b ab ab a b ab⇒ + + ≥ ⇒ + − ≥2 2 2 22 4 2 0

(a b)⇒ − ≥2 0

بالا همگي  مراحل  و چون  است.  همواره درست  نامساوى  اين 
برگشت پذير هستند پس فرض ما درست است.

 xP
x

=
+2

4

1
، بيشترين و كمترين مقدار  x مسئله ى 8  . با شرط 0≠

را بيابيد.

a b ababab

b c bc

c acc ac

⎧ bb
⎪
⎧⎧
⎪⎪⎪ + ≥b cc⇒⇒⇒ ⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
⎨⎨

+ ≥a⎪⎪⎪
⎪⎪
⎩⎩⎩⎪⎪⎪⎪

2

2

2

:(10 اين سه نامساوى را درهم ضرب مى كنيم (بنا به شماره ى
(a b)(b c)(c a) a b cb)(b c)(c a)b) c)(c a) 2 2 2b cb

(a b)(b c)c)c)(c a) abcb)(b ccc)(c a)b)(b (c a)

b و و وتر و a ، AAA
∧∧∧
=== 90� ،ABC مسئله ى 3. در مثلث قائم الزاويه ى

. a b cbb333 3 3b cbb c اضلاع زاويه ى قائمه اند. ثابت كنيد: 
حل: داريم:

a > b bbb ضرب مى كنيم) >2 0 ab (در b⇒ >ab2 3b
a > c (ضرب مى كنيم c >>>2 0 (در  c⇒ >ac2 3c>

دو رابطه را جمع مى كنيم:
ab ac b c a(b c ) b cac b c a(b c ) bac b c a( ) b2 2 3 3 2 222 3 3ac b c a(bb ) b cac b c a( ) bac b c a(b c ) bac b c a( ) bb c a( ) b و 
a ba ba cbbb2 2 222 b cb داريم:   

a(a(a(a)a)a) b c a b c⇒ a(a(a(a)a)a) b c a b2 3 3 3 3 3b b cb c a bb c a bb c a b
a,aa,b,b,b,ccc ثابت كنيد: >>>000 مسئله ى 4. با شرط 

P (a b c)( )))
a bbb ccc

≥≥≥(a b c)( )))(a b c) 1 1 1 999

aaa a b b c cP
b c a c a b

=1 1 1a a b b c c1
b b

+ + + + + + + ++ + + +
b b حل:

a b a c b cP ( ) ( ) ( )a b a c b c
b a c a c b

) ( ) () ( ) ( +( ) ( ) ( )( ) ( ) () ( ) () ( ) () ( ) ( 3

: (بنا به شماره ى 12)

a b( )a b
b a
a c( )a c
c a
b c( )b c
c b

⎧ ≥)b
⎪
⎧⎧

⎪
⎪⎪
⎪⎪⎪ ≥)c
⎨
⎪⎪

⎪
⎨⎨

⎪
⎪⎪

≥)c
⎪
⎪⎪
⎩⎪⎪

2

2

2

a b a c b c( ) ( ) ( )a b a c b ca c
b a c a c b

) ( ) () ( )⇒ + + + + + ≥( ) ( ) ( )) ( ) (a b a c b ca c) ( ) ( 6

a b a c b c( ) ( ) ( ) Pa b a c b ca c
b a c a c b

) ( ) () ( ) (⇒ + + + + + ≥ ⇒ ≥( ) ( ) ( ) P) ( ) ( )a b a c b ca c) ( ) () ( ) () ( ) ( 9P ≥P

a,b ثابت كنيد: >0 مسئله ى 5. با شرط 
a b a b( )a bb aa≥
3 3bbb 3

2 2
(

پس  باشد.  درست  همواره  مسئله  نامساوى  مى كنيم  فرض  حل:
aداريم: b a b( )a bb aa≥

3 3bbb 3

2 2
(

(a b)a b (a ) ( b)⇒ ≥ ⇒
(a b)a b (a b ) (ab ) (a

33 3b 3 3 3b ) (a b)bb ) (ab ) (ab4
2 8

(a b)(a b ab) (a b)⇒ (a b)(a b ab) (ab)(a b ab) (a2 2 3b ab) (a b)bb ab) (ab ab) (ab4

(a b ab) ( b)⇒ (a b ab) (ab ab) (a2 2 2b ab) (a b)bb ab) (a4

ab⇒ + − ≥ + +2 2 2 2b b bb b b4 4 4 2a b ab a b+ − ≥ + +a b ab a bb ab a bbb b bb b bbb ab a bb ab ab ab a bb

b b⇒ + − ≥2 2bb3 3 6 0b b+ − ≥+ −a b abbbbbbb

(a b ab) (a b)) ( )2 2 2b b) ( b)b3 2 0 3 0(a ≥b ab) (a b)b ab) (aab) 2b ab) (a b)b b)b ab) (a b)b ab)ab)

بالا همگي مراحل  و چون  است.  همواره درست  نامساوى  اين 
برگشت پذير هستند فرض ما درست است.

، ثابت كنيد: a,b,c >0 مسئله ى 6. با شرط
b c abcb cb c3 3 3bbb cb

حل: به راحتى مى توان ثابت كرد:
b c abcb c3 3 3bbb cb

(a b c)(a b c ab ac bcc c)= (a b c)(a b c ab accc a2 2 2bbb cbb c

اگر دو پرانتز سمت راست را درهم ضرب كنيد، پس راهنمايى:
از جمع جبرى، عبارت سمت چپ به دست مى آيد.

از طرف ديگر، در مسئله ى 1 ثابت كرديم:
b c ab ac bbbcccb c ab acb b ac2 2 2b cb cb cc

پس:
b c ab ac bc ≥b c ab ac bcb b ac2 2 2b cb cb cc 000

هم مثبت است. پس: (a b cb cb c))bbb و عبارت
b c abc a b c abc⇒b c abc a b cb c abc3 3 3 3 3 3b c abc a b cb c abc a b cb cb abc a b ca b cabcb bbabc a b ca bb c

، ثابت كنيد: a,b >0 مسئله ى 7. با شرط

a b a b
+ ≥

bb
1 4≥

باشد؛ پس درست  همواره  مسئله  نامساوى  مى كنيم  فرض  حل:
داريم:

a b a b
+ ≥

bb
1 4≥

ضرب مى كنيم ab(a+b) دو طرف نامساوى را در مقدار مثبت
خواهيم داشت:

(a b) a(a b) abb) a(a b)b) a(a b)

(a b)(a b) ab⇒ (a b)(a b)b)(a b)

(a b) ab⇒ (a b)b)2

b b b b b⇒ + + ≥ ⇒ + − ≥a bb2 2 2 2b b b bb b b bbbb 0b≥ ⇒ + − ≥⇒ab ab a b abab a bab ab a bb b bbbab ab a bab a bab

(a b)⇒ − ≥(a b)2 0

بالا همگي مراحل  و چون  است.  همواره درست  نامساوى  اين 
برگشت پذير هستند پس فرض ما درست است.

xP
x

=
+2

4

1
، بيشترين و كمترين مقدار  x 8مسئله ى 8 . با شرط 0≠

را بيابيد.
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. صورت و مخرج كسر را بر x تقسيم  x >0 الف) فرض مى كنيم 
مى كنيم:

P ,
x x

x ; x
x

=
+

> + ≥

4
1

10 2

(شماره ى 13)  

پس مينيمم مخرج كسر 2 است. 
MaxP = =4 2

2
درنتيجه:  

، صورت و مخرج كسر را بر  x تقسيم  x <0 ب) فرض مى كنيم 
كنيم:

P ,
x x

x ; x
x

=
+

< + ≤ −

4
1

10 2

(شماره ى 14)  

پس ماكزيمم مخرج كسر 2- است. 
درنتيجه:

MinP = = −
−
4 2
2  

، آن گاه كدام يك از نامساوى هاى  b ≠0 آزمون 1. اگر a > b و 
زير همواره درست است؟

a a b>3 2  (2  a ab>2  (1
a b>4 4  (4  ab b>2 3  (3

 a > b طرفين نامساوى . b >2 0 b پس  حل: گزينه ى 3. چون 0≠
. پس گزينه ى  ab b>2 3 b ضرب مى كنيم.  درنتيجه:   >2 0 را در 

3 درست است.
آزمون 2. اگر a > b و c > d، آن گاه كدام يك از نامساوى هاى 

زير همواره درست است؟
a b
c d
>  (2  ac > bd (1

a d b c− > −  (4  a b b c+ > +  (3
حل: گزينه ى 4. (بنا به شماره ى 9) داريم:

a b
; a c b d ; a d b c

c d
>⎧

+ > + − > −⎨ >⎩  
، آن گاه: A ab ac bc= + + a و  b c+ + آزمون 3. اگر 0=

A <0 (2  A >0  (1
A ≤0 (4  A ≥0 (3

حل: گزينه ى 4.
 

: داريم
A

(a b c) a b c (ab ac bc)
+

+ + = + + + + +2 2 2 2

0 0

2����� ����� �����  
                                    يا

A براى اين كه تساوى برقرار باشد، بايد 0≥
و   A a b c d= + + +4 4 4 4 و   a,b,c,d >0 اگر   .4 آزمون 

B آن گاه همواره داريم: abcd=

A B≥ 24  (2  A B≥ 4  (1
A B≥ 44  (4  A B≥ 44  (3

حل: گزينه ى 2
، داريم: x, y, z, t >0 (بنا به قسمت ج، شماره ى 16) با شرط 

x y x t xyzy , x a , y b , z c , t d+ + +
≥ = = = =4 4 4 44

4

a b c d Aa b c d abcd+ + +⇒ ≥ ⇒ ≥
4 4 4 4 4 4 4 4 4

4 4
A abcd A B⇒ ≥ ⇒ ≥ 24 4
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براى اثبات درستى اين ادعا، فرض كنيم عدد شش رقمى 
باشد.   fedcba به صورت  دوستتان  تولد  تاريخ  با  متناظر 

بنابراين داريم:
fedcbafedcba +×+×+×+×+×= 0101010101 2345

در اين جا مراحل الگوريتم را انجام مى دهيم.
مرحله ى 1)

f
edcbafedcba

2
0120120120120122 2345

+
×+×+×+×+×=

مرحله ى 2)

32012
01201201201232 2345

++×+
×+×+×+×=+

fe
dcbafedcba

مرحله ى 3)

510101
01010101325

2

3456

+×+×+

×+×+×+×=+

fe

dcba)fedcba(

مرحله ى 4)

90101
010101016325

2

3456

+×+×+

×+×+×+×=−+

fe

dcba)fedcba(

مرحله ى 5) در اين مرحله عدد هفت رقمى حاصل به صورت 
9fedcba توسط دوستتان اعلام مى شود.

اكنون با حرف رقم يكان (كه هميشه 9 است) شما مى توانيد 
fedcba كشف كنيد. تاريخ تولد دوست خود را به صورت 

درضمن حتماً به دوست خود توصيه كنيد كه يك ماشين حساب 
به همراه داشته باشد.

شه
ندي

ح ا
فري

ت ادامه ي مطلب صفحه ي 21

60
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فرمول مجموع يابى آبل
بسيارى از دستاوردهاى رياضيات پيوسته، از قبيل نابرابرى هاى 
كلاسيك مربوط به انتگرال ها، معمولاً از مشابه هاى گسسته شان، با 
استفاده از فرايندى حدى استنتاج مى شوند. اما گاهى اتفاق مى افتد 
كه مفاهيم مربوط به رياضيات پيوسته آشناتر از نظاير گسسته شان 

باشند.
هدف اين مقاله بررسى مشابه گسسته ى فرمول انتگرال گيرى جزء 
بيان  زير  به صورت  كه  است،  آبل  مجموع يابى  فرمول  يعنى  به جزء، 

مى شود:
فرض مى كنيم an ،… ، a2 ، a1 و ، bn ،… b2 ، b1 دو دنباله ى 

متناهى اعداد باشند، در اين صورت:
n na b a b a b (a a )b+ + + = −1 1 2 2 1 2 1�

n n(a a )(b b ) (a a )−+ − + + + −2 3 1 2 1�

n(b b b )−+ + +1 2 1�

n na (b b b )+ + + +1 2 �

در صورتي  جزء  به  جزء  انتگرال گيرى  با  موضوع  اين  شباهت 
با  متناظر  انتگرال گيرى  بياوريم  خاطر  به  كه  مى شود  آشكار 

مجموع يابى جميع جملات است، در حالى كه ديفرانسيل گيرى متناظر 
با تفريق جمله هاى متوالى است.

خط چند ضعلى  P0 P1    …   Pn  را چنان در نظر مى گيريم كه:
n n nP P P P P P P P P− −∠ = ∠ = = ∠0 1 2 1 2 3 2 1�

در حالى كه همه را در جهت ساعتگرد اندازه گيرى كرده ايم. اگر:
n nP P P P P P−> > >0 1 1 2 1�

nP نمى توانند منطبق باشند. P0 و  نشان دهيد 
P0 و محور  براى حل مسأله، مختصات مختلطى را با مبدأ در 
α زاويه ى بين هر دو  P در نظر مى گيريم. فرض مى كنيم P0 1 x هاى 

قطعه ى متوالى باشد، و:
na a a> > >1 2 �

آن گاه   ، i( )z e π−α= دهيم  قرار  اگر  باشند.  قطعات  اين  طول هاى 
nP عبارت است از: مختص 

n
na a z a z −+ + + 1

1 2 �
از فرمول  با استفاده  برابر صفر نيست.  اين عدد  ثابت كنيم  بايد 

مجموع يابى آبل، به دست مى آوريم:
n

n
n

n

a a z a z (a a )

(a a )( z) a ( z z )

−

−

+ + + = − +

− + + + + + +

1
1 2 1 2

1
2 3 1 1

�

� �

با راهيان المپيادهاى رياضى   18  
 

غلامرضا ياسى پور 

كليد واژه ها : فرمول مجموع يابى آبل، كاربرد نابرابرى مثلثى، مسائل فرمول مجموع يابى آبل،
حل مسائل فرمول يابى آبل.
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α صفر باشد، اين مقدار عددى اكيداً حقيقى و مثبت است، و  اگر 
اثبات كامل است. اما اگر چنين نباشد، آن را در z-1 ضرب مى كنيم 

و به دست مى آوريم:
n

n(a a )( z) (a a )( z ) a ( z )− − + − − + + −2
1 2 2 31 1 1�

، بنا  z اين عبارت نمى تواند صفر باشد، در واقع، از آن جا كه 1=
به نابرابري مثلثى داريم:

n
n

n
n

n

(a a )z (a a )z a z

(a a )z (a a )z a z

(a a ) (a a ) a

− + − + +

< − + − + +

= − + − + +

2
1 2 2 3

2
1 2 2 3

1 2 2 3

�

�

�
و نتيجه حاصل مى شود.

مسأله هاى زير را نيز مى توان با استفاده از فرمول مجموع يابى فوق 
حل كرد.

را  زير  مجموع هاى  آبل،  مجموع يابى  فرمول  از  استفاده  با   .1
محاسبه كنيد.

nq (الف q nq −+ + + +2 11 2 3 �
nq (ب q n q −+ + + +2 2 11 4 9 �

2. اعداد:
na a a≥ ≥ ≥ >1 2 0�

و:
nb b b≥ ≥ ≥ >1 2 0�

در
a b , a a b b ,≥ + ≥ +1 1 1 2 1 2 � ,

n na a a b b b+ + + ≥ + + +1 2 1 2� �

 k مثبت  و  صحيح  عدد  هر  ازاى  به  كنيد  ثابت  مى كنند.  صدق 
داريم:

k k k k k k
n na a a b b b+ + + ≥ + + +1 2 1 2� �

3. فرض مى كنيم c، b، a، و d اعدادى نامنفى و چنان باشند كه:

a , a b ,
a b c , a b c d
≤ + ≤
+ + ≤ + + + ≤
1 5

14 30 ثابت كنيد:
a b c d+ + + ≤10

4. فرض مى كنيم an ،… ، a2 ، a1 اعدادى نامنفى و چنان باشند 
 ، k كه، به ازاى هر

ka a a
( k)!

≤1 2
1

2
�

ثابت كنيد:

na a a
n n n

+ + + ≥ + + +
+ +1 2
1 1 1

1 2 2
� �

ny دو  y y≥ ≥ ≥1 2 � 5. فرض مى كنيم xn ،… ، x2 ، x1 و 
دنباله از اعداد مثبت و چنان باشند كه:

n nx y , x x y y , , x x x y y y≥ ≥ ≥1 1 1 2 1 2 1 2 1 2� � �
ثابت كنيد:

n nx x x y y y+ + + ≥ + + +1 2 1 2� �

      حل مسئله ها
به دست  آبل  مجموع يابى  فرمول  بردن  به كار  با  الف)   .1

مى آوريم:
nq q nq ( ) ( )( q)−+ + + + = − + − +2 11 2 3 1 2 2 3 1�

( )( q q ) ((n ) n)+ − + + + + − −23 4 1 1�

n n( q ) n( q q q )− −+ + + + + + + +2 2 11 2 1� �

nq q q q( )
q q q q

−− − − −
= − + + + +

− − − −

2 3 11 1 1 1

1 1 1 1
�

n
nqn ( q q q n)

q q
−−

+ = − + + + + −
− −

2 11 1
1

1 1
�

n n n nq q q nqn ( n) n
q q q q q
− − −

+ = − − +
− − − − −
1 1 1 1

1 1 1 1 1

nq
(q )

−
−

− 2

1

1

خواهيم  مجموع يابى آبل  فرمول  دوباره ى  بردن  به كار  با  ب) 
داشت:

nq q n q −+ + + +2 2 11 4 9 �

( ) ( )( q) ( )( q q )= − + − + + − + + 21 4 4 9 1 9 16 1

n( q q ) ((n ) n )( q q )−+ + + + + − − + + +2 2 2 21 1 1� �

nn ( q q )−+ + + +2 11 �

با جمع سرى هاى هندسى به دست آمده، داريم:

n n

n

q q q(
q q q

q q q q( n ) ) n (
q q q q

q q q q) (
q q q q

−

−

− − −
= − + + +

− − −

− − − −
+ − + = +

− − − −

− − − −
+ + + − +

− − − −

2 3

1 2
2

3 1 2

1 1 1
3 5 7

1 1 1

1 1 1 1
2 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 3

1 1 1 1

�

�

n nq q qn ) n
q q q

−− − −
+ + + +

− − −

3 1
21 1 1

4
1 1 1
�

n( q q n)
q

−= + + + −
−

11
1

1
�

اددداررر ع قمق اباششد، اين  αα صفصفففرررر  اگگاگاگاگرر 
ينينينننن نبا كك كامامللل استتتت. اما اگر چ اثبات

و بهبه د دسسسستست مىى آووووريم:
n

nzz ) a ( z )z ))n
n

2z ) a (a (n) ((zz )z a (a (n

نينين ع عباررترترت نمى تواند صففرفر ببااشد ا
ثلثلثىى ى دادارريريمم: ررربري ييي مثمث ن نابابرارا بهبه

n
nn

n

aa zn

a z2
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اگر an ،… ،a2 ،a1 مثبت باشند،
nb b b≤ ≤ ≤ ≤1 20 �

k داشته باشيم: n≤ و به ازاى جميع مقادير 
k ka a a b b b+ + + ≤ + + +1 2 1 2� �

در اين صورت:
n na a a b b b+ + + ≤ + + +1 2 1 2� �

حالت خاص مسئله ى اصلى، به ازاى n=4، با قرار دادن:
kb k ,k , , ,= =2 1 2 3 4

به دست مى آيد.
اكنون به اثبات دستاورد فوق مى پردازيم. داريم:

n

n

n
n

a a a
b b b

a (a a )
b b b b

(a a a )
b b

(a a a )
b

+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + +

1 2

1 2

1 1 2
1 2 2 3

1 2 3
3 4

1 2

1 1 1 1

1 1

1

�

�

�

 تفاضل هاى واقع در پرانتزها همه مثبت اند. با به كاربردن فرض 
درمى يابيم كه اين عبارت كمتر از يا برابر با مورد زير است:

n
n

n

b (b b )
b b b b

(b b b )
b

b b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + + + +

= + + +

1 1 2
1 2 2 3

1 2

1 2

1 1 1 1

1� �

�
بنابراين:

n
n

n

a a a
b b b

b b b
+ + + ≤ + + +1 2

1 2
1 2

� �

با استفاده از اين نتيجه و نابرابرى «كوشى ـ شوارتز»، به دست 
مى آوريم:

n( a a a )+ + + 2
1 2 �

n
n

n

a a a
b . b . b .

b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

44 41 2
1 2

1 2

�

n
n

n

a a a
( b b b )

b b b

⎛ ⎞
≤ + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2
1 2

1 2

� �

n( b b b )≤ + + + 2
1 2 �

كه نتيجه مى دهد:

n
n n(n ) q( q nq ) n

q q
− + −

− + + + − +
− −

1 22 1 1
1 2

1 2 1
�

با استفاده از قسمت الف مسئله، درمى يابيم كه اين عبارت برابر 
است با:

n n n

n n n n

q nq q n(n )( n) ( )
q q q q (q )

q n q ( n )q qn
q q (q ) (q )

− − +
− − − −

− − − − −

− − + −
+ = − +

− − − −

2

2
2

2 3

1 1 2 1 1

1 1 1 1 21

1 2 1 1 2 2

1 1 1 1

منبع
Yaglom, A.M., Yaglom, I.M. Ncelementarnye zadaci v 

elementarnom izlozenii (Non-elementary problems in an 

elementary exposition), Gosudarstv. Izdat. Tehn. Teor. Lit., 

Moscow, 1954.

2. مى توان نوشت:
k k k k
i i i i i i i

k k
i i i

a b (a b )(a a b

a b b )

− −

− −

− = − + + +

+

1 2

2 1

�

براى ساده كردن محاسبات قرار مى دهيم:
و:

i i ic a b= −

k k k k
i i i i i i id a a b a b b− − − −= + + + +1 2 2 1�

فرض مسئله مستلزم اين است كه:
jc c c+ + + ≥1 2 0�

: i به ازاى هر
i id d +≥ >1 0

و مورد اخير، از آن جا كه ai و bi دنباله هايى مثبت و نزولى اند، 
نتيجه مى دهد:

k k k k k k
n n

n n

n n

a b a b a b c d
c d c d (d d )c (d d )

(c c ) d (c c c )

− + − + + − =

+ + + = − + −

+ + + + + + ≥

1 1 2 2 1 1

2 2 1 2 1 2 3

1 2 1 2 0

�
�
� �

و نابرابرى به اثبات مى رسد.

منبع
Busneag, D., Mafei, I.,V.,Teme pentru cercurile Si 

concursurile de matematica ale elevilor (Lectures for 

students mathematics circles and competitions), Scrisul 

romanesc, Craiova, 1983.

3. گزاره ى عمومى ترى را اثبات مى كنيم.
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با بازگشت به نابرابرى اصلى، داريم:
n

n n
n

n
n

n

x x x
x x x y y y

y y y

x x x
(y y ) (y y )

y y y

x x x
y

y y y

+ + + = + + +

⎛ ⎞
= − + + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
1 2 1 2

1 2

1 1 2
1 2 2 3

1 1 2

1 2

1 2

� �

�

�

راه حل،  اين  ابتداى  در  شده  تبديل  نابرابرى هاى  از  استفاده  با 
براى عامل اول در هر جمله، اين نكته را درمى يابيم كه اين عبارت 

بزرگ تر از يا برابر است با:
n

n

(y y ) (y y ) ny
y y y
− + − + +

= + + +
1 2 2 3

1 2

1 2 �
�

 

و اثبات به انجام مى رسد.

n na a a b b b+ + + ≤ + + +1 2 1 2� �
(V.Cârtoaje رومانى، 1977، طرح از IMO آزمون انتخابى)

4. داريم:
n

n

n

a a a

( a ) ( a )

(( n ) na )
n n

( a )

( a a ) ( a a
n n

( n ) na )

+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + − − ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + ⋅ + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
+ + − ⋅

1 2

1 2

1

1 2 1 2

1 1 1
1 1 2 3 4

2 3 4

1 1
2 1 2

2 1 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2

2 3 4 3 4 5 6

1 1
1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2

2 1 2

�

�

�

�

با استفاده از نابرابرى AM.GM و فرض مسئله درمى يابيم كه:

n

a
a a , , a a

( n ) na n

⋅ ≥

⋅ + ⋅ ≥ ⋅ + ⋅ +

+ − ⋅ ≥

1

1 2 1 2

1 2 1

1 2 3 4 2 1 2 3 4

2 1 2

� �

 در نتيجه:

na a a ⎛ ⎞+ + + ≥ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
1 1 1

1
2 3 4

�

n
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1 1 1 1
2

3 4 5 6 2 1 2
�

n n
= − + − + − + + −

−
1 1 1 1 1 1 1

1
2 3 4 5 6 2 1 2

�

n n
= + + + + + + +

−
1 1 1 1 1 1

1
2 3 4 5 2 1 2

�

n
⎛ ⎞− + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1
2

2 4 6 2
�

n n n
= + + +

+ +
1 1 1

1 2 2
�

و كار به سامان مى رسد.
را  حاصل ضرب ها  شامل  نابرابرى هاى  مى خواهيم   .5
به  نابرابرى هاى شامل مجموع ها تبديل كنيم. به اين منظور از نابرابرى 

AM-GM استفاده مى كنيم. داريم:

k kk

k k

x x x xx x
k k

y y y y y y
+ + + ≥ ≥1 2 1 2

1 2 1 2

� �

كه آخرين نابرابرى آن از فرض به دست مى آيد.

شه
ندي

ح ا
فري

ت

 
به  را  قهوه اي  و  خالخال  سياه،  سفيد،  نر  گاوهاي  تعداد 
از رنگ هاي مزبور را  تعداد گاوهاي ماده  Z ،Y ،X و T و 
را  زير  معادلات  مي دهيم.  نمايش   t و   z ،y ،x به  به ترتيب 

خواهيم داشت:

YTX 6
5

=− Y  و   T Z− =
9
20

XTZ و   24
31

=−

 
)yY(x += 21

7 zZ(y( و  += 02
9 tT(z( و  += 03

11 و 

)xX(t += 24
31 و 

از حل دستگاه معادلات سيال بالا نتيجه خواهد شد:
  kX 28466301= kY و  4150647= kZ و  0608537=

kT 7839414= و
 kx 0636027= و  ky 6423984= و kz 0285153=  

kt 3129345= و 
مسئله  تعداد جواب هاي  است،  مثبت  عدد صحيح   k كه 
حاصل   k =1 به ازاي  آن ها  كوچك ترين  است.  بيشمار 

مي شود.

پاسخ


